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Ahnlichkeit im Groflen bei konformen Abbildungen
Von Walter Buckel in Nordlingen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 16. November 1951

§ 1. Einleitung

1.1. In der klassischen Differentialgeometrie tritt neben den
clementargeometrischen Begriff der Ahnlichkeit im GroBen der
der Ahnlichkeit im unendlich Kleinen (Konformitit). Wir sagen
von einer Abbildung w = f(2) einer Menge A der komplexen
Zahlenebene Z in £, sie sei ahnlich im Grofen fiir diese
Menge M, wenn A mindestens 3 verschiedene Punkte enthilt
und eine Konstante & == o existiert, derart, daB fiir irgend 2 ver-
schiedene Punkte z; und z, von A/ gilt:

BN SN
Z1i 2ol
Die Konstante & nennen wir den Ahnlichkeitsfaktor oder die
Dehnung dieser Abbildung. Von einer Abbildung w = f(2)
cines Gebictes G der komplexen Zahlenebene sagen wir, sie sei
dhnlich im unendlich Kleinen fiir dieses Gebiet &, wenn

es zu jedem Punkt 2, von G eine Konstante &(z,) == o gibt, so daB
gilt:

lim 1@ =F ]
Tz lz2— 2]
Die Konstante &(z,) nennen wir den (punktalen) Ahnlich-
keitsfaktor oder die (punktale) Dehnung dieser Abbildung
im Punkte z,. Angesichts dieser beiden Ahnlichkeitsbegriffe ergibt
sich die Frage nach den zwischen ihnen bestechenden Beziehun-
gen. Esist evident, daf3 jede im GroBen idhnliche Abbildung eines
Gebietes G in diesem Gebiet auch im unendlich Kleinen #hnlich

I'DaB diese Forderung fiir die (gleich- oder gegensinnige) Konformitit im
tiblichen Sinne ausreichend ist, hat D. Menchoff gezeigt., Vgl etwa: Les
conditions de monogénéité (Actualités sci. et industr. Nr. 329, Paris 1936).
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ist, wihrend umgekehrt eine konforme Abbildung von G im all-
gemeinen (das heif3t abgesehen von den Abbildungen w = az 4 4
und w = aZ + &) nicht das ganze Gebiet ¢ im Grofien dhnlich
abbildet. Daher ist nicht trivial die Frage nach der Existenz und
Struktur echter Teilmengen von G, die auch bei einer konformen,
aber nicht fiir das ganze Gebiet & im Groflen dhnlichen Abbildung
ihrerseits dhnlich im Groflen abgebildet werden.

1. 2. Bei der Inangriffnahme dieses Problems wird man sich
zunichst auf die Betrachtung in sich dichter Teilmengen von G
beschrinken, um in jedem Punkt dieser Teilmengen die Deh-
nung im Bezug auf eben diese Menge zur Verfligung und damit
einen Ansatz zu haben fur die Heranzichung rechnerischer Me-
thoden. Es ergibt sich sogleich, daf} eine in sich dichte Teilmenge
von G, die dhnlich im GrofBlen abgebildet wird, ecine Menge kon-
stanter Dehnung ist.2

Nun sind grundsitzlich drei Moglichkeiten zu unterscheiden:

1. Es existiert keine in sich dichte Teilmenge von &, die durch
f(2) dhnlich im GroBien abgebildet wird.

2. Es existieren in sich dichte Teilmengen von &, deren jede
fiir sich durch f(z) dhnlich im GroBlen abgebildet wird, deren Ver-
einigungsmenge aber noch eine echte Teilmenge von G ist.

3. Es existieren in sich dichte Teilmengen von G, deren jede
fur sich durch f(z) dhnlich im GroBen abgebildet wird und deren
Verecinigungsmenge mit G identisch ist.

In diesem Falle kann man also das Gebiet G in in sich dichte
(fremde) Punktmengen zerlegen, deren jede fiir sich dhnlich im
Groflen abgebildet wird.

2 Nicht in sich dichte Mengen, die bei einer konformen Abbildung #hnlich
im Grofien abgebildet werden, brauchen nicht Mengen konstanter Dehnung
zu sein. Beispiel: w = 22. Es sei © die einzige, zwischen o und i gelegene,

i = o. Die Menge A7 der drei

Punkte 1,7, 7 (1 + 7) geht durch w = 22 iiber in die Menge der drei Punkte
1, — 1, 2727, Diese Abbildung ist, wie man sich durch Berechnung von

ui (zj) _—i(Z’L- fiir jedes Punktepaar von 47 itberzeugt, dhnlich im GroBen fiir
“1 7“2

dic Menge A7 mit dem Ahnlichkeitsfaktor /2. Fiir die punktale Dehnung
in den drei Punkten von A7 gilt aber: d(1) =2, d({) = 2, d(x (1 + 7)) =
=27t} 2 <<} 2. Also ist M keine Menge konstanter Dehnung.

reclle Wurzel der Gleichung #% — 72 - £ — -














































































