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Ahnlichkeit im Groflen bei konformen Abbildungen
Von Walter Buckel in Nordlingen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 16. November 1951

§ 1. Einleitung

1.1. In der klassischen Differentialgeometrie tritt neben den
clementargeometrischen Begriff der Ahnlichkeit im GroBen der
der Ahnlichkeit im unendlich Kleinen (Konformitit). Wir sagen
von einer Abbildung w = f(2) einer Menge A der komplexen
Zahlenebene Z in £, sie sei ahnlich im Grofen fiir diese
Menge M, wenn A mindestens 3 verschiedene Punkte enthilt
und eine Konstante & == o existiert, derart, daB fiir irgend 2 ver-
schiedene Punkte z; und z, von A/ gilt:

BN SN
Z1i 2ol
Die Konstante & nennen wir den Ahnlichkeitsfaktor oder die
Dehnung dieser Abbildung. Von einer Abbildung w = f(2)
cines Gebictes G der komplexen Zahlenebene sagen wir, sie sei
dhnlich im unendlich Kleinen fiir dieses Gebiet &, wenn

es zu jedem Punkt 2, von G eine Konstante &(z,) == o gibt, so daB
gilt:

lim 1@ =F ]
Tz lz2— 2]
Die Konstante &(z,) nennen wir den (punktalen) Ahnlich-
keitsfaktor oder die (punktale) Dehnung dieser Abbildung
im Punkte z,. Angesichts dieser beiden Ahnlichkeitsbegriffe ergibt
sich die Frage nach den zwischen ihnen bestechenden Beziehun-
gen. Esist evident, daf3 jede im GroBen idhnliche Abbildung eines
Gebietes G in diesem Gebiet auch im unendlich Kleinen #hnlich

I'DaB diese Forderung fiir die (gleich- oder gegensinnige) Konformitit im
tiblichen Sinne ausreichend ist, hat D. Menchoff gezeigt., Vgl etwa: Les
conditions de monogénéité (Actualités sci. et industr. Nr. 329, Paris 1936).

11%
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ist, wihrend umgekehrt eine konforme Abbildung von & im all-
gemeinen (das heiB}t abgesehen von den Abbildungen w = az 4 4
und w = aZ + &) nicht das ganze Gebiet G im Grofien dhnlich
abbildet. Daher ist nicht trivial die Frage nach der Existenz und
Struktur echter Teilmengen von G, die auch bei einer konformen,
aber nicht fiir das ganze Gebiet & im Groflen dhnlichen Abbildung
ihrerseits dhnlich im Groflen abgebildet werden.

1. 2. Bei der Inangriffnahme dieses Problems wird man sich
zunichst auf die Betrachtung in sich dichter Teilmengen von G
beschrinken, um in jedem Punkt dieser Teilmengen die Deh-
nung im Bezug auf eben diese Menge zur Verfligung und damit
einen Ansatz zu haben fur die Heranziehung rechnerischer Me-
thoden. Es ergibt sich sogleich, daf} eine in sich dichte Teilmenge
von G, die dhnlich im GrofBlen abgebildet wird, eine Menge kon-
stanter Dehnung ist.2

Nun sind grundsitzlich drei Moglichkeiten zu unterscheiden:

1. Es existiert keine in sich dichte Teilmenge von G, die durch
f(2) dhnlich im GroBlen abgebildet wird.

2. Es existieren in sich dichte Teilmengen von &, deren jede
fiir sich durch f(z) dhnlich im GroBlen abgebildet wird, deren Ver-
einigungsmenge aber noch eine echte Teilmenge von G ist.

3. Es existieren in sich dichte Teilmengen von G, deren jede
fur sich durch f(z) dhnlich im GroBen abgebildet wird und deren
Vereinigungsmenge mit G identisch ist.

In diesem Falle kann man also das Gebiet G in in sich dichte
(fremde) Punktmengen zerlegen, deren jede fiir sich dhnlich im
Groflen abgebildet wird.

2 Nicht in sich dichte Mengen, die bei einer konformen Abbildung #hnlich
im Grofien abgebildet werden, brauchen nicht Mengen konstanter Dehnung
zu sein. Beispiel: w = 22. Es sei © die einzige, zwischen o und i gelegene,

i = o. Die Menge A7 der drei

Punkte 1,7, 7 (1 + 7) geht durch w = 22 iiber in die Menge der drei Punkte
1, — 1, 2727, Diese Abbildung ist, wie man sich durch Berechnung von

—'i(:j) —_£(2le fiir jedes Punktepaar von 47 iiberzeugt, dhnlich im GroBen fiir
AL T

dic Menge A mit dem Ahnlichkeitsfaktor /2. Fiir die punktale Dehnung
in den drei Punkten von 3/ gilt aber: 4 (1) =2, d({) = 2, d(x (1 + 7)) =
=27t} 2 <} 2. Also ist M keine Menge konstanter Dehnung.

reclle Wurzel der Gleichung #% — 72 - £ — -



Ahnlichkeit im Grofen bei konformen Abbildungen 165

1.3. Bei dieser Beschrankung auf in sich dichte Teilmengen 7°
von G ergibt sich, daf} ,,im allgemeinen‘‘ (wobei dieser Begriff
noch niher zu erkliren sein wird) bei einer nicht im GroBen dhn-
lichen konformen Abbildung des Gebietes G der Fall 1 vorliegt.

Fiir die Existenz eines in sich dichten 7, das dhnlich im Grof3en
abgebildet wird, wird eine notwendige und hinreichende Be-
dingung aufgestellt und eine Punktmenge angegeben, die alle in
sich dichten, dhnlich im GroBlen abgebildeten Teilmengen 7 von
G enthilt. Weiter wird gezeigt, daB jede in sich dichte Teilmenge
T von G, die dhnlich im GroBlen abgebildet wird, Teilmenge einer
Vercinigung analytischer Bogen ist und umgekehrt, dal3 es zu
jedem offenen analytischen Bogen B mit Ausnahme der Strecken
ein diesen enthaltendes Gebiet G und eine konforme Abbildung
w = f(z) von G gibt, bei der B dhnlich im Groflen abgebildet
wird, ohne daf3 die Abbildung fiir das ganze Gebiet & dhnlich im
GroBlen ist. Die Abbildung w = f(2) ist dabei durch B bis auf
eine im Groflen dhnliche Abbildung von G eindeutig bestimmt.

SchlieBlich wird gezeigt, dafl auch der Fall 3 wirklich vor-
kommt. In diesem Falle ist f(2) von folgender Gestalt: f(z) = g(2)

1—ti
oder f(2) =g (2) mit g(2) = (az + &) 1+ti 4 c, wobei die
Konstanten @, 4, ¢ bzw. ¢ komplex bzw. reell sind und lediglich
der Einschrinkung @ == 0 zu geniigen brauchen. Die in sich
dichten Teilmengen 7, deren jede fiir sich dhnlich im GrofBen

abgebildet wird, sind Teilmengen logarithmischer Spiralen.

L.4. Eine Reihe von naheliegenden Fragestellungen muf3ten vor-
erst noch unbeantwortet gelassen werden. Ihre Erledigung soll,
soweit méglich, einer spiteren Note vorbehalten bleiben. Ist eine
konforme Abbildung f(s) eines Gebietes G gegeben, die nicht
fiir das ganze Gebiet G im Grofien dhnlich ist, so verstehen wir
unter G* das unter Beriicksichtigung mehrfacher Uberdeckun-
gen aufgefaBte, groBte Gebiet, das von der Abbildung £(z) mit
allen ihren konformen Fortsetzungen abgebildet wird. Eine groBte
zusammenhédngende Teilmenge 7 von G*, die durch f(z) dhnlich
im Grofien abgebildet wird, nennen wir cinen dhnlichen Kern
von f(z). Besitzt f(z) wenigstens einen dhnlichen Kern, so kann
man sich die Aufgabe stellen, die Gesamtheit aller dhnlichen
Kerne von f(z) anzugeben. Diese Gesamtheit aller dhnlichen
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Kerne nennen wir das Geriist von f(z). Jeder dhnliche Kern einer
konformen Abbildung ist eine Punktmenge konstanter Dehnung,
Man kann sich fragen wann ein Geriist dhnliche Kerne mit
verschiedener Dehnung enthalten kann. Man kann sich wei-
ter fragen, welche Eigenschaften fiir eine konforme Abbildung
aus der Existenz und den Eigenschaften cines Gertistes (etwa
seiner Algebraizitit) folgen. Und schliellich kann man fragen,
ob es unter den elementaren konformen Abbildungen, auller de-
nen des Falles 3, bei denen das Gerlist den ganzen Definitions-
bereich liberdeckt, noch weitere gibt, die ein Gerlist besitzen.

§ 2. Eire notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Exi-
stenz einer in sich dichten Punktmenge, die durch cine konforme
Abbildung im Groflen dhnlich abgebildet wird

2.1. Eine konforme Abbildung cines Gebietes G ist entweder
analytisch oder zu einer analytischen konjugiert komplex. Wir
koénnen uns daher bei der Aufstellung unserer notwendigen und
hinreichenden Bedingung auf die Betrachtung analytlscher Ab-
bildungen beschrinken.? Es gilt folgender Satz:

Vor.: w = f(2) sei in G analytisch und von az -+ b verschic-
den. In G sei f/(2) == o. Wir bilden die Funktion h(z) = j}, ({j\';

es sei i(x, y) bzw. U(x, y) der Realteil bzw. der Imagindriteil von
h(2).

Beh.: Notwendig und hinreichend fiir die Existenz eincr in-
sich dichten Teilmenge T von G, die durch f(2) dhnlich im Grofien
abgebildet wird, ist die Existenz eines analytischen Bogens x (1),
y(&) mit x'* 4 y'% 3= 0 in G, fiir den gilt:

- = IO =2"AyE

u(x(t), y(l‘.)) = a2 O ERD »' (@,

= Wil "(l‘)x"l‘)—x”(f)}’ t) o

x@ @) = —2 T apt ey F O
Im Falle seiner Existenz wird dieser Bogen selbst durch f(2)
Ghnlich im Groflen abgebildet.

3 Im folgenden sei f(z) = « (x,%) + v (x, y) stets die Zerlegung der ana-
lytischen Funktion f(2) in Real- und Imaginirteil.
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Zum Beweise dieses Satzes betrachten wir zu der analytischen
Abbildung w = f(2) die Punktmengen konstanter Deh-
nung und die kriimmungsahnlich abgebildeten Bogen.

2.2, Die Punktmengen konstanter Dehnung.

Definition: Unter einer Punktmenge konstanter Dehnung
von f(z) in G verstehen wir eine Teilmenge von G, fir die gilt:
| /' ()| = const. >> o. Eine Punktmenge konstanter Dehnung heile
vollstindig in &, wenn sie alle in G vorkommenden Punkte ent-
hilt, in denen diese Dehnung herrscht.

2.2.1. Uber die Punktmengen konstanter Dehnung gilt fol-
gender Satz:

Vor: Ein stetig differenzievbarer Bogen B in G sei gegeben
durch x(2), y () mit 2'* + y'% == o.
Beh.: Der Bogen B ist dann und nur dann Teilmenge einer

Punktmenge konstanter Dehnung, wenn ev der folgenden Differen-
tialgleichung geniigt:

# (g tty + Dy 0) + ¥ gy 0y — vg) =0. (1)
2.2.1.1. Die Bedingung ist notwendig. Es sei
2() =2 + 2y (@ und | f'(2(2) |2 = 22 + o2 = const.
Dann gilt:

20, (u,,x + a5V S L i s A= Y
also:

(pptty + viv,)x' + (@0 Uypyty)y = 0.

Auf Grund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen gilt aber: v, =, und %, = —v,,, so daB wir haben

(uxx”x SR vx) P (”xx V== Upx 7{x)yl = 0.

2.2.1.2. Die Bedingung ist hinreichend. Gilt fiir einen (zusam-
menhéingenden) differenzierbaren Bogen x(¢), ¥(¢) in G die Dif-
ferentialgleichung (1), so gilt auch 22, (x,, 2" + RS
+ 29, (v ¥ + v,, ") = 0. Daraus folgt aber durch Integra-
tion: 7} + v% = const, also ist der Bogen ein Teilbogen von einer
Punktmenge konstanter Dehnung.
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2.2.2. Wenn auch f(z) von ez + & verschieden ist, so gilt tiber
die Punktmengen konstanter Dehnung dennoch der folgende
weitere Satz:

Jede in G vollstindige Punkimenge konstanter Delnung ent-
hilt einen analytischen Bogen.

Beweis: Die in G vollstindige Punktmenge konstanter Deh-
nung heiBe 7. Uberall in M gilt: 2.2 2% =| f' () |2 = const. - o.
(Nach 2.1., Vor.). Nun bilden wir:

& (e + V%)

A o = 2 (th Z‘x.\: + Ux ‘z}x.\‘)

und:
0 (uy + vx)

5y =2(uy ey, + v, v,,)

und beweisen zunichst: Es gibt wenigstens einen Punkt 2 in 4/
fiir den gilt:

20k + o3 |2 (264 + oh) |2
[ (2

oy
Es ist:
( 3 (uy + vy) \)2 T ( 0 (3 - v) )2 = :
ox oy =
e 4<(Z‘x Uy x + 'Ux_r‘yxx>2 + (th Uy y 9 Ux vxy>2>
= 4((Z‘xuxx A 'Uxx)?‘ Sa (_ UpUrx + 'Ux”xx)z)
S 4(7‘.2t2‘ix + 20,0,V Vs, + Uivix 5 ”ivix
— 20U Uy Uy tlyy + VUl
= 40} + o)) (wzx + U55).
Wire nun

(2 tep |l ran b

ox oy
uberall in M, so wire, da ui + 'ui“; tiberall in 47 von Null verschie-

den ist, 7%, -+ o2, = o iiberall in M. Es wire also {iberall in
M f"(2) =ound, weil M in sich dicht ist,* damit f(z) = az 4.

4 Dafl M in sich dicht ist, sieht man auf folgende Weise: Es sei z, cin
Punkt von A7 und X ein Kreis um z, mit beliebig kleinem Radius, Da /7 (2)
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Die Abbildung wire also im GrofBen dhnlich fiir &, im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Es gibt also mindestens einen Punkt
2y = %y + 7 3o in G, fiir den gilt:

0 (i + %) \2 8 (1} + v%) )2 £

ok 4 L) .
Wir betrachten zunichst den Fall, daB A -’—c-ay-- 3 2z, von

Null verschieden ist. In diesem Falle gibt es nach dem Satz tber
implizite Funktionen ein & >> o mit folgenden Eigenschaften:
Im Intervall | x — x, | <3 ist durch die Forderungen:

. (%, g(®))? + v, (%, £()* = u (%0, 0 + v (%0, ) und
£(xo) = Yo
eindeutig eine Funktion y = g(x) erklirt, fur die gilt:

0 (e + v%)

ox ; 2 (2 tlyy - Uy Ux x)
D778 e =) xUxx xVUxx
g(’“)_'—' AD L O e T T B
d(z_’t i ?\)_ 2(”x7‘xy 1 Ux Z/xy)
oy

Uy Uy —— Uy llyy

Uy lyy T Uy Uxy

Der Bogen mit der Gleichung y = g(x) {iber dem Intervall
| ¥ = x, | < 3 ist also Teilmenge der (vollstindigen) Punktmenge
konstanter Dehnung 47 der Abbildung w = f(z). Da die Funk-
tionen # bzw. v Realteil bzw. Imaginirteil einer analytischen
Funktion sind, ist y = g(x) im Intervall | x — x, | <C 3 nicht nur
beliebig oft stetig differenzierbar, sondern sogar analytisch.

3 (1 -+ v%) q o (1t + v

Verschwindet in z, — S REES0 ist in 25 ———— "~ von Null

verschieden und der Beweis verliuft entsprechend. Wir bezeich-
nen einen solchen in A/ enthaltenen analytischen Bogen mit B.

in dem abgeschlossenen Kreis & nullstellenfrei und nicht konstant ist, er-
reicht [ £/ (z) | seinen groften bzw. kleinsten Wert nur auf dem Rande von
A und zwar in 2, baw. z, Es gilt also: [/ (z)] > |/ &) ] > |/ )]
Nun sei € ein Bogen in X, der z, und z, verbindet und z, nicht enthilt.
Da1111 gibt es auf C einen Punkt z*, fiir den gilt: | £’ (%) | = | /" (z0) | 2%
Ist damit ein von z, verschicdener Punkt von A7/ in X
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2.2.3. Fur einen Punkt z eines solchen in einer in G vollstin-
digen Punktmenge gleicher Dehnung enthaltenen, analytischen
Bogens B benétigen wir spiter die Krimmung £(2) von B in 2
und die Kriimmung £* (¢) des Bildbogens im Bildpunkte von ¢,
Wir wollen diese beiden Kriimmungen gleich berechnen. Dabei
beschrinken wir uns auf den Fall, daB3 der Bogen B in der Form
y = g(x) gegeben ist.

2.2.3.1. Wir berechnen zunichst die Kriimmung £(z) des Ur-
bildbogens B im Punkte z = x 4- ig(x).

Es gilt:
ol e (R
(1 + (g @pyr:
Dabel ist
/ i Ux Uy — Uxlixy
@ = Uytixy Uy
und damit:
o 2

(tty they + Vx vxy)g’
wobei fur den Zihler s gilt:
7 A0 St R e oot e S T S (e SR R, )
(= )
e ((uxx SF uxyg,>vxy+ Z‘x('yxxy +vxyyg,>_<vxx+ yxyg/)”xy
T S nis ) s e )
m (7 R DN L P o (TR o T b ol 0 S Y L2
b @ S ) 0 = Gl
= (thx _:— thygl) %xuxyﬂ,xy + ('Uxxy + Zj.xyyg,)u%cuxy
= s S T N e = S i () AN
A e N Sl D5 L
SO 3 7)) B g D A A ) T
=5 (”xx I ”xyg/) Uy Upy Uy — (uxxy = ”xyyg,) uagc Uxy
T (Uxx + Uxug/> Uy 'Uozcy i | (yxxy + yxyyg/> Uy Uy Usy
el (”xx + Z‘xyg/) Uy u?cy -+ (Z{A.XU Bl uxyygl) Up UpUyy

2
S ('Uxx ar Z/xyg,) Ux Uxy Uxy S (Dxxy 2 'yxyyg’) Yy Uyy
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= (e + 4y 8) (y + 05y) Ve — WanF 2y 8" (- 03,) 2,
- Wy + Vayy8 ) O+ 0D sty — (o + 20y £) i+ 2D 0,
= (%, + 03) ((Uey ¥ — 0xpt0e) + (yy 2 — U4y 1) 8")
+ (@ 4 00 (Wy sy Yay— Ynxy Va) T Wayy thay— %0y 02D £)
= Uy + U2y) (athny + 0500y) — (e Uy — v, 2,,) )

'f‘ (Z‘i =15 v.?c) ((uxy'yxxy_yxyuxxy> g (”xy Uyxy _I' vxyyxxy>gl)

1

= T ((”xu I ”w) (<7‘x”AJ + v, vy)

Uy 71\11—1— Ux Uxy
-+ (”x Upy — Ux ley)z) + (ux + Ux) ((”xyvxxy e 'nyuxvy)

7/
2y ”xy + Uy vxy))-—@‘xy Uxxy + Ury 'Uxxy) (”x vxy Uy xu)))
Wir schalten eine Nebenrechnung ein:

N2 2
e e A Sb O @ =) )
S ol 2 2
S S P A S R e Y
— 228, Uy Uy Uyy 22 ”w

— (\”:t ap ’Z);) (u.\‘y 3 v;y>

(\”xy Yexy = Yny ”xxy) (ux Uyy 2 Uy ny) ¥a- (”xy Uyxy + Uy vxxy)

o == )

T 2
S e g O 0 il Sy + v, Uy Vry Vnay

5

xy “xxy

U Uy Uy U

2 2
x Uy UxyUuxy — Uy 'ny'uxxy + 'Ux”xy”xxy

S D B U
£ ”iu (”x Vyay '{— Uy ”xxy) = vi‘y(”x Unxy + Uy Z‘x.xy)
T2 Uy Uy Uy U yy + 2 UyyUxyPUx Vxny
= (z‘.ztu S Uiy) (ux Vxaxy ik “xxy)

=5 B e D (i Tt
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Damit bekommen wir:
1

m = e (g, + 05,2 (0 + ) - (2 o+ o)

_”x Tl;y 1 oy Uxy
: ((Z‘.Zvy—yiy> <ux Vyxy vx”xxy)—zu‘xyyxy (”x Uy Vs vx‘\‘y})) °

Also ist:

1

Sqpi= oyl

et S SR e
(Hx thy ‘E‘ Uy Z/xy)s ((”xy + 'ny) + (”xv ny)
: (”x Urxy + Uy ”xxy) =2 Uyy Uy (Z‘x Hpny — Uy 'Ux.\'y)) o
2.2.3.2. Nun berechnen wir die Kriimmung 4£*(z) des Bild-
bogens von B im Bildpunkte des Punktes 2 = x 4 ig(x).
Fir den Bildbogen haben wir die Parameterdarstellung:

== 00l BE), - o =l @)

Wir setzen:
dluregn)) _ , @Egw)) _ i,
dx 2 dx® o5 )
_dexegw)) _ , 2l@g®)) o
dx Y dx? et
Dann gilt:
é* o Zjl! Z" ol Zl’l U’
T (et o
Nun ist aber: 2
' =u, ‘tou g =u,—v. g, w =wuy, 20,8 + w0

1 ’ 1) 0.5
+ Z‘yg = Uyy + zuxyg —yxyg — U8
— fo s { - A 12
@ == SR e e RS O S S SR ) e S b
1 1
Tl = e Bl S R s a7
Also ist
2 2 2 DS
w? + v =, —2u. v, g + vig?+ i+ 2u,v.8 + wig?
2 2
= (uy + v3) (1 + &%

V' — 'V = (—ug, 20,8 gt ug) (e, —v.8)

2 Fe~tie 19 1 g 2
(Upy + 22,y 8 Uiy & O DN S )
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!

2

i 2 U o S
VR

+ ﬂx7¢xyg _27}x7/xyg _'Ux74xyg — U UK &

— U Uy — 20ty & F VeV g+ g
! 1
: — Uy xyg = ”xuxyg +”xvxyg +”xvxgg

= — (U Uy + Ve Upy) F (U Uy — Uy t4y)) 8

A (ux Uxy S Ux ﬂxy>g12 aF (ux Uy — Ux uxy)g’3
s (o b g

l

== —_ R = i 4
(rxttxy 5‘ 7/.x ?/\U) ( (”xuxu + v, ny>

— 2 (uynu,, + DUl (z;wi v, zzxy)
\ 2 2

RCRE N L g

(2 Uyy - 7/\ Ux y)
Wir werden auf diése Beziehungen spiter zuriickgreifen.

23. Die krimmungsdhnlich abgebildeten Bogen.
Durch x(7), y(#) (mit 2’2 + y'2 = 0) sei in G ein zweimal stetig
differenzierbarer Bogen B gegeben. Dann ist auch der Bildbogen
zweimal stetig differenzierbar. £(#) sei die Kriimmung des Ur-
bildbogens im Punkte z(¥) = x(¢) + iy (£); £*(¢) sei die Krim-
mung des Bildbogens im Bildpunkte von z(¢). | /' (¢) | ist die Deh-
nung der Abbildung f(2) im Punkte z = 2(¢).

Definition: Wir sagen der Punkt 2 (¢) unseres Urbildbogens B
werde durch f(z) gleichsinnig kriimmungsihnlich ab-
gebildet, wenn gilt: £2* (&) | /' (2(2)) | = 4(£); wir sagen, er werde
durch f(z) ungleichsinnig kriimmungsiahnlich abgebildet,
wenn gilt: £*(2) 2() | = — £().

Werden alle Punkte des Urbildbogens B gleichsinnig (un-
gleichsinnig) kriimmungsihnlich abgebildet, so sagen wir, der
Urbildbogen selbst werde gleichsinnig (ungleichsinnig) kriim-
mungsihnlich abgebildet.

2.3.1. Uber gleichsinnig kriimmungsihnlich abgebildete
Punkte von Bégen gilt folgender Satz:
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Notwendig und hinreichend dafiir, daff ein Punkt 2\¢) eines in G
gelegenen zweimal stetig differenzierbaren Bogens x(2), y(¢) mit
X't + y'% == 0 durch f(2) gleichsinnig kriimmmungsihnlich abge-
bildet wird, ist, daf} der Bogen in diesem Punkt der folgenden
Differentialgleichung geniigt :

x' (”“\'x Ux U ”x) o .y, (”xx “y + Uy z’x) =0k {2)

2.3.1.1. Die Bedingung ist notwendig.
Fiir die Kriimmung £(¢) des Urbildbogens im Punkte 5(#) gilt:
k (i\) =2 y/l ,1:,_):/,)',

2\3.2

(x4 y?)
wobei:

W= b @Dy @), o = (00, 0)

W= P (x @, y D), v = @@ @D,y @)

Fiir die Kriimmung £*(#) des Bildbogens im Bildpunkte von
2(8) gilt:

/é* (t) = " 1[!__7_ 'y
= (24'2 +_ 2/2)3‘2

Nun ist aber:

g 7 7, {—— 9 1 /2
' =ux A+ u, Y w =uxt At 2ug Yy 4oy
1! 12
T+ x’ oy
A ! I ol e, = 9 7 mtl 2
v =02 + v,y v =u,xt 2y + vy
1’ tr
+ o’ oy
Also ist:

w?+v=00x t 2u 0,2 Yy 1l Yyt i 20, vy 2y vy
= (ul + V) X2+ (1 + D)y + 2 (uu, + vev) A Y
= () (% oY

und:

V' — 'V = (v w20, % Y vy, ¥+ v v, )

(g oy y')
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(e idis DR D s Y SR S e E S ),
!
(w2t 'UU}’)
= U XS A 20,1, 2%y —I— Tl iy s G
+w v 22 A u v,y
!
+ vty G5y + 27y U-’«L’}’ +7/yy yy
+ vuy 2’y + vy ¥y
— Uy U X — 20 v 2y — w0, Y

o
—u v ' —u, vy %

S Dt ) e P x' y'? vayy'3
—w vy 2y —w v,y y
o= ('Uxx”x T uxxyx) (x,3 i x’y’2>
S e =M e '3
i (ux Uy — Uy uy) (y”x, = x”y,)
= (G ) (Dt
—*_ (”xx Z‘l\'« + vxxyx)yl]
+ @l + v (¥ 2 —2"y).
Aus £*(2) | f'(2(2)) | = &(¢) folgt daher:
("' +J’ )[(7’\\”\ ”\\7/1)" +(”}x”.x'*z’_xx”x)y]+(”x+z’ )(y”x’—x”_y') i
L0+ 2R (a7 4y

X 1 !
8 (D ORI s S
(ux + ’le) ST '(xlz'+'y/g)s/é'-

Also gilt: — (2, v, — g tty) % 4 (pptéy + Ve V) ¥ =
w. z. b, w.
2.3.1.2. Die Bedingung ist hinreichend.

Dies sieht man sofort aus der Umkehrbarkeit der Schlisse,
dic zu dieser Gleichung fiihrten.

2.3.2. Uber ungleichsinnig kriimmungsihnlich abgebildete
Bogen gilt folgender Satz:

Notwendig und hinreichend dafiir, daff ein Punkt z = z(£) eines
in G gelegenen zweimal stetig differenzierbaren Bogens x(£), ¥ (£)
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mit x'% - y'2 = 0 durch f(2) ungleichsinnig kriimmungséhnlich
abgebildet wird, ist, daf} der Bogen in diesem Punkt der folgen-
den Differentialgleichung geniigt:

e (”xx Uy = Uxx ux) x #5 (u.\‘x’”x S Uxx Z}x) y’
2 5 A i o] (
2 (2 + 23) Lﬁz’ ';'j;fz}{"- J
Die Tatsache, dal3 diese Bedingung notwendig ist, ergibt sich
aus der Gleichung £* (?) | /'(2(#)) | = — %(¢) unter Benutzung der
schon in 2.3.1.1. verwendeten Ausdriicke fir £*(#), £(¥) und
| f'(2(2)) |; die Tatsache, daB sie hinreichend ist, folgt aus der
Umkehrbarkeit der dabei verwendeten Schliisse.

2.4.1. Nun beweisen wir, daf die in 2.1. formulierte Bedingung
fur die Existenz einer dhnlich im GroBlen abgebildeten, in sich
dichten Teilmenge 7" von G notwendig ist.

2.4.1.1. Die Uberlegungen von 2.2.2. zeigen, daB in allen
Punkten von 7 mit Ausnahme von héchstens einer Menge, die
keinen Haufungspunkt besitzt, gilt:
[ 8t o) \2 3 (s + v2) \2
Eh

T o oy egics

Sie zeigen weiter, daB zu jedem Punkt 2 & 7, in dem dies gilt, ein
analytischer Bogen B existiert, der £ enthilt und ganz in der in
G vollstindigen Punktmenge konstanter Dehnung 7°* liegt, die
P enthilt. Da unsere Menge 7" dhnlich im GroBen abgebildet
wird und in sich dicht ist, ist sie eine Menge konstanter Dehnung
und damit eine Teilmenge von 7*. Nach dem Satz tiber impli-
zite Funktionen gibt es in der Ebene eine (offene) Umgebung Up
des Punktes P, derart, daB3 alle Punkte des Durchschnitts
D*=T*~U, auf dem Bogen B liegen. Dann liegen erst recht alle
Punkte des Durchschnitts D =7 ~Up auf dem Bogen B. Da Up
nur innere Punkte enthilt und 7 in sich dicht ist, ist damit jeder
Bogenpunkt, der zu D gehért, ein Haufungspunkt von Bogen-
punkten, die zu D gehéren. Da weiter die Abbildung fiir 7 und
damit auch fiir die Teilmenge D von 7 #hnlich im Grofien ist,
folgt daraus, daB3 die Abbildung fiir simtliche Punkte des Bogens
B, die zu D gehéren, entweder gleichsinnig oder ungleichsinnig
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krimmungsihnlich oder beides ist, wobei letzteres nur in Punkten
von B méglich ist, in denen die Kriimmung verschwindet.

Wir kénnen nun beweisen:

In simtlichen Punkten von D ist die Abbildung des Bogens B
ungleichsinnig kriimmungsahnlich.

Dazu nehmen wir an 2(¢) sei ein Punkt des Bogens 5, der zu D
gehért und der gleichsinnig kriimmungsahnlich abgebildet werde.
Dann genigt der Bogen in diesem Punkte den Differentialglei-
chungen (1) und (2).

Es gilt also:

x' (uxx #y + Ugy vx) hiE J" (uxx Uy  Ugx ”x) =0
undiearlleE S s ux) S (gt + Vix yx) =3 (.
Daraus folgt wegen x'2 + 9’2 == o:
(z‘.;ch‘x A Do = (D@ = g

Damit ist aber: 2, 2,4+ v, v,=0 und #,,v, — v, %,=0,

woraus wegen 22 -2 = | f'(2) |2 <=0 folgt: %, , =0 und v, =o.

Also ist in diesem Punkte f'' (2) = #,, + v, = 0.

Dies ist aber wegen f(z) #= @z + 4 nur in einer Punktmenge
moéglich, die keinen Hiufungspunkt besitzt. Wire nun die Ab-
bildung in einem Punkt von D gleichsinnig kriimmungsihnlich
ohne zugleich ungleichsinnig kriimmungsihnlich zu sein, so wire
dieser Punkt ein Haufungspunkt von Punkten von D, in denen
aus Stetigkeitsgriinden dasselbe der Fall ist. Das ist aber nach
dem oben gezeigten nicht maglich. Damit ist bewiesen, dafB3 die
Abbildung des Bogens B in allen Punkten von D ungleichsinnig
kriimmungsihnlich ist.

Nun beweisen wir weiter:

Die Abbildung des Bogens B ist in allen seinen Punkien un-
gleichsinnig kriimmungsihnlich.

Wir wissen bereits, daB3 alle Punkte von B, die zu D gehoren,
ungleichsinnig kriimmungsihnlich abgebildet werden. Also ge-
niigt der Bogen B nach 2. 3.2. in allen Punkten von D der Diffe-
rentialgleichung (3). Beide Seiten dieser Gleichung sind ana-
lytische Funktionen des Parameters z Die Menge D enthilt
12 Miinchen Ak. Sb. 1951
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unendlich viele Punkte mit mindestens einem Haufungspunkt. Aus
der Giiltigkeit der Gleichung fiir die Punkte von D folgt daher
ihre Gultigkeit fir den ganzen Bogen 5. Nach 2. 3. 2. folgt daraus

aber die ungleichsinnige Kriimmungsihnlichkeit der Abbildung
fur den ganzen Bogen 5.

2.4.1.2. Der Bogen B geniigt also in allen seinen Punkten
den beiden Differentialgleichungen (1) und (3), das heil3t es gilt
tiberall in B

A R A T e Uy lly) = O
y’ (uxx "y F Uxx Z"x) =g (7{xx Ve = Ux ux)

rr ! s !
2 Ay g/ ad en I/
== — 2(Z£x + 'Z/x) = 22 +}"2 e

Daraus folgt:

1 ! 'y !
o 2 2 O 2B e ) !
Uty + Uxx U = — Z(Z‘x + 'Ux) = (a2 4 p'2)2 = o5y
11 i} i !
2 AV g Bh Sras ] OY ¥
Up Vo — Uty =  2(2y + 25) - ST

Und daraus folgt weiter:

il y”x' __xllyl ,l .

Upy = — 2 - (x'2 _'F},lz)z = (uxJ =2 Uxx)
yll x _xll-yl p D

Vex = 27 g (ux' + v, 9).

Damit ist aber:

X ,//xl ___x// 7 i Ry
Hyx Tiv,=—2 }'(xlz _{‘_},"2;2/ ((uxyl e xl) =+ (z, %' + v, }'l))
yllx_.x/l ’ : .
i (x® +},'25é— (ux 7 yx) (yl ar 7x’>'
3 le!__xll {/ .
Also ist: /() = — 27 LT L0 F1(@) - (o +ix).

Bezeichnen wir nun mit # den Realteil, mit # den Imaginirteil
S"'(2) :

von “;--~, so gilt:
fl<g> i g 1 ! a0
I L5 e ) 5
("2 + y'2)2 \
1 ! LIl (4/
o Y —ay

T =—2" 0 e g5k
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Der Bogen B hat also die behaupteten Eigenschaften.

2.4.2, Wir beweisen weiter, daB die in 2.1. formulierte Be-
dingung fiir die Existenz einer dhnlich im GroBlen abgebildeten,
in sich dichten Teilmenge 7 von G auch hinreichend ist.

Gibt es in dem Gebiet G einen Bogen B, der die Bedingungen
(4) erfiillt, so erfiillt er in allen scinen Punkten auch die beiden
Differentialgleichungen (1) und (3), da sich die vorhin gebildete
SchluBkette rickwirts durchlaufen 1463t. Dieser Bogen B ist also
eine Punktmenge konstanter Dehnung und wird zugleich un-
gleichsinnig kriimmungséhnlich abgebildet. Sein Bild bezeich-
nen wir mit f(5), die in seinen Punkten konstante Dehnung mit &.

Nun betrachten wir das Bild des Bogens B, das durch die fur
die ganze Ebene im Groflen dhnliche, nicht analytische Abbildung
g(z) = dz hervorgerufen wird und bezeichnen es mit g(B). Wir
betrachten die natiirlichen Gleichungen von f (B) und g (B).
Dazu sei zy = 2 (#,) ein fester, z = z (¢) ein verinderlicher Punkt
von .

Fir die Bogenlinge s (f) zwischen f(z(#)) und f(z (%)) auf
f(B) gilt nach 2.3.1.1. und da B eine Punktmenge konstanter
Dehnung ist:

¢ 4 e A D
= f Vu'z +v2dt = I ]/(ui 4+ vi) (x'2 + y'?) dt
to

to
t
—d [ Varty2di=d- o().
to

¢ (#) ist streng monoton und damit umkehrbar. Wir schreiben:

fz'y(f\.

4]

Die Kriimmung von 2 im Punkt z(f) sei 2 = £(?). Da B
durch (2) ungleichsinnig kriimmungsihnlich abgebildet wird,
gilt fir die Kriimmung 4, von £(B) in f(z(t)): b = —dk(@).

Also hat £(B) die natiirliche Gleichung: by =—d- £k (JH ( ;))
Fir die Bogenlinge o (7) zwischen g (2(2)) und g (s(p) auf
£(B) gilt: 3
t
c()=d [Va2rtyrdi=d o@).
to

2%
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Die Funktionen s(#) und ¢ (¥) sind also identisch. Damit gilt
- i [}
auch: z = ¢ (7)

Da B durch g(z) ebenfalls ungleichsinnig krimmungséihnlich
abgebildet wird, gilt fiir die Kriimmung 4, von g (B) in g (2(2)):
k, =-—d# (). Damit bekommt man fiir die natiirliche Gleichung
von g(B): kb, =—d -k (¢ (Z)) Also haben 7 (B) und g(B)
dieselbe natiirliche Gleichung, gehen also nach dem Fundamen-
talsatz iiber die natiirliche Gleichung durch eine Bewegungs-
transformation auseinander hervor. Damit ist aber gezeigt, daB

B und f(B) im GroBen dhnlich sind. Die Bedingung ist also
auch hinreichend und 2 selbst wird im Groflen dhnlich abgebildet.

§ 3. Der Zusammenhang zwischen einer analytischen Funktion
und den durch sie im Grofien dhnlich abgebildeten,
in sich dichten Punktmengen

3.1. Die bisherigen Ergebnisse fithren uns auf zwei Aufgaben.

1. Ist £(2) eine gegebene, von az -+ & verschiedene, analytische
Funktion einschlieBlich aller ihrer moglichen analytischen Fort-
setzungen, so ist die Gesamtheit aller in sich dichten Punktmen-
gen anzugeben, deren jede fiir sich durch f(2) dhnlich im GroBen
abgebildet wird.

2. Zu einer gegebenen in sich dichten Punktmenge 7 ist die
Gesamtheit aller analytischen Abbildungen von Gebieten, die die
Punktmenge 7 enthalten, anzugeben, bei denen die Punktmenge
7 im GroBen dhnlich abgebildet wird.

3.2. Wir wenden uns zunichst der Aufgabe 1. zu.

3.2.1. Aus den Uberlegungen von 2.2.2. zum Beweise des
Satzes, dal} jede in einem Gebiet G vollstindige Punktmenge
konstanter Dehnung M einen analytischen Bogen enthilt, kon-
nen wir erschlieBen, daB alle Punkte von M, mit Ausnahme einer
Punktmenge, die keinen Hiufungspunkt besitzt, im Innern von
analytischen Bogen liegen, die selbst wieder ganz zu A/ gehéren.
Daraus folgt, daB die gréBte in sich dichte Punktmenge, die in Jf
enthalten ist, eine Vereinigung analytischer Bogen ist. Enthilt ein
solcher analytischer Bogen einen Punkt 2 einer in sich dichten
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Punktmenge, die dhnlich im GroBen abgebildet wird, so wird
nach 2.4.1.1. der ganze Bogen ungleichsinnig kriimmungsihn-
lich abgebildet. Wie in 2.4.2. erschlieBen wir daraus, daf3 die
Abbildung fiir diesen Bogen dhnlich im GroBen ist. Damit ist
aber jede in sich dichte, im GroBen dhnlich abgebildete Menge 7°
Teilmenge einer Vereinigung analytischer Bogen. Und dze grifite
in sich dichte, zu einer bestimmnten konstanten Delnung gehirige
Punktmenge, die dhnlich im Groflen abgebildet wird, ist selbst
eine Vercinigung analytischer Bigen.

3.2.2. Es gilt folgender Satz:

Vor.: Es sei f(2) 7+ az + b und analytisch, f'(z) &= 0 und
J}, <(Z‘")). =d(x,y) +iv(x, y).
Weiter sei F(x,y) = 24, (i®® — %) + 40,40 — (#2 + 7°).

Beh.: Notwendig dafiiv, daf ein Punkt P der Ebene einer in
sich dichten Punktinenge T angehort, die durch f(z) im Grofien
Ghnlich abgebildet wird, ist, dafl er folgenden beiden Glei-
chungen gentigt: FF = o, F, v + F, 4 = 0.5

Beweis: P ist Punkt eines analytischen Bogens B, der dhn-
lich im GroBen abgebildet wird. In B gelten aber die beiden
Gleichungen (4) von 2.4.1.2. O. B. d. A. sei dabei:x"2 + 3’2 =1.
Daraus folgt dann: Zx' — 7y’ = o und daraus durch Differen-
tiation: #Z, x% + @, 2’y — G 2y — G,y fux' —vy' =
oder %z (x2—yH—29. 2y +2(y'x—2"y)2=0 und
daraus durch Multiplikation mit 8 (x" y' 4 x'' y")?: F(x, y) = 0.
Durch Differentiation folgt daraus weiter: 7, x' + F,y' =ound
daraus wieder durch Multiplikation mit — 2 (3" 2’ — "' 3') :
ST S U7 = )

3.3. Zur Aufgabe 2. beweisen wir folgenden Satz:

Hinreichend dafiiv, daff eine in sich dichte Punktmenge T
durch eine analytische Funktion f (&) = az + & dhnlick im Gro-
Pen abgebildet werden kann, ist, dafp T auf einem analytischen
Bogen liegt, der keine Strecke ist.

® Das Erfitlltsein dieser beiden Gleichungen in einer in sich dichten Menge
von Punkten erfordert die Giiltigkeit von sehr speziellen Beziehungen zwischen
den Koeflizienten der Taylorentwicklungen von # und 7. In diesem Sinne
kann man sagen, daf dic Bedingung im allgemeinecn nicht erfilllt ist.
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Beweis:

7 liege auf dem analytischen Bogen B gegeben durch z(¢) =
=x () + iy (¥), wobei gelte 2’2 + 32 &= 0. Mit g () bezeichnen
wir die Funktion x () 4- 7y ({) wobei { komplex sein darf. Wegen
x'% 4 »'? 5= o kann man fiir ein Gebiet, das das ganze Intervall
des Parameters ¢ enthilt, von z = ¢ () die Umkehrfunktion
¢ = /4 (2) bilden.

Nun setzen wir:

1t z - tr r
H(z) =— 2 ? ((8 ‘L(cf))_} (1}, ((gy)z( 5 (}/ Qe de (C’)

und f(2) = a - r(’I11<)d2d2+b
Weil der Bogen keine Strecke ist, ist A (z) = o und damit

f(2) #= az + &. Es folgt nun: j}/: ((::)) = //(2) und daraus flr alle
Punkte unseres analytischen Bogens die Giltigkeit der Glei-
chungen (4) von 2.4.1.2. Nach 2.4.2. wird dann aber der ganze
Bogen im Grofien dhnlich abgebildet und damit auch die auf ihm
gelegene Menge 7.

Aus 2.4.1.1. folgt, dal3 es einen analytischen Bogen 5 gibt,
der bei allen Abbildungen, die fiir 7" dhnlich im Grofien sind,
ebenfalls dhnlich im Groflen abgebildet wird. Auf Grund der

Uberlegungen von 2.4.1. und der Bezichungen (4) ergibt sich:

5,’,1(%) ist durch diesen Bogen eindeutig bestimmt. Dann ist aber
f(2) durch diesen Bogen bis auf ecine Abbildung von der Form
az -+ b eindeutig bestimmt. Wir haben also den folgenden Satz:

Eine analytische Abbildung, die eine auf einem analytischen
Bogen gelegene, in sich dichte Punktmenge T Ghnlick im Grofen
abbildet, ist durch T bis auf eine Abbildung von der Gestall

az 4 b eindeutig bestimmt.

§ 4. Die im GroBen ihnlich abgebildeten, in sich dichten Punkt-
mengen iiberdecken ein ganzes Gebiet

4.1. Liegt jeder Punkt eines Gebietes G in einer in sich dichten
Punktmenge 7, dic durch f(2) == az - & im GroBen dhnlich ab-
gebildet wird, so liegt jeder Punkt von G sogar auf cinem ana-
lytischen Bogen B, der durch f(2) im Grofen dhnlich, und zwar
ungleichsinnig kriimmungsihnlich abgebildet wird.
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Daher gilt: 2% (2) | /' (2) | = — £(2).
Aus dieser Gleichung folgt mit Beriicksichtigung der Ergeb-
nisse von 2.2.3.:

-+ (% + 2 g

1 »(i‘?t_‘l“j/gc)a (Z‘i‘y 5 yxy
(s (a3t (tx thyy + Vx Uxy)®

1

1 £

(e + "™ (1 -+ g

32

und nach leichter Rechnung: (2 + o2) (42, + 22,2 =
= 28" (s e, v v
Mit Berticksichtigung des Wertes fiir ¢’ bekommen wir:

9 2 s 20 Ng 2 2 2 2

(1l + 02 (il + B 2 = — 20 + ) (G2, + 2,2 +
| 2 DN
R D) (uV Divg o g i)

—2un AP0 50 \)

\ll x Yxxy

oder:

73t s 2 ;
3(7t.\’u + Zl.\’,y)2 2<ZLA.'U xy) (Zt'ly’\:xll + U.YZ‘.\?.\?U) + (5)

S BNl (5P AT )

Fiir den Fall, daB3 der Bogen B nicht in der Form y = g(x),
sondern inder Form x = % (y) vorliegt, ergibt eine entsprechende
Rechnung ebenfalls die Bezichung (s).

Im ganzen Gebiet G gilt daher fur den Realteil 2 und den
Imaginirteil v von f(z) das folgende System partieller Diffe-
rentialgleichungen: :

u, = v,
v, =—u,,
qllr=, + AP =—202, —2) (u.v + v 2, .,) + (6)
\Fay 011 Xy Xy xzxxy 7}.\‘ xxy (
S e el (S e Ll

4.2. Wir 16sen das System (6).

Dazu machen wir folgenden Ansatz:

L 2403 2
2, Z’x\r/+‘ \\J:_i'(”xy_vxy)—l_p!

Uy U ny = Uy Vypy = 3Upy Uy + 4.
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Damit bekommen wir:
3 (“.2\-1; + ”iy)z e (”;2):1/ = Uiu) (_ ”2‘ (”iu T Uiu) +P) -+
+ 4uxy 'ny (3 uxy vxy + Q)

=383 (uiy-_'viy>2_2 (%iy—ﬂiz/).ﬁ + 3 '4u§:yv§cy+

=5 (”?cy ol 'U?cy)z = (uiy_' Z/iy)p iy 4Upy Uy qs
also: 0 = —(ay—i)p+ 20, vy q.

Daraus folgt die Existenz einer reellen Funktion s der beiden
Variablen x und y, fiir die gilt:

2 2
D=8 20Uy Usyy g = 5(tyy—Vsy).

Also ist:
Ao 2 2
g Upxy ™ UxUxxy = 3 Uxy Uxy + s (uxy_"yxu)
= 3 2 2
PRl S Sy & @y T)) o 80 By T

Wir multiplizieren die zweite dieser beiden Gleichungen mit ¢
und addieren das Ergebnis zu der ersten:

(i) Oy Dy Bty m - (2 g 12— 02,)
+s((@d,—2) ¥ i20,,v,,)
(e + 705) gy + 5 00y) = — o i ((ay— 5 +7+ 220y 7y,
+ s ((,—v2,) + io2 Drsr: Do)

= (ttyy + 20,0 (.c -—2 z) :
Nun ist aber: X

2=y — Al S b S AR (e s S el (2),
Do A O O = g A
Daraus folgt: f/(z) i f" (&) = — (/" (9))? (;_%z‘)
F@E = (e ().
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Nun gibt es in G eine Stelle z, fir die gilt: /"/(z,) #= 0. Dann
gibt es wegen der Stetigkeit von f"'(2) eine Kreisscheibe K mit
dem Mittelpunkt 2,, fiir deren Inneres f”/(z) durchweg von Null
verschieden ist. Wir beschrinken uns bis auf weiteres auf die Be-
trachtung von K. Wir haben

= (f/(z)flll Z) _»3)
RIS 2
Also ist s eine analytische Funktion. Da die Funktion s aber

nur reeller Werte fihig ist, ist sie eine Konstante.
Wir haben also:

fl (Z) (]}néz; = 3 —I—Sl'

wobei s eine reelle Konstante ist.
Durch partielle Integration bekommen wir:

[ ae =1 i) = 7l
=(—2ﬁ—i—:z')-z+ o

g rem (i reera
B
' : : 3+ s

—_— et O

7@ _< +sz)z+C1 B (T;“‘*‘Ji) (;_—FJZ_)Z'*-C}

2
P TR AR R

1

f,(Z) ('élz_*—’éz) +si

= (fs+ )

wenn wir £ = 25 setzen und £, und £, zwei komplexe willkiirliche
Konstanten sind, wobei nur £ == o sein muf.
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Daraus folgt:

2
f(z):.Af;.(,élz+/ez)_1+ti'+1.. e SLEE

1—ti
:(az—}—&)_ 1.-{‘”-—}-[' (7)

Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung ist damit /()
auch fiir das ganze Gebiet G bestimmt.

4.3. Wir betrachten die Abbildung (7) mit @ & o und unter-
suchen die Punktmengen konstanter Dehnung. Da w = az 44
dhnlich im GroBen in jedem Gebiet ist, und die Addition der
Konstanten ¢ nur eine Parallelverschiebung bedeutet, geniigt cs
den Fall @ = 1, § = ¢ = 0 zu betrachten.

Aus
L
f(Z):Z 1+4+ti =7 1+t
folgt:
—1_”~10z X
fI(Z)_é' 141 g . _717_,12_ 1
o4 1+2i .z
— 2 -logz 0
Bl e e SR (SRR g
1+22 )7

Wir setzen z = 7 (cos¢ + 7Zsin¢) und haben:

_2a—td)

: 5 (logr + ig) 1 — 177
fl(g)=e it (— —)

1427

(4

——1—322 (logr +tg+ilp—1L-logn) . (_ l—tz'_)
14-22/°
Also ist: 2
= - , (dogr+te).
P =g e
Aus | f' () | = const folgt daher: log7 + 7o = 4, wobei 4 und!
reelle Konstante sind. Umgekehrt ist jede Punktmenge, die einer
Gleichung von der Gestalt logr 4-¢9 = £ genligt, eine Punkt-
menge gleicher Dehnung von f(2). log# +#¢ = % oder » = oo
ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale. Also sind alle
Punktmengen der gleichen konstanten Dehnung von f(z) Teil
mengen einer logarithmischen Spirale.
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Wir haben nun noch zu zeigen, dafl die Abbildung w = f(2)
fiir diese ihre Punktmengen gleicher Dehnung auch tatsichlich
dhnlich im Groflen ist.

Wegen log » = £ — #¢ ist:

1—ti .
== “.(logr+z:p) —_
+1i

o (= =2t (Lo + R +ig)
f(g):g L =g Lt

1 g
PR (B —12h +te + k) +id2e—2th + )

1t L f2th
e ~t""‘”(1+tﬂ _")'
=e
Nun seien z; und 2, zweil Punkte derselben Punktmenge glei-
cher Dehnung, das heil3t es gelte: logr, = —#¢¢; + £, logr, =
=—"tp, + 4.
Dann ist:
12

, ALY, < —2h - 2 s T 2 At
o) —f = " TH (oo con (S2E — o)

— ¢~ !% cos (el eR e g
\1_{412 P2

, — oy o 2kt — gy o 2kt 2
ST LCs sin 1-{41"-’_(?1 == G sin 1 42 — Qg

s 2]
—2h :

= 142 (e~“-’l;=l +e—2!¢:_2e—l($l+¢z)cos ('?1—(92))-

Andererscits ist:

|2 P= |plen i lentin — |t h(cos o 7 sin @)

|~1—:2! ——-lg

—e % (cos g, + 7 sin g,) P
= 2k (c—ﬁl:l +g—3l¢2_2 ot e (g (Ql—'?z»-

Daraus folgt:

§ "’ o 11 o 4
f{zj)‘—{(w) Ty e e
SH1R
Also ist:
| o e Za N Al 2
TE)=fE) | =16 = const = |f (2)].

25—z

2
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4.4, Damit haben wir folgenden Satz:
Vor.: f(2) == az + b sei in einem Gebiet G analytisch.

Beh.: Notwendig und hinreichend dafiir, daf jeder Punkt
von G zu einer in sich dichten Teilmenge T von G gehirt, die fiir
sich Ghnlick im Grofien abgebildet wird, ist, daf f(z) von folgen-
der Gestalt ist

1—~ti

fle) =(az +86) 1+ti +¢,

wobei a=F0 ist, sonst aber a, b, ¢ bzw. t belicbige komplexe bzw.
reelle Konstanten sind.

Jede bei einer derartigen Abbildung dhnlich im Grofien ab-
gebildete, in sick dichte Punktmenge ist Teilmenge einer loga-
rithmischen Spirale.

Man sieht sofort: Sind auch konforme Abbildungen zugelas-
sen, die zu einer analytischen konjugiert komplex sind, so be-
kommt man noch die Moglichkeiten, die aus den Funktionen der
obigen Gestalt entstehen, wenn man z durch z ersetzt.

§5. Beziehungen zu einem Satze von Liouville

Im Falle der konformen Abbildung eines Gebietes der (zwei-
dimensionalen) Zahlenebene sind die vollstindigen Punktmengen
konstanter Dehnung Bogensummen. Diese Punktmengen wer-
den im allgemeinen nicht dhnlich im GroBen abgebildet. Fordert
man zusitzlich fiir jede von ihnen die Ahnlichkeit im GrofBen,
so wird die Gesamtheit der dann noch moglichen konformen Ab-
bildungen stark eingeschrinkt, nimlich auf die Abbildungen der
Form (7) aus 4.2. Die betrachteten Bégen konstanter Dehnung
werden logarithmische Spiralen.

Im Falle von # > 3 Dimensionen sind dagegen nach Liouville
bei konformer Abbildung eines Gebietes (unter geeigneten Diffe-
renzierbarkeitsvoraussetzungen) die vollstindigen Punktmengen
konstanter Dehnung Summen von (z—1)-Zellen, die {iberdies der
starken Einschrinkung unterliegen Teilmengen je einer und der-
selben (7 — 1)-dimensionalen Sphire zu sein und die auBerdem
noch, ohne, dafB3 dies zusitzlich gefordert zu werden braucht,
dhnlich im GroBen abgebildet werden. Es liegt hier also stets von
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selbst der Fall vor, den wir in der Einleitung als Moglichkeit (3)
bezeichnet haben, wobei an die Stelle der logarithmischen Spi-
ralen die (# — 1)-Sphiren treten.

Daf fir 2 = 3 nicht aber fiir » = 2 die Punktmengen kon-
stanter Dehnung von selbst dhnlich im GroBen abgebildet wer-
den, erscheint plausibel, wenn man folgendes bedenkt:

Bei einer Approximation dieser Flichen konstanter Dehnung
durch (# — 1)-dimensionale Polyeder ist im Falle # > 3 ein sol-
ches Polyeder durch seine Kanten (im allgemeinen) véllig be-
stimmt, das heit starr. Im Falle » = 2 dagegen ist bei einer
Approximation der Bogen konstanter Dehnung durch Strecken-
ziige ein solcher Streckenzug durch seine einzelnen Strecken
nicht vollstindig bestimmt, also nicht starr.

Es wire denkbar, da3 diese und eine unserer Behandlung der
Méglichkeit (3) im Falle # = 2 entsprechende Uberlegung zu
cinem Beweise des Liouvilleschen Satzes ausgebaut werden
koénnen, der im Sinne der direkt-geometrischen Methoden mit der
Existenz der punktalen Dehnung als alleiniger Voraussetzung
auskommt,



