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Bemerkungen über normale Systeme 

linearer partieller Differentialgleichungen. II  

Von Georg Aumann in München 

Vorgelegt am 8. November 1963 

Die kürzlich1 entwickelte Methode der „matriziellen Trennung 
der Veränderlichen“ liefert in Verbindung mit dem Super- 

positionsprinzip eine beträchtliche Mannigfaltigkeit von Lösun- 
gen der betreffenden partiellen Differentialgleichungen; ihr 
wahrer Umfang oder gar allumfassender Charakter erweist sich 
erst beim Studium des Anfangswertproblems. Die folgenden 

Bemerkungen gehen in diese Richtung. 
Zunächst wird die in ,,I“ aufgeworfene Frage, ob sich jede 

holomorphe Funktion/^) durch ein Integral der Form J esz dm(s) 
mit einem komplexwertigen Maß m darstellen läßt, positiv be- 
antwortet. Ferner wird die in ,, I “ in etwas speziellerer Form 
behandelte Matrix-Differentialgleichung 

unter der Voraussetzung betrachtet, daß die Matrixkoeffizienten 

konstant sind, dabei und Bj beliebig sein dürfen, dagegen 

die K{ und Kj einem kommutativen Ring Ä angehören. Um die 
zu gewinnende Mannigfaltigkeit von Lösungen möglichst um- 
fangreich zu machen, bequemen wir uns hier zu der Auffassung, 
daß die Lösung der gewöhnlichen Matrix-Differentialgleichung 

mit konstanten Matrizen A{ und B( unproblematisch sei, ebenso 
auch die Frage nach der Abhängigkeit der Integrale von den 

1 G. Aumann, Bemerkungen über normale Systeme linearer partieller Dif-  
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. I. Sitz.-Ber. Bayer. Akad. 
Wiss., Math.-Nat. Kl., 1963, S. 7-13. 
München Ak. Sb. 1963 
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Koeffizienten. Bei analytischen Anfangsbedingungen für (1) 

im Sinne des Cauchy-Kowalewskischen Problems kommt man 
dabei auf ein „matrizielles Momentenproblem“, das von (1) 

völlig abgetrennt formuliert ist und selbständiges Interesse ver- 
dient. Schließlich können wir noch durch ein Beispiel darauf 
hinweisen, daß die matrizielle Trennung der Veränderlichen in 
einfachen Fällen auch auf Systeme mit veränderlichen Koeffi- 

zienten anwendbar ist; z. B. gehören die Tricomi-Gleichungen 
hierher. Für diese liefert die hier verfolgte Methode neuartige 
Gesichtspunkte der Behandlung. 

1. Die in der vorausgehenden Note I aufgeworfene Frage nach 
der Darstellbarkeit einer jeden holomorphen Funktion durch ein 

Integral der Form J esl dm(s), worin m ein komplexwertiges 
Maß in der komplexen r-Ebene bezeichnet, findet durch folgenden 

Satz eine positive Antwort: 
Ist f(z) = JV avz" e^ne in I z I < 1 reguläre Potenzreihe, so 

V 

gibt es (auf vielfältige Weise) ein komplexes Maß my so daß 

f (z) = J es~ dm (s') für \ z\ 1 ; dabei ist das Integral über die 
ganze s-Ebene zu erstrecken. 

Beweis. Man betrachte die Kreise | r| = rn, n = o, 1, 2, . . . 
mit Radien rn rn + 1'p> o und Y rn <C + 00. Wenn M eine 

11 

Teilmenge der r-Ebene mit der Eigenschaft, daß ihr Schnitt mit 
jedem der genannten Kreise im Sinne des dazu gehörigen Bogen- 

längenmaßes A meßbar ist, so nehme man als Maß fi (M) die 

Summe der Maße aller dieser Kreisschnitte: 

ZX(Mr,{s:\s\ = rn}). 
11 

Für I j I = rn werde 

q> CO = ~^~in arcf +1)/(") (o), 

und sonst <p (s) = o gesetzt. Ein Maß der gesuchten Art ist dann 

m (M) = J (p(s) dp(s). 
M 

Mit Verwendung der Potenzreihe für esz verifiziert man leicht 

die Gültigkeit der behaupteten Gleichung. 
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2. Bei der Behandlung der Gleichung 

8 U 
dt 

y HiUKi + £ Bj 
dU 
dxj 

hatten wir in der ersten Mitteilung angenommen, daß die qua- 
dratischen Matrizen Bj nicht-singulär sind, und dasselbe auch 

für eine Gleichung 

(2) 4T = B u + Z Bj -§£: • (u Vektor) 
j i 

Aber gerade in wichtigen Fällen ist diese Bedingung nicht er- 

füllt. Der Wellengleichung fLü fQr das Skalar u 

entspricht die Vektordifferentialgleichung 

8u   R 8u 
dt 1 dx + Br. 

011 

dy 

mit singulären Matrizen B1 und Z?a, und der Wärmegleichung 

ist das System 

du   82u , d-u 
dt dx2 ' dy2 

du   D ,, I p I D  ̂^ 

IV - Bo u + Bi jj-+B 2-^y 

ebenfalls mit singulären Koeffizientenmatrizen zugeordnet. Man 
braucht aber im nachfolgenden Ansatz auf solche Singularität 

keine Rücksicht zu nehmen. 

3. Zunächst eine Zwischenbemerkung. 

Die gewöhnliche homogen lineare Matrixdifferentialgleichung 

dZ 
dt 

k 
Z AiZB, 

kann ohne besondere zusätzliche Überlegungen nach der Metho- 
de von Picard behandelt werden. Um die Anfangsbedingung 

Z(t0) = C* zu garantieren, setzt man Z0(t) = C*, 

1 
Z„ +1(t) = C* + J Z AtZ,t(s)B{ ds, n = o, 1, . . . 

'0 ’ 



66 Georg Aumann 

Definiert man Konvergenz mittels der Norm ||A||, die gleich 
dem Maximum der absoluten Beträge der Elemente der Matrix A 
ist, so erhält man die Abschätzung 

IIZH + 1(0— ^ « Wûkab j II ZH (s) - Zn__x (s) II ds, 

worin a bzw. b eine Schranke aller || At:|| bzw. || B{\\ bedeutet. Hier- 
aus erschließt man nach den üblichen Methoden die Konvergenz 
der Zn gegen eine Lösung und auch die Eindeutigkeit derselben. 

4. Um Lösungen der Gleichung (l) zu gewinnen, bezeichnen wir 
mit C0, Clt ...., Cm(m ist die Anzahl der Variablen xj) irgend- 
welche Matrizen aus Ist und setzen 

U = Z(t)ec'x' + % % � + c’"x’»C0. 

Wegen der Vertauschbarkeit der Exponentialfaktoren und von 
C0 mit den Ki und Kj ergibt sich für Z das gewöhnliche System 

4f = ? HiZKi + 2 BjZCjkj. 
i 

Die allgemeine Lösung dieses Systems sei mit Z(t, C*, C0,..., CJ 
bezeichnet, C* = Z(t0, C*, Cx, . . ., CJ. Dann ergibt sich eine 
allgemeinere Lösung von (l) nach dem Superpositionsprinzip in 
der Gestalt 

(i*) U = J Z(t, C\ C1, . . ., CJ ec'*'  + -- + c« Co dm(C), 
(C) 

wo m ein Maß im (endlich-dimensionalen) Raum (C) der 
C = (C*, Clt . . ., Cm, C0) bedeutet. 
Ein analoger Ansatz führt bei (2) auf die Gleichung 

= B0Z + r BjZ CJt j 

worin die Cj Matrizen aus einem kommutativen Ring G be- 
zeichnen. Nennt man die allgemeine Lösung dieser Gleichung 
wieder Z(t, C*, C , . . ., CJ, so erhält man in 

(2*) u = J Z(t, C*, Clt . . ., CJ /.n + ... + cmc dm (C), 
(C) 
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wo m ein Maß im Raume der C = (C*, C , . . Cm, c) bezeichnet 

(c ein beliebiger Vektor) Lösungen von (2). 

Bemerkung. In (1*) bzw. (2*) kann man C0dm(C) bzw. 
cdm(C) allgemeiner ersetzen durch dM, ein Maß im Raume der 

(C*, Clt . . ., Cf) mit Werten aus Ä, bzw. durch dm, ein vektor- 
wertiges Maß im Raume der (C*, Cx, . . ., Cm). 

Will  man mit den obigen Formeln das Anfangswertproblem 
(t0 = o) lösen, so führt dies auf die Frage, ob, etwa im Falle (1), 
die vorgegebene Funktion U (o, %,..., xf) — V {x1, . . ., xm) 
durch geeignete Wahl des matrixwertigen Maßes M (vgl. vor- 

ausgehende Bemerkung) in der Gestalt 

(1**) V= J C* ec'*'  + % % % � + c>n* m d M 
<C*.Ci c„)  

darstellbar ist. 

Setzt man Analytizität von V(xv . . ., xm), etwa in der Um- 
gebung der Stelle x1 = . . . = xm = o, voraus und die gleich- 
mäßige Konvergenz von (1**)  in einer solchen Umgebung, so 
ergibt sich für die partiellen Ableitungen von V an dieser Stelle 

8*t + % � % � % � km V 

0 X*1 ... 0 X^m 
I*  C* C*1 . . . C*m dM 

ein System von Gleichungen, was man als ein „matrizielles Mo- 
mentenproblem“ bezeichnen kann. 
Besondere Beachtung verdient der Umstand, daß das Anfangs- 
wertproblem im Falle (1) gemäß (1**)  von der Gleichung (1) 
völlig abgetrennt ist, also für alle Gleichungen (1) formal das- 
selbe ist; die Besonderheiten von (1) kommen in der Lösung 
Z{t, C*, Cv . . ., Cf) und in Konvergenzfragen zur Geltung. 

5. Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß man auch bei 

Differentialgleichungen mit veränderlichen Koeffizienten in ein- 
fachen Fällen die hier verwendete Methode der matriziellen 
Trennung der Veränderlichen anwenden kann. Hierzu als Bei- 
spiel die Tricomi-Gleichung 

(3) uxx — xuyy = o. 
•6 München Ak. Sb. 1963 
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Mit ux — v, uy = w, u = (M und T — (°Q) nimmt diese die 

Form 

(3') 
du 
dx 

du 
dy 

an. 

Der folgende Ansatz ist auch unter der allgemeineren Voraus- 
setzung durchführbar, daß T irgendeine nur von x abhängige 
Matrix bezeichnet. Wir setzen 

(4) u = X(x)Y(y)c 

mit einem konstanten Vektor c. Wählen wir noch eine beliebige 
konstante Matrix Clt so ist durch 

(5) Y' = CXY, X’=TXCx 

Gleichung (3') erfüllt. 

Verlangen wir dabei, etwa mit y0 = o, daß F(_y0) = E und 

X(x^) = C2, wo E die Einheitsmatrix und C2 irgend eine weitere 
konstante Matrix bedeuten, so liefert Superposition 

u = J X(x, Q eCiy d m (Cv Q 
(Cj.Cs) 

ein allgemeineres Integral von (3'); darin bedeutet m ein vektor- 
wertiges Maß im Raume aller Matrizenpaare (Cx, C2). 

Betrachtet man das Anfangswertproblem zu (3') in der Form, 
daß 

« (*o> y) = «0 (y) 

vorgegeben ist, so stellt sich die Aufgabe, die Gleichung 

(6) u0(y) = f C2e
c'ydm(Cv C2) 

(C„ Ca) 

durch geeignete Wahl des vektorwertigen Maßes m zu befrie- 
digen. 

Ist Ugljy) analytisch in einer Umgebung von y = o und dort 

das Integral in (6) gleichmäßig konvergent, so gilt auch 

^~(o) = J C2 C\ d m (Cv C2), 
(C i ,Ci) 
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so daß die Vorgabe der Ableitungen a„ von u0 an der Stelle 

y — o auf das ,,viatrizielle Momentenproblem“  

«H = f £*2 c\ dm (C1> Q. n = o, 1, 2, . . ., 
(C„C2) 

führt. Ist das Maß m auf Cz — E konzentriert, so verbleibt das 
einfachere Momentenproblem 

a„  = J C" dm (C), n = o, 1, 2, . . . . 
(O 

Darüber soll bei anderer Gelegenheit berichtet werden. 

Wir kommen auf den Fall, daß T die obige spezielle Form hat, 

zurück. Gleichung (5) für X ergibt für die zweite Spalte j = p 

von XT eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(s') P" = P 

mit A = (C\)2. Schränken wir C1 so ein, daß A verschiedene 
charakteristische Wurzeln ax, a2 hat (die übrigens reell sind, wenn 
es die von Cx sind), so können wir durch Transformation auf die 

Normalform A = (g1 °2) übergehen, und erhalten für das trans- 

formierte p, nämlich p, die Gleichung p" = xÀp. Mit p = 
zerfällt diese Gleichung in 

Pi = x (h-pii Pi = x a^pz- 

Für die Beherrschung der Gleichung (3) ist also die gewöhnliche 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

d-y 
pnx~xy = 0 

von grundsätzlicher Bedeutung. 
Bei der Tricomi-Gleichung zweiter Art 

(3*) uxx—yuyy = o 

ist ein analoger Ansatz durchführbar; jedoch erhält man für die 

Matrix Y (y) eine Gleichung S Y' = Y C1 mit einer Matrix 
S = (Jo), die für y = o singulär ist, was eine Unterscheidung 

der Fälle y > O und y < o notwendig macht. 


