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Bemerkungen iiber normale Systeme
linearer partieller Differentialgleichungen. I

Von Georg Aumann in Miinchen

Vorgelegt am 8. November 1963

Die kiirzlich?® entwickelte Methode der ,,matriziellen Trennung
der Verianderlichen*' liefert in Verbindung mit dem Super-
positionsprinzip eine betrichtliche Mannigfaltigkeit von Losun-
gen der betreffenden partiellen Differentialgleichungen; ihr
wahrer Umfang oder gar allumfassender Charakter erweist sich
erst beim Studium des Anfangswertproblems. Die folgenden
Bemerkungen gehen in diese Richtung.

Zunichst wird die in ,,I‘* aufgeworfene Frage, ob sich jede
holomorphe Funktion f(z) durch ein Integral der Form [ &' dm (s)
mit einem komplexwertigen Mal . darstellen 148t, positiv be-
antwortet. Ferner wird die in ,,1' in etwas speziellerer Form
behandelte Matrix-Differentialgleichung
() Sr=SHUK +3 B &
unter der Voraussetzung betrachtet, daf3 die Matrixkoeffizienten
konstant sind, dabei A; und B; beliebig sein diirfen, dagegen
die K;und ]?J einem kommutativen Ring & angehéren. Um die
zu gewinnende Mannigfaltigkeit von Loésungen méglichst um-
fangreich zu machen, bequemen wir uns hier zu der Auffassung,
dafy die Losung der gewohnlichen Matrix-Differentialgleichung

A
=2 A.ZB,

mit konstanten Matrizen 4, und B; unproblematisch sei, ebenso
auch die Frage nach der Abhingigkeit der Integrale von den

! G, Aumann, Bemerkungen iiber normale Systeme linearer particller Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. I. Sitz.-Ber. Bayer. Akad.
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64 Georg Aumann

Koeffizienten. Bei analytischen Anfangsbedingungen fir (1)
im Sinne des Cauchy-Kowalewskischen Problems kommt man
dabei auf ein ,,matrizielles Momentenproblem, das von (1)
vollig abgetrennt formuliert ist und selbstdndiges Interesse ver-
dient. SchlieBlich kénnen wir noch durch ein Beispiel darauf
hinweisen, dal3 die matrizielle Trennung der Veridnderlichen in
einfachen Fillen auch auf Systeme mit verdnderlichen Koeffi-
zienten anwendbar ist; z. B. gehoéren die Tricomi-Gleichungen
hierher. Fir diese liefert die hier verfolgte Methode neuartige
Gesichtspunkte der Behandlung.

1. Die in der vorausgehenden Note I aufgeworfene Frage nach
der Darstellbarkeit einer jeden holomorphen Funktion durch ein
Integral der Form [ ¢ dm(s), worin m ein komplexwertiges
MaBin der komplexen s-Ebene bezeichnet, findet durch folgenden
Satz eine positive Antwort:

Ist f(2)= 3 a,2" eine in |z | < 1 regulire Potenzreihe, so
gibt es (auf vielfaltige Weise) ein komplexes Maff m, so dafl
f (&) = [ e dm(s) fiir | 2| < 1; dabei ist das Integral diber die
ganze s-Fbene zu erstrecken.

Beweis. Man betrachte die Kreise |s[ =7, n=20,1,2,...
mit Radien », > »,,; >ound > », < +oo. Wenn M eine
Teilmenge der s-Ebene mit der Eigenschaft, daf3 ihr Schnitt mit
jedem der genannten Kreise im Sinne des dazu gehérigen Bogen-

langenmaBes A meBbar ist, so nechme man als Mal} p (M) die
Summe der MaBe aller dieser Kreisschnitte:

p)= A A (st ]s| =7}

Fiir |s| = 7, werde

@ (S) o %e—in arc s 7.”—(?1 -+ 1)f(n) (O),

und sonst ¢ (s) = o gesetzt. Ein MaB der gesuchten Art ist dann
m (M) = | 9(s) d n(s).
M

Mit Verwendung der Potenzreihe fiir ¢'* verifiziert man leicht
die Giiltigkeit der behaupteten Gleichung.
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2. Bei der Behandlung der Gleichung

‘aa% = S UK B
i 7

J
9x;
hatten wir in der ersten Mitteilung angenommen, daf3 die qua-

dratischen Matrizen 2B, nicht-singuldr sind, und dasselbe auch
fiir eine Gleichung

du T Ju
(2) 57 = B u + % Bj'a; (u Vektor)

Aber gerade in wichtigen Fillen ist diese Bedingung nicht er-

fullt. Der Wellengleichung it + (Zey—zi fiir das Skalar #

oL T oxt
entspricht die Vektordifferentialgleichung

au u ou
2 a},

ist das System
ou ou ou
= Dov T Bigy T By

ebenfalls mit singuldren Koeffizientenmatrizen zugeordnet. Man

braucht aber im nachfolgenden Ansatz auf solche Singularitit
keine Riicksicht zu nehmen.

3. Zunichst eine Zwischenbemerkung.

Die gewdhnliche homogen lineare Matrixdifferentialgleichung
dz :
e I

kann ohne besondere zusitzliche Uberlegungen nach der Metho-
de von Picard behandelt werden. Um die Anfangsbedingung
Z(t,) = C* zu garantieren, setzt man Z(#) = C7,

£
Z, 1 ()=C"+[ X 4,Z()Bidsin=01,...
te ¥
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Definiert man Konvergenz mittels der Norm || 4 ||, die gleich
dem Maximum der absoluten Betrige der Elemente der Matrix 4
ist, so erhilt man die Abschitzung

1Z,:1®D=Z,ON £ kab [ Z,()—Z,—1 () | ds,

worin @ bzw. 4 eine Schranke aller || 4| bzw. || ;| bedcutet. Hier-
aus erschlieBt man nach den ublichen Methoden die Konvergenz
der Z, gegen eine Lésung und auch die Eindeutigkeit derselben.

4. Um Losungen der Gleichung (1) zu gewinnen, bezeichnen wir

mit Co, Cy, .. .., C,(m ist die Anzahl der Variablen x;) irgend-
welche Matrizen aus & und setzen

U=Z(t)eclxl+"'+c'n"'nC0.

Wegen der Vertauschbarkeit der Exponentialfaktoren und von
Cymitden K ;und [E'J ergibt sich fiir Z das gewohnliche System

azZ - e

Die allgemeine Losung dieses Systems sei mit Z(#, C*, Cy,..., C,)
bezeichnet, C* = Z (4, C¥*, Cy, ..., C,). Dann ergibt sich eine

allgemeinere Losung von (1) nach dem Superpositionsprinzip in
der Gestalt

(%) U= [Z@EC*Cyp,..., C et T Cnsm Codm (0),
()

wo sm ein MalB im (endlich-dimensionalen) Raum (C) der
C=(C*<(C, ... C,, C,) bedeutet.
Ein analoger Ansatz fithrt bei (2) auf die Gleichung

a7 .
S =BZ+ Y BZC,
J

worin die C; Matrizen aus einem kommutativen Ring € be-
zeichnen. Nennt man die allgemeine Lésung dieser Gleichung
wieder Z(¢, C*, C, ..., C,), so erhilt man in

@Y u=[Z@¢ %0y, .., Cy Tt T cdm (0),
<)












