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Strahl-Partitionen in Gruppen und Geometrie
Von Georg Aumann

Robert Konig zum go. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Auf die Frage ,,Was ist ein Punkt ?** gibt der Axiomatiker der
Euklidischen Geometrie zurecht die farblose Antwort: Ein Punkt
ist Element einer Menge, deren Elemente man Punkte nennt. Die
Lage ist etwas glinstiger in der projektiven Geometrie; dort wird
einem wenigstens fiir die der Anschauung unzugéinglichen ,,un-
endlich fernen‘ Punkte eine richtige Definition geboten. Vor die-
selbe Frage ist man gestellt, wenn man, ausgehend von einem
Vektorraum V7, was eine rein algebraische Struktur ist, die zu-
gehorige Punktgeometrie (Affingeometrie) erkldren soll. Die
ibliche Lésung bedient sich der gleichen axiomatischen Unbe-
kiimmertheit: Man nehme eine Menge P, deren Elemente  man
Punkte nennt, und welche bijektiv auf J7 bezogen sei durch ecine
Abbildung f: P — V. Als Verbindungsvektor zweier Punkte p,
und p, erkldrt man

P = F(p2) —F(p0).

Bezeichnet p, denjenigen Punkt mit f(p,) = 5, so hat man in

der bijektiven Zuordnung p »—aﬂ die gewlinschte ,,Koordinati-
sierung‘‘ des Punktraumes 2 mit Hilfe des Vektorraumes V" (mit
po als Ursprung des Koordinatensystems). Ein besonders ein-
faches Beispiel fur die Abbildung fist {x} > x, die der aus einem
Vektor x & I bestehenden Menge {x} den Vektor x zuordnet, so
daB die Beziehung zwischen den Punkten und den Vektoren die
anschauliche Form

{x:} {x;} =Xy

annimmt. Die Versuchung hier ist groB — man gibt ihr oft nach —
bei {x} auch noch die Klammern wegzulassen, was natiirlich
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einen MiBbrauch darstellt, der, wenn wohlverstanden, harmlos
und recht bequem ist. Die Miihelosigkeit dieser Verfahrensweise
ist wohl der Grund dafir, dafl man sich nicht veranlaBt fiihlt,
eine Deutung der Punkte zu geben, bei welcher die Abbildung f
nicht abstrakt und willkiirlich in Erscheinung tritt, sondern in
natiirlicher Weise aus den Gegebenheiten des Vektorraumes V'
hervorgeht. Dies ist aber in der Tat méglich durch Benutzung
einer Konstruktion, die von jeher bei der Konstruktion des pro-
jektiven Raumes angewandt wird (vgl. [1]) und welche zum Be-
griff der ,,Strahlpartition‘‘ einer Gruppe & und des zugehérigen
»otrahlverbandes' ¥ verallgemeinert werden kann. Wendet man
diese Methode an auf die Permutationsgruppe /7 = I1,, der Paral-
lelismen des Vektorraumes V7, d. h. auf das System derjenigen
Permutation von V/, bei welchen die Differenz von 2 Bildvektoren
stets parallel ist zur Differenz der Urbilder, so stellt unter geeig-
neten Voraussetzungen ein geeignet definierter Strahlverband %8,
den Teilraumverband einer projektiven Geometrie dar, deren
maffiner Anteil gerade den zu V7 gehérigen Punktraum 2 ergibt.
Die Punkte von P sind gewisse ,,minimale’ Elemente von 8,
Auf die tblichen geometrischen Vorstellungen eingehend kann
man genauer und einfacher sagen: ,,Punkt’ ist die jedem Vektor
x & Vin 1-1-deutiger Weise zugeordnete Gruppe 2 (x) der Dila-
tationen d mit dem Fixvektor x (d. h. 6(y): = x + A(y —x),
v € V, bei jeweils festem A & K\ {0}, der Multiplikationsgruppe
des zu V gehorigen Kérpers X). Hier ist D (x) — x die Koordinati-
sierung. Zu bemerken ist, dafl bei dieser Auffassung das ,,Ver-
binden‘‘ im Strahlverband sich durch Bildung der baryzentrischen
Hille in ¥ beschreiben 140t, wie man es ja auch erwartet. Es be-
steht keineswegs die Absicht, diesen einfachen baryzentrischen
Kalkiil durch ein verbandstheoretisches Rechnen ersetzen zu
wollen, vielmehr sollen unsere Ausfiihrungen nur zeigen, dal man
sich bei der Frage ,,Was ist ein Punkt?'‘ bei dem Problem des
Ubergangs vom Vektorraum zum Affinraum nicht mit der farb-
losen Antwort des Axiomatikers zu begniigen braucht; im {ibrigen
dirfte das hier Vorgebrachte das groBe klassische Beispiel zum
Thema ,,Geometrie der Algebren’ [3] sein, womit wohl auch
seine hier gebotene exemplarische Darstellung gerechtfertigt
ist.
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2. Strahlverbiinde in einer Gruppe

2.1. Es sei G eine Gruppe mit Einselement 1. Eine Menge @ von
Untergruppen S == {1} von G heilBt eine ,,Straklpartition* von G,
wenn 1.G = | {§ 1 S & &} und 2. je zwei verschiedene S € €
bis auf 1 disjunkt sind; die Untergruppen S & & heillen die
wStrahlen'* der Strahlpartition &. Unter einer ,,S-Gruppe’ U
verstehen wir eine Untergruppe von G mit der Eigenschaft, daf3
jedes S & & entweder mit U nur 1 gemein hat oder ganz in U
enthalten ist. {1}, jedes S & @ und G sind z. B. @-Gruppen.

Satz. Das System B = B(G, @) aller S-Gruppen bildet mit der
Ordnung C einen atomaren, vollstindigen und induktiven Ver-
band mit {1} als kleinstem und G als grifitem Element. Fiir
trgend eine Menge W : = (U,); von S-Gruppen U, gilt dabei :

infl= (" ,U, undsupl=inf{U:UE Br N,U, CU}.

Beweis. Jedes S & @& ist minimal in ¥\ {1} und die S sind
die Atome von B, und fiir jede &-Gruppe Ugilt U= J {S: S &
SASCU}=sup{S:SE&SASCU},dh jedesU& Bist
das Supremum der in ihm enthaltenen Atome. {); U;ist offensicht-
hich eine @-Gruppe C U, fiir alle 7 und zwar die gréte derartige.
Analog erklirt sich die Gleichung fiir sup U. SchlieBlich ist B
induktiv. Dies driickt sich in folgender Formel aus:

Ist...CU,C...C Uﬁ C ... eine ,Kette' von S-Gruppen,
so gilt:

SUp v Ups i Ui s sl = e i s T 5

In der Tat bezeichnet Z bzw. R die linke bzw. rechte Seite die-
ser Gleichung, so folgt aus der Definition von sup einmal L D R;
andererseits ist R eine &-Gruppe D U, fur alle «, also ist auch
RDL.

Es sei sup {U,V} = [U, V] gesetzt.

2.2. Unsere Absicht geht dahin, Fille zu erhalten, in welchen
der Strahlverband B ein geometrischer Verband ist. Wir gehen
gleich etwas weiter und definieren [2]:

Ein Verband ¥ heiBt eine (verallgemeinerte) ,,projektive Geo-
metrie*', wenn B atomar, vollstindig, induktiv, komplementiir
und nach oben semimodular ist.
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