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Bezeichnet man mit uy (2), uy () ... u, (2) die p zu einer algebraischen Kurve vom
Geschlechte p gehoérigen Abelschen Integrale erster Gattung mit der oberen Grenze z,
so besteht das Jacobische Umkehrproblem bekanntlich in der Aufgabe, aus den
? Gleichungen

w, (o) Fup(e) ... Fu,(2) =v, firk=1,2...p

die oberen Grenzen zy, 2,, ...z, als Funktionen der gegebenen GroBen #;...,zu berechnen.
Die im folgenden durchgefiihrte Verallgemeinerung ersetzt die vorstehenden p Gleichungen
durch die folgenden:

g1 (@) F ey (2)+ ... F a4, (2p) =0, flirk=1,2,...p,

WO ¢3, ¢4, --- §p ganze positive Zahlen bezeichnen. Die Losung gelingt mit Hilfe der im § 2
eingefiithrten ®-Funktionen héherer Ordnung. Sind alle Zahlen ¢; einander gleich, so ergibt
sich das Teilungsproblem, das von Clebsch zu den schénen geometrischen Anwendungen
verwendet wurde. Aber auch, wenn alle Zahlen ¢; einen gemeinsamen Teiler haben, ergibt
sich eine enge Beziehung zu den Teilungsproblemen (§ 12) und eine teilweise Zurtickfiih-
rung der Aufgabe auf die gewdhnliche Teilung.

Den cinfachsten Fall, in dem nur eine der Zahlen ¢; von Eins verschieden ist (jetzt § 5),
hatte ich schon wihrend meines Aufenthaltes in Miinchen (1875—1876) erfolgreich behan-
delt, ohne damals die darauf beziigliche Arbeit von Roch zu kennen. Als ich dann bei
meinem Aufenthalte in Paris (Winter 1876—1877) erfuhr, daB3 die Académie des Sciences fiir
1877 als Preisaufgabe ,,Geometrische Anwendungen der Abelschen Funktionen gestellt
habe, machte ich mich dort an die Bearbeitung des Themas, und die hier folgenden Ent-
wicklungen sind eine wenig gednderte Wiedergabe meiner damals der Pariser Akademie
eingereichten Arbeit, deren Konzept (in franzosischer Sprache) in meinen Hénden ist.
Damals hatte ich von Paris aus mein Habilitationsgesuch bei der Wiirzburger Fakultit ein-
gereicht. Als ich Mitte April nach Wiirzburg kam, wiinschte die Fakultit, ich solle sogleich
im Mai meine Vorlesungen beginnen; gleichzeitig aber hatte ich noch die Reinschrift meiner
Preisarbeit herzustellen. So wurde letztere nur sehr knapp vor dem Termin fertig. In Paris
hatte ich viel im Hause eines entferntenVerwandten verkehrt, dessen Sohn (Herr Sammann)
an der Ecole Normale studierte, somit etwas von hoherer Mathematik verstand und meine
Arbeit in bezug auf die Korrektheit des Franzésischen durchgesehen hatte. Durch ihn lief3
ich die Arbeit bei der Akademic einreichen; es wurde ihm gesagt, er misse die einzelnen
Blitter zuvor binden lassen; wenn dadurch der Termin um einige Tage iberschritten wiirde,
so werde dem Verfasser daraus kein Schade entstchen. Als nun in den Comptes rendus 1877
das Urteil der Akademie verdffentlicht wurde, las ich zu meinem Erstaunen: ,,Der Preis
kénne nicht erteilt werden, da keine Arbeit eingelaufen sei.’* Die inzwischen erfolgte Be-
rufung als Extraordinarius nach Freiburg i. B. stellte mich vor so viele ncue Aufgaben,
daB ich mich darauf beschriinkte, eine kurze Zusammenstellung meiner Resultate in den
,,Berichten der naturforschenden Gesellschaft zu Freiburg i. B., Bd. 7, Heft 3, 1878' zu
verdffentlichen.
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Erst jetzt bin ich darauf zuriickgekommen. Im Sommer des vorigen Jahres schrieb ich
an das Seckretariat der Académie des Scienees unter Angabe meines damaligen Mottos und
bat um Uberlassung der Arbeit, da ich sie jetzt verdffentlichen wolle. Es wurde mir (unter
Beifiigung des gedruckten Reglements der Akademie) geantwortet, eingereichte Arbeiten
wiitrden grundsitzlich nicht zuriickgegeben; es stinde mir aber frei, in Paris eine Abschrift
zu nehmen oder nehmen zu lassen. Da mir das nicht moglich war, machte ich mich daran,
eine deutsche Ubersetzung des Konzeptes anzufertigen. Dabei waren natiirlich einzelne
unwesentliche Anderungen nétig, die hier erwihnt seien.

Die Einleitung (§ 1), die das Zerschneiden einer Riemannschen Fliche und das Ver-
halten der Integrale an den Querschnitten bespricht, istjetztsehr gekiirzt. Die Behandlung des
in § 6 ff. besprochenen Umkehrproblems ist ausfithrlicher gestaltet. In der Pariser Abhand-
lung war nur der einfachste Fall des Umkehrproblems (jetzt § 5) cingehend behandelt und
daran sofort der allgemeine Satz von § 9 und dessen Beweis durch Rekursionsschliisse an-
geschlossen. Jetzt habe ich zum leichteren Verstindnisse und um begreiflich zu machen,
wie ich zu dem allgemeinen Satze gekommen bin, in § 7 und § 8 die Ableitung fiir zwei
weitere nichst einfache Fille eingeschaltet. Umstédndlich gestaltet sich immer die Bestim-
mung der 87 linearen Konstanten, die in die ®-Funktion 3" Ordnung eingehen. Darauf
bezog sich in meinem Konzepte eine lingere durchstrichene Erérterung, die nach einer
Bemerkung am Rande fiir die Reinschrift ganz geiindert wurde. Wie diese Anderung ge-
schah und ob sie mit der jetzt gegebenen Darstellung {ibereinstimmt, vermag ich nicht an-
zugeben. In § 13, der die Berithrungsprobleme fiir Kurven (7 — 3)'** Ordnung behandelt,
habe ich jetzt ebenfalls vor dem allgemeinen (durch Rekursionsverfahren zu beweisenden)
Satze noch einige einfache Fille eingeschaltet. Sonst ist aber nichts geiindert. Letzteres
betone ich aus folgendem Grunde: Ich hatte Herrn Sammann gebeten, im Sekretariate der
Akademie zu fragen, weshalb meine Arbeit trotz der gegebenen Zusage nicht beriicksichtigt
wurde; er erhielt die Auskunft, die betreffende Kommission wiinsche eine Umarbeitung
des Schlusses und habe die Aufgabe fiir nichstes Jahr wiederholt gestellt. Das Verlangen
nach Umarbeitung des Schlusses konnte sich nicht auf den letzten ganz einfachen Para-
graphen (jetzt § 14) bezichen, viclleicht aber auf den § 13, der wegen der Kompliziertheit
der Formeln allerdings ohne die jetzt vorausgeschickten Beispiele schwer verstindlich war.
Zu einer Umarbeitung fehlte mir deshalb die Veranlassung; es wire dazu auch zu spit
gewesen.

§ 1. Die zu einer algebraischen Kurve gehirenden Abelschen Integrale.

Wir gehen aus von einer ,,Fundamentalkurve‘‘ von der Ordnung 7 mit & Doppelpunkten,!
deren Geschlecht also durch die Gleichung

(1) b= (r—1)(n—2)—d

1 Das Auftreten von Riickkehrpunkten wiirde die Untersuchung wesentlich umstindlicher machen,
denn bei Beriihrungsaufgaben geben Riickkehrpunkte immer zu uneigentlichen Losungen Veranlassung
Wie man sie zu behandeln hat, zeigt z. B. Brill, Math. Annalen Bd. 4 S. 528 ff.
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gegeben ist. Da die zu behandelnden Fragen im wesentlichen unabhingig von eindeutigen
algebraischen Transformationen sind, ist es nicht notwendig, héhere singulidre Punkte vor-
auszusetzen. Zur Behandlung der zugehérigen Abelschen Integrale gehen wir von der zur
Grundkurve gehorigen Riemannschen Fliche aus, die wir als #-blittrig mit »# (7 — 1)
—2d Verzweigungspunkten voraussetzen diirfen. Die Riemannsche Fliche verwandeln
wir durch 2p Querschnitte in eine einfach zusammenhingende; nach den Untersuchungen
von Liiroth?! kann dies in folgender Weise geschehen. Wir wihlen 2 p 4+ 2 Verzweigungs-
punkte aus, die wir in p -}- 2 Paare einteilen:

EyundiOy, yaund Oy el pund e o

jedes Paar denken wir durch eine ,,Ubergangslinie“ miteinander verbunden, durch deren
Ueberschreiten man von einem Blatte in ein anderes Blatt kommt. Um jedes Paar P;, Q;
fiir 7 =1, 2,...p legen wir cinen in sich geschlossenen Schnitt 4;, in dessen Innern die
betreffende Ubergangslinie verlduft:

bl’ 62, .. b .
Andere geschlossene Schnitte

ay, agy ... ap

legen wir so, daB3 jeder von ihnen einen der 2 p Punkte 7;, Q; und einen der beiden Punkte
P, .1, Qpyy in sich einschlieft, also die beiden Ubergangslinien zwischen den Punkten
P;, @; und den Punkten 2P, y, @, schneidet. Endlich legen wir Schnitte

€1y Cay o v oy Cp_i

so, daB ¢; einen Punkt von 4; mit einem Punkt von &;,, verbindet. Da die Riemannsche
Fliche als geschlossene Fliche zu betrachten ist, und da ein Querschnitt von Rand zu Rand
gehen soll, miissen wir die Flidche zuerst punktieren, d. h. durch Herausheben eines kleinen
Kreises einen Rand schaffen. Der erste Querschnitt liuft dann von einem Punkte dieses Ran-
des zu einem andern Punkte dieses Randes; es sei der Schnitt 4;. Von den beiden Rindern
dieses Schnittes kénnen nun weitere Querschnitte ausgehen usf, So erhalten wir folgende
2 p Schnitte:

by, ¢yzusammen mit by, ¢y mit by, ... ¢,y Mit by, @y, ay, . . . @,
Durchliauft man die beiden Rander dieser Schnitte in passender Weise, so macht man damit
cinen Umgang um den ganzen Rand der zerschnittenen (und jetzt einfach zusammenhingen-
den) Fliche. Den Umgang nennen wir positiv, wenn dabei das Innere der Fliche zur lin-
ken Seite bleibt. Die beiden Ufer eines jeden Schnittes unterscheiden wir durch die Zeichen
-+ und —. Ein zur Fundamentalkurve gehdriges algebraisches Integral / hat an gegen-
iiberliegenden Punkten der beiden Ufer verschiedene Werte, die demnach mit 7¢7 und 7
bezeichnet seien; sie unterscheiden sich durch additive Konstante.

1 Math. Annalen Bd. 4 und Clebsch, ebenda Bd. 6; es wird hier gezeigt, dal das bei den zwei-
blittrigen Flichen angewandte Verfahren allgemein zulissig ist.



Insbesondere gehéren zur Fundamentalkurve p linear unabhingige (iiberall endliche)
Integrale erster Gattung, aus denen durch linecare Kombination p sogenannte Normal-
integrale

Uy, Usy ... Uy

gebildet werden konnen, deren Verhalten an den Querschnitten durch die folgenden Glei-
chungen beschrieben wird; es ist

am Schnitte 4, : #{" = «{7 4-ay,,
am Schnitte @, : #{7 = {7 falls 4% 4,

(1) WP =) -2ns falls =4,
am Schnitte ¢, : #{P = u{™",

eyl — B 2t S

Die sogenannten Periodizititsmodulen ay;, (= a,,) sind durch die Gleichungen
(2) dlhzfduh, dg,l=fduh. e aph=fd”h
a; 5] ap

definiert, wenn f du;, den Wert des iiber den Schnitt @, in positivem Sinne gefiihrten
ap

Integrals #, bezeichnet. Der allgemeinste Wert, den ein Integral %, durch Anderung des

Integrationsweges annchmen kann, ist daher

w25, ©it0y ap+6zapet.. .0, a,
7 O T

wobei mit s, und o, belicbige ganze positive oder negative ganze Zahlen bezeichnet
sind.

Neben den Integralen erster Gattung werden wir das mit 11, bezeichnete Integral
dritter Gattung?! zu benutzen haben, das die Eigenschaft hat, an zwei Stellen £, 4 je
logarithmisch unendlich zu werden und sich um 2= bei einem positiven Umgange um &,
und um — 2 77 bei positivem Umgange um v additiv zu dndern. An den Schnitten g, und
¢y, bleibt I, ungeindert, an den Schnitten &, dndert es sich um das zwischen & und # ent-
streckte Integral ;. Ist also II;, ein Wert des Integrals, so ist der allgemeinste Wert des-
selben

3 5 7
Hs,]—i—2cni+sltfdu1+s2bfa’u2—|—...+spfdup,

wenn mit 6, sy, S, . . ., 5, ganze Zahlen bezeichnet werden. Es gilt der Satz fiir die Ver-
tauschung von Parameter und Argument, nimlich

y I
fan,,=fan

&yt

! Vgl Clebsch und Gordan, Abelsche Funktionen S. 116 ff,



§ 2. Die @-Funktionen hoherer Ordnung.

Im folgenden miissen wir eine Verallgemeinerung der Riemannschen @-Funktion be-
nutzen, die wir als @-Funktion von der Ordnung & und mit dem Zeichen @4 bezeichnen.
Sie werde definiert durch die Gleichung:

(1)

1
s OEXag, s+ 8280,

’
O, (v1) = Os () - €
’ .
wo: vp=20,nitay, 1t a2t . tap sty A=1,2,3...p

und zur Abkiirzung
Gé (Uh) = (')6 (vlr Vgy oo yp)

gesetzt ist, so daB die Funktion von p Argumenten abhingt. Mit 3, 6, 5), sind ganze Zahlen
bezeichnet, mit a; = a,; gewisse Konstante. Die Funktion soll eindeutig von den p Ar-
gumenten abhingen und fiir alle endlichen Werte derselben selbst endlich sein. Sie kann
dann bekanntlich in folgender Weise in eine p-fach unendliche Reihe entwickelt werden:

H=+00 rp=-+00 X v ©
' i= 3 rs s

©) @é(vh): 2 e Arlr,...r Z :‘(z)pAre e

Tn=—00 Tp=—00
wo die Konstanten A4, in ihrer Abhingigkeit von den @ und den Zahlen 7; zu bestimmen
sind. Die Anwendung der Relation (1) auf die Funktion (2) ergibt:

1

TZajprite+Irivy _ .t SEXay, sisp (3 4, ¢ 2 (r; + 8805
Auf der linken Seite konnen wir #; ersetzen durch #; 4 3s;; dann ergibt die Vergleichung
gleicher Potenzen beider Seiten:

(2 4, e

e
4 —dXXajp sj8, —dXEagrisy
r4+ds T A, e

oder, wenn man 7 an Stelle von s und v an Stelle von 7 schreibt:

—0ZT agri(;rh + 7r).
Aér1+v,,..., 6rp+vp=Avl1',...vpe (2 )
Da man den Zahlen vy, . .. v, alle Werte o, 1, . . . p — 1 beilegen kann, ohne denselben Aus-
druck mehrmals zu erhalten, so reprisentiert diese Bedingung 3” verschiedene Gleichungen;
die Funktion ©; ist demnach eine lincare und homogene Funktion von 3” speziellen der-
artigen Funktionen:

(3) G)b (vh> =2-.... ZAI“ Voo vy ®6 (Z’h’ Vk)’
vy "p

wo die Summe der rechten Seite aus 3 Termen besteht und wo

L
(4) DTN —;bzzaih rirp +21; (dvi—Zaik vE).

Oy (zy, ) = ! (2,')7’ e



Wir werden diese Funktion auch kurz mit ©4 (v,; 4) bezeichnen.!
Jede der besonderen Funktionen (4) kann aus einer derselben abgeleitet werden, indem
man die Argumente um gewisse Konstante vermehrt; man hat nimlich

1 .
0, (v),v) = 0, (z}h i PI(»V)’ V) -e TV 1;,,

WO
Pﬁ:‘) = Vl alh“'"VZ a2h+ e +Vp aph.

Zu den @-Funktionen der Ordnung § gehért insbesondere auch die 8% Potenz der ©-
Funktion erster Ordnung; sie geniigt der Funktionalgleichung (1) und ist deshalb in der
Form (2) bzw. (3) darstellbar. )

Durch Hinzufiigen eines Exponentialfaktors kann man ferner 87 @-Funktionen &'T
Ordnung durch 3% Potenzen von Funktionen erster Ordnung bilden, nimlich

I &
vy [(:) (vh———Pfl"))] 3
e 3

Diese Funktionen sind deshalb ebenfalls in der Form (2) bzw. (3) darstellbar.

§ 3. Die Integrale erster Gattung als Argumente der Funktionen ©,.

Als Argumente der Funktion @4 nchmen wir jetzt die Integrale erster Gattung und
suchen die Anzahl der Nullpunkte der Funktion ®; auf der Riemannschen Fliche. Wir
verallgemeinern die Aufgabe, indem wir

(n) vp=q-u,—e, fur 1,2,...7

setzen, wo ¢ eine positive ganze Zahl bezeichnet und die ¢, gegebene Konstante bedeuten.
Bezeichnet &V die Anzahl der gesuchten Nullpunkte, so ist bekanntlich nach dem Cauchy-
schen Satze

(2) 2mi- N= [dlog 0; (g u,—ey),

wenn das Integral iiber den Rand der zerschnittenen Fliche, d. h. iiber beide Ufer der
Schnitte @, 4, ¢, in positivem Sinne gefithrt wird. Der positive Sinn fiihrt zunéchst tiber
das positive Ufer der Schnitte @y, 4, ¢, und dann in entgegengesetzter Richtung iiber die
negativen Ufer dieser Schnitte (wobei immer das Innere der Fliache zur Linken liegt). Es
ist also:

! Funktionen Oy hat schon J. Thomae aufgestellt (Die allgemeine Transformation der ®-Funktionen
mit beliebig vielen Variabeln, Gottinger Inauguraldissertation, 1864), was mir 1877 nicht bekannt war,
ebenso fiir p = 3 H. Weber, Theorie der Abelschen Funktionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876. Die
Funktionen wurden indessen zu Anwendungen nicht benutzt. Vgl. auch Hermite, Comtes rendus t. XL
(Sur la transformation des fonctions Abéliennes) und Prym, Untersuchungen iiber die Riemannsche
Thetaformel, Leipzig 1882.
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(3) 2niN=23 [d(log®—1log0§) + X [d(logOf)—1log®47)
h=1"b,

h=1 ap

p—1
+ 2 [ d(log 67 — log 6§7).
v=1 ¢,
Die auf die Schnitte &, und ¢, beziiglichen Integrale sind nach den Angaben in § 1 gleich
Null; am Schnitte &, ist

o — o0 =g-a,

also nach (1) § 2 (wo s, = ¢ zu nehmen ist, wiihrend die andern Zahlen s; gleich Null sind):

1
5a*dapp + ad (qup —ep)-

4) ORas .
Die Gleichung (3) gibt so:

p
2mi - N=¢*3% [du,=2mi.g*3p.
h=1T7,
Die Anzahl der Nullpunkte der Funktion O (gz, —e,) ist folglich gleich
g% 8p.
Die Abhingigkeit der Nullpunkte der Funktion 04 von den gegebenen Gréfien e, ergibt
sich durch folgende Betrachtung. Die Funktion

U= log O, (gup—ey)

wird nach vorstehendem in ¢28p Punkten 2 logarithmisch unendlich und #ndert sich
um 27#, wenn der variable Punkt x um einen dieser ¢%8p Punkte cinen positiven Umgang
beschreibt. Entsprechend dem von Riemann fiir § =1, ¢ = 1 angewandten Verfahren
legen wir um jeden Punkt 2 einen kleinen Kreis und verbinden diesen mit einem Punkte
der Schnitte a,, 4, durch eine Linic /;, die keinen der iibrigen Schnitte schneidet. Lings
dieser Linien /; schneiden wir die Riemannsche Fliche auf; dann ist U eine in der zer-
schnittenen Fliche holomorphe Funktion, und an den Schnitten a,, 4,, /; bestehen die
Relationen: d

am Schnitte a,: U =U—277- 8¢
am Schnitte &,: UMD =UD L (g —e,) 8¢9+ ; dq%ay, firk=1,2...p
am Schnitte /;: UP=UD—2n )/ fur =1l Mgy

Dabei gilt als positives Ufer am Schnitte /; dasjenige, welches beim Umlaufe um den Rand
der zerschnittenen Fliche zuerst durchlaufen wird.

An den Schnitten ¢, ist die Differenz U — U jetzt gleich einem Vielfachen von
2w7; geht man nunmehr vom Schnittpunkte der Schnitte 4, und ¢, lings des Schnittes &,
fort und kommt an einen Punkt %, von dem die Linie /; zum Punkte 2 fithrt, so muB zu-
niichst diese Linie durchlaufen und der Umgang um 2 gemacht werden, wodurch gz, — e,
um 2 ¢7¢ wichst; liegen vy, solcher Punkte {® auf den Schnitten a,, und &, so kommt man

Miinchen Ak, Abh, 1933 (Lindemann) 2
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am negativen Ufer von ¢, mit einem Werte von U an, der um 2y, w7 gréBer ist als der An-
fangswert, d. h. es ist

am Schnitte ¢,: U =U —a2y, =,

wo 7, eine ganze Zahl bezeichnet.
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Wert des Integrals

() g Wv=fUd”u=f1°g®o({7”h"—eh)'d”v

angeben, wenn dasselbe um den ganzen Rand der zerschnittenen Fliche gefiihrt wird.
Derselbe ist, da # im Innern der zerschnittenen Fliche holomorph ist:

Zf(U(J“)—U(—)) a’u,,—l—Zf(U(+)—U(—)) du,

(2) k ap h by
+2 fUP—UNdu, + 2 [P —UT)du,=o,

il i
firk=1,2...p, ¢=1,2, ...¢%8p, j=1,2,...(p— 1)
Hierin ist:

[P —UNdu,=27i-3g0, [du,=27i-Sqa,ay,
by bp

nach (2) § 1, wo 6, eine ganze Zahl bedeutet; ferner:

JOP U du,=38qq [ 7 du,+ (S gam—+25,7i—ey) bf du,]
ap ap k

= 892fu§{‘)a’u, fiir 22 v
ap

=8¢ [ufD duy+2midg(fqayt2sni—e) fir b=y,
ap

nach (2) § 1, wo s, cine ganze Zahl bezeichnet, ferner:

O] O] lO)
JOP—UDdu,=—27i [ du, =—27rz(_/a’u —fdu),
) RO

wenn mit @ ein beliebiger Punkt bezeichnet wird; weiter:
JOUN—UNdu,=—2vy;xi- [ du,.
c; cj

Die Gleichung (2) gibt somit nach Division mit 27 folgende p Relationen

Qop x®

3) 2 [du,=gde,+ K, fir h=1,2,3,...5,
i=1pu
WO

¢op (D

@ K,=2% [du, —l—Bqu‘hahv

i=1 u

34%
zz qu(")a’u — 8g a,—2midqgs,— Zyjfa’u
2p= 1 ap i=1 ¢

fir v=1,2...p.
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Die hier auftretenden Punkte {¥ kénnen auf den Querschnitten ganz beliebig gewiihlt
werden; letztere selbst sind in hohem Grade willkiirlich, insbesondere die Schnitte ¢;, auf
die sich die letzte Summe der rechten Seite von (4) bezieht. Die GroBen £, sind somit von
den ¥ und von der Lage der Schnitte ¢; unabhingig und deshalb als Konstante zu betrach-
ten. Sie sind aber nach (4) auch unabhingig von den 8” Konstanten 4, die nach § 2 in O,
vorkommen, so daf3 es geniigt, letztere fiir irgendeine spezielle Funktion, z. B. die §' Potenz
von O, zu berechnen; es ist demnach

(5) K, =3¢ 4,
da 84, die entsprechenden Werte fiir die Funktion O (%,)* und 3¢, firr die Funktion

O (gu,)° bezeichnen.

Die Abhingigkeit der ¢23p Nullpunkte 2 der Funktion 0, (gu, — )
von den gegebenen GréBen ¢, wird hiernach durch die p Gleichungen (3)
geliefert, in denen die Konstanten &, durch die Gleichungen (4) bzw. (5)
bestimmt werden. Die Punkte % hiingen aulerdem von den in ®; vorkommenden Kon-
stanten A4 ab.

§ 4. Darstellung algebraischer Funktionen durch ®-Funktionen hioherer Ordnung.

Nach dem Abelschen Theorem und dessen durch das Jacobische Umkehrproblem
gegebenen Umkehrung sind die Punkte @ die Schnittpunkte der Grundkurve mit einer
anderen algebraischen Kurve der Ordnung »z, wenn

mn=2d+ ¢%3p + o
und diese Kurve durch ¢ weitere Punkte der Grundkurve hindurchgeht, von denen die
GroBen ¢;, abhdngen, vorausgesetzt, dali die p Gleichungen der folgenden Form bestehen:

@¢op x(D
A fa’uhEo mod P, firk=1,2...5,
i=1

g

wo E® die Schnittpunkte einer zweiten Kurve 7'" Ordnung bezeichnen. Eine in diesen
Punkten verschwindende Funktion kann man in folgender Weise konstruieren.
Auf der Riemann schen Fliche ist bekanntlich die Funktion

X
Emifxdui k=q®(fduh—- eg‘)
] A,

(1) Plx)=e 4 ~ _
k=1®(fa’uh—g§lk))

wo die Summe tiber Z von 1 bis p zu nehmen ist, eine algebraische Funktion von x, falls die
p Bedingungen

q :
(2) Z(gg‘)——eg‘))—l—Zmiaih=2MhT:1K—I fir A=1,2...p
k=1 i

o%
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erfiillt sind, wo mit M, ganze Zahlen bezeichnet sind. Wird sie in Q Punkten £* Null und
in Q Punkten % unendlich j je von der ersten Ordnung, so kann man sie in der folgenden

Form darstellen:
e(k)

zmifdui (jduh_wh‘—fd%h)

(k) 5

G)(fduh—“wh—fduh)
“ [

©) P(x)=e¢

Il =6

k

WO!:
p—1 () ”

(4) Wy = 2 f d”h + fduh)

i=1 o) o®

wenn mit eV, €@, ., . P~ VY yillkiirliche Punkte bezeichnet werden, und wenn ferner nach

dem Abelschen Theorem in Ubereinstimmung mit (2):

Q z(h)

(S) 2 fd%h Omod Ph’ h=.l,2...p.
k=1 g(h)

Die p Punkte o haben hier und stets im folgenden die gleiche Bedeutung wie in dem Werke
von Clebsch und Gordan: es sind die einfachen Berithrungspunkte einer adjungierten
Kurve (7 — 2)'**" Ordnung, welche durch die (z — 2) weiteren Schnittpunkte der Tangente
des beliebigen Punktes p hindurchgehen.

Analoge Entwicklungen kann man unter Benutzung von ©-Funktionen 3'" Ordnung
durchfithren. Wir betrachten z. B. die Funktion:

x &)
Em1 fdul Gb(fduh eh;A) Q @(fduh_ wh_fduh)
(©) D(@)=e " - ig=st E

k=1 x .
@6(fa’uh-—gh;B) (E)(fduh—wh———fa’uh)
M n u
Sie ist stetig lings der Schnitte @, und ¢, und sie indert sich um den Faktor:

jG))
o(9n—ep) - = fduh + Emiaz
e k(R i
wenn x den Schnitt 4, tiberschreitet. Sie ist daher eine algebraische Funktion, wenn die
Gleichungen

&(k)

@ BiCene—itn) - %‘ fka’uh-}— Smpag=2Nm )V —1
(k)

erfillt sind, unter /V, ganze Zahlen verstanden. Man kann iibrigens die Zahlen m,; durch
passende Wahl der Integrationswege iiberall zu Null machen, und der Emfachhelt ‘halber
nehmen wir das im folgenden meist an. Die Funktion hat zu Nullpunkten die Q Punkte
£® und die 8p Punkte, in denen die Funktion O des Zihlers verschwindet. Ebenso hat

sie Q + 3p Pole.
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Umgekehrt kann auch jede algebraische Funktion, die Q + 3p Nullpunkte und ebenso
vicle Pole besitzt, in der Form (6) dargestellt werden. Zum Beweise betrachten wir zunichst
*

eine algebraische Funktion ;P('*, fir welche die Q@ Nullpunkte £ mit den @ Polen ¢ zu-

sammenfallen, wihrend die 3p Pole erster Ordnung in p Pole 3" Ordnung, die mit 2,
P, ... #® bezeichnet sein, zusammenfallen. Letztere sind die Nullpunkte der Funktion
X
0] (f duy, —ep), wenn
” g
P z(i) .
(8) 2 f d%h= eh.

i=1 ()

Es werde ferner angenommen, daf3 die 8p Nullpunkte 2, . . . ¥ des Zahlers der algebra-
ischen Funktion den Bedingungen

op ;x.:(l)
9) S [ duy=23e—K,

i=1p

geniigen. Dann hat die Kurve x* = o eine Berihrung von der Ordnung 8 — 1 mit der
Grundkurve in den p Punkten #® und durch ihre iibrigen Schnittpunkte mit der Grund-
kurve geht auch die Kurve ¢* = o hindurch, welche aullerdem die Grundkurve in den
Punkten 2 schneidet. Beide Kurven werden hier und im folgenden als zur Grundkurve
adjungiert vorausgesetzt. Nach der Theorie der Teilung der Abelschen Funktionen gibt
es (wenn die gemeinsamen Schnittpunkte der Kurven ¢* = o und y* = o mit der Grund-
kurve gegeben sind) 8°” mit y* = o gleichberechtigte Kurve y* = o, deren Beriihrungs-
punkte ® den an Stelle von (8) tretenden allgemeineren Gleichungen

P z(i) I P
3 [duy=e,+ g(z_;hnl/— 14+ X6, ay)
i=1 40 i=1
geniigen. Die oben gew#hlte Kurve 3* entspricht der Annahme s, = o, 6; = 0.

Die betrachtete algebraische Funktion 148t sich in der Form (6) durch die Gleichung

. x 96 (‘/:zcd%h“—'(?h, A)
(10) i.: = gz m'”fdui_.Lx e i
[O() dun—en))
I3

darstellen. In der Tat stimmen beide Seiten dieser Gleichung, wenn die Konstanten A4 des
Zahlers entsprechend bestimmt werden, in den Nullpunkten und Polen iiberein, und die
rechte Seite ist eine eindeutige Funktion in der Riemannschen Fliche. Die Funktion
0Oy (1), — ¢y, A) ist nach § 2 eine Summe von 3? speziellen Funktionen gleicher Art, jede
multipliziert mit einer gewissen Konstanten 4:

®6 (uh—eh’ A) = ZAvi. e p ®6 (%h——Eh).

. Vi
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Jede der Funktionen
w

(12) Emiug O\ Yn )

[© (2, —en) ]’
ist offenbar ebenfalls eine algebraische Funktion von x, so daB die rechte Seite von (10) eine
lineare Kombination dieser 8 speziellen Funktionen (12) darstellt. Diese haben alle die
gleichen Pole und jede verschwindet in 3p-Punkten. Es gibt aber nur (8 — 1) p + 1 solche
voneinander unabhingige Funktionen, denn von den 3p Nullpunkten kann man nur (§—1)p
willkiirlich wihlen, da p durch die tibrigen bestimmt sind. Dabei sind Ausnahmen méglich,
auf die wir weiter unten in § 13 eingehen. Hieraus folgt, daB 8®—(8—1) p—1 der 8” Funk-
tionen (12) sich linear und homogen durch die iibrigen (3 — 1) + 1 ausdriicken lassen.
Allen speziellen Funktionen (12) ist der Exponentialfaktor und der Nenner gemeinsam.

Es sind also auch die 8" Funktionen O, (”"V_h—eh) lineare Funktionen von

(8—1) p4 1 unter ihnen, wenn unter #, dic Integrale erster Gattung,
unter ¢, Konstante verstanden werden; in der Funktion ®; kommen
daher nur (8 —1)p 4 1 wesentlich voneinander verschiedene Konstante
A, vor.

Bezeichnet man mit % die §p Nullpunkte des Zihlers ¢*, so hat man (8§ —1)p 1

lineare homogene Gleichungen
(D

"

zur Bestimmung von (8 — 1) p -} 1 konstanten A4, zu 1ésen; ist das geschehen, so ist damit
die linke Seite von (10) in der verlangten Form dargestellt. Ohne die Nullpunkte & der
Funktion ¢* zukennen, li8tsich dieBestimmungder4,infolgender Weisedurch-
fihren. In der Gleichung (10) nimmt man fiir » nacheinander (8 — 1) p + 1 beliebige
Punkte 4@, 7@, ... 9@®P=P+Y ynd berechnet in der angegebenen Weise die Konstanten

AW aus den Gleichungen
(i)
u

P* () I [nsz‘k 0,([ dup—ey, A)
(13) Y o) _ J 4 |
X* (n(t)) o

[0() duy—e)]’
n
fiir z=1,2,...3p—p+ 1.

Die Gleichung (10) ist dann fiir 8p — p 41 willkiirliche Punkte erfiillt. Eine algebraische
Funktion mit gegebenen 3p Polen ist durch § (p — 1) Nullpunkte bis auf einen konstanten
Faktor vollkommen bestimmt, hingt also nur von 3p — p Parameter ab und kann nicht
in §p— p + 1 Punkten willkiirlich (bis auf einen Faktor) gegebene Werte annehmen, es
sei denn, daB es sich um identisch erfiillte Bedingungen handelt. Ist also die Gleichung (10)
fiitr 3p — p + 1 willkiirliche Werte von x befriedigt, so muB sie hier jeden Wert von x be-
stehen.

Kehren wir zu einer allgemeinen algebraischen Funktion ¢: y mit 8 4+ Q Nullpunkten
und ebenso vielen Polen zuriick. Die Nullpunkte bezeichnen wir mit £, §®, .. @, 5O,
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2@, . 2P die Pole mit {Y, ... L9, 2@, ... %P, Fiir die Nullpunkte ® der Funktion
O (2, —ey) bestehen nach (3) § 3 die Gleichungen:

op x(®
<16> 2 fduh= Seh—l‘Kh, }l=1,2,...p,

i==1 g

ebenso fiir die Nullpunkte 2 der Funktion ©, (2, — g;,) die Gleichungen

Sp (D)

(I7> 2: f duh=8gh+Kh, ll= I,2...p,
i=1 u
so dal3 auch:
o
(18) zf duy= 8 (e,— gn),

2(0)
in Ubereinstimmung mit den Abel’schen Theoreme, nach welchem:

sp Al Q «®
(19) S [duy+ 2> [ duy=o0, h=1,2...p.

i=1 ,(1) i=1 ;)

Sind die Kurven ¢ = o und y = o gegeben, so sind damit nach (16) und (17) die GréBen
¢, und g, bekannt. Es konnen deshalb nach vorstehendem in den Ausdriicken

05 (w,— e, A) und O (2, — gy, B)

die Konstanten 4 und B in mannigfacher Weise so bestimmt werden, daB diese Ausdriicke
bzw. in den Punkten %) und 5 verschwinden. Fiihren wir ferner p — 1 willkiirliche Punkte
7@ ein und setzen:
) (1) )
e = f dup+ ...+ f duy, + fduh,
o) ap—1) a®)
() L —1) 20

Ygzi): j‘ d”h+ + l d”h+ _[duhy
)

a1 a(p—1) a(®

so wird offenbar:

Q
O (fduh—eh, A) . H@(fxduh—s,(f))
13 i=1 u

- Y@ _

e - x Q x . 2
24 N s i 10 ( [ du—1)
" i= a

wo C eine Konstante bedeutet. Jede auf der Riemannschen Fliche eindeutige al-
gebraische Funktion mit 8p4 @ Nullpunkten und Polen kann somit durch
die Funktionen ©; und ©® dargestellt werden.

Das Entsprechende gilt, wenn die Zahl der Nullpunkte und Pole kleiner als §p, etwa
gleich 8p — R, ist. Dann fallen in (20) im Zihler und Nenner die aus Funktionen © gebil-
deten Produkte fort, und man hat in den Gleichungen (16) und (17) R der Punkte 2@ bzw.
2% durch dieselben willkiirlichen Punkte 4® zu ersetzen.
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§ 5. Kurven eines Systems, welche die Grundkurve an einer Stelle
von hiherer Ordnung beriihren.

Es seien ¢ = ound y = o zwei adjungierte Kurven, die den von ¢ Parametern abhingigen
Systemen angehoren. Sie schneiden die Grundkurve in Q=m n—2d einfachen Punkten;

diese seien fiir y = o0 mit &Y, ... bezeichnet und als fest gegeben betrachtet; fiir § =o
sind sie variabel zu denken und seien mit 20, . . . 29 bezeichnet. Dann ist
(1) S [ duy=o0; k=1,2...p.

i=1 o0

Ist die Ordnung der Kurven des Systems gréfer als # — 3, was vorliufig angenommen
werde, so sind p der Punkte ® durch die iibrigen bestimmt; man kann also von ihnen
Q — p — ¢ - 1 beliebig wihlen. Diese seien allen Kurven des Systems gemeinsam; dann
ist eine einzelne Kurve durch ¢ — 1 weitere Punkte festgelegt. a3t man diese ¢ — 1 Punkte
in einen Punkt ¥ zusammenfallen, und setzt

p+a—1 @ Q D

(2) o= 2 fd”h‘*" ) f dity,

il u i=p+q (@)
wo die rechts auftretenden Punkte ¥ gegeben sind, so ist:

PN¢Y] £ x(p) Y

(3) J du+ [ a’uh—l—...—[—fa’uh=vh—(q-—l)fa’uh.
a I 4 Iz

Die links vorkommenden p Punkte £V gentigen bekanntlich der Gleichung:

2 y
@) O ([ dup—uv,+ (g—1) f duw, +#,) = o.
i 5

Diese Gleichung stellt eine Korrespondenz (vgl. dazu unten § 14) zwischen den Punkten x
und ¥ auf der Grundkurve dar. Koinzidenzpunkte derselben sind die gesuchten Stellen, in
denen eine Kurve der gegebenen Schar mit der Grundkurve eine Beriihrung von der Ord-
nung ¢ — I eingeht; sie geniigen also der Gleichung

(s) O(q [ duy—v,+ #)=o.
°

Die Anzahl der Losungen ist nach den Entwicklungen von § 3 gleich ¢%p.1 Diese Zahl ist
in Ubereinstimmung mit den von de Jonquiéres und Brill gegebenen Formeln, nach
denen dieselbe gleich ¢ [# 4+ (¢— 1) (p — 1)] sein muf}, wenn M die Zahl der beweglichen
Schnittpunkte der Schar bedeutet, denn in unserem Falle ist 4/ = p + ¢ — 1 zu nehmen.
Bei der durch (4) vermittelten Korrespondenz ist die Zahl der einem Punkte y entsprechen-
den Punkte x gleich & = p, und diec Zahl der einem Punkte x entsprechenden Punkte y gleich
B = (¢ — 1)%. Die p Punkte x werden durch eine Kurve ausgeschnitten, in deren Schnitt-

1 Dies Resultat hat schon Roch gefunden: Ueber Theta-Funktionen mit mehrfachem Argumente,
Crelles Journal Bd. 66, 1866.
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punkten mit der Grundkurve y = ¢ — I in ¥ zusammenfallen. Nach der von Cayley und
Brill aufgestellten Formel ist die Zahl der Koinzidenzpunkte gleich

at+Btovp=p+@—DP+20@—Dp=24¢
in Ubereinstimmung mit obigem Resultate.

Nennen wir diese Punkte £®, so ist nach den Entwicklungen von §3 (wo 8 = 1 zu neh-
men ist)
gp D
(6> 2[ duh=g(7}h—'éh)+KhY /l=1,2...ﬁ,

i=1pu

unter K, gewisse Konstante verstanden. Diese Punkte werden durch eine Kurve der Ord-
nung /V ausgeschnitten, von der D Schnittpunkte in jeden der & Doppelpunkte fallen und %

Schnittpunkte in jeden der mn — 2 d — p — ¢ + 1 festen Punkte der Schar von Kurven
m'*" Ordnung; es ist dann

Nn=g¢*p+Dd+E(mn—z2d—p—qg-+1)
= 1= @D+ @ —@—Ed+Emn+*—qF,
also, da der Faktor von 4 fiir alle Werte von ¢ durch # teilbar sein mul3:
(7) D=g@+n, N=g[rn+;—3G@—n] E=gq?

Diese Gleichungen setzen voraus, daB3 die Bedingungen, welche den linearen Charakter der
Schar von Kurven #'" Ordnung bestimmen, keine anderen sind als solche, die den Kurven
auferlegen, durch feste Punkte der Grundkurve zu gehen.

Zusammenfassend haben wir folgendes Resultat:

Ist eine Schar von adjungierten Kurven #'' Ordnung gegeben, welche
die Grundkurve "' Ordnung in Q beweglichen Punkten schneiden, und
kéonnen von diesen p -+ g — 1 Punkte willkiirlich gewihlt werden, so sind in
der Schar ¢%p Kurven enthalten, welche die Grundkurve an einer Stelle
von der Ordnung ¢—1 beriihren. Ist die Schar dadurch definiert, daf} ihre
Kurven durch gewisse feste Punkte der Grundkurve hindurchgehen, so
werden die ¢2p Berithrungspunkte durch eine Kurve N* Ordnung aus-