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Bezeichnet man mit uy (2), uy () ... u, (2) die p zu einer algebraischen Kurve vom
Geschlechte p gehoérigen Abelschen Integrale erster Gattung mit der oberen Grenze z,
so besteht das Jacobische Umkehrproblem bekanntlich in der Aufgabe, aus den
? Gleichungen

w, (o) Fup(e) ... Fu,(2) =v, firk=1,2...p

die oberen Grenzen zy, 2,, ...z, als Funktionen der gegebenen GroBen #;...,zu berechnen.
Die im folgenden durchgefiihrte Verallgemeinerung ersetzt die vorstehenden p Gleichungen
durch die folgenden:

g1 (@) F ey (2)+ ... F a4, (2p) =0, flirk=1,2,...p,

WO ¢3, ¢4, --- §p ganze positive Zahlen bezeichnen. Die Losung gelingt mit Hilfe der im § 2
eingefiithrten ®-Funktionen héherer Ordnung. Sind alle Zahlen ¢; einander gleich, so ergibt
sich das Teilungsproblem, das von Clebsch zu den schénen geometrischen Anwendungen
verwendet wurde. Aber auch, wenn alle Zahlen ¢; einen gemeinsamen Teiler haben, ergibt
sich eine enge Beziehung zu den Teilungsproblemen (§ 12) und eine teilweise Zurtickfiih-
rung der Aufgabe auf die gewdhnliche Teilung.

Den cinfachsten Fall, in dem nur eine der Zahlen ¢; von Eins verschieden ist (jetzt § 5),
hatte ich schon wihrend meines Aufenthaltes in Miinchen (1875—1876) erfolgreich behan-
delt, ohne damals die darauf beziigliche Arbeit von Roch zu kennen. Als ich dann bei
meinem Aufenthalte in Paris (Winter 1876—1877) erfuhr, daB3 die Académie des Sciences fiir
1877 als Preisaufgabe ,,Geometrische Anwendungen der Abelschen Funktionen gestellt
habe, machte ich mich dort an die Bearbeitung des Themas, und die hier folgenden Ent-
wicklungen sind eine wenig gednderte Wiedergabe meiner damals der Pariser Akademie
eingereichten Arbeit, deren Konzept (in franzosischer Sprache) in meinen Hénden ist.
Damals hatte ich von Paris aus mein Habilitationsgesuch bei der Wiirzburger Fakultit ein-
gereicht. Als ich Mitte April nach Wiirzburg kam, wiinschte die Fakultit, ich solle sogleich
im Mai meine Vorlesungen beginnen; gleichzeitig aber hatte ich noch die Reinschrift meiner
Preisarbeit herzustellen. So wurde letztere nur sehr knapp vor dem Termin fertig. In Paris
hatte ich viel im Hause eines entferntenVerwandten verkehrt, dessen Sohn (Herr Sammann)
an der Ecole Normale studierte, somit etwas von hoherer Mathematik verstand und meine
Arbeit in bezug auf die Korrektheit des Franzésischen durchgesehen hatte. Durch ihn lief3
ich die Arbeit bei der Akademic einreichen; es wurde ihm gesagt, er misse die einzelnen
Blitter zuvor binden lassen; wenn dadurch der Termin um einige Tage iberschritten wiirde,
so werde dem Verfasser daraus kein Schade entstchen. Als nun in den Comptes rendus 1877
das Urteil der Akademie verdffentlicht wurde, las ich zu meinem Erstaunen: ,,Der Preis
kénne nicht erteilt werden, da keine Arbeit eingelaufen sei.’* Die inzwischen erfolgte Be-
rufung als Extraordinarius nach Freiburg i. B. stellte mich vor so viele ncue Aufgaben,
daB ich mich darauf beschriinkte, eine kurze Zusammenstellung meiner Resultate in den
,,Berichten der naturforschenden Gesellschaft zu Freiburg i. B., Bd. 7, Heft 3, 1878' zu
verdffentlichen.
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Erst jetzt bin ich darauf zuriickgekommen. Im Sommer des vorigen Jahres schrieb ich
an das Seckretariat der Académie des Scienees unter Angabe meines damaligen Mottos und
bat um Uberlassung der Arbeit, da ich sie jetzt verdffentlichen wolle. Es wurde mir (unter
Beifiigung des gedruckten Reglements der Akademie) geantwortet, eingereichte Arbeiten
wiitrden grundsitzlich nicht zuriickgegeben; es stinde mir aber frei, in Paris eine Abschrift
zu nehmen oder nehmen zu lassen. Da mir das nicht moglich war, machte ich mich daran,
eine deutsche Ubersetzung des Konzeptes anzufertigen. Dabei waren natiirlich einzelne
unwesentliche Anderungen nétig, die hier erwihnt seien.

Die Einleitung (§ 1), die das Zerschneiden einer Riemannschen Fliche und das Ver-
halten der Integrale an den Querschnitten bespricht, istjetztsehr gekiirzt. Die Behandlung des
in § 6 ff. besprochenen Umkehrproblems ist ausfithrlicher gestaltet. In der Pariser Abhand-
lung war nur der einfachste Fall des Umkehrproblems (jetzt § 5) cingehend behandelt und
daran sofort der allgemeine Satz von § 9 und dessen Beweis durch Rekursionsschliisse an-
geschlossen. Jetzt habe ich zum leichteren Verstindnisse und um begreiflich zu machen,
wie ich zu dem allgemeinen Satze gekommen bin, in § 7 und § 8 die Ableitung fiir zwei
weitere nichst einfache Fille eingeschaltet. Umstédndlich gestaltet sich immer die Bestim-
mung der 87 linearen Konstanten, die in die ®-Funktion 3" Ordnung eingehen. Darauf
bezog sich in meinem Konzepte eine lingere durchstrichene Erérterung, die nach einer
Bemerkung am Rande fiir die Reinschrift ganz geiindert wurde. Wie diese Anderung ge-
schah und ob sie mit der jetzt gegebenen Darstellung {ibereinstimmt, vermag ich nicht an-
zugeben. In § 13, der die Berithrungsprobleme fiir Kurven (7 — 3)'** Ordnung behandelt,
habe ich jetzt ebenfalls vor dem allgemeinen (durch Rekursionsverfahren zu beweisenden)
Satze noch einige einfache Fille eingeschaltet. Sonst ist aber nichts geiindert. Letzteres
betone ich aus folgendem Grunde: Ich hatte Herrn Sammann gebeten, im Sekretariate der
Akademie zu fragen, weshalb meine Arbeit trotz der gegebenen Zusage nicht beriicksichtigt
wurde; er erhielt die Auskunft, die betreffende Kommission wiinsche eine Umarbeitung
des Schlusses und habe die Aufgabe fiir nichstes Jahr wiederholt gestellt. Das Verlangen
nach Umarbeitung des Schlusses konnte sich nicht auf den letzten ganz einfachen Para-
graphen (jetzt § 14) bezichen, viclleicht aber auf den § 13, der wegen der Kompliziertheit
der Formeln allerdings ohne die jetzt vorausgeschickten Beispiele schwer verstindlich war.
Zu einer Umarbeitung fehlte mir deshalb die Veranlassung; es wire dazu auch zu spit
gewesen.

§ 1. Die zu einer algebraischen Kurve gehirenden Abelschen Integrale.

Wir gehen aus von einer ,,Fundamentalkurve‘‘ von der Ordnung 7 mit & Doppelpunkten,!
deren Geschlecht also durch die Gleichung

(1) b= (r—1)(n—2)—d

1 Das Auftreten von Riickkehrpunkten wiirde die Untersuchung wesentlich umstindlicher machen,
denn bei Beriihrungsaufgaben geben Riickkehrpunkte immer zu uneigentlichen Losungen Veranlassung
Wie man sie zu behandeln hat, zeigt z. B. Brill, Math. Annalen Bd. 4 S. 528 ff.
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gegeben ist. Da die zu behandelnden Fragen im wesentlichen unabhingig von eindeutigen
algebraischen Transformationen sind, ist es nicht notwendig, héhere singulidre Punkte vor-
auszusetzen. Zur Behandlung der zugehérigen Abelschen Integrale gehen wir von der zur
Grundkurve gehorigen Riemannschen Fliche aus, die wir als #-blittrig mit »# (7 — 1)
—2d Verzweigungspunkten voraussetzen diirfen. Die Riemannsche Fliche verwandeln
wir durch 2p Querschnitte in eine einfach zusammenhingende; nach den Untersuchungen
von Liiroth?! kann dies in folgender Weise geschehen. Wir wihlen 2 p 4+ 2 Verzweigungs-
punkte aus, die wir in p -}- 2 Paare einteilen:

EyundiOy, yaund Oy el pund e o

jedes Paar denken wir durch eine ,,Ubergangslinie“ miteinander verbunden, durch deren
Ueberschreiten man von einem Blatte in ein anderes Blatt kommt. Um jedes Paar P;, Q;
fiir 7 =1, 2,...p legen wir cinen in sich geschlossenen Schnitt 4;, in dessen Innern die
betreffende Ubergangslinie verlduft:

bl’ 62, .. b .
Andere geschlossene Schnitte

ay, agy ... ap

legen wir so, daB3 jeder von ihnen einen der 2 p Punkte 7;, Q; und einen der beiden Punkte
P, .1, Qpyy in sich einschlieft, also die beiden Ubergangslinien zwischen den Punkten
P;, @; und den Punkten 2P, y, @, schneidet. Endlich legen wir Schnitte

€1y Cay o v oy Cp_i

so, daB ¢; einen Punkt von 4; mit einem Punkt von &;,, verbindet. Da die Riemannsche
Fliche als geschlossene Fliche zu betrachten ist, und da ein Querschnitt von Rand zu Rand
gehen soll, miissen wir die Flidche zuerst punktieren, d. h. durch Herausheben eines kleinen
Kreises einen Rand schaffen. Der erste Querschnitt liuft dann von einem Punkte dieses Ran-
des zu einem andern Punkte dieses Randes; es sei der Schnitt 4;. Von den beiden Rindern
dieses Schnittes kénnen nun weitere Querschnitte ausgehen usf, So erhalten wir folgende
2 p Schnitte:

by, ¢yzusammen mit by, ¢y mit by, ... ¢,y Mit by, @y, ay, . . . @,
Durchliauft man die beiden Rander dieser Schnitte in passender Weise, so macht man damit
cinen Umgang um den ganzen Rand der zerschnittenen (und jetzt einfach zusammenhingen-
den) Fliche. Den Umgang nennen wir positiv, wenn dabei das Innere der Fliche zur lin-
ken Seite bleibt. Die beiden Ufer eines jeden Schnittes unterscheiden wir durch die Zeichen
-+ und —. Ein zur Fundamentalkurve gehdriges algebraisches Integral / hat an gegen-
iiberliegenden Punkten der beiden Ufer verschiedene Werte, die demnach mit 7¢7 und 7
bezeichnet seien; sie unterscheiden sich durch additive Konstante.

1 Math. Annalen Bd. 4 und Clebsch, ebenda Bd. 6; es wird hier gezeigt, dal das bei den zwei-
blittrigen Flichen angewandte Verfahren allgemein zulissig ist.



Insbesondere gehéren zur Fundamentalkurve p linear unabhingige (iiberall endliche)
Integrale erster Gattung, aus denen durch linecare Kombination p sogenannte Normal-
integrale

Uy, Usy ... Uy

gebildet werden konnen, deren Verhalten an den Querschnitten durch die folgenden Glei-
chungen beschrieben wird; es ist

am Schnitte 4, : #{" = «{7 4-ay,,
am Schnitte @, : #{7 = {7 falls 4% 4,

(1) WP =) -2ns falls =4,
am Schnitte ¢, : #{P = u{™",

eyl — B 2t S

Die sogenannten Periodizititsmodulen ay;, (= a,,) sind durch die Gleichungen
(2) dlhzfduh, dg,l=fduh. e aph=fd”h
a; 5] ap

definiert, wenn f du;, den Wert des iiber den Schnitt @, in positivem Sinne gefiihrten
ap

Integrals #, bezeichnet. Der allgemeinste Wert, den ein Integral %, durch Anderung des

Integrationsweges annchmen kann, ist daher

w25, ©it0y ap+6zapet.. .0, a,
7 O T

wobei mit s, und o, belicbige ganze positive oder negative ganze Zahlen bezeichnet
sind.

Neben den Integralen erster Gattung werden wir das mit 11, bezeichnete Integral
dritter Gattung?! zu benutzen haben, das die Eigenschaft hat, an zwei Stellen £, 4 je
logarithmisch unendlich zu werden und sich um 2= bei einem positiven Umgange um &,
und um — 2 77 bei positivem Umgange um v additiv zu dndern. An den Schnitten g, und
¢y, bleibt I, ungeindert, an den Schnitten &, dndert es sich um das zwischen & und # ent-
streckte Integral ;. Ist also II;, ein Wert des Integrals, so ist der allgemeinste Wert des-
selben

3 5 7
Hs,]—i—2cni+sltfdu1+s2bfa’u2—|—...+spfdup,

wenn mit 6, sy, S, . . ., 5, ganze Zahlen bezeichnet werden. Es gilt der Satz fiir die Ver-
tauschung von Parameter und Argument, nimlich

y I
fan,,=fan

&yt

! Vgl Clebsch und Gordan, Abelsche Funktionen S. 116 ff,



§ 2. Die @-Funktionen hoherer Ordnung.

Im folgenden miissen wir eine Verallgemeinerung der Riemannschen @-Funktion be-
nutzen, die wir als @-Funktion von der Ordnung & und mit dem Zeichen @4 bezeichnen.
Sie werde definiert durch die Gleichung:

(1)

1
s OEXag, s+ 8280,

’
O, (v1) = Os () - €
’ .
wo: vp=20,nitay, 1t a2t . tap sty A=1,2,3...p

und zur Abkiirzung
Gé (Uh) = (')6 (vlr Vgy oo yp)

gesetzt ist, so daB die Funktion von p Argumenten abhingt. Mit 3, 6, 5), sind ganze Zahlen
bezeichnet, mit a; = a,; gewisse Konstante. Die Funktion soll eindeutig von den p Ar-
gumenten abhingen und fiir alle endlichen Werte derselben selbst endlich sein. Sie kann
dann bekanntlich in folgender Weise in eine p-fach unendliche Reihe entwickelt werden:

H=+00 rp=-+00 X v ©
' i= 3 rs s

©) @é(vh): 2 e Arlr,...r Z :‘(z)pAre e

Tn=—00 Tp=—00
wo die Konstanten A4, in ihrer Abhingigkeit von den @ und den Zahlen 7; zu bestimmen
sind. Die Anwendung der Relation (1) auf die Funktion (2) ergibt:

1

TZajprite+Irivy _ .t SEXay, sisp (3 4, ¢ 2 (r; + 8805
Auf der linken Seite konnen wir #; ersetzen durch #; 4 3s;; dann ergibt die Vergleichung
gleicher Potenzen beider Seiten:

(2 4, e

e
4 —dXXajp sj8, —dXEagrisy
r4+ds T A, e

oder, wenn man 7 an Stelle von s und v an Stelle von 7 schreibt:

—0ZT agri(;rh + 7r).
Aér1+v,,..., 6rp+vp=Avl1',...vpe (2 )
Da man den Zahlen vy, . .. v, alle Werte o, 1, . . . p — 1 beilegen kann, ohne denselben Aus-
druck mehrmals zu erhalten, so reprisentiert diese Bedingung 3” verschiedene Gleichungen;
die Funktion ©; ist demnach eine lincare und homogene Funktion von 3” speziellen der-
artigen Funktionen:

(3) G)b (vh> =2-.... ZAI“ Voo vy ®6 (Z’h’ Vk)’
vy "p

wo die Summe der rechten Seite aus 3 Termen besteht und wo

L
(4) DTN —;bzzaih rirp +21; (dvi—Zaik vE).

Oy (zy, ) = ! (2,')7’ e
























































































































