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Uber die Reihe 3 7 (x) .
n=0

Von Otto Yolk.

Vorgelegt von F. Lindemann in der Sitzung am 14. Januar 1922.

Es gilt zuniichst der Satz:

Die Reihe f,P,,(:c) konvergiert gleichmibig fiir

n=u

alle « des Intervalls —1 <z < -+ 1 und es ist:

® 1
> l)n x) = - =
.3_-‘0 () Ve(a—ux
C. Neumann?') spricht im Anschluf an den Beweis dieses
Satzes, den er in sehr einfacher Weise mit Hilfe der Laplace-
schen Formeln fithrt, die Vermutung aus, daB die Reihe ab-

solut divergiert. Im folgenden soll nun die Divergenz der

Reihe i‘,jP,. (x)| bewiesen werden.
n=0

Nach Heine?) ist, # = cos ¥ gesetzt:

2 1 7
A V nasin 9 [(1 - 47&) cos ((n +Hd - Z)
-+ _8% cotg & - sin ((n + Do — g)] :

1) Vgl. C. Neumann, Beitrige zum Studium der Randwertauf-
gaben. Abhandlungen der Siichsischen Akademie der Wissenschaften,
math.-phys. Klasse, Bd. XXXV, VII. (1920), S. 529, Anmerkung.

2) Vgl. E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 1 (1878), S. 178.
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36 0. Volk

wenn nur 0 <9 < x ist. Die Reihe ﬁIP" cos )| wird sich

n=20
also von einem hinreichend grofien N ab verhalten wie die
Reihe:

@ . 9 | a\ |
2 S =7 . ' 1Y
® ,L>=—"\' narsin ¥ e ((12 + 2 4,)

Die Divergenz dieser Rethe Jifst sich nun leicht mit Hilfe
des folgenden von Fatou!) aufgestellten Satzes beweisen:

Konvergiert oder divergiert die Fouriersche Reihe

€
Y (ancosnz 4 b, sinnzx)
n=20

in zweli Punkten absolut, so konvergiert oder diver-
giert sie absolut fiir alle dazwischen liegenden Punkte.

Betrachten wir niimlich die Reihe:
oS ((n 4 ) — Z)
= Vn A

und nehmen wir an, daB sie absolut konvergiere. Bilden wir
mit Fatou:

cos ((n + D+ h - :) - cos ((n + D@ —=h— Z)

— 2 cos ((n + é) ¥ — Z) = — 4 cos ((n + }?) Iy — Z)
ssin?(n 4+ 3k,

so folgt hieraus:
s (4 p@—n=7) < eos(t o0 -])

-+ 2 cos <(n 419 — z> (1 2sin?(n+- Hh)
i |

und daher:

1) Vgl. P. Fatou, Séries trigonomdétriques et séries de Taylor.
Acta math., Bd. 30 (1906), S. 898.



Uber die Reihe ete. 3

cos(ADO=1=F) et HO+H -]
n=N 7 l/n .<nz"1\;— - —T/n _ o

) + 2 sin® (v + ) b | cos <(ﬂ + )i~ Z)

ol

» 1
o\
+ né;\' ]/ n

| .

Hieraus ergibt sich:

Konvergiert die Reihe S, absolut in dem Inter-
vall ¥ bis & 1, so konvergiert sie auch in dem dazu
symmetrischen Intervall § — /4 bis J.

Wiirde nun die Reihe S| innerhalb eines beliebigen Inter-

. .o T .
valls Innerhalb 0 bis : bzw. - bis = absolut konvergieren,

2 2
so wiirde aus obigem Satze folgen, dafi die Reihe S| auch in

den Grenzpunkten J = 0 und 9 = ; baw. O = ;r und ) ==

&

0
absolut konvergiert. Nun divergieren aber die beiden 3 V'
n=»N n

. 1
n—=J\ ]/Zn
Reihe S; divergiert daher absolut im ganzen Inter-
vall 0 bis 7. Somit gilt entsprechend (1) und (2) der Satz:
Die Reihe Z P,(x) divergiert fiir alle z des Inter-

n=~>0

valls — 1 <z <1.
Betrachten wir nun die Reihe?):

Wir kommen also zu einem Widerspruche. Die

) i} ™ P, (cos ),

n=>0

so wird diese Reihe innerhalb des Einheitskreises ab-

1) Solehe veralleemeinerte Kugelfunktionen-Reihen wurden von T.J.
J'A. Bromwich, Investigations on series of zonal harmonics, Proe. of
the Lond. math. Soe. (2), 4 (1906), S. 204--222 untersucht; diese Unter-
suchungen sind ganz analog denen von Pringsheim, Hardy u. a. iber
das Verhallen von Potenzreiben an der Konvergenzgrenze.



38 0. Volk, Uber die Reihe ete.

solut und gleichmifig konvergieren. Auf dem Kin-
heitskreise bleibt sie fir 0 < ¥ <z, 7 <# <27z gleich-
mifBig konvergent, withrend sie absolut divergiert; fiir
# =0 divergiert sie gleichmiiig; fiir 4 ==z schwankt
sie zwischen 4+ 1 und — 1.

Wiihrend Bromwich!) bemerkt, daBi man bet den Reihen
i‘o a, ™ P, (cos ¥) aus dem Verhalten in einem Punkte des
Konvergenzkreises nicht ohne weiteres auf das Verhalten in
anderen Punkten schlieBen kann, haben wir hier ein Beispiel,
das dies gestattet, und man kommt so unmittelbar zu der
Frage, ob nicht mit Hilfe des Fatouschen Satzes sich noch
weitere Konvergenz- und Divergenzkriterien fiir das Verhalten
solcher Reihen auf der Konvergenzgrenze aufstellen lassen.

1 1 e S. 205.



