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Uber real - statt formal — festgelegte Kettenalgorithmen .
zur simultanen Approximation mehrgliedriger reeller
Zahlenverhiltnisse.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgelegt am 26. Januar 1945.

1. Der klassische Algorithmus von Euklid ist — neben seiner
Bedeutung fiir die Lehre vom grolten gemeinsamen Teiler
zweler positiver ganzer Zahlen a, & und damit fiir den Satz von
der Eindeutigkeit der Primfaktorenzerlegung! — bekanntlich
ausdehnbar auf die Ermittlung rationaler Annidherungswerte

an cine Zahl y; u. zw. nicht nur in dem Fall, daf3 y (: g rational,

sondern auch dann, wenn vy irrational ist, der entstehende Ketten-
bruch also ein unendlicher wird. Verallgemeinerungen dieses
Algorithmus zur Ermittlung rationaler Approximationen an ein
n-gliedriges Verhiltnis positiver Zahlen

. . . hY
ayiay: .. .ay, (1)

die fr # = 2 in das Euklid’sche Verfahren {ibergehen, kénnen
nach verschiedenen Gesichtspunkten aufgebaut werden. Es kann
namlich bei den einzelnen Schritten, die von (1) ausgehend fort-

! Nicht alle Mathematik-historischen Darstellungen lassen bei Besprechung
der Biicher VII-IX von Euklid’s Elementen hervortreten, daB der Euklidische
Algorithmus ein wesentliches Hilfsmittel schafft, um den Satz von der ein-
deutigen Primfaktorenzerlegung zu begriinden, und damit geeignet ist, einen
wichtigen Bestandteil der Teilbarkeitslehre zu bilden, keineswegs nur ein
rechnerisches Hilfsmittel zur Ermittlung des gréften gemeinsamen Teilers.
Man vgl. hierzu insbesondere Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber
Zahlentheorie, 4. Aufl,, 1894, Erster Abschnitt, § 4; analog L. E. Dickson,
Einfihrung in die Zahlentheorie, deutsche Ausgabe von E. Bodewig, 1931,
Nr. 1. — Etwas anders (unter Heranziehung einer SchluBweise von Zermelo)
verfihrt A. Scholz, Einfithrung in die Zahlentheorie, 1939, Sammlung
Goschen, Bd. 1131; und Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebra-
ischen Zahlen, 1923, Kap. I, Elemente der rationalen Zahlentheorie, § 1, geht
unmittelbar von der Existenz eines groSten unter den gemeinsamen Teilern
zweier Zahlen aus.
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2 Heinrich Tietze

gesetzt zu neuen Systemen von 7 (oder in besonderen Fillen von
weniger als 7) Zahlen
a(i—)’ (Z(g), o a(ﬁ) <2>
fithren, entweder fortlaufend auf diejenige Anordnung dieser
Zahlen (2) geachtet werden, in der sie durch den vorhergehenden
Schritt geliefert werden (formale Anordnung), oder aber auf
ihre Anordnung der Gréfe nach (reale Anordnung). Von der
ersten Art ist der bekannte Jacobi-Algorithmus, von dem
sich gezeigt hat, dal} er die Erwartungen nicht voll erfullt?, die
man im Hinblick auf die vielseitige Leistungsfahigkeit des
Euklid’schen Algorithmus (Fall 2 = 2) beziiglich Approximation
und Periodizitdt an die Erweiterung auf » > 2 geknipft hat.
Ein Verfahren der zweiten Art ist gelegentlich einmal von
H. Poincaré in einer Comptes-rendus-Note? skizziert worden
und es mochte — eben wegen der Anpassung an die GréBen-
verhiltnisse der auftretenden Zahlen o' ~ nicht ausgeschlossen
sein, daf} das Verfahren in seinen Approximationseigenschaften
den formal angeordneten Algorithmen {iberlegen ist. Es ist mir
das schon immer als der Untersuchung wert erschienen. Meines
Wissens ist Poincaré selbst auf den Gegenstand nicht wieder
zuriickgekommen, und er hebt am Schlul} seiner Note hervor,
daf} der von ihm fiir # = 3 erlduterte Algorithmus ganz ebenso
fir » > 3 ausflihrbar ist. Auch erwidhnt er, dal unter Um-
stinden flr besondere Zwecke Modifikationen des Verfahrens,
die er aber nicht weiter kennzeichnet, giinstig sein kénnten. Im
folgenden entwickeln wir in § 3 das Poincaré’sche Verfahren fiir
2 Eingehende Untersuchungen, die auch zu ausgedehnten Anwendungen
insbesondere auf das Gebiet der Differenzengleichungen fiihrten, hat ins-
besondere Herr O. Perron vorgenommen. Vgl. hieriiber: Grundlagen fir
eline Theorie des Jacobischen Kettenalgorithmus, Math. Annalen 64 (1907);
Uber die Konvergenz der Jacobischen Algorithmen mit komplexen Ele-
menten, Sitz.ber. der Bayer. Akad. d. Wiss. 37 (1907); Uber eine Verallge-
meinerung“des Stolzschen Irrationalitiitssatzes, ebenda Jahrg. 1908 (Bd. 38)
und 1920; Uber lineare Differenzen- und Differentialgleichungen, Math. Ann.
66 (1909); Uber lineare Differenzengleichungen, Acta Math, 34 (1910); Lin
neues Konvergenzkriterium fiir Jacobi-Ketten zweiter Ordnung, Archiv d.
Math. und Physik (3) 17 (1911); Uber konvergente Matrixprodukte, Sitz.ber.
d. Heidelberger Akad. d. Wiss., Jahrgang 1915, 4. Abhandlung.

9 H. Poincaré, Sur une généralisation des fractions continues, Comptes
rendus de PAcadémie des Sciences, Paris, t. 99 (18842) p. 1014-1016.
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den Fall eines beliebigen # (wegen z = 3 vgl. speziell Nr. 15)
und wir besprechen dabei auch das Auftreten gleicher Zah-
len unter den &', ..., a?. Eine bestimmte Modifikation des
Poincaré’schen Algorithmus wird in §4 behandelt. Zwei andere
Verfahren zur Gewinnung simultaner rationaler Approximatio-
nen (und speziell natiirlich auch zur Bestimmung des gréBten
gemeinsamen Teilers von 7 ganzen positiven Zahlen), die wir
als ,,Algorithmus lentus** und ,,Algorithmus rapidus® bezeich-
nen, besprechen wir in §§ 5, 6. In § 2 schicken wir zwei Gestalten
voraus, die man im Fall # = 2 dem Euklidischen Algorithmus
geben kann und die man wiederfindet, wenn man die Verfahren
von § 3 bzw. § 4, desgleichen wenn man die beiden Algorithmen
der §§ 5, 6 fiir #» = 2 spezialisiert,

Aus Beispielen, von denen wir einige in § 7 bringen*, geht
hervor, dal3 auch die hier behandelten ,,real’’ orientierten Algo-
rithmen keineswegs durchwegs alle vom Fall #z = 2 des Eukli-
dischen Algorithmus bekannten Eigenschaften, speziell was
Approximation und Periodizitit anlangt, aufweisen?®.

§ 1. Bezeichnungen.

2. Wenn v cine reelle Zahl bedeutet, so werde aufler der
groBten ganzen Zahl in v, die tiblicherweise mit

4 In einer in Vorbereitung befindlichen Note ,,Ein Algorithmus von Poin-
caré und andere Algorithmen zur Approximation mehrgliedriger reeller
Zahlenverhiltnisse** soll an Hand von weiteren Beispielen auf einige Fragen
noch etwas mehr eingegangen werden.

5 Sei noch auf eine mit diesen Fragen sich beriihrende, in jiingster Zeit
erschienene Arbeit von Bullig in den Abhandlungen aus dem Mathe-
matischen Seminar der Hamburgischen (Hansischen) Universitit hingewiesen.
Die gegenwiirtigen Bibliotheks- und sonstigen Verhiltnisse, die auch der
Kilte wegen in vielen Riumen das Arbeiten ausschlieBen, verhindern mich
an genauerem Zitieren, (Den ,,Mathematical Reviews* ~ wir verdanken sie
Herrn 1. A. Barnett, der unser mathematisches Leben weitgehend geférdert
hat - entnehme ich bei der Korrektur, Juli 1947, folgende Angaben: Bullig G.,
Abh, Math. Sem. Hansische Univ. 12 (1938) 369-414, sowie 13 (1940) 321~
343, Math. Zeits. 45 (1939) 511-532, Mitt. Math. Ges. Hamburg 8, Teil 2,
164-187 (1940); Rosser Barkley, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. A. 27 (1941)
309-311, Duke Math. J. 9 (1942) 590-95; Yannopoulos Constantin, Math,
Zeits. 47 (1940) 105-110; Ficken Frederick A,, Duke Math. J. 10 (1943) 355~
379; Rédei L., J. f. Math. 183 (1941) 183-192, Math. Zeits.48 (1942) 500-502.)
1‘
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g =y] oder g = £ (v)
bezeichnet und durch
g=svy<g+1, g ganz
definiert wird, auch die durch
gFr<v=g"+1, g*ganz
definierte ,,gréfte ganze Zahl unter y* verwendet und mit
g* =y} oder g* = E*(y)
bezeichnet. Dabei ist
b =— v —1 )
und {Y} = [y] —1 oder = [y], je nachdem v sclbst ganz ist
oder nicht.
Fiir Quotient und Rest bei der Division zweier Zahlen a4

und & (> 0) hat man demgemil} bei kleinstem nicht-nega-
tivem Rest:

a=0bg+7, q=[§], o =7 <o, 4)
bzw. bei kleinstem positivem Rest:
a=0bg*+r* g¥= {Z}, o< r* <b. (s)

§ 2. Der Algorithmus Euklid’s in zwei Gestalten.

3. Das ibliche Verfahren der Kettendivision (siche Nr.9)
kann man, indem man Subtraktionen statt Divisionen ausfiihrt,
noch etwas primitiver in seinen Einzelschritten gestalten. Wie in
der Einleitung gesagt, sollen die beiden Formen des Algorithmus
als Subtraktionsverfahren (in Nr. 4-8) und als Divisionsverfahren
(in Nr. 9-10) besprochen werden, u. zw. jedesmal in einer den
spdteren Verallgemeinerungen und ihrer geometrischen Deu-
tung angepalBten Art.

4, Gegeben seien zwei verschiedene positive Zahlen a4, a,
(wegen @y = a, >0 vgl. Nr.7). Bei der ersten Form des
Euklidischen Algorithmus (Subtraktionsverfahren) be-
steht der erste Schritt des Verfahrens darin, das Zahlenpaar a;, @,
zu ersetzen durch das Paar

’
a, = a, —@,y, @y == a, Wenn a; > a, (6)
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ist, dagegen durch das Paar
’
a; = @y, a4y = Qy—a;, Wenn a, > a, (7

ist. Mit dem neuen Zahlenpaar o'y, o', kann, soferne a’; == o', ist,
auf dieselbe Weise verfahren und allgemein beim A-ten Schritt
das Paar a,*=Y, @, durch

2P = g, — g, 0D 4 D= g,

baw. 2P = 2,00, 4, = g,V — 40—

ersetzt werden, jenachdem ;4= > 2, oder 2, > g,V ist.
Das Verfahren ist unbegrenzt fortsetzbar, wenn g;, a, in-
commensurabel sind (@, @, irrational ist); es bricht ab, indem
sich einmal ein Paar gleicher Zahlen 2,” = 4, = ¢ einstellt,
wenn a;, @, commensurabel sind (¢ : @, rational ist), wo dann #
ihr groBtes gemeinsames Mal darstellt und speziell bei ganzen
rationalen Zahlen a;, @, (d. i. in dem bei Euklid behandelten
Fall) # der gréBte gemeinsame Teiler von ¢ und a, (sowie fiir
jedes o < A der gréBte gemeinsame Teiler von 2,9, 2,9) istS.

5. Die ,,Néherungsbriiche“% fir o = %, die sich bei diesem
2 2

Verfahren der ,,Kettensubtraktion“ einstellen, besprechen wir
sogleich in Verbindung mit der bekannten geometrischen Deu-
tung des Euklidischen Algorithmus. In einem beliebigen System
von affinen (Parallel-) Koordinaten x,, x, seien O = (0,0) der
Ursprung, £, = (1, o) und £, = (o, 1) die Grundpunkte auf
den Achsen, E; , = (1, 1) die vierte Ecke des Einheitsparallelo-
gramms, ¢; = OZX; und ¢, = OF, die Grundvektoren, also
OFEy » = ¢+ ¢, und

0= 04 = ae; + ase,

der Vektor von O zum Punkt 4 = (a4, a,).
Setzen wir nun beispielsweise @, > a, >> 0 voraus, so wird in
diesem Falle die durch

X1 X= Q4! @y ®

¢ Etwas anders ausgedriickt: jeder von den zweigliedrigen Moduln [e;, a,],
la'y, @'y), ... stimmt iiberein mit dem eingliedrigen Modul [#].
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gegebene Gerade O A das Innere der Seite /2y /Z; , des Einheits-
parallelogramms treffen; und wenn wir dementsprechend

OFE;=¢, OFE; ,=¢

als Einheitsvektoren eines neuen affinen (x;, ,)-Koordinaten-
systems wihlen und fiir einen beliebigen Punkt X = (x4, x,) dem-
gemdl

= 0X =ape Fape =x e+ e (9)

setzen, so ergibt sich aus

¢ = ¢, =16 + ¢ (10)
nebst
e =€ ¢ = ¢ —€y, (11)
dal}
Xy =2y 4 xy, x, = 2, (12)
und
’ ’
Xy ==Xy Xy Ay (13)

ist. Bei unserer Koordinatentransformation hat also gemil (13)
der Punkt A zu neuen Koordinaten gerade die durch (6) ge-
gebenen Zahlen a;, a.

Im Falle @, > a; > o ergeben sich analog die gemiB (7) be-
stimmten Zahlen a;, @, als neue Koordinaten von 4, wenn nun-
mehr, wo die Gerade O 4 das Einheitsparallelogramm im Innern
der Seite £, £y 4 trifft, ¢y = OF; y=¢; ¢y, ¢, = O0F, = ¢,

genommen wird.

6. Bei Fortsetzung des Verfahrens fuhrt jeder Schritt auf ein
Paar von Grundvektoren ¢, ¢, von denen der eine Vektor
bereits dem vorhergehenden Paar %1, ¢4 angehért, der
andere aber (der = ¢{™ 4 ¢ ist) neu auftritt?. Auf diese

” Bei einigen der spiter betrachteten Verallgemeinerungen des Algorithmus
auf 2 Zahlen a, . . ., a,, sind es bei jedem Schritt 7 — 1 Grundvektoren eines
Koordinatensystems, die durch neue Grundvektoren ersetzt werden. Nur bei
dem Algorithmus in § 5 wird wie beim Euklidischen Algorithmus mit jedem
Schritt nur ein Grundvektor durch einen neuen ersetzt.
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Weise ergibt sich fiir den Vektor a die Folge von Ndherungs-
vektoren$
Y—1, Fo, xlr Yoy oo (14)
derart, daB} abgeschen von der Reihenfolge p_q, 1, mit e¢;, e,
{ibereinstimmen, ferner® 1y, r; mit ¢;, ey, allgemein 1, ,, 1, mit
¢P, ¢, Ist einer dieser Vektoren 1, = OP, = pP ¢y + p@ ¢,
sind also pP, p@ die — offenbar ganzzahligen ~ Koordinaten
(%)
seines Endpunktes?® P,, dann bilden die Zahlen % die Folge
2
der Niherungsbriiche!® fir die Zahl « = %
2

7. Wenn die Fortsetzung des Verfahrens auf ein Paar einander

gleicher Zahlen 2 = &% (= #) fiihrt, so daB

0= a® D oD D = (D D
ist, dann werde als AbschluB3 des Algorithmus der Vektor f* =
¢ + ¢ als Grundvektor eines eindimensionalen Koordinaten-
systems eingefiithrt, in welchem der Endpunkt 4 des Vektors
a = ¢ fP die Koordinate # hat.

Eine analoge ,,Reduktion’’ des Koordinatensystems werde
(durch Einflihrung des Vektors f = e; + ¢,) vorgenommen,
wenn bereits das Ausgangspaar a,, @, aus zwei gleichen Zahlen
besteht:

Ay =ay, =1 q=a;e;+ ase, =17Ff.

8 Vgl. zu den geometrischen Entwicklungen F. Klein, Ausgewihlte
Kapitel der Zahlentheorie, Autographierte Vorlesung, I (Géttingen 1890),
ausgearbeitet von A. Sommerfeld, S. 17 ff. Wie ich annehme, ist es aber
dieselbe oder eine wenig verschiedene geometrische Deutung, die auch von
Poincaré im Cahier XLVII des Journal de I'Ecole Polytechnique gegeben
wurde — eine mir unter den dermaligen Verhiltnissen nicht zugingliche
Stelle, auf die Poincaré 1. c.® verweist.

® Im Falle @, > a,ist ¥_q = ¢, ¥y = ¢,, im Falle @, > @, dagegen r_;= ¢,
fo = ¢,

® Dabei sind g4, £ allemal teilerfremd, wie man in bekannter Weise dar-
aus entnimmt, daf der absolute Betrag der Determinante p(*—1) (4 —
— U1 A (d. 1. der Flicheninhalt des von den Vektoren g;_j, tj auf-
gespannten Parallelogramms) unabhiingig von X den Wert 1 hat. Vgl. auch
Anm. 13.

11 An dieser Stelle unterscheiden wir noch nicht zwischen den Haupt- und
den Nebenniherungsbriichen von .
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8. Wir wollen noch bei unserer Kette von Koordinaten-Trans-
formationen einige Bemerkungen® iber die zugehorigen Ko-
effizienten-Matrizen beifiigen!®. Zunichst ist, ob nun im Falle
@y, > a, gemdl3 (13) oder im Falle a; > 2 gemal

X =1y, X, =—12x1+ %, (15)

transformiert wird, jede dieser Transformationen (13), (1§) uni-
modular, d. h. von der Gestalt x, = Z g,, x, mit ganzzahligen
Koeffizienten g,,, deren Determinante = 1 ist. Dasselbe gilt
von der zugehorigen Transformation der Grundvektoren, ob sie
nun im Falle a; > @, gemiB (10) oder im Falle 2, > @, gemal

0 =€ + ey € = e, (16)

erfolgt. Da dasselbe aber auch bei jedem spiteren Schritt des
Algorithmus fiir die Transformation von 24—, (=1 zu 49,
2D baw. von ¥, Y zu @) ¢ gilt, so liefert auch die
"Zusammensetzung dicser Einzel-Transformationen eine Trans-
formation

2P =Py, + By D= x+ D x,
nebst

D=0 ey + A e, D =AY + A ey

mit ganzzahligen Koeffizienten ¢} bzw. £}, deren Determinanten
gleich 1 sind?3.

9, Wir kommen zur zweiten Form des Euklidischen
Algorithmus (Divisionsverfahren), die sich als Kontrak-
tion mehrerer Schritte des Subtraktionsverfahrens in einen ein-
zigen Schritt darstellt. Sind @4, @, die gegebenen positiven Zah-
len und ist @; >> a,, so werde als erster Schritt der Kettendivision
gemil (5) in § 1, Nr. 2 die Division @;: @, mit kleinstem positiven
Rest ausgefiihrt!4:

12 Ausfiihrlicher gehen wir darauf spiter bei den Verallgemeinerungen
des Euklidischen Algorithmus ein (vgl. Nr. 16-18).

18 Wie daraus folgt, sind also die Koordinaten /Ly'l), /5(1) jedes der beiden
Vektoren e(f;) teilerfremde ganze Zahlen, Einer dieser belden Vektoren ist
der in Nr. 6 mit r; bezeichnete Niherungsvektor,

14 Es empfiehlt sich, von der {iblichen Division mit kleinstem nicht-nega-
tiven Rest (auch im Hinblick auf die Behandlung gewisser ,,Reduktionen bei
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. a,
A= g a,+ » mit ¢ = — o<r Za,
2 .

und das Paar a,, @, durch das neue Zahlenpaar

@y = ay—qay, @ = a, (17)

ersetzt. Es ist klar, daBl damit ¢ ecinzelne Schritte des Sub-
traktionsverfahrens in einen Schritt des Divisionsverfahrens zu-
sammengezogen sind. Mit diesem Schritt verbinden wir die durch

x| = Xy —qxy, Xy = Xy, (18)
Xy =X b gE, Xy = A (19)
=6, e=—ge¢ + ¢, - (20)
g =¢, ey =get ¢ (21)

dargestellte Koordinatentransformation. Geometrisch kann e,
charakterisiert werden als der letzte Vektor in der Folge ¢, + ¢4,
€+ 28y, ..., €+ meq, ..., der mit dem Vektor ¢, auf der-
sclben Seite der Geraden (8) liegt.

Im Falle @, > @4 ist analog, mit Vertauschung der Rollen von
a; und a,, vorzugehents,

Soferne a, == a, ausfillt (wobei dann im Falle a; > a, bzw.
ay > ay stets a, << a, bzw. a, <C a, ist), fithrt ein zweiter Schritt
von a;, a, zu einem neuen Zahlenpaar 4, @, und der Algorithmus
bricht nur ab, wenn einmal ein Paar &P = o9 = # sich ein-
stellt. In diesem Fall bildet die Reduktion gemif Nr.7 den Ab-
schluB des Algorithmus.

10. Was in Nr.6 fur das dort besprochene Verfahren der
»Ketten-Subtraktion hervorgehoben wurde, dafl nimlich mit
jedem Schritt von den beiden Grundvektoren %=1 ¢G—b

den spiter besprochenen allgemeineren Algorithmen, Nr.14; analog am
Schlufl von Nr. 20, 22, 23) abzuweichen und in den Fillen, wo a,/a, ganz ist,
nicht zum Zahlenpaar ] = 0, @; = @,, sondern zum Zahlenpaar a; = a; = @,
iiberzugehen. In der Moglichkeit, die Division so oder so auszufithren, liegt
die bekannte Gabelung des Verfahrens, die auf zwei einander gleiche end-
liche Kettenbrtiche fithrt; der eine mit dem letzten Teilnenner = 1, der andere
mit einem letzten Teilnenner > 1.

® Im Falle a, = a, beschrinkt sich das Verfahren auf die am SchluB von
Nr.7 angegebene Reduktion.
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der eine beibehalten, der andere durch einen neuen Grund-
vektor ersetzt wird, gilt ebenso auch hier gemiB (21) und den
analogen Formeln fiir die spiteren Schritte!®. Wir kommen da-
mit auch hier zu einer Folge von Niherungsvektoren des Vek-
tors @ = a4 e; + ay ¢y, bzw. von Nidherungsbriichen der Zahl « =
aq]ay. Sie bilden eine Teilfolge der beim Subtraktions-
verfahren auftretenden Folge von Niaherungsvektoren
bzw. Niherungsbrichen, u.zw. werden bekanntlich die
nunmehr beim Divisionsverfahren auftretenden N&herungs-
briiche als ,Hauptndherungsbriiche' unterschieden von
den nur beim Subtraktionsverfahren auftretenden , Neben-
niherungsbriichen™.

11. Es sei noch ein Beispiel fiir die beiden Gestalten des
Algorithmus beigefligt, u. zw. in einer solchen tabellarischen
Anordnung, wie sie analog bei den spiter behandelten allgemeine-
ren Algorithmen verwendet wird. Wir setzen a; = 1001, @, = 442.
Sowohl bei der Ketten-Subtraktion, als auch bei der Ketten-
Division, wie sie im folgenden wiedergegeben sind, gewinnt man
eine fortlaufende Kontrolle daraus, daBl & ¢ + 2@ o fiir
alle & stets denselben Vektor a = ay¢; + @, ¢, = (@4, ay) =
(1001, 442) ergeben muB}; z. B. hat man beim unten angegebe-
nen Subtraktionsverfahren fiir A = 4 die Kontrolle:

117 . ¢ + 208 . ¢} = 117. (5, 2) + 208 .(2, 1) =
= (117.5 -+ 208 .2, 117.2 4 208 . 1) = (1001, 442).

Den AbschluB3 des Verfahrens bildet jedesmal eine Reduktion
gemif Nr.7, beispielsweise beim Subtraktionsverfahren nach
dem 10-ten Schritt, bei dem &’ und 2% einander gleich (= 13)
sind und nun dem Reduktionsverfahren gemif der Vektor f1%=
e+ e = (34, 15) + (43, 19) = (77, 34) gebildet wird, wo-
raus sich flir den urspringlich gegebenen Vektor a die Dar-
stellung 13 . {19 = 13 . (77, 34) ergibt. Damit erweist sich # = 13
als groBter gemeinsamer Teiler von 1001 und 442, sowie 77: 34
als Darstellung des Verhiltnisses 1001 : 442 durch teilerfremde
Zahlen. Zugleich mit der Reduktion miiBite, genau genommen,

18 U. zw, gilt jetzt speziell, daBl von den beiden Grundvektoren stets ab-
wechselnd der eine beibehalten, der andere ausgewechselt wird.
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das bis dahin geltende Tabellen-Schema mit zwei Kolonnen fiir
die &® (v = 1, 2) und zwei Kolonnen fiir die ¢ (v = 1, 2) ver-
lassen und zu einem neuen Schema mit nur je einer Kolonne
fiir # =13 und f = (77, 34) iibergegangen werden. Statt
dessen haben wir in der mit 10 . 7 (= 10 reduziert) bezeichneten
Zeile die Kolonne fiir &' bzw. ¢ zur Eintragung von ¢ und
§19 beniitzt, wobei natiirlich ebensogut die Kolonne fiir 2% bzw.
¢ hitte genommen werden kénnent?.

Die zur Kettenbruchentwicklung von 1:—‘;1- gehorigen Quo-
tienten (also das Anfangsglied und die Teilnenner)

2,3, 1, 3, 1, 1,

sind sowohl aus dem Subtraktions- wie aus dem Divisions-Ver-
fahren unmittelbar zu entnehmen. Bei ersterem erscheinen sie
als die Anzahlen, in denen jewecils eine Zahl wiederkehrt;
z. B. kehrt 442 zweimal wieder, 117 dreimal, 91 einmal usf. Beim
Divisionsverfahren sind die fraglichen Quotienten bei jedem ein-
zelnen Schritt in eckigen Klammern [ ] angegeben. Zu beachten
ist, daBl — beim einen wie beim anderen Verfahren — der am
SchluB vorgenommenen Reduktion ein letzter Teilnehmer = 1
entspricht, so daB wir die Darstellung

1001 1‘ 1 1] 1 1
442 _2+W+(_1l+l_3|+|_1|+\_1—‘

gewinnen, wihrend die {iblichere Darstellung mit letztem Teil-
nehmer >> 1 sich einstellen wiirde, wenn wir beim Ketten-
divisions-Verfahren die einzelnen Divisionen nach kleinstem
nicht-negativem Rest vornehmen wiirden statt nach kleinstem
positiven Rest. Der 5-te Schritt, der die Division &'} : &’ = 26 :13
betrifft, wiirde dann mit dem Quotienten 2 (statt 1) vorzunech-
men sein und auf

@ = 2 a® =0 D fP= 13 (22)
nebst
5 ! 5 4 4 -
o = o) = (34,15), ¥ =¢Q + 27 = (77,34
1" Diese Bemerkung findet ihr Analogon in Bemerkungen zu den Reduk-

tionen bei den Algorithmen mit mehr als zwei Zahlen, wo gegebenenfalls das
Verfahren nach einer solchen Reduktion weiterliuft, vgl. Nr. 24, Anm. 29.
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fihren. Den Grund dafiir, da3 wir (auch im Hinblick auf die
spiteren Verallgemeinerungen des Algorithmus auf mehr als
zwei Zahlen) nicht so vorgehen, ersicht man schon aus der Be-
trachtung des Subtraktions-Verfahrens: Mit dem 10-ten Schritt
der Ketten-Subtraktion erhalten wir zwei einander gleiche
Zahlen @'} (v = 1, 2) und es liegt kein innerer Grund dafiir vor,
als nichsten Schritt just

11 10 10 11 10
aD = 10 0D A — 00

vorzunehmen, wie es dem Schritt (22) bei der Ketten-Division
entspriache, wo doch

11 10 11 10 10
a0 = 409 44D — 400 400

ganz die gleiche Berechtigung hitte.

Ketten-Subtraktion Ketten-Division
! -1 T l T
W ARGl R N PO G C
|
) 1001 | 442 1,0 ‘ 0,1 o 1001 | 442 1,0 0,1
} [2] |
1 559 bRs LR 1)1
1 117 2 iR 2,1
2 ll 3 1y 2,
’ ! (3]
3 ERs 325 3:1 { N
' 2 » 91 753 »
4 w1208 | 52, [1]
| i
5 w0t |73 |, 3 26|, N W
{3 |
6 26 1 b 9]4
4 ” 13 134,15 7
7 22 65 16:7 19 [1]
8 nwo| 39 |25,
5 13 ER g » 43?19
9 ” 13 | 34,15 v
5, T. 13| * 77,34 *
10 13 %] I} 43)19 )
10, I. 13 * 177,34 *
i
1
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§ 3. Der Poincarésche Algorithmus.

12. Seien # positive Zahlen a,, ..., @, gegeben (% > 2). Wir
nehmen vorerst an, daB sie durchwegs verschieden seien
(wegen Auftretens gleicher Zahlen vgl. Nr.14). Sei dabei bei-
spielsweise

ay>ay,>...>a, >o0, (23)

so werde ein neues Zahlensystem gebildet vermége

’ ’
A = Ay =gy - - Ay 1= A1~ Qp, Gy = Q. (24>

Sind nun

61 = OEI, 62 - 0E2, « .y €n= OEn (25)

die Grundvektoren ecines Systems von Parallel-Koordinaten x4,
. 2, mit O als Ursprung und £y, . . ., £, als Einheitspunkten
auf den Koordinaten-Achsen und ist A4 der Punkt mit den Ko-
ordinaten %, = aq, ..., %, = a,, dann erhdlt man ein neues
Koordinatensystem, in welchem A die Koordinaten al', cey a;l
hat, indem man - unter ey, . . ., ¢, die neuen Grundvektoren ver-
stehend — fiir den Vektor a = O A4 die doppelte Darstellung

+r ’ ’
a=ae;+...Fa, ,=a¢+...F+a,e, (26)

ansetzt, aus der man (wenn sie fiir beliebige Wertsysteme der
a, gelten soll) gemal (24)

@ == 8y, Cg=—0 - Cgy ..., g=—¢ _, + € (27)
und somit

=€y, =¢ +ey..,¢,=¢ +e+...4¢ (28

oder
91I = O0F&,, e; = 0L 5. eT;.= OEI, 2,....n (29)

erhilt, wobei £, , ., (bzw.allgemein &, ; ) denjenigen Eck-
punkt des Grundparallelotops bedeutet, dessen Koordinaten
Hn=.o=x=1,% ,=...=x,=0(bzw.x; = ... =x,=
=1,y =ofuri=7,...,7)sind.

Ist die GréBenanordnung der # verschiedenen positiven Zah-
len @, nicht speziell durch (23), sondern allgemein durch

@y => ... >, >0 (30)
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gegeben, so treten die Gleichungen

’

(lél 5T (zﬂ'l —_~a0‘z 2o aan—l . (lan~1—_ [lﬂn’ aan = acn (31)
und
€, = Copp Oy = € F oy =0 e (32)
nebst
€, = €y €5, = €, + Cop = v an €s, S i Con (33)

und

= Oqui e oy O'Eo'1 ay) 9 0’,1 = OE‘HGI R ) <34)

an Stelle von (24), (27), (28) und (209).

13. Falls das neu erhaltene System (24) bzw. (31) der &', wieder
aus lauter verschiedenen Zahlen besteht, kann daraus auf die-
selbe Weise in einem neuen Schritt des Algorithmus ein drittes

System positiver Zahlen 4, ..., @, und in Verbindung damit
aus den e, ein ncues, der Bezichung a = af e +o a, ¢,
geniigendes System von Grundvektoren ¢;, . . ., ¢, gewonnen
werden.

Das Verfahren 1a3t sich zur Bildung weiterer neuer Zahlen-
systeme @', ..., @' und neuer Koordinatensysteme 7. . ., #%
mit Grundvektoren ¢?, .. . ), fiir welche

gilt, immer wieder fortsetzen, solange nicht durch das Auftreten
gleicher Zahlen innerhalb eines der so gewonnenen Zahlen-
systeme & , ..., & eine Unterbrechung eintritt. Bei ciner
solchen Unterbrechung ist zunichst eine aus Nr. 14 ersichtliche
Reduktion vorzunehmen; und es wird weiterhin zu unterscheiden
sein zwischen dem Fall, daf3 alle 7 Zahlen 2!¥ einander gleich
ausfallen?8, wo wir zum Abschlufl des Algorithmus nach end-
lich vielen Schritten kommen, und dem anderen Fall, daf3 sich
unter den Zahlen &), ..., &? wenigstens zwei verschiedene
Werte vorfinden, wo sich der Algorithmus mit verminderter
Gliederzahl fortsetzt.

18 Dieser Fall tritt beispielsweise fiir A = 1 (also schon beim ersten Schritt)
ein, wenn wir vom System der Zahlen na, (# — 1)@, ..., 2a, a ausgehen;
desgl. bei jedweder Unterbrechung im Falle 72 = 2.



Uber real - statt formal ~ festgelegte Kettenalgorithmen 15

14. Die erwidhnte Reduktion wollen wir sogleich fiir den Fall
besprechen, daf3 bereits im Ausgangssystem a,, ..., &, nicht
alle Zahlen verschieden sind. Zur Verecinfachung der Bezeich-
nungen werde dabei zunédchst

a2 ay> ...2a,>0 (36)

angenommen und ferner vorausgesetzt, dal

by>b,>...>6,>0 (37

die s verschiedenen unter den Werten der @, seien, wobei 7,
unter den Zahlen 4, den Wert 4, haben mdgen. Es sei also, wenn

nit oA n,=N,0 Spuim), N,=n Ny=o0 (38)
gesetzt wird,
a,= b, firv=nN, ;4 1,.., N, 1 Sp<m). (39

Die Reduktion, die wir nun vornehmen, besteht darin, dalB3
wir das System der # Zahlen @, ersetzen durch das System der
m Zahlen b,, und gleichzeitig das System der Vektoren e, er-
setzen durch das System der Vektoren fy, . . ., f,,, wobei

f,=2¢ mitv=2AnN, ,41,..,0, (40)
ist. Ersichtlich gilt dann
a=aye;+ ... Fae, =01+ ... +06,1f,. (41)

Wenn andererseits die @, zwar nicht gemdf3 (36) der Gréfle
nach angeordnet sind, jedoch unter ihnen wieder die Werte (37)
mit den Vielfachheiten 7, auftreten, dann besteht die vorzu-
nehmende Reduktion wieder im Ubergang vom System der g,
zum System der &, nur daB jetzt die Grundvektoren fy, ..., f,
eines neuen #zz-dimensionalen Koordinatensystems nicht mehr
speziell durch (40) gegeben sind, sondern durch

fu=2¢, mitv=2~N,_;+1,..., N, (42)

"
wenn die Verteilung der Werte 4, auf die einzelnen ¢, nunmehr
= statt durch (39) ~ durch

a, = b, firv=N,_;+1,..,4,
gegeben ist.
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In dem besonderen Falle 2 = 1, wo

a]_:az:...:an

ist, somit nur ein einziger Wert 4, (= jedem der @,) auftritt
und sich :

fi=e +e+....+e,

ergibt, bedeutet die vorgenommene Reduktion zugleich den Ab-
schlull des ganzen Algorithmus. Andernfalls (#2 > 1) ist mit
dem Zahlensystem &, . . ., 4,, und dem zugehorigen Vektoren-
system fy, ..., f, analog zu verfahren, wie es in Nr. 12, 13 fiir
@y, - .., a, und eq, .. ., ¢, auseinandergesetzt wurde.

Was wir tiber eine Reduktion des Ausgangssystems a,, .. ., g,
gesagt haben, gilt nun ebenso fiir die Reduktion irgendeines
aus ihm gemiB Nr.12, 13 hergeleiteten Systems o, ..., &'¥,
wenn dieses nicht aus lauter verschiedenen Zahlen besteht.

Wie {ibrigens der Algorithmus bei rechnerischer Durchfiih-
rung in seinen einzelnen Schritten und Reduktionen {ibersicht-
lich angeordnet werden kann, mag den Beispielen in § 7, Nr. 24
bis 27 entnommen werden.

15. Legt man in dem von Poincaré l. c. speziell zur Dar-
stellung gebrachten Fall 7 = 3 cin cartesisches x; x, 23-Ko-
ordinatensystem zugrunde, so da3 O, £y, E,, E;, E; 5 E; 4
Ey 3, £y, o 3 den Einheitswiirfel bilden, dann bedeutet die An-
nahme (36), daB} der von O aus ins Innere dieses Wiirfels ein-
dringende Halbstrahl O4, der die Richtung des Vektors (26)
hat, die Wiirfeloberfliche in einem Punkt A* des Dreiecks £,
4%y, 9, £y, 4, 5 (dabei wegen a3 > o jedoch nicht in einem Punkt
der Seite £y £, ,) trifft. Falls @y > @, > ag, somit A* ein innerer
Punkt des Dreiecks ist, dann bilden dessen Eckpunkte die
Grundpunkte £E';, E', E'y des neuen Koordinatensystems, von
dem der nidchste Schritt des Algorithmus ausgeht. Falls a; =
= ay > ag, somit A* ein innerer Punkt der Wiirfelkante %, ,,
Ly, 5, 5 ist, dann tritt gemdlB Nr. 14 eine Reduktion auf die zwei
neuen Grundvektoren f; = OZ; o, f; = OF; , 3 nebst 4, =
= ay = @y, 0, = ayein, worauf sich das Verfahren in der Ebene
xy = x, dieser beiden Vektoren fortsetzt. Falls a; > a, = a,, so-
mit A* ein innerer Punkt der Quadratdiagonale £, Z; , 3 ist,
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erfolgt analog (mit 4, = ay, &, = a, = a;) eine Reduktion auf
die neuen Grundvektoren O £, O£, , 5 in deren Ebene x, =x;
das Verfahren sich fortsetzt. Falls a; = a, = a;, somit 4* =
= FE; 5 g ist, findet das Verfahren gemif3 Nr. 14 mit der Re-
duktion f; = e; 4 e, + ¢3 = OFE,; 5 ynebstb; = a, = a, = a,
seinen AbschluB3.

Allemal wird anschaulich die Tendenz ersichtlich, daf3 die
neu eingefithrten Grundvektoren e, bzw. f, der Richtung nach
niher an den Vektor a = a; ¢; 4+ a, ¢, 4+ a4 ¢3 heranriicken als
jene Vektoren e,, an deren Stelle sie treten.

16. Entsprechend der Tendenz des Algorithmus, mit den je-
weils neu eingefiihrten Grundvektoren immer ndher an die
Richtung des Vektors a = a, ¢; + ... + 4, ¢, heranzukommen,
ist fur die Aufgabe, simultane rationale Approximationen des
Zahlenverhiltnisses @;:...: @, zu gewinnen, die Betrachtung
der Folge der Vektorsysteme e , ..., e von besonderer Be-
deutung. Daher wollen wir uns noch mit der zugehérigen Folge
von Koordinatentransformationen beschiftigen, - und zwar zu-
nichst mit der Transformation in Nr. 12, die vom System der e,
zum System?!® der ¢ fiihrt. Die zugehorige Koordinaten-
transformation wird dann (vgl. (24), (31) und (26)) durch

1 1) __ 1 __
x(l )= X1—Xgy - - o xn(_zl = Xpe—1""%n, xi}.) =X, (43)
bzw. '
y __ (00 N (1)
xax = xal—-—~xa‘, .y xo.n__l —_ x"n—l - xg'n! xa,'{) - xan (4’4)

gegeben, je nachdem speziell die Anordnung (23) oder
allgemein (30) besteht, wobei fiir einen beliebigen Punkt
X =(xy..,2)

1= 0X =x1¢,+ ... +ape, =P e+ ... DD (45)

gilt. Allemal ist die durch (43) bzw. (44) gegebene Koordinaten-
transformation unimodular, d. h. von der Gestalt

bg=

1y __
x,’ =

Zor % (46)
1

v

19 Statt ¢}, x, @) schreiben wir nunmehr cf,“, z'f,l), aﬁl), um mit der Be-

zeichnung 7, X’, ¢’ usw. fiir die durch Stiirzen aus G, X, € entstehenden Ma-
trizen nicht in Kollision zu geraten.
2
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mit ganzzahligen g,,, deren Determinante |g,, | = 1 ist, wo-
bei die Grundvektoren gemil (45) kontragredient zu den Ko-
ordinaten transformiert werden®. Bezeichnet %,, = ¢"* in der
Determinante |g,, | die Adjunkte des Elements g,,, so liefert
n
x,= 2 gAY (47)
v=1

die Auflésung von (46) und gemiB (43) ist

n
~
e[l - 2/ gvy eil)) (48)
y=1
n n
1) S, - 3
e(‘u) i 2/ g‘“’ ey T /l;u' cv' (49)
=1 y=1

Bei Einfithrung der zu einander inversen (reziproken) Matrizen
&11s - - S1n - L, Ly g
G:( ...... ?n)um olz( ........... ,
gny, .. ., Enn

ferner der durch Vertauschen von Zeilen und Kolonnen aus
ihnen entstehenden ,,gestlirzten’ (,,transponierten‘’, — auch ,,kon-
jugiert'’ genannten) Matrizen
G'und (G7Y = (G") = H,

sowie der Matrizen
/xl A 2N / ¢ L 'c(})‘
X = . ) Aj(l): )6: i} 6(1): .

n oy G b

nebst ihren gestiirzten Matrizen

X — <x1’ . xn)’ X(l)/ — (x(%)’ o x(i))’
GIZ (el’ ey Cn>, 6(1) — (e(%); -y e(‘lll,)>

kann man die Gleichungen (46), (47), (43), (48), (49) zusammen-
fassend schreiben:

20 Um unimodulare Koordinatentransformationen handelt es sich auch bet
den spiter in §§ 4 bis 6 besprochenen Algorithmen, so dal unsere diesbeziig-
lichen Bemerkungen auch auf sie Anwendung finden werden.



Uber real — statt formal — festgelegte Kettenalgorithmen 10

XV =(GX, X =G1Xx",
XU ED= x' ¢,
¢ =G W= (¢")1¢=HC.
17. Dabei kann man fiir den Poincaréschen Algorithmus die

speziellen Werte der g,, und ¢"” unmittelbar den Formeln von
Nr. 12 entnehmen. Fithrt man nédmlich die speziellen Matrizen

1, —1, 0, , 0 15 0:0, , O

0,1, —1,...,0 15 Ay Oy w0050
Gpo,=F§t-- - . ... s A = s oA g (50)

o, 21Oy 1, —1 1, 1, 1 135,109

o, ,0,0, 1 1, 1, R

ein?!, dann hat man im Falle (23), wie aus (43), aus der zu-
gehorigen Auflosung

1 1 1 1 1
2y =P+ 2D = 2, 2D e, = 2D

sowie aus (27) und (28) hervorgeht:
G=0Gp,o, H=Hp,;
im allgemeinen Falle (30) aber hat man
G=S71Gp, S, H=S3Hp, S, (51)

wenn S = (s,,) die Koeffizienten-Matrix derjenigen Trans-

formation y, = X, x, bezeichnet, die mit
L

uy
Y =, (=1,..., ) (32)
gleichbedeutend ist und somit einer Darstellung der Permu-
. 1, 2, ..., %
tation II = 7 ’
Gy, Opy - - Oy
spricht. Dabeli ist ersichtlich die (nur aus einem Glied bestehende)
Determinante s = |s,, | = 4= 1; es ist die Adjunkte s*” gleich
ss,, und die inverse Matrix S~ fillt mit der gestiirzten S’ zu-

)durch eine lineare Substitution ent-

*t Mit dem angehiingten ,,”. 0. soll zum Unterschied von analogen
spiteren Bezeichnungen (£. ., 4.7, A.r.in §§ 4, 5 und 6) angedeutet wer-
den, daf es sich um das originale Poincarésche Verfahren handelt.
2‘
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Tl, Tz, .
1, 2
140250 2.e

. cy T .
sammen. Ist Il anders geschrichen = ( ’ ”), also die
, 7

y e e

R

zu II inverse Permutation I1-! = ( ), so liefert
n

T4 Toy -5

xyzyr,‘ (y=1,..., ?Z) (53)
die Aufldsung von (52) nach den x,; und wenn dafiirx, = % ¢, y,

geschrieben, also $'= S™' = 7"= (¢,,) gesetzt wird, dann hat man
.Y,“, = Sa#w t;w = S't#v
(8;; =1 bzw. o flir / = j bzw. 7 5= ).

18. Wenn sich an den durch (46), (49) dargestellten ersten
Schritt des Algorithmus weitere Schritte
n n
i—1), (— T G— -

AW = 3 GO G B 3T R0—D =D (g
v=1 v=1

anschlieBen, wobei, da es sich wieder um unimodulare Trans-

formationen handelt, die Determinante | g;™"| = 1 und AZ="

uy
gleich der Adjunkte g*~1#” des Elements g%~ in dieser

Determinante ist, dann fithrt die Zusammensetzung der einzelnen
Koordinatentransformationen (54) auf

n
i T (A
#P= 3Dz, (53)
y=1
n
Ay N7 (A
M= D e, (56)
y=1

Nattrlich ist auch diese Koordinatentransformation unimodular,
somit | )| = 1, sowie £{) gleich der Adjunkte £ von ()
in dieser Determinante. Die Matrizen

CO= (), KO=(C) = =@ (7)

stehen dabei mit den Koeffizientenmatrizen?22

22 Die Matrizen (58) stehen mit den fiir den Algorithmus charakteristischen
Matrizen (50) in der Beziehung (51), wobei natiirlich je nach der GréfBlen-
anordnung der Zahlen a(le), . aff) die Transformation S = S@ im allgemeinen
mit p wechselt,



Uber real - statt formal — festgelegte Kettenalgorithmen 21
Gi= (g0, Y= =G =Ga™Y  (58)

der einzelnen Schritte (54) gemil

Pac e”"
1 1
XN — =G, G(l)GX, = =D, UG
(A 2
w et

in der Beziechung _
CH =G, ., G(I)G, KW = = gy
Allemal gilt dabei '

P PLICES)

v v

x, €

v

XP D = Y6,

Die einzelnen Gleichungen (56), anders gesagt die Zeilen der
Matrix &® liefern nun die Koordinaten der Grundvektoren ¢’

(w=1,..., #), also diejenigen Systeme £7, ..., £} gan-
zer rationaler Zahlen, durch die wir zu Approximationen
an das Zahlenverhiltnis a;:a,:...: @, zu gelangen wiinschen.

Aus Beispielen, von denen einige 1. c.* gebracht werden sollen,
geht hervor, dal} diese Erwartung in vielen Fillen — aber durch-
aus nicht ausnahmslos — sich erfiillt.

§ 4. Eine Modifikation des Poincaré’schen Algorithmus.

19. Der in § 3 fur ein System von z Zahlen besprochene
Poincarésche Algorithmus ist ebenso wie die in Nr. 4 ff. an-
gegebene Gestalt des Euklidischen Algorithmus, in die jener fiir
n = 2 libergeht, ein successives Subtraktionsverfahren. Es
liegt nahe, den Poincaréschen Algorithmus, wie folgt (Nr. 20, 21)
zu einem Divisionsverfahren umzugestalten, das dann fiir
n = 2 mit dem Euklidischen Divisionsverfahren (Nr. 9, 10) zu-
sammenfillt. Wihrend aber im Euklidischen Falle z = 2 jeder
Schritt des Divisionsverfahrens nur eine Zusammenzichung
mehrerer Schritte des Subtraktionsverfahrens darstellt, gilt dies
bei unserer Modifikation des Poincaréschen Verfahrens fiir 22> 3
nicht allemal und es kann vorkommen, daf3 das modifizierte Ver-
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fahren approximicrende #z-tupel von ganzen rationalen Zahlen
liefert, die sich beim wurspriinglichen Subtraktionsverfahren
iiberhaupt nicht einstellen (vgl. Nr. 27).

20. Sei wie in § 3 von einem System positiver ganzer Zahlen

ay, . .., a, ausgegangen, dem wir mittels der Grundvektoren
ey, . . ., €, cines Systems affiner Koordinaten den Vektor a =, ¢;
+ ...+ a, ¢, zuordnen. Wir kénnen die @, von vornherein als

durchwegs verschieden annehmen, da fiir den Fall gleicher Werte
unter den g, das in Nr. 14 iiber Reduktionen Gesagte unver-
indert Ubernommen werden soll. AuBlerdem wird es gentigen, die
Zahlen @, gemil

ay > ay, > ... >a, >0 (59)

der Grofle nach angeordnet vorauszusetzen, da von diesem Fall
aus zu beliebigen Anordnungen vollig analog wie in § 3 iiber-
gegangen werden kann. Um nun vom System der Zahler a, zu
', zu gelangen, bilden wir die
Quotienten @, : @, . ; und die unterhalb eines jeden von ihnen
liegenden groften ganzen Zahlen (vgl. § 1, Nr. 2):

a 7R 5
71 :{ 1}, S :{—wl '}; (60)
az ﬂn

- . ’ . . . ..
wir setzen dann die @, gleich den zugchérigen kleinsten positiven
Resten:

einem neuen System a'y, ..., @

A=Ay G118y - Gy 1= @y Gy 1y @y =a,. (61

Mit diesem ersten Schritt des ,,modifizierten Poincaré-
schen Algorithmus® verbindet sich die Koordinatentrans-
formation

’ ’

Ty =Xy d1 %y - X1 T X TP Ay Xy A (62)
nebst der gemif
r=xpey LT, =6 A, e,

kontravariant damit verkniipften Transformation der Grund-
vektoren?®3:

23 An Stelle der Formeln (65) wird man sich in speziellen Beispielen be-
quemer einer rekursorischen Berechnung der ¢, gemiB

o =0 =0 g, e fiir] <y (63)
bedienen.
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1= 8y, Gy = g1 ¢ gy =g, 16,y ¢, (64)

c1— €1 r)—?161‘i‘ € €= G128 + g2y + €5 ... (65)
=4q192 - Pn— €1 + g2 - Tn—1 Co + + gn—len—1+en‘

Es ist klar, wie das Verfahren fortzusetzen ist; wie schon be-
merkt, gelten bei Auftreten von Systemen &P, ..., &% mit
nicht durchwegs verschiedenen Zahlen unverindert die in § 3,
Nr. 14 {ber Reduktionen und iiber eventuellen Abschlufl des
Verfahrens gegebenen Entwicklungen.

21. Da (62), ebenso wie die Transformation (43) in § 3, uni-
modular ist, so gilt alles in Nr. 16-18 Gesagte, soferne man nur
an Stelle der in Nr.17 cingefithrten Matrizen G, ,, Hp , die

. 0.
Koeffizientensysteme von (62) und (63), also die Matrizen

1, 71 o, o
0; 1 G o)
Gpt =l s o+ gi v :
W 45055 gy 0 7
O = 258 1wy 0, 0, 1 (66)
1, o, 0, , O
g1 1y £, (6]
Hp .= 7192 72 1, » O

NFL G~ Gy ir P55 = Gty - = Bin . T
treten 1dBt. Natiirlich sind bei jedem Schritt des Algorithmus die

analog zu (60) gebildeten Zahlen ¢9, ..., ¢, und demgemil
auch die Matrizen24

()]
GP. m. GIC:

.m)

— y7lo)
HP. m. HP.m

N\

(=0 1,z2
von p abhidngig?s.

2 Mit der Bezeichnung ,,7. 2. wird angedeutet, da8 es sich um das
modifizierte Poincarésche Verfahren handelt (vgl. Anm. 21).

2 Beim Ubergang von den 4750), cf}’) zu den x£9+1), CEP“H) treten somit
analog zu (51) die Koeffizienten-Matrizen

Gl — Sy—1 (;gg’) S@, Fo = So—1 H(e) 5(0) (67)
auf, unter @ wie in Anm. 22 die zur GroBenanordnung der Zahlen o), ..., “(191)

gehdrige Transformation .S verstanden.
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§5. Der Algorithmus lentus.

22. Das Euklidische Subtraktionsverfahren von Nr. 4 ff. ent-
spricht der Tendenz, mit moglichst kleinen Schritten von den
urspriinglichen Grundvektoren ¢q, ¢, ausgehend zu neuen Vek-
toren zu gelangen, die sich dem gegebenen Vektor a = @y ¢; +
-+ a, ¢, allmihlich anndhern. Die analoge Tendenz moglichst
langsamer Abidnderungen verfolgt flir eine beliebige Dimen-
sionszahl 7 ein im Folgenden dargestelltes Verfahren, das bei
jedem Schritt alle Grundvektoren bis auf einen einzigen bei-
behilt und das wir demgemil (im Gegensatz zum ,,Algorithmus
rapidus des nichsten §) als ,,Algorithmus lentus" (ab-
gektrzt: A. 1) bezeichnen wollen.

Betrachten wir zunichst den Fall von # = 3 Dimensionen.
Legt man hier fiir die Ausgangs-Koordinaten ein cartesisches
Koordinatensystern zugrunde mit den drei gleich langen und
. paarweise senkrechten Grundvektoren ¢; = OF,, e, = O,
¢; = O F,, dann werden im Falle?® ¢, > a, > a4 > o diec Grund-
vektoren ¢y, ¢, beibehalten und nur der Vektor ¢4 wird durch den
Vektor ¢; = ¢; + €, = O, 5 ersetzt, so dall das neue Grund-
Parallelepiped ein schiefes Prisma mit dem Quadrat O £y EyF,
als Basis und O £, ; als einer seiner Seitenlinien ist. Im neuen
Koordinatensystem hat der Vektor

Q= a; e+ ay ey - ase;=a, ¢; + a, e, + a, e,

ersichtlich die Koordinaten

’

’ ’
Ay = ay— Ay, ay == Gy, a3 == Ag.

Analog wird flir beliebiges 7 im Falle (59) der erste Schritt
unseres Verfahrens durch

’ ’
A = a1 —Qy, Ay = Ay, . - ., Q

n T a

n

nebst

’

6 =€y Gy T Gy, €, T 0 €, (68)

dargestellt. Wieder ist die entsprechende Koordinatentrans-
formation
Xy =2 —2%,, x,==x firz2 <v <n (69)

26 In diesem Falle kommt von den drei Vektoren ¢;, ¢,, ¢g der Vektor ¢;
der Richtung nach dem Vektor a = @, ¢; + @, ¢, + a3 e; am niichsten, wih-
rend ¢; von @ am weitesten abliegt.
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unimodular und es gelten fiir den Algorithmus alle Betrachtun-
gen aus Nr.16-18, wobei nur die Matrizen G, , und Ay, zu
ersetzen sind durch die Koeffizienten-Matrizen von (69) und (68),
also durch

1, 0, O, , 0, —1 1, 0, O, ,0,0
0,1,0,...,0, O© o, 1, 0, , 0,0
Gor=4 -+ .. und A, =) ... ... .. (70)
0, 0, ,0,1, 0 0, 0, ,0,1,0 '
0, 0, ,0,0, 1 1, 0, ,0,0, 1

Wie bei einer von (59) abweichenden GréfBenanordnung der a,
zu verfahren ist, ist aus den analogen Betrachtungen in §§ 3
und 4 klar; desgleichen {ibertragt sich das dort tiber Fortsetzung
des Verfahrens?? sowie iiber Reduktionen und iiber eventuellen
AbschluB3 Gesagte.

§ 6. Der Algorithmus rapidus.

23. Wenn bei dem in § 5 besprochenen Algorithmus lentus
die Zahlen eines gegebenen Systems a4, . . ., @, bei jedem Schritt
nur einer langsamen Abnahme unterworfen werden, ist bei dem
nunmehr zu besprechenden ,,Algorithmus rapidus‘ (abgekiirzt:
A.r.) die entgegengesetzte Tendenz maBgeblich. Wieder genligt
es, die Anordnung (39) vorauszusetzen. Es mogen dann die
Quotienten ay,:a, und die unterhalb eines jeden von ihnen
liegenden gréBten ganzen Zahlen (vgl. § 1, Nr. 2)

q1= {z—l}, ceo Gpe1 = {Zn~1} (71)

gebildet, die Zahlen @, eines neuen Zahlensystems aber gemil

’ ’ ’
A =01 —F1Gny + - 1 = Ay 1 Gn_1% I = &y (72)

bestimmt werden. In Einklang mit der zugehérigen Koordinaten-
transformation

27 Die zum Ubergang von den 1:(5), C(s) zu den xf,g+”), Cf,g+”) gehorigen
Koeffizienten-Matrizen (@), 77(@) stehen dabei mit den von p unabhingigen
Matrizen (70) in der analogen Beziehung, wie beim Poincaréschen Algorithmus
mit den Matrizen (50), u.zw. durch Vermittlung von Transformationen
S = 5@ ; ygl, Anm, 22, i
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r=a,— g ¥, fir 1 SvSe—1, x,=ux, (73)

ist dabei gemiB ¢ = X x, ¢, = T x, ¢, zu setzen:

6, =¢, fir1 <v<m—1,¢, =g¢;+F... Fqu_1 o +e,. (74)

Auch hier ist die Koordinatentransformation unimodular und die
Entwicklungen aus Nr. 16-18 bleiben in Geltung, wenn man die
Matrizen Gy, Hp , aus Nr.17 ersetzt durch die Koeffizienten-
Matrizen von (73) bzw. (74), d. h. durch

1, 0, O, , 0, —q1
0, 1,0, ..., 0 —qy
Gopo=1 ... ... ... und
0, 0, L0, 1, —g, 1
0,0,...,0 0, 1 (7%)
1,0,0, . . . .. , 0
0,1,0, . . ... , O
HA.r =
0, . . ... , 0,1,0
gl) g2 - - o gn——lrl

Fortsetzung des Verfahrens {ber den durch (72), (74) ge-
gebenen ersten Schritt hinaus?, ctwaige Reduktionen bzw. Ab-
schluf3 des Verfahrens erfolgen analog wie in den §§ 3, 4, 5.

§ 7. Einige Beispiele.

24. Inecinemersten Beispiel wihlen wirz = 3und e, = 5733,
ay, = 2548, az == 1820 und fragen einerseits nach dem groBten
gemeinsamen Teiler dieser drei Zahlen, andererseits nach kleine-
ren ganzen Zahlen £;: £,: A4, die das Verhiltnis a;: a,: a3 ap-
proximieren. Die folgenden Tabellen geben fiir jeden der oben
in §§ 3-6 betrachteten vier Algorithmen den Verlauf des Ver-
fahrens wieder. Zur Erlduterung seien einige Bemerkungen
vorausgeschickt.

28 Natiirlich sind die zum Ubergang von den x(f), c(s) zu den ;r,(}’ +h, cff’ +1
gehorigen Quotienten ¢, = qi") und dementsprechend auch die gemib (75)
gebildeten Matrizen Gfg?r', Hff?h von p abhingig. Fir die Koeffizienten-

Matrizen (@), 77(@ geiten dann die zu (67) in Anm. 25 analogen Formeln.
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Beim originalen und beim modifizierten Poincaréschen

Algorithmus (,,P. 0.* und ,,P. m.”) sind unter die drei Zahlen
&P, a, af des Systems mit der Nummer % zur Kenntlich-
machung der GroéBenanordnung kleine eingeklammerte Ziffern
geschrieben: (1), (2), (3). Dadurch ist beim P.o.-Algorithmus der
nichste Schritt bereits ersichtlich. Beispielsweise hat man beim
Ubergang von A = 4 zu A = 5 von der mit (1) versehenen Zahl
364 die mit (2) verschene Zahl 273 abzuziehen, von letzterer
wicderum die mit (3) versechene Zahl 91, so dal3 in der Zeile A = g
die Zahlen af’ = 364 — 273 = o1, a{” = 273 —91 = 182,
&) = a = 91 und die Vektoren ¢ = ¢? = (6, 3, 2), & =
—é“+6“—0Q43%+®AJ)—O@%9J?=%@+
L ) =) o = (9,4, 3) + (16,7, 5) = (25, 11, 8)
sich ergeben. Beim P.m.-Algorithmus sind aufler den Ziffern
(1), (2), (3) noch in eckigen Klammern die Quotienten angegeben,
die den Ubergang zur nichsten Zeile mitbestimmen; beispiels-
weise in der mit A = o bezeichneten Zeile die Quotienten

ETE
[1820

__‘5733

Durch die mit (1), (2), (3) markierte Anordnung und die ge-
nannten Quotienten ist dann nicht nur der Ubergang zu den
a** 1 in der nichsten Zeile festgelegt, sondern auch zu den
¢4+ . beziiglich der letzteren ist zur Erleichterung noch
g1¢;, = 2. (1, 0, 0) = (2, 0, 0) in kleineren Ziffern unter ¢, =

= (0, 1, 0) geschrieben, woraus man ef) = ¢, + ¢; ¢ = (0, 1,0) +

+ (2, 0, 0) = (2, 1, 0) gewinnt; ferner ist analog ¢, e(l) =
=1.(2, 1, 0) = (2, 1, o) in kleineren Ziffern unter e¢g = (0, 0, 1)
geschrieben, woraus man ¢f) = ¢, - ¢, ¢ = (0, 0, 1) + (2,1,0) =
= (2, 1, 1) erhilt.

Beim Algorithmus lentus (A.I.) und Algorithmus rapidus
(A.r)) ist von den drei Zahlen &{”, af?, a{? jeweils die kleinste
durch ein beigesetztes (©), beim A. 1.-Verfahren aulerdem die
grobte durch ein beigesetztes (o) kenntlich gemacht. Fiir das
A.l-Verfahren ist damit der Ubergang zur nachsten Zeile voll-
stindig gegeben: Von der groflten Zahl, z. B. fir A =6 von
&) = 1092 wird die kleinste &{® = 637 subtrahiert: a$? = o
— a = 1092 — 637 = 433, wihrend die anderen Zah-
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len &%, af unverindert in die nichste Zeile iibernommen wer-
den; im Einklang damit wird zu dem zur kleinsten Zahl &{* ge-
hérigen Vektor ¢ = (1, 0, 0) der zur groBten Zahl o' gehérige
Vektor ¢f? = (2, 1, 1) addiert, wodurch ¢ = ¢{® 4 ¢ =
= (3, 1, 1) erhalten wird, wihrend ¢ = (4, 2, 1) und ¢ =
= (2, 1, 1) unverdndert in die nichste Zeile genommen werden.
Beim A.r.~-Verfahren sind in eckigen Klammern die Quotienten
angegeben, die fiir den Ubergang zur nichsten Zeile maBgeb-

lich sind, beispielsweise in der Zeile A == o die Quotienten
2! 5733 @3 2548 .
— — ={2 =21 — 4 3
71 3’ s 3, 92 z {182 1. Zur groéBeren

Bequemlichkeit der Rechnung sind (in kleineren Ziffern)
noch unter a; die davon zu subtrahierende Zahl ¢, a; =
= 3.1820 = 5460 und unter a, die davon zu subtrahicrende
Zahl g, a3 = 1.1820 = 1820 geschrieben; analog unter ¢; =
= (0, 0, 1) die dazu zu addierenden Vektoren ¢, ¢; = 3. (1, 0, 0)
= (3,0,0) und gy¢, = 1.(0, 1, 0) = (0, 1, 0). Das Ergebnis
dieser Zahlensubtraktionen bzw. Vektoradditionen gibt dann die
nachste Zeile (A = 1) mit den Zahlen 273, 728 und dem Vektor
(3, 1, 1).

Zur Forderung der Kontrolle-Méglichkeiten, vor allem aber,
um gewisse theoretische Bemerkungen von frither zu illustrieren,
sind bei allen vier Algorithmen nicht nur fiir jedes A die drei
Zahlen &P, o, &) ihrem Werte nach angegeben, sondern
auch als ganzzahlige Linearformen von a,, a,, 45 in jener Ge-
stalt, wie sich die & im Laufe des Verfahrens aus den a, er-
geben. (Wegen der Schreibweise mit Sternchen # vgl. Anm. 29).
Beispielsweise sind beim P.o.-Verfahren in der Zeile A = 1 nicht
nur die Werte o = 3185, o = 728 angegeben, sondern
aullerdem deren Darstellung durch @, —a, und @, —az; ebenso
steht in der Zeile A = 2 nicht nur der Wert 4§ = 1092, sondern
entsprechend seiner Entstehung aus o) = af) — o) = a5 —
—(ay; —a3) auch der Ausdruck —a, + 2 2;. Die Koeffizienten
dieser Linearformen sind natirlich nichts anderes als die 5(2)
in den Koordinaten-Transformationsformeln (55), so daB bel-
spielsweise fir den P.o.-Algorithmus und fiir A = 4 die gemil
(57) mit € bezeichnete Matrix durch
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1, Q5 =3
C(4) == O, 3, —4 (76>
s, =, . 6

gegeben ist. Andererseits liefern die in derselben Zeile A = 4
angegebenen Vektoren ¢V, e, ¢ mit ihren Koordinaten
unmittelbar die gemiB (57) mit K bezeichnete Matrix, so daf
wir in unserem Beispiel

10, 4, 3
K(4) = 6; 3 2 (77)

9 4 3

haben. GemiB unseren Uberlegungen in Nr.18 muf3 nun die
gestiirzte Matrix (76) zur Matrix (77) invers, d. h. es mul} das
Matrizenprodukt

1, 0, —1 10, 4, 3
o, 3 —2]}. 6, 3, 2
—3 —4 6[ 9 4, 3

gleich der identischen Matrix sein, wie man es auch unmittelbar
bestitigt. Natiirlich ist auch ohne die Darstellung der &% durch
die a,, allein mit den Werten der 4{” eine Kontrolle méglich,
indem man nachpriift, ob & & + o P + o ¢! den
urspriinglichen Vektor a = (a,, @5, a5) ergibt. Im eben betrachte-
ten Fall erfolgt diese Kontrolle durch Bestitigung der Gleichung

273 . &Y 4 364 . ¢ 4 91, e =
=273.(10, 4, 3) + 364 .(6,3,2) +91.(9, 4, 3) =
= (5733, 2548, 1820).

Die eben besprochene Darstellung der Zahlen 2 (v = 1, 2, 3)
durch die Zahlen a,, @, a, ist nur bis zur ersten Reduktion
durchgefiihrt. Die beiden Zahlen, mit denen das Verfahren fort-
gesetzt wird — wie z. B. beim A.r.-Verfahren bei dem mit ,,2 r'
(2 reduziert) bezeichneten Schritt die beiden Zahlen 273 und
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182 —, wurden mit &y, 4, bezeichnet? und bei jedem weiteren
Schritt (bis' zur nichsten Reduktion) die neugebildeten Zahlen
als Linearformen von &;, &, ausgedriickt. Es ist dann beispiels-
weise im angezogenen Beispiel a{’) = 6, — &, = 91, a® = — 4, +
+ 24, = 91, was die Koeffizienten-Matrix

1, —1 (78)
—1, 2
liefert. Andererseits liefern ¢§?, ¢ die Matrix

(41’ 5 13) (79)

22, 10, 7

und das Produkt der gestiirztenMatrix (78) mit der Matrix (79)

liefert
19, 8§, 6
3, 2, 1)

also genau die Matrix der beiden in Zeile 2 r. aufgefiihrten Vek-
toren, die mit &, bzw. &, multipliziert und addiert den Ausgangs-
vektor a ergeben:

273 . (19, 8, 6) + 182. (3, 2, 1) = (5733, 2548, 1820).

Jeder der vier unten durchgefiihrten Algorithmen liefert na-
tiirlich als Abschluf den groiten gemeinsamen Teiler # = g1
der drei Zahlen 5733, 2548, 1820 sowie das Verhiltnis dieser
drei Zahlen in der teilerfremden Gestalt 63: 28 : 20. Ferner er-
gibt sich bei jedem Verfahren eine gewisse Anzahl approximieren-
der Verhiltnisse, auf die wir noch in Nr. 27 zuriickkommen.

29 DaB zur Weiterfithrung des reduzierten Verfahrens fiir die Eintragung
von b, == 182 von den beiden mit ag’l) und a:(j') iiberschriebenen Kolonnen
(und analog von den beiden mit ¢{» und ¢{? iiberschriebenen Kolonnen) die
mit a{? (bzw. c(j)) {iberschriebene gewihlt wurde, ist vollig willkiirlich und
ohne Belang; vgl. dic analoge Bemerkung in Nr. 11, Anm. 17. In die weiter-
hin entbehrlich gewordenen Rubriken sind Sternchen (x) eingesetzt. Auber-
dem zeigen cs {ibrigens solche Sternchen bel den obgenannten Linearformen
in ay, a, a; an, wenn ein 2, den Koeffizienten o hat, so daf3 beispielsweise
ayx — 3 ag fir a; + 0. ay —3 a, steht.
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Algorithmus P. o.: Poincaré’s originales Verfahren
— ———— —————————
S I B R A

a; * * * Qg ¥ * Kk ag 1,0,0{0,1,0{ 0,01
0 5733 2548 1820
(1) (2) 3)
ay—ag * * dp—ag I ,, 1, 1,0 | 1, 1, 1
1 3185 728
1) 3} (2)
ay—ay—ay s ¥ —ag-t2ay )y 3, 2, 1 2, 1, 1
2 1365 1092
(1) 3) )
al * _3ﬂ3 bR * ~2a2+3aa 23 6! 37 2 3; 1, 1
3 273 364
3) () @
b ¥ 3dy—Aay |—ay—2a,+6ag| 10, 4, 3 'y 9, 4, 3
4 364 91
2) (1) (3)
2ay+2ay—003)—a1+32,— a3 » 16, 7, 5 ' 25,11, 8
5 182 1
? (5)
zu ¢g
by * * by . 31, 14,10
5r 182 91 * *
(1) (2)
bl_bz 2 * 3 477 21,15 *
6 ®)
91 zu ¢
61, 91 * * 63, 28,20 * *




32

Algorithmus P.m.:
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Poincaré’s modifiziertes Verfahren

A aP &P P ¢ o ¢
a; * * * a, * * kg 1, 0, 0l 0, 1, 0] 0, 0, 1
o 5733 2548 1820
@ 2] @ [1] 3) 2, 0, 0| 2 1,0
a—2a, * | * ay—ag ” . 2, 1, 0} 2,1, 1
1 637 728
(3) @ (1] @ [211 6 3, 2| 4, 2, 2
i3] _a1+3a2_a3 *—2{12—{'—3623 7, 3, 2 61 3, 2 3
2 91 364
@ 1] ©) @ [3] 27, 12, 9| 7, 3, 2
a, * —3a, . 3ay-11ay+6ay 33, 15,11 9, 4, 3
3 273 91
zu ¢®
o - 2
by * * by ”» 42, 19,14
3r. 273 91 * *
[2] @ 14, 6, 4
61—252 ) * %) 56;25: 18 *
4 91 zu ¢®
—— ——— 1 -
4,T. 91 * * 63,28, 20 * *
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Algorithmus lentus (A.1)
T | |
0l G K N I R
| i
@ * * * ay % * k@ 1,0,0 | 0,1,0 | 0,0, 1
0 5733 (o) 2548 1820 (@)
ay k —ag ) I 7 I 1, 0, 1
1 3913 (x) (@)
a], * _2ﬂ3 2 2 3] 3 2,0, 1
2 2093 (o) (@)
19 * Ay—ay 3] I3 1y 2, 1,1
3 (o) 728 (@)
ay—ay—ay 2 i) N 1, 1,0 23
4 1365 (@) (o)
LR 23 * —ﬂ2+2ﬂ3 Xl 31 21 1 23
5 ()| (@) 1092
ay—24a, * » 2 19 4,2,1 31
6 637 (@) (o)
3 7 _a1+a2+2a3 37 1, 1 ¥ 1y
7 () 455 (@)
2] ap ¥ —34a, ” & 2 6: 32
8 (o) 273 ()
* —2[12+3123 I I 1 7,3, 2 ’
9 304 (@) (@)
I ”» ') —2ay+ay+5ay 1 13, 6: 4 7]
10 (o) 182 (@)
2a1—3a,—2a, ’s 29 2 ”” 9,4 3
11 182 zu e(lu)
by % * by * 12, 5,4 | 13,6, 4 | *
11, r, 182 (w) 273 (o) |
" —by+0, * 25,11, 8 . *
12 @ 91 (@)
2&1-—&2 1’ ‘* 2 38y 17, 12 *
13 91 zu e(113)
13, 1. 91 * * 63, 28, 20 * *
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Algorithmus rapidus (A.r.)

(%) (2 (%) (2 (2) (2)
3 at a3 ay e e ef
a; * % X @y * ok ay 1, 0,0 0,1,0 0,0, 1
o 5733 (3] 2548 [1] 1820 (w) [3] [11| 3,0,0
5460 1820 o0,1,0
ay k —3ay | * Ay —ag 1 » 1 3, 1,1
i 273 (@) 728 [2] [6] 0, 2, 0 [2] [6]
546 1638 18, 6, 6
IR —2ﬂl~'r-t22-'r5£73 —()al *+ 19“3 .19: 81 6 ER) 13
2 182 182 zu ¢$?
l bl * * &2 ’ 3) oy 1
2% 273 [1] 182 (@) * *
} 182 19,8, 6
‘ &1 _02 i) i) ‘} 22,10, 7
3 91 (@) [1] i ' i
91 22; 10; 7
” _&1’*‘2&2 A 41: 18: 13 iR}
4 91 zu ¢$P %
‘ \ L
4Jr.¥ 91 “ * )| * 63, 28, 20| * ‘ *
I i | I
25. In cinem zweiten Beispiel wahlen wir a; = —1 4 3)/2,

ay =12, ag=1. Die folgende Tabelle gibt den originalen
Poincaré-Algorithmus wieder, wobei die in Nr. 24 gegebenen
Erlauterungen analog auch hier gelten. Dabei hat

&Y a)) = (—7+35)2): (17 —12)2) =1-+})2
denselben Wert wie
al) ) = (3—2)2): (—7 + 31/ 2),
sodaB3 derAlgorithmus nach derReduktion periodisch weiterlauft®,

30 Die Dezimalbriiche fiir die Werte der af,}') sind 1n der iblichen Weise
abgerundet.

Dabei haben wir hier jeden der auftretenden Werte auf 5 Dezimalen genau
angegeben, so daf z. B. gemiB 3 — 2)/2 = 0,171572875 ... bei der Sub-
traktion ¢ = @ — &P = 0,58579 ... — 0,41421 ... der Wert 0,17157
(und nicht 0,171358) eingetragen ist. Wiilte man nur, daB fir a(g) und &} die
Ungleichungen (Fortsetzung niichste Sette)
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P.o.-Algorithmus

2 2 Y 2 2 | Y
5 oM " P e SR
ay * ok K a, * % 96 oas 1,0,0 0, 1,0 0,0, 1
— 14312 V2 1
o 3,24264 1,41421
(1) (2) 3)
ay—a, * ¥ dy—ay * % ay - 15150 il T
—1+2})2 —1+)2 s
1 1,82843 0,41421
(1) (3) (@)
a,—a,—a, * —ayt+2ay " 35121 2051
—2+42) 2 " 2—V2
2| 082843 0,58579
(1) (3) (2)
a; * —3ay * —2a,+3a, 3 63,2 35l 1
—4+3V2 o 3—2y2
3 0,24264 0,17157
(2) (1) 3)
a +2a._,—6a3 —a; tas+2a, 7,32 s 10, 4, 3
'_7 ’%‘ 5 V’Q 3*21'/2 19 53
4| o,07107 0,17157 ' zu ey’
bl E3 K b2 3 16: 7: 5 e
—7+5¥2 | 3—2V¢2 i
4.1 0,07107 0,17157
(2) (1)
—b1+0, 23, 10, 7 o *
10—7y2 2
5 0,10051
(2) (1)
-—2&1—'7*&2 39, 17, 12 2 i
w 17—12)2 *
6 0,02944
(1) (2)

0,585785 < @) < 0,585795, 0,414205 < a? < 0,414215
bestehen, dann konnte man bei Fortsetzung des Verfahrens immer nur Gren-
zen angeben, zwischen denen das fragliche a(f) liegt, und wiirde etwa fiir a(i)
als Wert 0,1715) eintragen.

3*
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Wir verzichten — abgesehen vom A.r.-Algorithmus — auf die
Wiedergabe der anderen Algorithmen fiir dieselben Zahlen a; =
=—1-+3V)2, a,=1V2, ag— 1, wobei iibrigens auch beim
modifizierten Poincaréschen Verfahren (P.m.-Algorithmus) und
beim Algorithmus lentus (A.l.) nach wenigen Schritten eine Re-
duktion und von da an ein periodischer zweigliedriger (Euklidi-
scher) Algorithmus eintritt. In anderer Art scheint dagegen der
Algorithmus rapidus (A.r.) zu verlaufen. Man beobachtet im
Bereich der folgenden Tabelle, daB die Vektoren ¥ und ¢f?,
also (13, 5, 4), (107, 46, 33), (441, 192, 136), (3635, 1585, 1121)
usw. beziiglich ihrer Richtung dem Vektor a = (@, @, a;)
merklich naheriicken, wihrend ¢ fiir 2 < 5 unverdndert =
=(0, 1, 0) bleibt. Nun zeigen wir an anderer Stelle, da3 man in
Fillen, wo zwischen den Zahlen ¢4, .. ., @, eine rationalzahlige
linear-homogene . Relation besteht, bei den hier studierten Algo-
rithmen fiir 2 > 2 durchaus nicht immer auf das Eintreten einer
Reduktion rechnen kann®!. Auch in unserem Beispiel, wo zwi-
schen @y, a,, a4 cine solche Relation, nimlich

ay—3 aytaz=o0
besteht, scheint damit zu rechnen, dal3 das A.r.-Verfahren ohne
Reduktion dreigliedrig weiterlauft.

Die zuletzt ausgesprochene, aus dem Verhalten der Vektoren
e hergeleitete Vermutung bestétigt sich sofort durch die Fest-
stellung, daB3 der Algorithmus periodisch ist; man erkennt dies
daraus, daB3

a®:a): d?) =
= (—4756 43363 V'2) : (—1393 +9851/2) : (577 —408V2) =
=(—4+3V2):(—1+V2):1=a:a:aist. (Zusatz vom
7. Juli 1047 bei der Korrektur.)

31 Vgl. L. c. 4, Nr. 2, Satz 2a.
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26. Als letztes Beispiel wihlen wir g, =7, 2, =12, @3 == 1 und
geben in den folgenden Tabellen fiir jeden der vier hier be-
sprochenen Algorithmen einige der ersten Schritte, u. zw. un-
gefihr gerade so weit, um einige Bemerkungen illustrieren zu
kénnen, die die verschiedenen bei den cinzelnen Verfahren auf-
tretenden Vektoren ¢!? betreffen32,

Algorithmus P.o.

A 2 l A i | A
N R o @
| |
I * V2 * * k1 1,0,0 0,1,0 0,0, 1
o | 3,1415927 1,4142136 | 1
(1) (2) (3)
w—V2 x * V2—1 v 1, 1,0 1, 1,1
1| 1,7273791 | 0,4142136 »
(1) [ ()
ﬁ—1/2‘_1 X * '_‘V-?-'i'z PR 3y 2,1 2: 1L
2| 0,7273791 0,585 7804
(1) 3) (2)
T * 3 * —2) 243 " 6,3, 2 31,1
3| 0,1415927 0 0,1715729
3) 1) (2)
. *3V2—4 | —w—2V2+6] 10,4, 3 9,43
4 0,2426407 0,0296802
(2) (1) (3)
2nt+2) 2—9 —n+3Y2—1 ) 16, 7, § o 25,11, 8
51 0,1116124 0,1010480
(1) (2) (3)
37“:—}/2-—‘8 3 51/2"“7 %) ] 22, 10, 7 {47, 21, 15
6 | 0,0105644 | 0,0710078
(3) (1) (2)

32 Beziiglich Abrundung der Dezimalbriiche gilt das Analoge zu dem in
Anm. 30 Gesagten.
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Algorithmus P. m.
% 4(11) [ a(zz) a(sz) e(1,1) e(2;.) 2(3;.)
T ok % x V2 % * k1 1, 0, 0 0,1,0 0,01
o| 3,1415927 | 1,4142136 | 1
w [2] @ [1] ® 2,0,0 | 21,0
T—2)2 * * V2 —1 . 2,1,0 2,1, 1
1| 0,3131655 | 0,4142130 ”
3 @ [1] W [2]}] 6 3, 2 42, 2
1 —‘T'.'+3]/2—1 * _21/2+3 7,3 2 6: 3,2 IR}
2 0,101 048 0,1715729
)y [1] 3 @ [1] 9 45 3 703 2
T % —3 " ™ —5V2+4 ¥ 15, 7,5 | 9,43
3| 01415927 y 0,0705248
1y [1] 2 [1] 3) 7, 3, 2 | 22, 10, 7
2m—3Y2—2|—2n+8)2-3 ", " 22, 10, 7 |31, 14. 10
4| 0,0405446 | 0,030523
(2) 3 {1] @ 1]
Algorithmus lentus
R R O R R D
T % % % V2 % * % 1 1,0, 0 0,1,0 0,0, 1
0| 3,1415927 | 1,4142136 |1
() ()
T ok —1 e i3] I i3 1, 0,1
1{ 2,1415927
() (o)
T % —2 3y 1 3 ’ 2,0,1
2| 1,1415927 (o) ()
Ix) * 1/2 —1 3 1 i 2, 1,1
3 0,4142136
(@) (o)
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Algorithmus lentus (Fortsetzung)
I e —
A A
r—V2—1| % V2 —1 * % 1 1,0,0 1, 1,0 | 2, 1,1
41 0,7273791 | 0,4142136 |1
(w) (o)
IE i3 * '_V2+2 2] 3; 2,1 IS
5 0,5857864
() (ed)
7!—'2]/2 * ’y 22 s 4,2,1 )
6| 0,3131655
) (w) (o)
1 EE] —R+V2+2 31 1,1 3] EE]
7 0,2726209
(@) (w)
X T % —3 i3] IR 3] 6, 3 2
8 : 0,1415927
() (w)
* —2]/2 +3 ) ” IR 7,32 )
9| 0,1715729
(w) ()
2] ” _27:+V2+5 I3} 13, 67 4 ’
10 0,1310283
(o) (w)
2#—3V2—2 D) ) 1 ” 9, 4,3
11 0,0405446
() (o)
32 —T+3 VZ—I i 16: 7,5 ) 1
12 0,1010480
(w) ()
e 3 1 —4ﬂ+4V-2+7 25: 11, 8 9 N}
13 0,0904836
(w) ()
R _37:'}'61/2'*‘1 ) 381 17, 12 i i3}
14 0,060 5034
(o) (o0
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Algorithmus rapidus
2 p) p) i 2 A
| o o ) & )
T % % * V2 % * ok 1 i, 0, O o, 1, o o, o

o |3:1415927 [3]}1,4142136 [1]| 1 () (3] (1] 3 o o
3 3 0, 1,

T ¥ —3 * VZ —1 1y 1y I 3, 1, 1

1 0,1415927 ([0,4142136 [2] [73J{ o =2 o 12} 4]

0,2831853 0,9911486 21, 7, 7
. —an+}Y 245 —7T ok +22 22, 9, 7 . .

) [15] {0,1310283[14]] 0,008 8514 () [15] {141 [ 330, 135, 105
0,1327714 0,1239199 o, 14, o©
106 7 ¥ —333| 967+ 2-303 y » ” 333, 150, 106

3 |0,0088213 [1}|0,0071083 (w) [11 (1| =22, 9, 7 {11
0,0071083 0,0071083 333, 150, 106
IO:_V’Z_?)O I "10371_1/2_{—325 IR 355, 160: 113 2]

4 ]0,0017130 (@) [4]| 0,0017431 [1]| 1420, 640, 452 [4] [1]

333, 150, 106

27. Die angefithrten Beispiele gestatten einige Unterschiede
festzustellen, die sich zwischen den betrachteten Algorithmen fiir
n > 2 gegeniiber dem Euklidischen Fall # = 2 ergeben. Was zu-
nachst die bei den einzelnen Algorithmen auftretenden Nihe-
rungsvektoren ¢? betrifft, so lieferte im Falle # = 2 das Eukli-
dische Subtraktionsverfahren unter anderen auch alle jene
Niherungsvektoren, die beim Divisionsverfahren auftreten. Fiir
n > 2 aber hat keiner der Algorithmen (auch nicht der Algorith-
mus lentus) die Eigenschaft, eine Gesamtheit von Naherungs-
vektoren zu liefern, die auch alle Naherungsvektoren der {ibrigen
Algorithmen umfassen wiirde. Vielmehr kann es vorkommen,
daB bei jedem der vier Algorithmen der ecine oder andere Nihe-
rungsvektor auftritt, der bei keinem der anderen Ver-
fahren sich einstellt.

So schen wir im letzten Beispiel (Nr. 26), daB die Niherungs-
vektoren (2, 1, 0), (15, 7, 5), (31, 14, 10) nur beim P.m.-Algo-
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rithmus und bei keinem der anderen drei Algorithmen auftreten;
dagegen der Vektor (10, 4, 3) nur beim P.o.-Algorithmus (und
dasselbe gilt, wie man bei Weiterfithrung der Algorithmen {iiber
die hier mitgeteilten ersten Schritte erkennt, fiir die Vektoren
(85, 38, 27), (176, 79, 56), (198, 89, 63) u.a.); die Vektoren
(1, 0, 1), (2,0, 1), (4, 2, 1), (13, 6, 4) —ebenso spiterhin (82, 37, 26),
(151, 68, 48) u. a. — nur beim Algorithmus lentus. Und sogar
der Algorithmus rapidus, der seiner Natur nach viele Naherungs-
vektoren der anderen Algorithmen tiberspringt, liefert seinerseits
Vektoren, die bei den anderen Verfahren nicht auftreten, wie den
Vektor (22, 9, 7) oder spiterhin den Vektor (353, 160, 113).

28. Ein weiterer Unterschied unserer Algorithmen fir # > 2
gegeniiber dem Euklidischen Fall 7 = 2 betrifft das Auftreten
von Reduktionen einerseits, von periodischem Verlauf anderer-
seits. Unter # Zahlen aq, .. ., @, kann man die gréBtmdogliche
Anzahl » bestimmen, so dall zwischen ihnen keine linear-homo-
gene Relation mit rationalen, nicht sdmtlich verschwindenden
Koeffizienten besteht. Wird mit den 7 Zahlen einer der von uns
betrachteten Algorithmen ausgefiihrt, so kann im Falle » = »
iiberhaupt keine Reduktion eintreten, im Falle 7 <Z % jedenfalls
nicht mehr als 2 —#» Reduktionen. Im Falle 2 = 2, d. h. beim
Euklidischen Algorithmus, tritt nun, wenn » = 1, d. h. wenn
ay: a, rational ist, tatsidchlich notwendig nach endlich vielen
Schritten eine Reduktion ein, womit das Verfahren abbricht
(vgl. Nr. 4, 7, 11). Im Falle » > 2 kann es aber sehr wohl vor-
kommen, daB3 zwar » < z ist, trotzdem aber keine Reduktion
eintritt, wofiir 1. c.31, Nr. 5, 6, 7, 10, 11 Beispiele gegeben wer-
den sollen. Auch auf unser obiges Beispiel von Nr. 25 mit
dem Verfahren des Algorithmus rapidus kann dabei verwicsen
werden. — Was ferner periodischen Ablauf eines Algorithmus
betrifft, so soll darunter verstanden werden, daf} es ein solches
% > 1 = o und eine solche Anordnung der Zahlen &{? gibt, daB

Gy . (3. RPN V) RN () B {7) DU
a,,l). di,)' co rzf,n) =a:af: .. . a®

ist33, Fiir # = 2 ist ein solches Vorkommnis charakteristisch da-

33 Natiirlich gibt es dann stets auch ein solches Vielfaches A(x— 1)
(mit £ > o) von A —y, dal flir T = p -+ £ —yp)

(1) . D). . — ol 0. <l
an i a :af = ol sal ..a7{‘) ist.
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fiir, daB a,, @, unabhingige Zahlen eines quadratischen Zahl-
korpers sind. Fiir # > 2'liegen flir die betrachteten Algorithmen
keine so einheitlichen Verhiltnisse vor und Beispiele zeigen, dal3
Periodizitit auch vorkommen kann, wenn ay, a,, . . ., @, einem
Zahlkérper von einem Grad <7z angehéren3t.

Nachtriglich sei (bei der Korrektur) beigefiigt, daBl von den
hier besprochenen Verfahren, um zu einem mehrgliedrigen
Zahlenverhiltnis angendherte Werte in kleinen ganzen Zahlen
zu ermitteln, kiirzlich in einer anderen Note?® Gebrauch ge-
macht wurde.

3 Vgl. 1. c. 3, Nr.2, Satz 2b und die oben angefiithrten dortigen Beispiele,
sowie den Algorithmus rapidus im Beispiel der hiesigen Nr. 25.

35 Siehe ,,Wiirfelspiel und Integralgeometrie®’, Sitzungsber. der Bayer.
Akad. d. Wiss,, vorgelegt am 4. Oktober 1946, § 5, Nr. 24, Anm. 25.



