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Beweis eines Satzes iiher das Vorhandensein des
komplexen Integrals.

Von Otto Stolz.

(Eingelaufen 7, Junuar))

1. Bezeichnet ¢(r) eine komplexe Funktion der reellen
Veriinderlichen 7, welche fiir jeden Wert des endlichen Inter-
valles (a, ) wmit Binschlufl von v =« und 7= f stetig ist, so
stellt die Gleichung

z =g (7) (0 <7<f) (1)
in der z-Ebene eine ganz im Endlichen liegende, stetige Linie w
dar, weleche die Punkte @« = g (o) und b = gy (p) verbindet.
Ferner sei fiir jeden Punkt z in w eine Funktion f(x) ein-
deutig erklirt und zwar sei sie in w endlich d. h. es gebe eine
positive Konstante /" derart, dald der absolute Betrag von f(x)
fiir jedes solche # kleiney als I ist.  Alsdann versteht man
unter dem Integral der Funktion f(z) lings des Weges w

b
flrwde (2)
a (1)

die der nachstehenden Bedingung geniigende Zahl J. Wir
teilen das Intervall # — « in beliebig viele (1) Teile 6,4, ... 4,,
so daf3

W+ 0+ -4 0 =8-—u

ist, und setzen
a=a, atd =a, a+d=a,..... a1+ =a,=p

Ja=a,=a g(a)=qa, ga)=a, gla, DN=a,_1 gla)=a,=h.
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Endlich sei 7, ein im Intervalle (a, _1, o) -(r=1, 2...n)
beliehig gewiihlter Wert von 7 und 2z, =g (z,). Dann soll
jeder positiven Zahl e eine positive Zahl o so entsprechen,
dafl, wenn nur jeden der Teile 9, d, .. d,, deren Summe —a
ist, kleiner als o ist, stets

Yrf@) (e —a,)—dJ | <e (3
I I
ist. Darin besteht die arithmetische Bedeutung der Formel

J =‘Iim o (@) (ay — ay 1), 4)
Sp=07

Nun besteht bekanntlich der Satz: ,Wenn der Weg w
reguliir ist (d. b. wenn entweder der Differentialquotient g' ()
im Intervalle (a, ) iiberall d. 1. fiir « <7 < stetig ist oder
das Intervall («, ) sich so in eme endliche Anzahl von Teilen
zerlegen lisst, dafl ¢’ (7) in jedem Teil-Intervalle tiberall stetig

ist) und wenn das Integral

fro@y @ dr 5)

einen Sinn hat, so ist das komplexe Integral (2) vorhanden
und zwar ist es dem soehben erwithnten Integral (5) cleich.®

Diesen Satz habe ich fiir den Fall, daff ¢' () im Inter-
valle («, ) durchaus stetig ist, in meinen ,Grundziigen der
Ditferential- und Integralrechnung® [I, 8. 174 bewiesen. Im
zwelten der hinsichtlich des Verhaltens von ¢ (z) soeben unter-
schiedenen Falle wurde der Satz a. a. O. nicht sichergestellt.?)

1) Vergl. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, X1, S. 64, Der
Beweis, welcher an dieser Stelle von mir fiir den i.J. angefithrten Satz
in dem in Nr. 2 behandelten Falle gegeben ist, kann nicht vollig be-
friedigen, wie ich im 8. Bande der Transactions of the American math.
Soc. S. 83 bemerkt habe. Daselbst habe ich den genannten Satz zu
riickgefithrt auf den von C. Jordan (Cours d'Analyse 2, éd. 1, Nr.193)
aufgestellten Satz, dali eine in allen Punkten des Weges w eindeutice
und stetige Funktion [ (#) auf il integrierbar ist, wenn dicser Weg
rektifizierbar ist.
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lch gebe daher hier einen einfachen Bewels desselben fiir den
genannten Fall.  Br stiitzt sich darauf, dal$ der Satz {iir den
ersten I"all bereits erwiesen ist.

2. Durch Einschaltung von / steigenden Werten y, 7, ... 7
zwischen « und f werde das Intervall («, ) in die £ 4- 1 Teile
o o 2 1 ¢ s r
() (7ys 7) - - - (us ) zerlegt, in deren jedem g’ (r) aus-
nahmslos d. i. mit Einschlull der Grenzen desselben stetig sel.
Setzen wir ¢ (7)) = ¢, (s=1.../) und bezeichnen die den so-
eben erwiihnten Teil-Intervallen (a, 7,) u. s. w. entsprechenden
Stiicke von w mit 1, - -+ Wy, so erhalten wir durch Anwendung
des obigen Satzes fiir den ersten Fall die (£ - 1) Formeln

{'@dr = (1igng @ y’ f(@)dw = f' fg()g' (@) (ZT]

(1) cp(wy) 7h e
, (6)

csling) Vs

Mit Hilfe derselben werde ich zeigen, daf} die Summe
der rechten Seiten der Gleichungen (6) d.i. das Integral (5)
fiir J in die Ungleichung (3) emtreten dart. Der Beweis dafiir
wird indirekt gefiihrt.

Angenommen. es gebe zu & kein solches 9, dal}, wenn nur
ein jedes o, <o ist, die Ungleichung (3) Giiltigkeit besitzt, so
miilfte zu jeder beliebig vorgegebenen Zahl 0 mindestens eine
Schar von Teilen 9§, ...9,, jeder kleiner als o, die zusammen
f—a ausmachen, und zu den einzelnen Teilen mindestens je
eine Zahl 7, so gehiren, dafl

"

Yrf@)(a—a,_)—J | >¢ )
ist. Ich bezeichne also im folgenden mit 9, 0, ... 0, bestimmte
Teile von f — a und ebenso mit 7, (r = 1, 2...n) eine be-

stimmte Zahl im Intervalle (a,_:, a,).
Die Zahl y, falle in das Intervall (s, 1, a;) von der Linge
di, und zwar sei

Vs T @ig—1 = &,y — pg = {;, mithin ;= & + .
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Ist eine der Zahlen &, Null, so ist die andere gleich
9, selbst. Dies soll gelten fiir alle Werte s =1,2... /4 Ist
danmn z, ein willkiirlicher Wert des Intervalles (a;, 1, 75), w0
ein solcher des Intervalles (7, ;) und ist g (z) = ¥s g (w,) = &,
so setze man

s 411 .
1(es) (@i, — €)+ 2 F@) (e =ty ) (Y50 (Cs1 - Wiy 1y D=5 (8)
41
Hier soll s auller den Werten 1.../4 auch den Wert 0

annehmen. Dabei sel i,=0 i1 =n-+1, ¢,=a ¢y =0.
Ferner sei

@i, = aq, 1)~ () (es—ay, 1) f(@) (@, — cs)=ds(s=1, 2... k). (9)

Schreiben wir fitr die rechten Seiten der Gleichungen (6)
nacheinander JJ,, J,....J,_1 und lassen

,/0—{—»f,—{----+,]h,]+J,,:\s/‘f{y(r)}g'(j)(lr-:»/

sein, so finden wir

n

h h
}:" f(-r‘r.) ((lr ’ (li‘—l) B ’[:: }_‘/‘ (‘\'n‘ e '/s) J{' z;rs (Is- (]“)
i U 1
Da
I 1 I
};S Ss’ : ’fs —}" 23-\ ({s ! }_}h (Ss - "[s) '*‘ 2_:,5 ([s
(] 1

i 0

ist, so ergibt sich aus der Gleichung (10) und der Bezichung (7),
dall

I h
38— T+ Yo || >
0 1

sein miifite. Bezeichnen wir mit d,| die grofite unter den
h Zahlen dy |, so miifite demnach

B
hid|>e— Y5 |8 —Jy (11)
0

sein.
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Wiiklen wir nun die positive Zahl 2 'kleiner als & und
ferner die positive Zahl » so, daf}
¢ — (b 1> ist, also # <(e—2):(h +1).  (12)
Zufolge des obigen Satzes (S. 22) fiir den ersten Fall
entspricht der Zahl x eine positive Zahl A; in der Art, dafi,
wenn wir den Unterschied y,.p — 5 in Teile 6, (r =1, 2...n,)
zerlegen und einen jeden von ihnen kleiner als /f; nehmen,
alsdann

S [ (an) @y — g ps) — Ty < (12)
1

ist.  Hierbei ist mithin

Yoqr — 75 = Os 1 F Og0 - ...+ Os, Ng
Us r = g,y -1 + (Ss, r l
s, r—1 < Ts, r < Ay, p ‘

g (25,,)

Ug0 = Ys--1 As,n, = Vsy s = €51 g 4 — Cs.
s s

(r=1,2...n

s vy O (Ts, 1') = s, r

|

s selbst durchliiuft die ganzen Zahlen von 0 bis /, wobei
Vo= ¢ yip1 == [ zu denken ist. Unter den Zahlen A,...4, sei
4 die kleinste.

Stellen wir uns unter dem bisher willkiivlichen 6 irgend
eine bestimmte Zahl, welche kleiner als A ist, vor, so kinnte
jedes der ihr entsprechenden (4 4 1) Systeme von Zahlen &,
Oigpr o Oy -1, &5 an die Stelle des mit dem niimlichen
Zeiger s verselienen Systemes g 1 ..., n; treten. Daher hiitten
wir vermige der Ungleichung (13) die (4 - 1) Ungleichungen

S — | <= (s=0,1...7).
Somit wiire nach den Formeln (11) und (12)
hide >e—(h-+1)=x>0 doi |d | >7:h  (13%)
Bringen wir den Ausdruck (9) auf die Form

d=1{f(x) ()] (@, o)+ [f (@) —F @] (6 — ai,)
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und  bemerken wir, dall fiir jeden Punkt 2 des Weges w
F@) <0, somit fiir irgend zwel Punkte x2’ desselben
[y — @) <21 ist, so finden wir, dall
; ;

d!<2@{|ay,—e¢ |4 es—a; 1]}
ist.  Nehmen wir hier s =+ und beachten dann die Unglei-
chung (13%), so erkennen wir, dal§

bl ] L) N 2 ]

Aih<2rd a, — |46 — a1},
tolglich

i2h < a; —e | e, — (W, 1
sein miitBte.  Demnach soll mindestens eine der Zahlen
v Lo —ai 4
grofler als 2:4 /1" sein. Das Krgebuis dieser Krorterung be-
steht also darin, dall wie klein man sich die Zahl 6 auch
denken mag, es mindestens ein vom Werte 7 = y, ausgehendes
Intervall, dessen Linge (e oder ) kleiner als § ist,
wiirde, wofiir die Differenz

geben

a, —e, =g (a;)— g () bezw. a; .1 — ¢, = g (i _1) — g ()

dem Betrage nach grsfler als 2:4 % " ist.  Das ist unmoglich.
Denn aus der Stetigkeit der IMunktion g (r) bei v =y, folut,
dali der Zahl 2:4 /i I eine positive Zahl n so entspricht, dal,
wenn nur

Ty, < gpisty, dann g (r) — g () <i:d LD

Da sich mithin die S. 23 gemachte Annahme als unhaltbar
erwiesen hat, so muf§ ihr Gegenteil zutreffen. Demnach lLifSt
sich jeder Zahl £ > 0 eine Zahl 6 > 0 so zuordnen, dal} die Un-
gleichung (3) besteht, wenn fiir o/ die Summe ./, + J, +4- ... + o/,
gesetzt wird und jeder der Teile 0, d,...9,, welche zusammen
f — o« geben, kleiner als § genommen wird.

3. Das Verfahren, durch welches in Nr. 2 emn indirekter
Beweis zustande gebracht wurde, lifit sich auch bei anderen
iithnlichen Anliissen verwenden z. B. um nachzuweisen, dafy
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eine jede reguliire Kurve (8. 22) rektifizierbar sei. Als
solehe mige eine Kurve

f—g@)  g=v@  (@<:<p) (14)

bezeichnet werden, wenn die Funktionen ¢ (v), v (v) fiir jeden
Wert des Intervalles (a, ) stetig sind nnd wenn entweder das
Nimliclie fiir die beiden Differentialquotienten ¢ (1) v (v) gilt
oder das Intervall (a, /) so in eine endliche Anzahl von Teilen
zerlegt werden kann, daff in jedem von ihnen ¢’ (), v’ (7)
iiberall d.i. mit Einschluff der Grenzen desselben stetig sind.
Setzt man

fhgime @+ y@i—g0),
so tritt an Stelle der zwei Gleichungen (14) die eine Glei-
chiung (1).

Unter der Linge des durch die Gleichungen (14) darge-
stellten Bogens « & versteht man die positive Zahl Z, welche
die Forderung erfiillt, dal} zu jedem &> 0 ein 6 > 0 in der Art
gehort, dafl stets

0<i— 3 ooy <e (15)
1

ist, wenn nur ein jeder der zusammen § — a ausmachenden Teile
9, ... 0, kleiner als o ist.  Dabei hedeutet «, (r =0, 1...n)
wie S. 21 den zum Werte 7 = «, gehirigen Punkt der Kurve (14).

Daf§ im Falle, dal§ ¢ (z), v (z) fiir jeden Wert von 7 im
Intervalle («, j§) stetig sind,

b=V 0 4y (P de (16)

habe ich a. a. O. B.II, 8. 814 gezeigt.!)

Liegt der zweite Fall vor, dall ¢’ (z), v’ (r) nicht bei je-
dem Werte von 7 im Intervalle («, fi) heide stetig sind, dieses
Intervall jedoch so in A 4 1 Teile (a, 7)), (v, 72) (i )

1) Der dort vorgefithrte Beweis Lifit sich mit Hilfe einer von C. Jordan
a.a. 0. Nr, 111 gegebenen Formel etwas vereinfachen.
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zerlegt werden kann, dafl in jedem die beiden Funktionen
¢ (1) ' (1) ausnahwslos stetig sind, so darf man ¥

o Ts-1 i .
P= S [V v R d X
(U

setzen. Und zwar weist man durch einen dem in Nr. 2 vor-
gefithrten indirekten Beweise ganz iihnlichen nach, dal} die
soeben erwithnte Zahl Z die oben bei Ungleichung (15) auf-
gestellte Forderung erfiillt.t) Zufolge der Formel (17) besteht
also auch in diesem Ialle die Gleichung (16).

1} Auf eine andere Art habe ich die Formel (17) in den Transact.
of the American math. Soe, 111, S. 83 bewiesen und a.a. O. 8. 303 auch
aus der C.Jordan'schen Darstellung der Rektifikation der Kurven ab-
geleitet.



