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405

Uber die Extreme einer Funktion von zwei oder
drei veranderlichen Grossen.

Von J- LuUrotli.

(Kingdanfeu 9. Jhw')

§ 1

Es sei R(z,y) eine Potenzreihe der zwei reellen Ver-
anderlichen x und y, die fir (x = o, y = 0) verschwindet.
Die Veranderlichen seien durch einen Punkt in einer Ebene
dargestellt. Um zu untersuchen, ob dem Ursprung 0 ein
Maximum oder Minimum von R (z,y) entspricht, kann man
den folgenden Weg einschlagen.

Es seien (x,y)iP die Glieder niedrigster Dimension in R.
Man kann immer annebmen, dafB sie eine der Veranderlichen,
etwa y, in der 2pten Potenz enthalten, denn wenn dies nicht
an sich der Fall ist, kann man es immer durch eine passende
lineare Transformation der Veranderlichen erreichen.

Nach dem WeierstraRschen , Vorbereitungssatze“) kann
man

R(X, y) = Cf(X, y) -F (X! l/) 1)

setzen, wo C eine Konstante, F(x,y) eine Potenzreihe nach
x und y ist, die fur x = 0, y = o sich auf Eins reduziert,
und f(x, y) eine ganze rationale Funktion von y bezeichnet,
die in Bezug auf y vom Grade 2p ist, und deren Koeffizienten
Potenzreihen nach x sind, die fur z = o verschwinden. Dabei
hat y p den Koeffizienten Eins. Soll nun im Punkte O ein

*) Weierstrafi’ Werke, Bd. 2, S. 135. Stickelberger, Math. Annalen
Bd. 30, S. 401.
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Extremum von R stattfinden, so mufl es mdéglich sein um O
ein Quadrat Q so abzugrenzen, dal in ihm R nur in dem
Punkte 0 und sonst nicht verschwindet. Wenn man Q ge-
horig klein macht, sind die in ihm liegenden Nullen von R
mit denen von f (X,y) identisch. Also darf in Q kein von 0
verschiedener Nullpunkt von f liegen. Wie WeierstraB ge-
zeigt hat, werden aber alle Nullpunkte von R in einem
passenden kleinen Bereich erhalten, indem man die Gleichung
f= 0 nach y auflést, wobei man x auf ein gewisses Gebiet,
Ix I< 5 beschrankt. Soll also in 0 ein Extremum von R
eintreten, so mul} ein Gebiet von z, X |< <] existieren, fur
welches die Gleichung f (X, y) = 0 nur komplexe Wurzeln y
liefert, den Punkt X = 0 ausgenommen.

Ist umgekehrt diese Bedingung erfullt so gibt es ein
Gebiet um 0, in dem f (x,y) Uberall positiv ist, R also als
Zeichen von C hat und nur fur O selbst verschwindet. Dann
liefert der Punkt O sicher ein Extremum von U. Ein un-
eigentliches Extremum findet statt, wenn fir eine oder mehrere
den Punkt O enthaltende Kurven R verschwindet, ohne daR
beim Durchschreiten dieser Kurven ein ZeichenWechsel eintritt.
Dies verlangt, daB die Gleichung f (x, y) — 0 fur y reelle
Werte ergiebt, ohne "dal3 in deren Nahe f verschiedene Zeichen
hatte. Die entsprechenden Wurzeln besitzen dann eine gerade
Vielfachheit. Dies erfordert, daR die Diskriminante von f (X,Y)
gebildet nach y, identisch Null, und daf f (x,y) von der Form
g (X, ¥)% h(r,y) sei, wo h nur komplexe Wurzeln hat.

Die Bedingungen dafir, daf3 f (x,y) = 0 nur komplexe
Wurzeln hat, kénnen sich in der Form darstellen

5, («) > x)> 0,.. 2)
wo die S Potenzreihen nach x sind, die fiir x = 0 verschwinden.
Es ist aber auch méglich — und dies tritt z. B. schon ein,

wenn f(x,y) vom vierten Grade ist — dafl jene Bedingungen
nur die alternative Form haben:

wenn S, (x) > 0 ist, muB S2(x) > 0. .. 3)
wenn aber Sx(X) < 0 ist, muB Ss(x) > 0... sein.
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Aus den Exponenten der niedrigsten Potenzen von X in
den Reihen s und den Zeichen von deren Koeffizienten ist
leicht zu entscheiden, ob es fur 1X ] einen Bereich gibt, der
die Bedingungen 2) oder 3) erfillt.

Als ein Beispiel betrachte ich die Reihe
R(X,Y)= y*+ ax‘y x?-fb#8V+ cxly%
+ dx*yl+ (X,y\y*+ mmm

Durch unbestimmte Koeffizienten findet man C= 1,

f(?,y) = y* + y* (dx6H---) + yocx1H-)
-Jy(axs-f bx8-f--)+ x6+
F(x,y) = 1 + (X,y)5+ >m

Schafft man in f(X,y) das Glied mit y3 fort indem man

y= e—"(dai6+ --)

setzt, so erhalt man

N+ -y -fz@x*-fbx*+ .0+ x6+
Die Bedingungen, dal eine Gleichung vierten Grades
+ t= Q 4)
lauter komplexe Wurzeln habe, sind nun: die Diskriminante
16 r4 — 4r3s%+ 144r t— 128r't* + 256 t* — 27 s4

muBl ™ 0, und entweder
r—4t< 0O oder r2—4£>0und r>0
sein.
Die Diskriminante wird hier 256 (#18+ - - » as0 8e"
horig kleine X positiv.
Die Funktion r%—4 twird = — 4xs+ - - - folglich < 0.

Somit sind die Bedingungen komplexer Wurzeln fir gehdrig
kleine x erfullt und daher gibt es ein Gebiet, in dem die
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gegebene Reihe R stets positiv ist, so dal dem Wertsystem
{x= 0, y = 0) ein Minimum entspricht und zwar ein eigent-
liches, weil die Diskriminante nicht identisch Null ist.

§2.

Bei Funktionen von drei Veranderlichen lassen sich die
ersten Betrachtungen des vorigen Paragraphen ebenfalls durch-
fuhren. An die Stelle der Ungleichungen 2) oder 3) treten
dann anliche, in denen statt der Reihen nach x} solche nach
zwei Veranderlichen, etwa X und y, Vorkommen. Wenn die
Bedingungen fiur komplexe Wurzeln sich stets in die Form 2)
bringen liefen, so kdénnte man nach dem in § 1 gegebenen
Verfahren untersuchen, ob es einen Bereich gibt, in dem diese
Ungleichungen erfillt sind. Schwieriger ist die Entscheidung
im Falle 3) der alternativen Bedingungen, falls es Gebiete
gibt, fir die S, > 0 und andere in denen Sx< 0 ist. Setzt
man nach dem Vorbereitungs6atze

xy)= ClI-ft(x,y) FI(X,y)
St(x,y)=Ct-ft(x,y) Ft(x,y),

wo die C,f,F analoge Bedeutung haben wie in § 1, so wird
man zu untersuchen haben, ob f\(x.y) = 0 als Gleichung firy
reelle oder komplexe Wurzeln hat, und ferner ob aus C}{fx(x%)> 0
stets auch C%% vy) > 0 folge.

Gesetzt es seien die Bedingungen aufzustellen, dal aus
F(w)>0 folge O (w) > 0, wenn -F(w)und G(w) ganze Funk-
tionen von w sind. Man zerlege F (W)= U)*f («?), G («?)
= W(w)%(w) wo die Funktionen f und g nur einfache Nullen
haben. Ist f(w) constant oder hat es nur komplexe Null-
stellen, so muB g (w) stets > 0 sein, darf also nur komplexe
Nullen haben. Hat f(w) = 0 reelle Wurzeln, so muB ent-
weder g(w) stets >0 sein, darf also nur komplexe Nullen
haben. Oder es ist notwendig und hinreichend, daR fur alle
reellen Nullen von f(w) die Funktion g(w)>0 sei, und fir
alle reellen Nullen von g(w) die Funktion f(w) negativ aus-
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falle. Unter Umstanden folgt die eine Aussage aus der anderen.
Stellt man sich die beiden Gleichungen auf, von denen die
eine die Werte von f fur alle — reelle und komplexe —
Nullen von gy und die andere die Werte von g in den Null-
punkten von f zu Wurzeln hat, so sind deren Koeffizienten
rational durch die Koeffizienten von F und G ausdrickbar.
Die eine von ihnen darf dann keine positiven, die andere keine
negativen Wurzeln haben, was sich mit Sturmschen Reihen,
vielleicht schon mit der Descartes’'schen Zeichenregel, ent-
scheiden laft.

Wendet man diese Methode auf den vorhin erdrterten
Fall an, so kommt man wieder auf die Betrachtung von
Potenzreihen nach x zurtick. Hier durfte es indessen bequemer
sein fur die Wurzeln von fx(X,y) = 0 und f%x,y) = 0 in be-
kannter Weise Reihenentwicklungen aufzustellen und mit deren
Hilfe die Entscheidung nach den oben gegebenen Kriterien zu
treffen.

Als Beispiel diene die Reihe
o*+ z%BYy%—a*+ (*,y\ + ---) + V+ 4+ (SVXH--

die schon die Form der Funktion f hat.

In den Bezeichnungen von 4) ist 5 = 0, daher die Dis-
kriminante = 16 (* —4t)%t Damit die Gleichung fur z
vier komplexe Wurzeln habe, muf3 also tf>0, und entweder
r* —41< 0 oder r%—4£ O und r> 0 sein. Setzt man

(*.y)s= dox*+ d,«*» + -- . ddys
so wird
+ X*+ dOX6---= fxX(X, ).

Mity= n—~"~A x*+ .. .) folgt

fi (Xy) = B+ GUAGSH-m) + *2A<5** +
-f a* + dOXi H----
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Schreibt man dies
fi(*,y)= *T*+ rt7*+ st +
so wird die Diskriminante 256 x1*+ ..., r?—4 tx= —4a?>\-----
Also sind fur gehorig kleine x die Bedingungen komplexer
Wurzeln erftllt, t ist fur kleine x und y positiv and ver-

schwindet nur fir x = y = 0. Die Kombination r%— 4t er-
gibt sich

5y4—6y2x%— 3ad— 4 (X, y\ + 6yx(s, y\ — 6 x%xyy\ H----

Setzt man diese Reihe S&(xy) und bestimmt dazu fo%X, y),
so wird U%= 5,

[*(mcy) = y* + yl(— t o) yF (=5 4 *)
+y(— xH-—] - 1«H-—
Mit y—l]'—Ej dtx%+ - - - folgt
Py = 1=+ v I»* H—)

+,,((-5d+¥ d)x'+ - )-* .+ ..

Da die Diskriminante

- (16-* -1 + 1281 -25+ 2565~i" + "'’
ist, so hatfi (X,y) = 0 zwei reelle und zwei komplexe Wurzeln
und folglich kann t*— 4 1= St(m,y) positiv oder negativ sein.
Somit liegt der Fall 3) vor und wir haben noch r = $s(x,Y)
zu betrachten. Hier findet sich Cs= 3 und

H*.y)=f + yle x3h-—)— -

wobei (m,y)4= eOx* + 3e}x% + - -- gesetzt ist. Es muB
nun, wenn die Gleichung f(x,y,z) = 0 nur komplexe Wurzeln
haben soll, da die Diskriminante > O ist, aus r2—4 0 0 auch
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r > 0 oder aus ft (x,y) > 0 f(x, y)> 0 folgen. Daf%#vy)= 0
nur zwei reelle Wurzeln y hat, so genugt es hiezu, dafl die
Nullen von Fs(x,y) die Funktion f%Xx,y) < 0 machen. Jene
Nullen haben die Entwickelung

:_)?:-}a...unh = —_— =4 ...
Y. AR

Tragt man in f%(x, y) ein, so erhalt man beidemale
g

— -7x4+ - -+ Alles zusammengenommen folgt also, daf} es
«

fur die x, y einen Bereich gibt, in dem die Gleichung /X#,y, z)=0
nur komplexe Wurzeln hat und somit stets > 0 bleibt. Aber
die Diskriminante kann auch Null werden. Dies tritt ein fur
t= 0und r%—4 = 0, also fir die Kurven fx(x,y) = 0 und
f9(x"y)=0. Die erstere hat, wie oben bewiesen, aulRer (#¥=y= 0)
keinen reellen Punkt in der Nahe des Ursprungs. Die zweite
geht aber mit zwei reellen Asten durch den Ursprung, und
fur sie wird

f(x,y,z)= +0,

also = 0, wenn * + ~ = 0 ist. Fur die reellen Wurzeln von
ft V)= 0 ergibt sich

/| 3+ V

N 2i
y=zty 55 % N—

r=J3@B]"2i+ 4)™N+ ...

FER=Z_N(3N21 + Ay + Ll
also werden, fur kleine x, auch wenn die Deskriminante Null
ist, die Wurzeln von f(x,y%) = 0O imaginar, folglich wird
diese Funktion in der Nahe des Ursprungs uberhaupt nicht
Null und bleibt bestdndig > 0. Sie hat demnach im Ursprung
ein eigentliches Minimum.
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83.

Wenn man die Bedingungen fur komplexe Wurzeln stets
durch eine Reihe von Ungleichungen darstellen kénnte, ohne
Alternative, kénnte man das geschilderte Verfahren auf Punk-
tionen von beliebig vielen Variabein ausdehnen. Sicher geht
dies an, wenn die Glieder niedrigster Dimension in allen vor-
kommenden Reihen von der zweiten Dimension sind.

Gegenuber den Methoden von Scheeffer,- Stolz und Dant-
scher) hat die obige den Vorteil, dal sie theoretisch Uber-
sichtlicher ist und in jedem Fall die Entscheidung liefert. Ein
Nachteil ist, wenigstens zur Zeit, da die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir lauter komplexe Wurzeln einer
Gleichung nur fur Gleichungen der niedrigsten Grade bekannt
sind und fur Gleichungen hoherer Grade erst durch die Sturm-
schen Reihen gebildet werden missen. Ferner ist bei Funk-
tionen von mehr als drei Veranderlichen die Anwendung von
Reihenentwicklungen nicht stets moglich und damit unter
Umstanden die Entscheidung nach der im § 2 entwickelten
Methode miihsam.

1) Zitate findet man in der Enzykl. d. Math. Bd. 2, Teil lyS. 83.



