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Uber die an einer Unbestimmtheitsstelle reguliren
Liosungen eines Systems homogener linearer Differential-
gleichungen.

Von F. Lettenmeyer in Miinchen.

Vorgelegt von O. Perron in der Sitzung am 12 Juni 1926.

Einleitung.

Von Herrn Perron wurde 1911 folgender Satz bewiesen?):
,Die Koeffizienten der Differentialgleichung
A, @ YP + 4, @y + ...+ Ay @y =0
seien in dem einfach zusammenhingenden Bereich B regulir;
A, habe in B genau s Nullstellen (mehrfache mehrfach gezihlt)
und es sel s <p. Dann besitzt die Gleichung mindestens p —s
linear unabhiingige und im ganzen Bereich B regulire Losungen.®

Der Beweis dieses Satzes wurde 1921 von Herrn Hilb durch
Anwendung eines bekannten Hilfssatzes iiber lineare Gleichungs-
systeme mit unendlichviel Unbekannten vercinfacht?).

In § 3 der vorliegenden Arbeit wird der Perronsche Satz
zuniichst fiir Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung in
Normalform verallgemeinert werden; d. h. fiir solche Systeme,
welche nach den Ableitungen y; (¢ =1, ..., #) der Unbekannten
aufgeldst sind. Dabei wird der erwiihnte Hilfssatz die Hauptrolle
spielen; da nun ein ausgefithrter und insbesondere von der son-
stigen Theorie der linearen Gleichungssysteme mit unendlichviel

1 0.Perron, Uber diejenigen Integrale linearer Differentialgleichungen,
welche sich an einer Unbestimmtheitsstelle bestimmt verhalten. Mathem.
Annalen 70 (1911), S. 22.

2) E. Hilb, Uber diejenigen Integrale linearer Differentialgleichungen,
welche sich an einer Unbestimmtheitsstelle bestimmt verhalten. Mathem.
Annalen 82 (1921), S. 40—41.

Sitzgsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1926. 19



288 F. Lettenmeyer

Unbekannten unabhiingiger Beweis dieses Hilfssatzes nirgends ver-
offentlicht ist, sei es gestattet in § 1 einen solchen Beweis mit-
zuteilen.

Liegt nun ein nicht in Normalform befindliches System
1. Ordnung vor, so sieht man leicht, daB es nutzlos wiire das
System nach den #; aufzulosen und dann den Satz des § 3 anzu-
wenden (abgesehen von dem Fall, wo die Determinante aus den
Koeffizienten der y; keine Nullstelle hat, wo also gar keine Un-
bestimmtheitsstelle vorliegt). Hier fithrt jedoch eine Transfor-
mation des Systems zum Ziel, welche analog ist zu denjenigen
bekannten Umformungen, welchen man eine Polynommatrix unter-
wirft, um die Elementarteiler zu Tage treten zu lassen. Wir
werden daher in § 2, kurz gesagt, die Elementarteilertheorie der
Polynommatrizen auf Matrizen von reguliren Funktionen iiber-
tragen und dadurch in § 4 instandgesetzt sein iber nicht in
Normalform befindliche Systeme 1. und hoherer Ordnung analoge
Siitze aufzustellen.

§ 1.
Hilfssatz 1: Die Koeffizienten des Systems von unendlichviel
linearen Gleichungen fiir die unendlichviel Unbekannten &, &, &,,...

(1) & +!§00;.,¢ £, =0 (A=012...)
sollen die Voraussetzungen erfiillen:
@) Y ¥ a.=0<1
A=0 u=0
®) Tjat =7,

wo 9 <1 und y irgendwelche Zahlen > 0 sind.
Dann gibt es genau ein Losungssystem von (1), fiir welches

f} &;1? konvergiert.
=0 Beweis:
1. Wir setzen fiir jedes 4 >0 und jedes » >0
io=0

E}.,v—}—l = ¢, — E Cip st/u' l)
"

1) Alle Summationsindizes in diesem Beweis laufen von 0 bis .
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und zeigen durch Induktion, daf sowohl jede Reihe 3] ¢;, &, als
©"
auch jede Rethe )__, &..|? konvergiert. Ersteres ist fiir » == 0,

letzteres fiir » = 0 und 1 klar. Fiir » > 1 folgt aus der Kon-
vergenz von »; ¢,  und »; &,/ nach der Cauchyschen Un-
/l

gleichung?) die Konvergenz von >} l¢;,, - &,,. Ferner konvergiert
.It
(4) 2_3 Efcv _— Eyulv—l 2;

denn X &,./* und )J E,,,_1 2 konvergieren nach Induktions-
2
annahme und daher nach der Cauchyschen Ungleichung auch

E 2 [ Elu 1" S‘u,v— 1 - ES f()lgt
;51:“"}'1 - S;-" i2 < (E 01,& | lgluv . 5‘11,1'—1 |)2
(5) < E IC/‘-/‘ 2 E ‘E;H' - 5/4, p—1 2 (fﬁr jedes }.)
7"

i

(6) };}igi,v-l-l - E}.v 29 z:[ E;u' E Elu,'v—l I27

ra

woraus wegen
(7) 'st/'v—*—ll2< E}v-{—l "S/') +2'5/ vl T 511"‘5/'.1' +.E/'.1'2
leicht die Konvergenz von L'f/ y112 folgt.

2. Aus (6) folgt du1ch wiederholte Anwendung dieser Un-
gleichung

(8) 2 El, v41 E}.v i2 < 19”2 E.ul - E.u“ P= }'191.
A 13

und a fortiori .

Evpr— & <Vy V9,
es ist also & ,41 — &, das allgemeine Glied einer konvergenten
Reihe, woraus folgt, da lm &, = & existiert.

3. Aus (5) und (8) folgt
.st/'.,v—}—l — 5/'.1' = < L\ C/‘,‘“ 2. Y o=
E—&. =& 41— &)+ Groge—Evt1) + ..
—y = 1 ’
<VyV¥le 2V :
- ]7]2‘:1/..‘1 1_]/1()1
&) (2, @, b2 < Sar El'fl, wo a,>0, b, >0, falls die rechts-
fd " y i

stehenden Reihen konvergieren.
19*
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woraus wegen (3) die Konvergenz von Y14 — &, |? folgt; hier-
p
aus ergibt sich (wie bei (7)) die Konvergenz von 2|&; ®
;.

4. Die so gewonnenen Zahlen &; bilden nun in der Tat eine
Lésung von (1); denn schreiben wir

Ec}.,u E.u. = 2 Cip (E[l, - E;w) + C,— ‘E}.,v—*—ly
I 1

wo die hier auftretenden Reihen wegen der Konvergenz von
2lelt 20 & ]* und E]su £.,? konvergieren, so folgt aus

der Abschatzung
l Ec}..u (E;L - 5!“')]2 < E i Cipn lg * 2 : E‘u - E‘u: ‘ < }’19‘) (
" n L4

mittels des Grenziiberganges » — o

2 c/'./t E;c == ) — E}.-
I

1V—UV )

5. Angenommen schlieflich &; und #7; seien zwei Lisungen
von (1) mit absolut konvergenter Summe der Quadrate, so konvergiert
auch E'Eﬂ—— ? (wie bel (4) zu ersehen) und es folgt

E é.,__7}’|- _ZJ Ecl;t(511_7711)[2< )J C)/z 'Z}jflu'—’)]!t :

2}?!' 1-721;‘€l92.1|§u—7],¢| H also
"
E GH—m!2 =10
& = .

Zusatz zum 1. Hilfssatz: Ersetzt man in (1) die ¢; durch
andere Zahlen ¢;, fiir welche }_, ¢;|? konvergiert, so gibt es

auch genau ein Losungssystem E;, fiir welches E (&5 konvergiert.

Dann konvergiert auch, wie man #hnlich Wle bei (4) erkennt.
2laci+be|? und 2 laé + b&; 2, wo a und b Konstante sind,
7 7

und es folgt:
& =aé + b ist dasjenige einzige Lisungssystem von
5/‘. + E c}./c E/L = ac; + bc}'.a
fir welches 2J[¢&; |2 konverglelt

Analoges gilt fiir beliebig, aber endlich viele Summanden
auf der rechten Seite des zusammengesetzten Systems.
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§ 2.
Vorgelegt sei die Matrix
A, .. Ais
Ay =[---- .. ,
Anr ... A
wo die A, (i, k=1, ..., n) gegebene Funktionen der komplexen

Veriinderlichen z bezeichnen, welche fiir [z —z,| <<gq (¢>0)
simtlich reguldr sind. Der Rang der Matrix sei r1); » > 0.

Auf diese Matrix wenden wir Umformungen folgender Art an:

1. Addition der mit ein und derselben in |z — z,| <gq regu-
liren Funktion f(x) multiplizierten Elemente einer Zeile zu den
entsprechenden Elementen einer anderen Zeile.

2. Die analoge Operation fiir zwei Kolonnen.

Wir bezeichnen diese Operationen kurz als ,Zeilenaddition®
und ,Kolonnenaddition®.

Dann besteht folgender Satz:

Hilfssatz 2: Die Matrix (4;x) laBt sich durch eine endliche
Anzahl von Zeilen- und Kolonnenadditionen in folgende Normal-
form iiberfiihren :

A, B, 0 0 0
0 A, 4,B, 0 0
0 ... 0 4, 4,...4.B, 0 01,
e 0 o 0dao o000 aahaa s aan anaoc 0
T 0
wo d,, ..., 4, nichtverschwindende Polynome sind, welche

keine Nullstelle aufierhalb des Gebietes |# — z,| < ¢ haben und
deren jedes bei der hochsten Potenz von z den Koeffizienten 1
hat, und B,, . .., B, in |z — 2, <g¢ regulire und daselbst
nirgends verschwindende Funktionen sind.

Dieser Satz ist wohlbekannt fiir den Fall, daf sowohl die
A, als auch die oben genannten Multiplikatoren f Polynome sind;

1) Der Begriff des Ranges bezieht sich hier natiirlich auf identisches
Verschwinden bzw. Nichtverschwinden der Determinanten.
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B,, ..., B reduzieren sich dann auf von Null verschiedene
Konstante. Der Beweis des Spezialfalles®) lifit sich auf unseren
Satz ohne weiteres iibertragen,

Beweis:
Jede in |z — z, <gq regulire Funkiion F' besitzt die ein-
deutige Zerlegung F=nx-8,

wo & ein Polynom bezeichnet, welches keine Nullstelle auierhalb
des Gebietes | — 2,| <g und bei der hochsten Potenz von «
den Koeffizienten 1 hat, und f eine in z— x| <g regulire
und daselbst nirgends verschwindende Funktion ist. Im Fall
F = 0 setzen wir 7 = 0, f = 1. Im folgenden Beweis werden
die Buchstaben = und f stets in dieser Bedeutung gebraucht; zu
welcher Funktion sie gehoren, ist aus den Indizes zu ersehen.

7 heiit Teiler von F), wenn x Teiler von =z, ist. Ohne
weiteres folgen die Begriffe des grofiten gemeinsamen Teilers und
der Teilerfremdheit.

Wir setzen nun A;x = 7, fix. Wegen r > 0 sind nicht alle
7 = 0; es gibt also unter den 7,50 eines oder mehrere von
kleinstem Grade. Es sei etwa 7, =0 und vom Minimalgrad?).

Ist 4, 0, so liefert die Division von =z, durch =, die

Beziehung
© Ty = g7+,

wo / von geringerem Grade als 7,, oder = 0 ist; sodann fiihren

wir mit der Funktion f=yg P die Zeilenaddition
11

Az = Ao — f A1
aus, welche bewirkt:
s . o
Aoy = (7, — g 73) oy = I oy = 721 flur,
wo erst recht =%, von geringerem Grade als z,, oder = 0 ist.
Offenbar kann man durch Wiederholung dieses Verfahrens er-

1) Vgl etwa C. Jordan, Cours d'analyse, Bd. I11, Paris 1915, 8. 176—179.
) Dies kann man durch Zeilen- und Kolonnenadditionen erreichen;
denn wie aus dem Schema

(4, 0), (4, a0, (a+(—a~4b), —ad-1) =, —a+0), (h —a)

ersichtlich ist, kann man eine beliebige Kolonne an die Stelle einer andern
Kolonne hringen; analog fiir Zeilen.
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reichen, daB in der ersten Kolonne nur noch ein Element = 0
ist, und sodann — was hier bequemer ist — durch einfache
Additionen, daB in der ersten Kolonne lauter gleiche Elemente
A, =7 ;40 stehen. Fiir die tibrigen Elemente verwenden
wir nun wieder die urspriingliche Bezeichnung A..

Ist nun 7z, nicht Teiler aller iibrigen 74, etwa nicht von
nj21), so liefert die Division von 7j2 durch 7, die Beziehung

2 = ¢, 7 + Iy,
wo &, von geringerem Grade als zz; und 5= 0 ist; sodann fiihren
Bi»
fy
Afr = Aiz — [ 4;

wir mit der Funktion f = g, die Kolonnenaddition

aus, welche bewirkt:

Az = (2 — g1 ) Pjo = Iy iz = 732 s
wo erst recht nf; von geringerem Grade als =, und =0 ist.
Damit ist der urspriingliche Minimalgrad sédmtlicher =;;, ver-
ringert; wir beginnen mit diesem Aj, das ganze bisherige Ver-
fahren von neuem.

Es muB also (in der Bezeichnung des ersten Schrittes) nach
endlich vielen solchen Schritten der Fall eintreten, daf sz, ein
Teiler aller tibrigen s;; ist.

Dann ldBt sich aber durch einfache Subtraktionen sofort
eine Matrix folgender Form herstellen:

7, by O ... 0
0 ﬂlA;2 e . n,Aé‘,.

* *
0 a, Aye oo oy Ay

Es ist klar, da man auf die Matrix (77, A%) G, k=2, ..., n),
sofern sie nicht schon vom Rang O ist, dasselbe Verfahren an-
wenden kann, ohne daB dadurch die erste Zeile und die erste
Kolonne der vorigen Matrix geiindert werden und ohne daB die
Teilbarkeit der Elemente durch =z, verloren geht, und daB schlief3-
lich durch wiederholte Anwendung des Verfahrens die Form der
Behauptung herbeigefiibrt wird.

1) Siehe vorige Seite Fufinote 2).
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Da der Rang der Matrix weder bei Zeilen- noch bei Kolonnen-
additionen sich @ndert, ist der Index » in der Endform der Matrix
der Rang von (A4x).

Anmerkung: Es bezeichne 6,(» =1, ..., r) den grifiten
gemeinsamen Teiler aller »-reihigen Determinanten von (4:x); die
Polynome 4§, sind invariant gegeniiber den hier angewandten
Operationen; aus der Endform der Matrix ist somit ersichtlich, dak

o, =A143=1 ... 4,
ist. Die Polynome

0. 0,0 0y 0, _o
111 - (5], 112:5§, 4'13=—§:5§1, Ce ey 11,‘=’(”?—v1

sind also durch die Matrix (4:x) eindeutig bestimmt.

Definition: Unter einer , Transformationsmatriz® wollen wir
eine (quadratische) Matrix von in 2 —x, | <g reguliiren Funktionen
verstehen, deren Determinante in |# — 2, < g keine Nullstelle hat.

Dann ist offenbar die reziproke Matrix wiederum eine Trans-
formationsmatrix.

Hilfssatz 3: Unter den Voraussetzungen und mit den Be-
zeichnungen des Hilfssatzes 2 gilt: Es lassen sich zwei Transfor-
mationsmatrizen (£5x) und (d;i) (G, k=1, ..., #) derart finden, dal;

A0 ... 0
(I‘.k) (A,'k) (L]ik) == 0 111 A2 ... 0
Beweis:

Eine in der Matrix (4;x) vorzunehmende Zeilenaddition
A + f A kann durch folgende Multiplikation mit einer Trans-
formationsmatrix erreicht werden:

i P
(Aik): A.‘l + fAj| i A;‘n -+ /‘fljn

1 Coee Ay \
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wo im ersten Faktor der linken Seite f in der i-**" Zeile und
j-ten Kolonne steht und alle leeren Plitze auBerhalb der Haupt-
diagonale durch Nullen auszufiillen sind.

Ebenso leistet die Formel

L,

(A,‘,‘) Do = (T - - R B BRI
foo Apr oo Api +FA4u; oo Ann
: 1

eine in der Matrix (4;;) vorzunehmende Kolonnenaddition.

Die mit der Matrix () gemif Hilfssatz 2 vorzunehmenden
Operationen lassen sich also auch so darstellen, daf (4,.) mit
einer gewissen Anzahl von Matrizen multipliziert wird, und zwar
in der Art, daly dem jeweils vorhandenen Produkt ein neuer Faktor
vorangesetzt oder nachgesetzt wird, je nachdem es sich um eine
Zeilen- oder Kolonnenaddition handelt. Die Elemente dieser Fak-
toren sind in z — z, <gq regulire Funktionen; die Determinante
jedes Faktors ist = 1. Multiplizieren wir die vor (4:x) befind-
lichen Matrizen aus, ebenso die hinter (A;x) befindlichen, so er-
gibt sich eine Darstellung der Form

wo rechts die Matrix des Hilfssatzes 2 steht. Letstere zerlegen
wir etwa in

B0 4, 0
0 B,. -(0 A Ao ,
e | ©.0

wo 1m ersten Faktor die letzten 5 — i+ (willkiirlich bleibenden)
Elemente der Hauptdiagonale = 1 gesetzt sind. Setzen wir noch

B, 0 -1
(0 B,. )-(U.-,,)=(F;k),
1

so haben wir die Behauptung; und zwar mit

1

i ~ B, ...B’ Al = 1.
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§ 3
b .
Satz 1: Die Funktionen By (x) (i, k=1, ..., n) seien
im Punkte x, regulér; s,, s;, ..., s, seien ganze Zahlen >0

und X s < n.

f=1

Dannhatdas System linearer Differentialgleichungen

D (@ — )% yi = 20 Bin t=1,...,n
k=1

mindestens » — 2 s; linear unabhingige und in z, regu-
=1

lire Losungen.

Beweis:
Setzen wir

B;k(x) == i‘l bik;- (x — xo)” (l, = 1, ey )l),
»=0

so gibt es ein g > 0 derart, daf alle By in |2 — 2z, <g regulir
sind, und daher ein M > 0 derart, daB

(9) :b.-;,,.‘sg—v[ G Ek=1,...,n;r>20)

Gehen wir mit dem Ansatz
¥ = 2 Di, (x — z,) i=1,...,n)
ry=0

in das System (I), so ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung
folgendes Gleichungssystem fiir die Unbekannten D,:

(10) (V—S;+1)D;ly_5‘+1=2 Eb.‘k,,,_;_Dk;. (i=1,...,7'l;1’_>0),

k=l A=0
wobei D;, = 0 fiir » <0 zu setzen ist.

Wir betrachten zunichst von dem System (10) fiir jedes i
nur die Gleichungen mit » > N 4-s;, wo N ein Index ist, iiber
welchen noch verfiigt wird; wir bezeichnen die weggelassenen
Gleichungen mit (10 a), das verbleibende Gleichungssystem mit (10b).
In letzterem setzen wir, um die Form von (1) in § 1 zu erhalten,
zur Abkiirzung
Pikvi = v {)jsi,:T—, 1’ Cikvi == — Pinvs (D@ ST =4 Dy, = (1;'(1’),,
wobei 9 eine beliebig, aber fest gewihlte Zahl mit 0 < ¢ <1 sei.
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Dann nimmt (10Db) folgende Form an:

H v

Eiv—s1 + 20 20 Cirprbps =0 (i=1,...,n;»>N+s)
K=HE7=10;
oder (1 + si = »):

noogetosy

(101)) 5: - }—1+2J LCM 145y, /t,k/—(.) (?/—1 n; ILL"'.ZV)

k=1 7.=0
Aufgrund von (9) und fir ein hinreichend grof gewihltes
N gilt:

| Mo vbl 2
ﬁlki'/- < {lv- 7 ° ;" -T— i —y +— l (_” + 1) gv—7
2 M MM, ;
kv . Ja) -5 d-1— < Mg 71'—/.’
N S e 1

wo M, > 0 eine geeignet gewiihlte Konstante ist.
Wir schreiben (10b) in der Form

n s
(IOC) 5: i _*—L }-J Cik, e+, /Ek/'——_'_ZJ Lclk 1t s, />k/
k=1/7.=N41 k=1!/.=0

G=1,...,n;u>N),
N
wobei 20 = 0 zu setzen ist. Beziiglich der linken Seiten gilt
N1
die Abschiitzung (1 + s; = »):

o 2 i
' ik e tdsg, 4 Si— > Pci vl {)0 92 94 ee
;.:%-}-1 Citst s, /‘.=%+1 . ( + 1)* (Cat 2t e D)
, M,
(v + 1)*- (IL + 1)
> L oS 1 1
i T . . |2 2 7 S — .
n=Ni=1k=1 i=N+] cxk,_u,—}-s,-./. <” Jljg((N—i— 1)2 +(_N+ 2)2—|—...)

<1
fiir hinreichend groi gewiihltes N.
Wir betrachten nun diejenigen »n (N 4 1) Gleichungssysteme,

welche aus (10c¢) dadurch hervorgehen, daB die rechte Seite

lediglich durch c
— Uik, o5y, A

ersetzt wird. Fiir jedes dieser Gleichungssysteme sind offenbar
die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 erfiillt; jedes hat daher
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@«

eine und nur eine Losung, fur welche 2 X |&,.[* konver-
. . » . n=~N+41i=1
giert. Diese Losungen seien:

g =1, ..., m u>N+1).

Dann ist nach dem Zusatz zum Hilfssatz 1

n N
(11) &, =2 )EOEU. EEI;Z;') G=1,...,n, 0>N+41)

diejenige einzige Losung von (10b), welche nach willkiirlicher
Annahme der Zahlen &, (k=1,...,n;2=0,..., N) die Eigen-
schaft der Konvergenz der eben genannten Quadratsumme hat.
Diese Eigenschaft einer Losung von (10b) ist nun fiir unseren
-
Zweck gerade notwendig und hinreichend. Denn ist 2 D, (# — )
y=10
eine in z, regulire Losung von (I), so folgt aus bekannten Kigen-
schaften der reguliren Integralsysteme, dafi diese Ldsung auch
in |z — x| <q regulir ist. Es gibt also ein M; > 0 derart, daf

| D, <:-J;Ivs oder | &, <My

ist, woraus die genannte Konvergenzeigenschaft der &, folgt.
Umgekehrt liefert uns eine Losung von (10), fiir welche

X D} (00>

konvergiert, eine in x, regulire Potenzreihe 2 D, (x — x,)"; denn
da fiir hinreichend grofe » i=d
) | Diy (Fg) <1

ist, konvergiert 2 D;, (x — z,)” absolut fiir |z — 2, <9d,q, Wo
wo 0 <9, < 9.7=°

Das Gleichungssystem (11) ist also fiir unseren Zweck Aqui-
valent mit (10b) und wir haben daher nur noch die willkiir-
lichen Konstanten &; in (11) so zu wiihlen, daf auch die Glei-
chungen (10a) erfiillt sind.

Es sei S = Maxs; und S> 01); es sel s;=2_8. Dann ent-

1) Im Fall S == 0 sind alle s, = 0; (10a) enthdlt dann genau die Un-
bekannten Dy, ..., D;y, welche keinen weiteren Bedingungen geniigen
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hilt die Gleichung von (10a) mit i=j und » = N4 s — 1
genau die Unbekannten

Dio, Dity ..., Diyyys—;

denn das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende D; y ist
wegen S > 1 schon mit angeschrieben. Man sieht leicht, daf in
keiner Gleichung von (10 a) weitere Unbekannte vorkommen. Wir
gpalten nun von (11) die Gleichungen mit 4 < N4 S—1 ab
und nehmen sie zu (10a) hinzu (im Fall S ==1 bleibt dieser
Schritt weg); dann haben wir fiir die » (N + s) Unbekannten

Dio, Diry .., Dinys—1 genau 25 (N+s) -+ n(S—1) homo-
i=1

gene lineare Gleichungen, wihrend durch die tibrigen Gleichungen
von (11) sofort die Dy vys, Di w+s41, ... eindeutig geliefert
werden.

Die Anzahl der linear unabhingigen Losungen des homo-
genen Gleichungssystems ist also mindestens gleich

n(N+8)—2(N+s)—n(S—1)=n—2s.
i=1 i=1
Diesen Losungen entsprechen aber linear unabhingige Inte-
gralsysteme.

§ 4.
Satz 2: Die Koeffizienten 4;,(x) und Di(x) des
Systems linearer Differentialgleichungen

(1) 20 A 3/;: = EBg;‘yk i=1, ..., 7?.)
k=1 k=1 '

seien im Punkt z, reguldr; die Determinante | 4:x (2) seil
nicht identisch Null und habe den Punkt #, genau als
s-fache Nullstelle; ferner sei s < n.

Dann hat das System (II) mindestens n—s linear
unabhingige und im Punkt , regulire Losungen.
miissen, da dureh (11) sofort die D; ., D, Neg2r oe e eindeutig geliefert
werden. Man hat also 2 N homogene lineare Gleichungen fiir » (N 1)
Unbekannte; der Rang des Systems ist, wie man leicht erkennt, gleich »n NV,
man erhiilt also genau » linear unabhiingige Lésungen und somit das ge-
wbhnliche Existenztheorem fiir eine reguliire Stelle von (I).
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Beweis:

Es sei ¢ >0 so klein gewiihlt, daB alle 4;, und DB; in
x— 2z, < q regulir sind und | 4| daselbst auber 2 = 2, keine
weitere Nullstelle hat. HEs sei (/7x) irgend eine Transformations-
matrix beziiglich dieses Gebietes (s. § 2).

Multiplizieren wir die j-t¢ Gleichung von (II) mit /}; und
summieren iiber j, so erhalten wir:

n

(12) Z" x Fn’jAjk?/;: = 2-) Eﬂj-[}jkyk (‘i == 1, oy n)

k=1 j=1 k=1 j=1
Bezeichnen wir nun allgemein, wenn (@) eine gegebene
Matrix ist, mit dem Ausdruck (¢ix) (y) die Gesamtheit der
2% Funktionen ”
El(r”‘ Wi @i=1, ..., n),

k=
die wir uns untereinander geschrieben denken, so lifit sich (II)
in der Form
(ITa) T (A ) = (B ()
und (nach Definition des Matrizenproduktes) das aus (II) folgende
System (12) in der Form
(12a) () (i) () = (L) (Bix) ()
schreiben. Da (I3x)~! ebenfalls eine Transformationsmatrix ist,
folgt aus (12a):
o)™ (T (i) () = ()" (L) (Bir) ()

d. 1. wieder (IIa).

Das System (12a), welches wegen

() (i) = T - Au

genau denselben Voraussetzungen wie (II) geniigt (denn 77! hat
ja keine Nullstelle in |2 — x| < ) besitzt also die ndmlichen in
x = z, reguliren Losungen wie (II).

Nun sei (dix) ebenfalls eine Transformationsmatrix beziiglich
des Kreises z —z, <q. Wir setzen

y;=2A;k,€'k (2=1, ...,7?)

oder kurz =t

(13) E(y) = (d) (2) (¥ = Einheitsmatrix).
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Wegen
(14) (4i)™" () = E()

sind also mit ¥,, ..., %, auch #,, ..., &, In & = 2, regulire
Funktionen und umgekehrt.
In (II) eingesetzt:

L A,/‘L (41kJZ] -—{— Ak],o_,) = Z B,kb A},]ZJ (l= 1, ey 72)

k=1 k=1

oder (j und k vertauscht und umaeordnet):

n E

(15) L LA:J/Jka—L L(-B‘] e -A Aﬂ;)Zk (l—l ’}’l)

k=1 =1 k=1 j=1

oder

(15a)  (4ix) (di) (¢") = ((Bi) (dir) — (din) (din)) (2).
Ebenso wie (15a) aus (Ila) folgt aus (15a):

(Ai) (dix) (di)~" (%) 7
= ((Bir) (i) — (Aix) (4i0)) (i)™ — (Aiw) (din) (4i) ).
wo gesetzt ist: (diy~ ' = ().
Dies ist aber wieder (IIa), wie man durch Differentiation der in
(di) (dir) = E

zusammengefaBiten Beziehungen sofort erkennt.

Das System (15a) fiir die #;, welches wiederum genau den-
selben Voraussetzungen wie (II) geniigt, ist also dem System (II)
beziiglich der in # = z, reguliren Losungen dquivalent in dem
Sinn, daf jeder solchen Losung des einen Gleichuungssystems eine
ebensolche Losung des anderen (leichungssystems mittels der
Formeln (13) und (14) umkehrbar eindeutig entspricht.

Es ist auch leicht zu sehen, dat bei dieser Transformation
die lineare Unabhiingigkeit mehrerer Lisungen gewahrt bleibt.

Es seien ; ;

g, o,y i=1,...,n
N Losungen von (II) und

R t=1,..., n

die entsprechenden Losungen von (15a). Aus Symmetriegriinden
geniigt es zu zeigen, daB aus Beziehungen der Form
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o
Y oyl=20 (i=1,...,n
r=1

entsprechende Beziehungen fiir die 20" folgen. Man erhiilt nach (13):

Hn

N
SApYedt=0 G=1,..., ),

k=1 r=1

woraus wegen |y =0 folgt:
N
Yel=0 k=1, ... n.
r=1

Wir wiihlen nun die Transformationsmatrizen (/%) und ()
gemifi dem Hilfssatz 3; die Polynome A; (¢ =1, ..., n) sind
dann wegen

Dal | Agg| [ dig| = A A= 0 A,

von der Form

Ai = (. — zp)h ((: > 0 ganz);

a3

und es ist
A, Ay .o Ay = (2 — zp),

wo si=t+4L+ ...+ 4
Ys=unt,+w—Dt,4 ...+t ==
t=1
Die beiden Transformationen mit diesen Transformations-
matrizen fiihren also (II) in folgendes System iiber:
(16) (x _ xo)s-‘ Z,/': E B,a;; Zr (?/ = 1, ey 7&).
k=1
welches nach Satz 1 mindestens # — s linear unabhiingige und
in z = z, regulidre Losungen hat.

Anmerkung zu Satz 2: Ist die Determinante A, iden-
tisch Null, so gestattet der Gang des Beweises von Satz 2 fol-
gende Transformation des Systems (II):

Es sei »(0 < < n) der Rang der Matrix (4;r). Wihlt man
dann ¢ > 0 so klein, daB das durch (4:x) nach Anmerkung zu
Hilfssatz 2 wohlbestimmte Polynom o, = A7 A7=1 .. . A, in
le —x, <gq auBier x = z, keine Nullstelle hat (und natiirlich
wieder die 4;; und Dy, daselbst reguliir sind), so bleibt der ganze
Beweisgang des Satzes 2 bis zur Aufstellung des Systems (16)
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wortlich erhalten, nur daB (nach Hilfssatz 3) die A; mit i > #
durch 0 zu ersetzen sind. Wir erhalten also in diesem IFall ein
zu (1) fiquivalentes System der Form

n

(x ——(1,‘0)51‘ 5; = EBI*IC er (l = 17 ceey 7‘)
=1
0 = > B = (=r4+1,..., n)
k=1

;
mit # — » endlichen Gleichungen. Dabei ist s die Vielfach-

i=1
heit, in welcher x, gemeinsame Nullstelle aller r-reihigen Deter-
minanten von (A;x) ist.

Satz 3: Die Koeffizienten Aix(x) und DBi(x) des
Systems linearer Differentialgleichungen

(III) X II”‘ y;\ = 2—“ ]31'1: Yk (l = 1, oo an 77)
i k=1

k=1
seien in dem einfach zusammenhingenden Bereich %
reguliiv; die Determinante An (@) sei nicht identisch
Nu!l und habe in B genau s Nullstellen (mehrfache
mehrfach gezithlt): ferner sei s <.
Dann hat das System (III) mindestens »n —s linear
unabhiingige und im ganzen Bereich B reguliire Lisungen.

Beweis.
Fs sei @ ein Punkt des Bereiches 9, der nicht Nullstelle

von Ay ist. In a ist das System (III) fquivalent mit dem
nach den y, aufgelosten System. Ks sel

18 1}{.“1 (i=1,....n
ein Fundamentalsystem an der Stelle «; im Punkle @ ist also
n )
0y = X el (=1,..., 1)
r=1
die allgemeine Losung, wemnn die ¢, willkiirliche Konstante sind.

Nun sei z, eine o-fache Nullstelle von [ 4;; in 8. Nach Satz 2
gibt es # — o linear unabhiingige und in w, regulire Lisungen

gy L, e =1, .., n)

Sitzungsb, d. math.-naturw. Abt. Jahrg, 1926. 20
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Jede dieser Losungen konnen wir von @, aus innerhalb des
Bereiches 8 nach a fortsetzen; es ist also

"
() = 33 ¢, ] G=1,...n5x=1,...,n — o).

r=1

Da die C[."‘] linear unabhiingig sind, hat die Matrix der Zahlen ¢, .
den Rang n — .

Ferner ist
n—a n nH~—a
. . B fa vl . -
L=3d.MH =¥ Y (ZZ> Ul (E=1, iy W),
x=1 r=1 M =1
wo die d, willkiirliche Konstante sind, eine in z, reguliire Losung.

Wihlen wir also in #; die Konstanten ¢, derartig, dali die

Gleichungen
H—r0

a7 Ye.d, = e, (=1, ..., %)
z=1

eine Auflosung nach den Unbekanuten ;. ..., d,_, besitzen,
so sind wir sicher, dali die so spezialisierte Ldsung #; auch in
To
lassen sich o lineare homogene Bedingungsgleichungen zwischen

reguldr ist. Da die Matrix der ¢, vom Rang »— o ist,

den ¢, angeben, welche notwendig und hinreichend dafiir sind,
dafi die Gleichungen (17) eine Losung d,, ..., d, _, besitzen.

Fiihren wir diese Betrachtung fiir jede Nullstelle von | A,
in B durch, so finden wir 26 = s lineare homogene Bedingungs-
gleichungen zwischen den ¢,, deren Bestehen die Regularitiit der
so spezialisierten Losung »y im ganzen Bereich ¥ garantiert.
Es bleiben also mindestens 7 — s der Konstanten ¢,, ..., ¢, will-
kiirlich, woraus die Behauptung folgt.

Satz4: Die Koeffizienten A, (z) des Systems linearer
Differentialgleichungen p-'*r Ordnung

P "
”*\Y) 2—" 2-" Aik_n ,7/2”) =0 (l = 1, .oy H)

n="=0 k=1

seien in dem einfach zusammenhiingenden Bereich
reguliir; die Determinante Ay, (z) sei nicht identisch
Null und habe in ¥ genau s Nullstellen (mehrfache mehr-
fach geziihlt); ferner sei s 7 np.
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Dann hat das System (IV) mindestens np—slinear un-
abhiingige und im ganzen Bereich B regulire Losungen.?)

Bewels:

Der Satz braucht nur noch fiir p > 1 bewiesen zu werden.
Wir setzen

yw =y - (f==1, ..., 05 u=0, ..., p—1)

dann geht (IV) iiber in das System von # p Differentialgleichungen
1. Ordnung fiir die »p Unbekannten y;,.:

l Yin = Vi w41 (i=1,...,000 u=0,...,p—2)
(18) 1 » i

|kz_Jl Auggipr=—X X diuy G=1,..., n.

Jede in O regulire Losung von (IV) liefert eine ebensolche
von (18) und umgekehrt. Dabel bleibt auch die lineare Unab-
hiingigkeit mehrerer Losungen gewahrt; beim Ubergang von (IV)
zu (18) ist dies klar; hat man umgekehrt IV linear unabhingige
Losungen von (18)

(19) YL dY =1 a= 0, p 1),
so sind auch die

P g G=1w)
fiir sich linear unabhiingig; denn aus Relationen der Form

N
Yyl =0 (G=1,...,n)
ye=1
mit nicht sdmtlich verschwindenden Konstanten y,, ..., yy wiirde
sich durch sukzessives Differenzieren eine lineare Abhiingigkeit
der Losungen (19) ergeben.

Es geniigt also nachzuweisen, dai das System (18) mindestens
np—s linear unabhiingige und in B reguliire Losungen besitzt;
dies ist nach Satz 3 in der Tat der Fall, da die Determinante
aus den Koeffizienten der Ableitungen in (18) gerade die in Satz 4
genannte Determinante | Ay, ist.

1) Fiir » =1 ist dies der in der Kinleitung genannte Perronsche Satz,
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Satz 5 (Hauptsatz): Die Koeffizienten i, (x) des
Systems linearer Differentialgleichungen (unter denen
sich speziell endliche Gleichungen befinden kénnen)

Pi "

V) Y Ydiuny=0 (G=1,...,0:p > 0; nicht alle p; = 0)
=0 k=1
seien in dem einfach zusammenhiingenden Bereich 9
reguliir; die Determinante
An,,1 C Al,,,,1
‘Aikp,-. s

f1n|pn PRI finn Py

sei nicht identisch Null und habe in B genau s Null-

stellen (mehrfache mehrfach geziihlt); fernersei s <2 p;.
Dann hat das System (V) mindestens 2 p; — s linear
t==pL

unabhiingige und im ganzen Bereich W reguliire Losungen.

Beweis:
Es sei p = Max p;.  Das System
Py n

i Y A y;‘-") =0 i=1, ..., n
dx? P =0 k=1

dp=ni

(20)

erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 4 und hat daher N> up — s
linear unabhiingige Losungen

Yity « - -y Yin (b=1, 5 &0 H).
Es sind also die Ausdriicke
i n
Y Y Aun ¥ = P, (2) (i=1,....n; v=1,..., N)
=0 k=1

Polynome von hochstens (p —p; — 1)-t" Grad hzw. identisch Null
im Fall p; = p. Wir stellen nun lineare Verbindungen

I
(21) \AJ ("1' !/l'v (i S 1, 5 o og Nv)
r=1
dieser Losungen auf, welchen ebensolche Polynome
Pi n

Ky N
“ “ el (10} \ F 5 N
L \h/ /11'1:!( A\—I (/" :'/llll == 2—1’ Ov —1-)1'1' (x) (l' - 1, PR ”)
=1

=0 k=] vi =1 »
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entsprechen, und suchen die Konstanten ¢, ..., Cy so zu be-
stimmen, dali diese letzten Polynome identisch verschwinden, d. b,
dafi (21) eine Lisung von (V) ist.  Dies gibt
’ n n
; S
2(p—p)=np—2p
1=1 =1l
homogene lineare Bedingungesgleichungen fiir die ¢): man kann
also auf miudestens

N—@mp-—2p)>2ipi—s

=1 [

vewilnschten

linear unabhiingige Arten die Konstanten O, in der g

Art bestimmen, woraus die Behauptung folgt.
Kin Spezialfall von Satz 5 ist

Satz 6: Sind die Ay, des Satzes 5 ganze Funlktionen
und hat 2., inder ganzen r-KEhene genau s Nulistellen
H
(mehrfache mehrfach gezithlt), ist ferner s< 2ip;, dann
n ea=H.
hat das System (V) mindestens 20 p; — s linear unab-
i=1

hiingige Liosungen, die ganze Funktionen sind.



