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Uber Dirichlets Teilerproblem.

Von Edmund Landau in Gottingen.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 3. Juli 1915,

Es bezeichne 1'(n) die Anzahl der Teiler von # und 7 (z)
fiir > 0 die summatorische Funktion?)

r(x)=[£,’l'(n)= [}j li= PIRN

n=l m=1 | =

Dirichlet?) hatte
(1) (@) = zlogz + 2C — Dz 4- 0(Vz)

bewiesen, wo (' die Fulersche Konstante bezeichnet. Erst
Voronoi?®) gelang es, (1) zu verbessern und zwar zu

(2) r(r) =zlogz 4 20 —Da + 0 (]ﬂ/w log ).

Der Voronoische Beweis von (2) ist etwa 40 Seiten lang: ein
spiiterer, ganz verschiedener Bewels von mir?), der gleichfalls

0
1) ¥ bedeute 0.

n=l

2) ber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie
[Abhandlungen der Kiniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
Jahrgang 1849, mathematische Abhandlungen, S. 69—83; Werke, Bd, II,
S. 49—66), S. 73 bzw. 56.

3) Swr wn probléme du calewd des fonetions asymptotigues [Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXX VI (1908), S. 241—282].

1) Die Bedeulung der Pfeifferschen Methode fitr die analytische
Zablentheorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissen-
schaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXI
(1912), Abt. 1Ia, S, 2195—2332], S. 2206—2246.

Sitzungsh. d. math.-phys K1 Jahrg, 1915, 21
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im Gebiete der reellen Analysis verliuft, erfordert weniger
Rechnungen, ist aber auch noch recht lang. Meine Behand-
lung?') dieses Problems (im Rahmen einer allgemeineren Unter-
suchung) mit den Mitteln der komplexen Funktionentheorie
hatte zwar auch {iber (1) hinausgefithrt, aber nur bis fast

zu (2), niimlich bis zu O(x'T*) bei jedem &> 0. Dafiir hatte
diese komplexe Methode das iiber
(=]

(@) =2 Th(n) = 21 (k> 2)
n=1 my...mp =z
(Anzahl der Zerlegungen aller Zahlen bis z in £ Faktoren)
Bekannte zu
k—1+r>

B) wa@=a@ialog" x4 40)+ O (:v""“

bei jedem &> 0 verschiirft; die b sind hierbei Konstanten.

Nunmehr ist es mir gelungen, darch Verschmelzung meiner
beiden alten Methoden und einige weitere Kunstgriffe einen
Weg mit komplexer Funktionentheorie zu finden, der den
ersten kurzen Beweis von (2) ergibt und fiir £> 2 das bisher
heste Ergebnis (3) zu

k—1
1) u@=zGalog"'x 4+ ---+8)+ 0O (m"+’ log*—! x)
verschirft.

Und zwar werde ich nicht £ = 2 besonders, sondern gleich-
zeitig alle & > 2 behandeln; das Ziel (4) enthilt ja (2) genau
als Spezialfall & = 2. Es sei also & eine feste ganze Zahl > 2.

Hilfssatz |: Iis gibt cine absolute Konstante ¢ derart, dafl
fiir alle U> 0 und alle v Z 0

U
[u— dpowilogn—n gyl ¢

]
ist.

Y (Ther die Anzahl der Gitterpunlte in gewissen Bereichen [Nach-
richten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
mathematisch-physikalische Klasse, Jahrg. 1912, 8. 687--771}, S. 695 —720.
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Beweis: Steht z. B., iibrigens mit ¢ = 18 12, auf S. 881
meiner Besprechung der Wigertschen Abhandlung Sur quelques
fonctions arithmétiques [ Acta Mathematica, Bd. XXXVII (1914),
S. 113—140] in den Gottingischen gelehrten Anzeigen, Jahr-
gang 1915, S. 377—414. Die Behauptung deckt sich offenbar?)
mit dem (ebenda nicht vorgekommenen) Spezialfall y = — !
des Hilfssatzes 10 meiner oben erwihnten Abhandlung aus den
Gottinger Nachrichten und ist fast wortlich wie dieser Hilfs-
satz beweishar; was eben 1. c. geschah.

Hilfssatz 2: Fs sei w > 0. Dawnn sind die k + 1 Integrale

%-}-mi 1 }
ws Tk
— H(w),
k

o 97,()) GED o GER
a b g
P e

e B ds = H, (),

(cos' ]())" ss+D - (s+k—1)

i
1— s ds_H,‘(w)

<cos — T (s))

absolut konvergent und zwar bei festem wy > 0 fiir 0 <w <,
gleichmdpig, so daf jede dieser Funktionen stetig und (von der
zweiten an) die Ableitung der vorangehenden ist. Also insbesondere:
Hw) ist & Male differentiierbar, und zwar ist:

H® (w) = H,(w).

Beweis: s werde = o + ¢i gesetzt. Bekanntlich?) ist bei
festem ¢ und sogar (was beim Beweise von Hilfssatz 3 ange-

[ ¥
§—ood

1) Abgesehen von dem unerheblichen Werte der absoluten Kon-
stanten c.

%) Vgl z B. 8. 702 meiner Arbeit aus den Gottinger Nachrichten.
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wendet werden wird) bei festem o, und festem o, >0, fiir
0, <o <o, gleichmibig

) L o,

sz
cos - I'(s)
o . =
also fiir ¢ = ¢

k
b ol =0,
s, s
(cos 5 1 (s)

folglich jeder der & + 1 Integranden absolut genommen gleich
Wit (v=F, ..., 1,0) mal einer Funktion von ¢, welche O (¢~ %) ist.

Hilfssatz 3: Fs ist fiir w > 0 erstens

- ;"*"‘zlk e
6)  Hw) = ! b ds
= T Egls 1) (s 5
(cos S; F(s)) s(s+1) - (s+ k)
1 Ll
?+ 7% !
1 1
5 _ﬂ-}-vz 1 N
WS
) = — e ds
(cos s;z. F(s)) s(s+ 1) (s k)
: Y .
2 2k b
und zweitens
1
T e T
(8) H® ()= | — ! ) s,
os 1)) °
cos =~/
11 ,
E—-—ﬁ——mi

Beweis: 1) Ich wende den Cauchyschen Satz auf den
Integranden in (6), (7) und das Rechteck mit den Ecken

3 11 1.1
—_— s — -+ R
4 5 Loy T Th 9 T2k

an, wo 7>0, />0 ist. Dasselbe enthilt keinen Pol des

T, i L i
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Integranden. (Diese Pole sind ja 1, 3, 5, ... ad inf., sowie
die negativen ungeraden Zahlen > — L) (6) und (7) werden
also aus Symmetriegriinden bewlesen sein, wenn ich fiir

1 1 3
Ol =20
gleichmiiBig
lim — L ! -~ =0

= (o ) SO D 0D

zeige; dies folgt aber nach (5) so:

1 1 —0 (tk(; _,,) -k—v1>

<cos - 1'(.»)" sGHD -+

K k o 1
—olram ) mo(memrete) 2o (),

2) Dieselbe Betrachtung beim Rechteck mit den Ecken

3 R N S B | .
g Ub g Th g g+ T 5y~ Ui
. L 1 3 0 _—
ergibt wegen der fiir 5 5% <o< i gleichmiiiigen Abh-

schiitzung

TN (TS SO (t"(l _';)*1>:()(t"flk “') = (iz‘— 3|
<cos g—: 1(¢)> i

die Behauptung tiber H, (:0) = H"™(w).

Hilfssatz 4: Bei wachsendem w ist

H(w) =0 (u'_ . - 7 +k).

H® (1) = 0 ('ur:2 ‘-’]"').
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Beweis: Bekanntlich?) ist bei festem o, wenn a, eine kom-
plexe, nur von o abhiingige Konstante bezeichnet,

. , .
_,.,S}I——=(¢)z€":_ae—“(1 gt~l)<1-{— ()(1))
cos , I'(s)

Folglich ist, wenn a, und a, zwei nur von & abhiingige kom-
1 1

plexe Konstanten bezeichnen, fir 6 =— | — 7.
< [“N 3

1 1

—a, tk(% —a)—k —lc——ltti(logt—l) (1 n 0(1 >)

1 . _3
@  =at T V40 (t’ )

und fiir 0 =

1 .
1 . 1 =a3tk(2~a)—1ﬂ—kt.uugt—1)(1+0(]))
s@ s t

(cos 5 F(s))

nol = Sk
—

1 3
— 5 —ktiflogt— —
(10) =a,t 2Ze e ])—{—O<t 3).
_ —--]~»+k ti
Der Integrand in (7) ist w * 2?¥ w mal dem Aus-

1 1 X
druck (9); der Integrand in (8) ist w? 2% mal dem Aus-
druck (10). Also wird offenbar Hilfssatz 4 bewiesen set,
wenn es gelingt, fiir w>0, 7> 0

’
1 : L og 1w
(11) [ft—'? ﬂ—ku(lom 1= 4 log )dt < 4= A
0

1) Vgl. z. B. S. 701 meiner Arbeit aus den Gottinger Nachrichten
T

il — 1 .
fiir ,1 , withrend : =2¢2 ¢ 2 (140 trivial ist. Ubrigens
1'(s) sz t
08
ergibt sich «; sogar als absolute Konstante, was aber nnerheblich ist,
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zu beweisen, wo A nicht von w und 7' abhiingt. Da nun

T kT

: ] su—loghk—1— : og
f: E } fil_ . /‘_“'(l% Rl )du
VE
u 0
ist, so ist (11) nach Hilfssatz 1 wahr, sogar mit dem absolut
c
konstanten 4 = 72—
Hilfssatz 5: Fs sei w> 1, 0 <o <w, A, HGw) die Lite Dif-
ferenz bei jeweiligem Fortschreiten wm v:

k
(12) [ Ay H(w)y = H(w + kv) — (1) H(w 4 (E—1wv)
e (= 1R H ).
Dehanptet wird die Existenz zweier nuwr von k, nicht von v, w B
abhiingiger Konstanten A, A,, so daf

A U
A, H () < Ay 2 2
1 1

Ay H(w) | < 4,0 w? BED
ist.

Beweis: Nach Hilfssatz 4 ist fiir w>1

]
(13) H@w) < A 2 utr
und

1r_ 3
(14) H® () < Ajw? "~ 2,

1) Nach (12) und (13) ist
1 1 i A-L_ 1_ .
aott) <y (oo T (B e
T T 11 '
—l—---—}—(zr—}—].'u')—'-’—'-"‘_H):;l]u' G

2) Wegen

+ k&

w—v 1wy v 1wy, v
Ay H () = I d, fdw‘g . J HW® (o) dary,

3 " wg—1
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ist nach (14)

1 - T 1 _ 1
|d, Hw) | <ok A, (w + kw)? 2= A, vkw? 2k,
Hilfssatz 6: [is ist
247 ( 1
1 f yot ds = Jl‘ D fir y>1,
94 1 < 7L LS == V. ’
D e T T <,

Beweis: Steht z. B. auf S. 380 meiner Besprechung der
Wigertschen Arbeit.

’-vocz

Es ist fiir 6 > 1
Z(") — i TI:(”)

3
n=I n® ( (b))

Die Riemannsche Funktionalgleichung

(15) (1 —s) = (,’ MR ACHE
gibt demnach
20 =0 L a0y

k
(cos i; 1 ’(s))
also fiir 6 <0 -

16 2@ = b 5 T @ty

n

n=

TN
o
=}
3

)
L\D-i
H
~
w
Rt
Se—

Ich setze fiir > 0 zur Abkirzung

Tr—1

B (x) = 7, S To(n) (@ — m)f = f da f da, - | (w) da.
(V]

n=1

Dann ergibt Hilfssatz 6 fiir >0

940§ 24«
1 a5tk 1 x5tk @ Th(n)
Znafs(s'+1) (s+7)/(g) ~mfs(s—il c(s+k) 2: ” 4z

2+;’z ( >s+lc
n 11 . :
—— ) g == T -1 )\=D(x).
E T (;2);2 Js(s+l) k) ds Iy Ti(n)nt ( . 1) D (x)

n=1 ‘n=1
Qemir §
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Nun werde der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit
den Kcken

¢ . s 1 1 e 1 Y.
e—Ui, 24 Ti, — 2-—}—27(1_*.12, = — Ui

(wo T>0, U>0 ist) und den Integranden
xs+k

s+ 1)---(s+ k)

angewendet. Darin liegt der Pol Lter Ordnung s =1 und der

Pol erster Ordnung s =0 mit der Residuensumme

R(@) = & (grorlogtt o 4 - - 4 g,) + g,

WO ¢i—1, ..., ¢ reelle Konstanten bezeichnen (die nur von %
und ihrem Index abhiingen). Das Integral iiber die wage-
rechten Rechtecksseiten strebt gegen Null, da bekanntlich?) fiir

1 1 : "
> = + 5% gleichmiiig

(17) 4(s)

=0l ),

also fiir — ; + L’il'-<6< 2 gleichmiiiig der Integrand (17)

0 (_z‘.k_%_k—1> =0 (t_ d) =0(1)

ist. Demnach ist

1,1 .
ot ter
P@=@— k@)=, [ T 2@
(@)= P(x) — (”)_Qni SR (s k)7
1,1 .
RS TRl
folglich nach (16)
1 IJ‘ Z5hk 1 ® T (1) '
- 4 3 TR (2RAknyds.
g ok (s N 5 eSS
an}z_i_ 1‘5(‘5—]‘_1) (S+7) <COS'9‘ZZ ]KS)) n=1 "
2 2~ 7! i

1) Man pflegt es aus (18) abzuleiten.
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Hier ist Vertauschung von Summation und Integration er-
laubt, da

1

a5tk 1 o Th(n i
) i() (Z* kY|
n=1

o ) , |
s(s+1)---(s+k) (cos%F(S)) E

= ()( . g"(]"';?)) =0 (t— 2)

tk-{-l

n

ist. Demnach ist
1 1 .
—g g T

Fl@)= i 2y Th(n) 1 (2k 2" nx)stk s
= — SR PR I Ry AL
2 £ n=1 e (COS S?:[ [V(S)> S(S—*— 1) (S + ])

1
— ot

i o Ty(n) .
(18) = gk e M e A,

nach (6).

— g

k—1
Nun setze ich fiir > 1, indem ¢ die Bedeutung #*+! hat,

4, F(5) = Fo+ kz)—(ﬁ”’)ﬁ’(x FE—1)e) 4 A (— 1),

Dann ist nach (12) und (18) fiir x > 1

i o Ty(n)

OVt k—ke ks P

Az F(x) = — AJ],;_H(’U'),

2
n=1
worin w = 2*z*nx, v = 2"a*ns gesetzt ist. Nach Hilfssatz 5
ist demnach
1 i

A, F(z)= 0§ ﬁ;(n—l)Mm (n_? 2k
n=1

k(k—1) 1 1 1 1)

1
Fr — otk ST ok o
x B2k kg kel p2 T 2kg? 21:1)

—+

T k—1
mls-}-l

kk—=1) 1 1 ° 5 O -0 m
: . Ti(n ——grtt Q) Ti(n
) =0| gkt T2 2k 2 ,,,,‘! (? 4+ 0|z 2 2k 2 3"(1)

n=1 g2 2k " k—1T n§+2k
n= a;"+]>+1
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Bekanntlich ist, nimlich als leichte Folge der rohesten Ab-
schiitzung () = O(zlog*'z),

W Ty (n)
3 =5

nl.

= 0(y'—*log*'y) fiir 2<1
n=1

und N
> ,,(;z) = 0(y'~*logky) fir 2> 1;
n=lpl+1 "
(19) liefert also
kk—=1) 1 1 k—1 1 1
4, T @) =0 (x'k'ﬁ*z “mtig (o
_l
4+ 0 (:c 2
= 0 (2" 'logk—12) = O (¢! log"—1 ).

2k) logh~1 x)
21. +k+k+l ( ; %) log—1 x)

Nun ist
Ay R (z) = 2 R¥(5) (x <&z A+ 7990;:_4_’}) ,
also, wegen
RB¥(z) =2 (be-1 logt—tx 4+ - -+ b)) + b,

Ay R (x) = (@ (bp—r logk o+ -+ + b)) + b -+ O (2 logk~1x))

= z%x (be—r log-—'z 4 - - - + b,) + O (¢4 logh—12),
4; DP(x) = 4, F(x) + 4, R(x)
20) = 2tz (b lorr" 1z 4 o+ b)) + O+ logh=1 2).

Wegen
42 x4 g1tz

A, D (@) = f dz, [ da, ... f e () dz,
ist B -1
21) (@) < A, (@) < (@ + 2.
Aus (20) und (21) folgt erstens .

(22) n@<z@ialog'z+4---40)+ 0 (x"+1 logh= ‘%)

zweitens

k—1 k—1
T (x -+ 7.:2:""") >z (b logt—'z 4 - 4 b,) + 0(3:""" logh—! a,)
k—1
d. h., « ++ ka*t! =y als neue Variable eingefiihrt,
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i (y) >(?/ + U(.‘/;:;}) ) (1);.-—1 (logy +0 (‘,/::—i_-% - I) )k_]+ e bo)
ol
(23) = y(berlog"'y 4 -+ b)) + O (y;”r: logk! y)

(22) und (23) besagen zusammen

k-1
@) @) =z0i-log x4 4 b))+ 0 (xﬁ‘*‘T logh—! :L)

Der Spezialfall & = 2 der Identitiit (18) steht (wenn auch
mit lingerem Beweis) schon?) in der Voronoischen Arbeit Sur
une fonction transcendante et ses applications « la sommation de
quelques sévies?), S. 497, Z. 3 v. u. Voronoi hat aber nicht
bemerkt, dafi der lange direkte Beweis von (2) in seiner anderen
Arbeit (aus Crelles Journal) durch die obige kurze Schlufi-
weise von (18) aus ersetzt werden kann; die von mir ver-
wandten asymptotischen Abschitzungen?®) der Funktionen H ()
und H®(w) kommen?) in jener Arbeit (aus den Annales de
I'Ecole Normale) vor, soweit es sich um seinen Fall & = 2 handelt.

Gottingen, den 21. Juni 1915.

1) Der Leser, welcher die gliedweise Ubereinstimmung beider For-
meln verifizieren will, mubB sich z. B. durch Anwendung des Cauchyschen
Satzes davon iiberzeugen, dafi (fiixr & = 2) mein F () gleich — 2727 mal
der Residuensumme des Integranden in den Polen 1, 3, 5, ... ist, und
daf diese Residuensumme
4 Q& witd ! 1 1

,20(2,)v(2)+3)'(1°‘ Gy <H a +2;> (1+2+"'+2/‘.+3)>

ist, also in Voronoischer Bezeichnung = _,w + &4 (10) — 53 (20)).

2) Annales scientifiques de 1'Icole Nmm‘tle supérieure, Ser. III,
Jd. XXI (1904}, 8. 207—267 und S. 459—533.

%) Nicht etwa die Fassung des obigen Hilfssatzes 5 und seine An-
wendung, worin gerade mein (der Pfeifferschen Methode entnommener)
Ausgangspunkt besteht.

%) Wenn man den in der drittletzten Fufinote angedeuteten Uber-
gang von [f{(w) zu Voronois I'unktionen hinzunimmt.



