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Uber den Hauptsatz aus der Theorie der konformen
Abbildung.

Von Georg Faber.

Vorgetragen in der Sitzung am 4, Mirz 1922.

Wenn ich im folgenden den allmihlich recht zahlreich
gewordenen Beweisen fiir den Hauptsatz aus der Theorie der
konformen Abbildung einen neuen hinzufiige, so mag dies
Beginnen dadurch gerechtfertigt erscheinen, daf mein Beweis
besonders einfach und rein funktionentheoretisch ist, sowie da-
durch, daB gleichzeitig fiir die Frage der Rénderzuordnung
eine neue Losung von sehr durchsichtigem Gedankengang?)
gegeben wird.

Den zu beweisenden Hauptsatz formuliere ich so:

g sel ein einfach zusammenhiingendes, den Punkt
z =0 enthaltendes, endliches Gebiet der z-Ebene; es
liege also ein Kreisgebiet

1) e <y

ganz in g, wihrend andrerseits ¢ ganz in einem
Kreisgehiete

2) e <I' (I'>7y)

enthalten sei. Dann gibt es eine und nur eine Po-
tenzreihe

1} Wie ich nachtriglich bemerkte, benutzte schon Herr Courant
(Gott. Nachr. 1914) Uberlegungen, die, wenn auch in ganz anderer Dar-
stellung, eine gewisse Verwandtschaft mit den meinen besitzen.
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3) =Pl =2+ a, 2 +ay 2>+ - - -
mit folgenden Eigenschaften:

a) PO) =0, P'(0) = 1;

b) P(Z) nimmt in einem gewissen Kreisgebiete
4) Z] <o,

dessen Radius o vollig bestimmt ist, jeden Wert ¢
aus g einmal und nur einmal an. Die Umkehr-
funktion der Reihe (3)

5) 4 =16
ist also eine in g regulire Funktion, die daselbst

jeden Wert 7, dessen Betrag <p ist, gerade ein-
mal annimmt.

Ich mache beim Beweise dieses Satzes noch die Voraus-
setzung, daB g von einer einfachen Jordan-Kurve begrenzt ist.
Von dieser Voraussetzung kann man sich leicht hinterher durch
einen weiteren Grenziibergang befreien und so den Beweis des
Hauptsatzes auf beliebige einfach zusammenhiingende Gebicte
ausdehnen.

Dat der Rand von g eine Jordan-Kurve sei, wird iibrigens
nur beim Beweise des folgenden Hilfssatzes benutat.

I. Hilfssatz: Ist g echtes Teilgebiet eines anderen
endlichen Gebietes d, so hat o Randpunkte, die dufiere
Punkte fiir g sind.

Weil nidmlich weder die g begrenzende Jordan-Kurve ¢
noch ein Stiick von ' den ganzen Rand eines von g verschie-
denen Gebietes bilden kann, miissen zum Rande von d Punlkte
gehoren, die weder C/, noch auch, da ja g Teilgebiet von
sein soll, g angehiren, die also duBlere fiir g sind.

Im folgenden ersten Paragraphen beweise ich den Haupt-
satz; auf die Frage der Rinderzuordnung gehe ich dann in
einem zweiten Paragraphen ein,
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§ 1. Beweis des Hauptsatzes.

Es gibt jedenfalls unendlich viele Gebiete b, die durch
folgende Kigenschaften gekennzeichnet sind:

a) alle b liegen ganz im Endlichen, etwa innerhalb der Kreis-
linie 2 = 27 (vgl. (2)); alle d enthalten den Nullpunkt;

b) es gibt fir jedes d eine Funktion Z = F'(2) mit der Um-
kehrung 2 = p(Z), wodurch b unter Beachtung der
Nebenbedingungen I7(0) = 0, I (0) = 1 auf ein Kreis-
gebiet 2 <r abgebildet wird;

¢) g ist Teilgebiet von jedem d und zwar echtes oder un-
echtes.

Bewiesen soll eben werden, daf letztere Moglichkeit Wirk-
lichkeit ist, d. h. daB g selbst ein Gebiet b ist.

Die unter b) erwiihnten Radien # sind alle <21" und >y,
wie man leicht mittels des sog. Schwarzschen Lemmas er-
kennt; die Radien r haben somit eine endliche von Null ver-
schiedene untere Grenze o. Ich behaupte nun:

a) Es gibt ein Gebiet b, fiir welches r = p ist.

f) Dieses Gebiet d ist mit g identisch.

Bewels von a): Wiire fiir kein Gebiet d der zugehiorige

Radius » = o, so gibe es unendlich viele solche Gebiete b,
9, ..., deren Radien r,, ry, ... die Bedingung lim r, = o
n— o

erfiillen. Nach einem bekannten Montelschen Satze diirfen
wir aufierdem annehmen, daly die zugehorigen Potenzreihen

P (Z), py(Z). ... im Gebiete |Z <p gegen eine Grenzfunk-
tion p (£) =1lim p,(£) mit p(0) =10, p’(0) =1 konvergieren.

Durch 2 = p (#) wird das Gebiet | Z <o auf ein einfach zu-
sammenhiingendes schlichtes Gebiet ¢ der z-Ebene abgebildet;
wegen des sehr einfachen Beweises darf ich auf Caratheo-
dory, Math. Ann., Bd. 72 (1912), S. 120/21 verweisen. e liegt
offenbar innerhalb der Kreislinie 2 = 21 Zum vollen Be-
weise von a geniigt es, somit zu zeigen, dai ¢ ein Teil von e
ist, also daB | I7(z,) <o ist, fiir irgend einen Punkt 2, von g,
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wenn Z = I'(2) die Umkehrfunktion von 2z = 9 (Z) bedeutet.
Ist niimlich Z = I, (2) die Umkehrfunktion von # = p, (%), so
folgt (wegen | I (2)) < 7w, lim F,(e)) = I'(g,) und lim 7, = g)
zuniichst: s N

6) F(z)| <e.

Hier kann aber das Zeichen = nicht gelten, denn daunn
giibe es Punkte 2, in g und in der Umgebung von z,, fiir die
F(z,)| > o wiire im Widerspruch mit der soeben bewiesenen
Ungleichung (6), die fiir 2, genau so gilt wie fiir z,.

Beweis von f): Wir nehmen an, b sei, wie soeben, ein
schlichter, einfach zusammenhingender Bereich der z-Ebene,
der durch
0 Z=FE, 2=y
auf den Kreisbereich | Z| < ¢ abgebildet werde (mit Beachtung
der Nebenbedingungen: F'(0) =0, F'(0) = 1); g sei Teil-
gebiet von b, o der unter a) festgestellte Minimalradius. Dann
haben wir zu zeigen, daB die Annahme, g sei ein echtes Teil-
gebiet von b, auf einen Widerspruch fiihrt. Unter dieser An-
nahme konnte man zwei voneinander verschiedene, auferhalb
g gelegene Randpunkte «, & von b (vgl. Hilfssatz I) durch
einen auBierhalb g verlaufenden Querschnitt von d miteinander
verbinden und so von b ein Gebiet { abtrennen, von dem kein
innerer und kein Randpunkt dem Gebiet g angehért. Nun
benutze ich folgenden

II. Hilfssatz: Das Bild des Querschnitts a...b ist
vermdge (7) in der Z-Ebene ein Querschnitt 4... 105
des Kreisgebietes | Z <p. A, DB sind voneinander ver-
schiedene Punkte der Kreislinie | Z| = p.

Ich darf mich fiir diesen Hilfssatz weder auf den Beweis
des Herrn Caratheodory noch auf den des Herrn Koebe
stiitzen, da beide den hier zu beweisenden Hauptsatz benutzen.
Dagegen konnte ich mich auf den Lindeldfschen Beweis be-
rufen; doch werde ich, um die vorliegende Untersuchung ab-
zurunden, im zweiten Paragraphen einen neuen, sehr einfachen
Beweis mitteilen.
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Nach dem Hilfssatze entspricht dem Gebiete t ein Ge-
biet T der Z-Ebene, zu dessen Begrenzung ein Bogen 4... B
der Kreislinie Z| = ¢ gehort, und man kann dann zwei unter-
einander und von A, B verschiedene Punkte D, E dieses
Bogens so nahe aneinander wiihlen, daB die durch D und E
gehende Kreislinie, die den Kreis | Z| = ¢ senkrecht schneidet,
von dem Kreisgebiet | Z| < ¢ ein Stiick wegschneidet, das ganz
dem Gebiete T angehirt, also keine Bildpunkte des Gebietes g
enthiilt. Das nach diesem Wegschneiden vom Gebiete | Z <o
verbleibende Restgebiet moge R heifien.

Ich zeige nun, daB es eine Funktion

8) 2, = vy(2),
die den Nebenbedingungen
9 () =0, ' (0)=1

geniigh, und durch welche R auf ein Kreisgebiet 2, <o
abgebildet wird; man erkennt auf Grund des Schwarzschen
Lemmas sofort, da& dann o’ <<p ist. Besitzt man aber die
Fuanktion (8), so kann man durch

10) 74 =y (I'(2),

wo I'(z) die gleiche Bedeutung hat wie in (7), ein Gebiet ,
der z-Ebene, in dem g als Teilgebiet enthalten ist, unter Be-
achtung der Nebenbedingungen

17
11) (((Z?),_O:l, Z, =0 fiir 5 =0

auf ein Kreisgebiet Z, < o' < o abbilden, was im Widerspruch
damit steht, dall o die untere Grenze dieser Radien bedeutet.

Es bleibt also nur noch der Existenzbeweis fiir die Funk-
tion v (Z) (8) iibrig; man konnte sie leicht in geschlossener
Form hinschreiben; doch geniigt es offenbar, zu zeigen, daB

man das Gebiet R auf irgend ein Kreisgebiet & der u-Ebene
durch eine Funktion

12) u = y(7)
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abbilden kann; denn dann findet man leicht die den Neben-
bedingungen (9) geniigende Funktion v () als lineare Funk-
tion von y(Z). Somit haben wir nur noch zu zeigen, daB
man R oder ein dazu #hnliches Gebiet R, auf ein Kreisgebiet
konform abbilden kann. R, kann man von zwei Kreisbogen
begrenzt denken, die in der oberen (durch die Bedingung:
Realteil von Z > 0 definierten) Halbebene verlaufen und sich
in den Punkten #Z = £ 1 rechtwinkelig schneiden. Dieses Ge-
biet N, wird durch

—1 Z—1\2
19) u —[£
w41 Z+1
auf ein Kreisgebiet der u-Ebene abgebildet. Man erkennt dies
ohne jede Rechnung, wenn man die Substitutionen

w—1
14) “t1 =,
Z—1
|4 —
15) Z+1——U

macht und beachtet, daf jenen zwei Kreishogen vermige (15)
zwel aufeinander senkrechte Halbstrahlen der v-Ebene ent-
sprechen, die durch w = %* in eine Gerade durch den Punkt 0
der w-Ebene iibergehen, und daB einer solchen Geraden ver-
moge (14) ein Kreis durch die Punkte — 1, 4- 1 der u-Ebene
entspricht.

§ 2. Die Rinderzuordnung.

Zur Ergiinzung der voraufgehenden Untersuchung und um
den II. Hilfssatz zu beweisen, behandeln wir noch die I'rage
der Riinderzuordnung bei konformer Abbildung. Durch

16) Z = f(2), aufgelost 2 = B (4),
werde das endliche, einfach zusammenhingende, im iibrigen
aber ganz beliebige Gebiet b der z-Ebene auf das Kreisgebiet

Z <L o abgebildet. g (r) seien durch Kreishogen mit veriinder-
lichem Radius » und festem Mittelpunkt I’ gebildete Quer-
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schnitte des Gebietes d; I liege auf dem Rand von b; a(r) sei
das eine der von b durch g(r) abgetrennten Gebiete, und zwar
sel, falls 7 <7’ ist, a (") ein Teilgebiet von a (#). Mit d (', »"
werde das Gebiet bezeichnet, das man erhilt, wenn man aus
a(»') die Punkte von a (r"*) und ¢ (r'"*) weglift. In der Z-Ebene
seien @ (r), A (), D (', »") die Bilder von g (r), a(r), d(', #").
Ist ein Punkt A der Kreislinie | Z| = ¢ Randpunkt eines Ge-
hietes 2 ('), so ist er offenbar auch Randpunkt jedes Gebietes
9 (,'.1)’ wo 7> i,
Alles kommt nun darauf an, zu zeigen:

Es gibt nur einen Punkt der Kreislinie Z| =,
der Randpunkt siimtlicher Gebiete () ist, wie klein
auch r sein moge.

Giibe es niamlich mindestens zwel solche Punkte: 4, I, so
giibe es auf jedem Querschnitt @) () Punkte, deren Entfernung
> [ wiive, falls unter ! irgend eine Zahl verstanden wird, die
kleiner 1st als die Mabizahl der Sehne 4. B. Wir zerlegen nun

das Gebiet » (r‘, 7)> durch die Querschnitte ¢ (»)), q(r,), .. .,

(l(rl'-i'l)» wo
]
7, N Vagr = 5 und
17)
Y41 — /_rn . 7!

)'—-)":)'-—7':-:-2 —
! ¢ B n 2n

= 7r

sein moge, sowie durch Stiicke von Radien dieser Querschnitte
in Teilgebiete, die wir uns beliebig klein, und soweit sie nicht
an den Rand von b heranreichen, mit beliebiger Anniiherung
als untereinander kongruente Quadrate vom Inhalt 6% vor-
stellen diirfen, wo

r
18) 0 = 5, (vgl. (7).
Wir Jassen im folgenden die an den Rand von b heran-
reichenden Teilbereiche weg und behalten nur die quadrat-
artigen bei. Mit m2; bezeichnen wir die Anzahl derjenigen,

~

Sitzongsb. d. math,-phvs, KL Jahrg, 1922, [
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die zwischen ¢ (1) und g (i) legen (i =1, 2,...n); ihre
m; + 1 auf q () gelegenen Xcken seien der Reihe nach: 2,
Zi2y 2i3y v vy Gimp41. Bs st klar, dali my; fiir alle ¢ mindestens
gleich 1 ist, falls nur » geniigend groB gewiihlt wurde. Man
kann auch n unter fortdauerndem Verzicht auf die weggelas-
senen, an den Rand von D heranreichenden Teilbereiche hinter-
her weiter vergrifiern und damit auch die Anzahl der Kck-
punkte z;x, wodurch man erreicht, dai die Summe

19) ¥ e (" | O,
1
fir die wir kiirzer
20) 2!:“. Si
i

schreiben, kleiner wird als der Inhalt des Gebictes © (r’, )

Neben den soeben definierten Summen

21) Si= 3 (11" zan)| 0)
1

betrachten wir die Summen

29) si= 2k [(zo.
1

s 1st mit beliebiger Anniherung die Bogenliinge eines
Stiickes von ¢ (7y), und man konnte

3) S,'>]
setzen, wann der Satz von 8. 97 nicht richtig wire. Nun
ist aber

24) S >

2
Sy
m;’

da fiir beliebige positive Zahlen u,, wug, ..., w, bekanntlich

25) W w4 o > -}n (g + 11y 4 -+ - - 1)?

ist.  Aus (23), (24) aber wiirde folgen:

26) s> L

my
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Da aber m;0 <2an <22a¢' =4 and ist (vgl. (18)), so
ergiht sich

1 1
9
“7). m; " 4dan’
also nach (26):
Z::
9 JE
L S > 4

rh . g
. ) wiire somit >107:4 z.

Der Inhalt des Gebietes D (r’, 5

o Ni Xl o
Das gleiche wiirde fiir die Gebiete © (f) , ;) , D (; , %) usf.

gelten, und man kime so zu dem unsinnigen Ergebnis, daB
das Gebiet A (»'), das ganz in dem Kreisgebiet 7/ <o liegt,
einen unendlich grofien Inhalt besifie. Somit ist gezeigt:

Einem ,Primende® (Caratheodory) oder ,Randele-
mente* (Koehe)von dentspricht ein bestimmter Punkt 4
der Kreislinie 2 =yp.

Mit genau den niimlichen Uberlegungen beweist man, wo-
bei nur die Gebiete d und Z < o ihre Rollen vertauschen:

Ein Punkt 4 der Kreislinie |Z! =0 kaun nicht
zwel verschiedenen Randelementen von d entsprechen;
und endlich ganz allgemein:

Bei der konformen Abbildung zweier Gebiete auf-
einander entsprechen die Randelemente einander um-
kehrbar eindeutig.

Zusitzliche Schlussbemerkungen.

Zum Schlusse seien noch zwei andere Beweiswege zum
Hauptsatze von S. 91 andeutungsweise heschrieben:

Beim ersten mache ich wieder die Voraussetzung, das ab-
zubildende endliche Gebiet g sei von einer einfachen Jordan-
Kurve begrenzt. Ich bilde zuerst irgend ein groferes (g als
Teilgebiet enthaltendes) Gebiet b, auf cin Kreisgebiet 7 <o,
ab, sodann, wie S. 95/96 beschrieben wurde, ein Gebiet d,, das

7
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ariBer als g, aber kleiner als b, ist, auf ein Kreisgebiet 24 <o,,
ferner b, > g, aber <, auf |Z| <o, usw., endlich b, durch
Grenziibergang auf |7 < g.,, dann 9,4, usw. Nach einer
abziihlbaren Menge von Schritten muf das Verfahren zum
Ziele, d. h. zur Abbildung von g auf ein Kreisgebiet fiithren.

Bei dem zweiten Wege soll das Ziel sein: das Aulere
einer (nach aufien hin) nirgends hohlen Kurve ' der z-Ebene
auf das AuBere eines Kreises der Z-FEbene durch eine Reihe

29) p=Ul+a,+a, 2" F+a, L4

abzubilden. Man konstruiere, was nur die Lisung eciner ge-
wohnlichen Minimumsaufgabe voraussetzt, das Polynom

30) Pu(d) = e+ b,V by 2k Dy,

dessen Betrag auf C einen mdoglichst kleinen Maximalwert be-
sitzt.  Wird dann, auBerhalb ¢, V' P, (2) durch die Bedingung

" I
lim (V P (2) ) =1 eindeutig definiert, so existiert fiir alle z

auBlerhalb C der Grenzwert
31) 7(2) = lim V Pu(e).

n— 0

Lost man die Gleichung Z = f(2) nach 2 auf, so hat man
die gesuchte Funktion (29).

Dies alles bleibt giltig, auch wenn die Kurve C der Be-
dingung, nach aufien nirgends hohl zu sein, nicht geniigt:
doch kann ich die Richtigkeit dieser Behauptung nur auf Grund
des anderweitig bewiesenen llauptsatzes dartun. HKs liegt also
hier ein ganz iihnlicher Fall vor, wie bel dem hekannten Neu-
mannschen Verfahren.



