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Kritisch-historische Bemerkungen zurFunktionentheorie.
Von Alfred Pringsheim,

Vorgetragen in der Sitzung am 9. Juli 1930.

IV. Uber die Bezeichnung ., Elliptische Funktionen* und
die Umkehrung der Weierstrafischen Pe-Funktion.

Unter der seit 100 Jahren iiblich gewordenen Bezeichnung
Lilliptische  Irunltionen* verbirgt sich bekanntlich eine vollig
,clipsenfremde’ Gattung eindeutiger, durch ihre besonderen Eigen-
schaften hiochst bemerkenswerter analytischer Funktionen, die man
sinngemiiBer als gebrochene (,meromorphe®) doppelperiodische Irunl:-
lionen zu charakterisieren pflegt. Jene erstgenannte, mit dem ein-
zigen Vorzug grofierer Kiirze ausgestattete Benennung wird durch
ihre historische Entstehung zwar erkliivt, aber keineswegs gerecht-
fertigh. Weil bei der Rektifikation der Lillipse (iibrigens auch der

.

)
Hyperbel) cin spezielles Integral von der Form \fl]/(;ib erscheint
v

(wo P eine rationaleFunktion von x, I? ein Polynom 4t Grades),
so bezeichnete Liegendre die ganze Gattung dieser Integrale
zuniichst) als ,, Transcendantes elliptiques®, spiterhin?) als ,,Ionc-
lions elliptiques. Man wird schon diese Terminologie schwerlich
als eine besonders zweckmifiige bezeichnen kiénnen®). Nichts-

1 In dem BMémoire sur les transcendantes elliptiques, la d la eci-
devant (sic!) Académie des sciences en avril 1792. L’an deuxicme de la ré-
publique (= 1793).

3 In den Frercices de calcul intégral swr diverses ordres de trans-
cendantes et sur les quadratures (1811—19) und in dem Traité des fonc-
tions elliptiques et des intégrales Fulériennes (1825—28).

3 WeierstraB, Vorlesungen ither die Theorie der elliptisehen Tlunktionen
(Werke, Bd. 5, S.2): ,Diese Integrale fihren ihren Namen nach dem fitr
die Theorie villig gleichgiltigen Umstande, dals eines von ihmen geeignet
ist, den Bogen einer Ellipse darzustellen®.

("\’*
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destoweniger erlitt sie noch eine merkliche Verschicchterung, als
in den Jahren 1825—29 Abel und Jacobi ungefiihr gleichzeitig
durch Umkehrung von Liegendres fonctions clliptiques de la premicre
espece das vorliegende Forschungsgebiet um ein neuwes Prinzip
vou hervorragender Fruchtbarkeit bereicherten. Jacobi beniitzte
diese Gelegenheit, um die bei Legendre als Infegralhezeichnung
auftretenden fonctions elliptiques ohne weiteres als elliptische Irunk-
tionen zur Bezeichnung seiner Umbkehrungsfunltioncn sich anzu-
eignen. Und dabei ist es, trotz Legendres lebhaftem Protest
und Jacobis anfinglicher Bereitwilligkeit zu jeder gewiinschten
Anderung?), schliefilich geblieben. Auf diese Weise erscheint aber
die Quelle des Beiworts ,,elliptisch® wieder um eine Etappe weiter
fortgeriickt. Und ich wiiite, um seine Provenienz definitionsmiifiig
deutlich zu machen, beim besten Willen nicht anders, als etwa
folgendermaBen zu definieren: Unter einer elliptischen Funktion
versteht man die Umbkchrungsfunktion eines Integrals von iiulzer-
lich dholicher Form, aber grundsitzlich anderem Charakter wie
dasjenige, welches den Bogen einer Fllipse darstellt.

Hiernach erscheint mir die fragliche Bezeichnung als eine
der unpassendsten, welche sich in dem Wortschatz der Analysis
vorfindet. Und wenn ich auch annehme, dafi diese Ansicht ziem-
lich verbreitet, ihre Erwiithnung also trivial sein diirfte, so scheint
es mir doch niitzlich, sie bei passender Gelegenheit in Erinnerung
zu bringen, auf dall man nicht glaube, wir Mathematiker seien
,in der Gewohnheit trigem Gleise“ gegen so bedenkliche ,Schin-
heitsfehler unempfindlich geworden. Im iibrigen ist dieser Teil

1) Brief Legendres an Jacobi vom 16..Juli 1829: ,...... Je deviai
borner 13 ma lettre et ne vous parler des changements de nomenclature
que vous proposez dans votre article 17 pag. 31 (se. Fundamenta nova);
mais comme dautres personnes pourraient vous représenter qu’en cela vous
avez fait une chose qui doit m'ctre désagréable, je ne vols pas pourquoi
je vous cacherais ce que je pense de cette proposition. Je vous dirai done
franchement que je n'approuve pas votre idée et que je ne vois pas de
quelle utilité elle peut étre pour vous et pour la science.

..... II me suffira de vous avoir témoigné ma surprise sur l'incon-
venance et la bizarrerie de votre idée; elle n'altérera en rien les sentiments
d’estime et d'affection que j'ai congus pour vous et dont je vous renouvelle
I'assurance. Le Gendre. (s. Jacobi, Werke 1, S. 451).

2) Brief vonJacobi an Legendre vom 19. August 1829 (a.a. 0. S.452).
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meiner ,kritisch - historischen Bemerkung® nur ein beiliufiges
Nebenergebnis meines Zuriickgreifens auf den historischen Ur-
sprung der elliptischen IFunktionen, das mich vielmehr in der
llauptsache zur niiheren Untersuchung der folgenden wesentlich
wichtigeren Frage angeregt hat: Ist die Tatsache, dak die soge-
naunten elliptischen Irunktionen, d. h. die gebrochenen, doppelperio-
dischen I'unktionen, durch die Zufilligkeiten der historischen Ent-
wicklung als Umbkelrungsfunktionen der elliptischen Integrale erster
Gatbung auf die Welt gekommen sind, ausreichend, um diese An-
ordnung des zwischen den beiden Funktionsgattungen bestehenden
Zusammenhanges als die nafitrlichste gelten zu lassen?

Die Irage diirfte zuerst von dem hochbegabten, leider bereits
im Alter von 29 Jahren 1852 verstorbenen Gotthold Hisenstein?)
angeschnitten und bis zu einem weiter unten noch genauer an-
zugebenden Punkte durchgefithrt worden zu sein, in einer um-
langreichen Avbeit, die 1847 im 35. Bande des Journals fiir
Mathematik (S. 153-—-273), im gleichen Jahre auch in einer
Sammlung Eisensteinscher Abhandlungen?®) (8. 213-—833) er-
schienen ist und deren wvollstdndiger®) Titel alles wesentliche des
Inhalts angibt. Er lautet:

Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelprodulkte,
aus welchen die elliptischen I'unkfionen als Quotienten zu-
sammengesetzt sind, und der mit ihnen zusammenhiingenden
Doppelreihen (als eine neue Begriindungsweise der Theorie
der elliptischen Funktionen, mit besonderer Beriicksichtigung
ihrer Analogie zu den Kreisfunktionen).

Die fraglichen Doppelprodulite hestehen aus den Linearfaktoren
der WeierstraBschen o-Funktion olne die zur unbedingfen Kon-

') Geb. 1823 zu Berlin. Die Binde 27—4t des Crelleschen Journ. f.
Matl. (1844—-52) enthalten itber 40 grioBiere und kleinere Aufsiitze von ihim.

2) Mathematische Abhandlungen besonders aus den Gebieten der hiheren
Arithmetik und der elliptischen I'unktionen von Dr. G. Eisenstein. Mit
cinem Vorwort von Prof. Dr. Gaup(!). Berlin, 1847.

3) Dieser vollstindige Titel findet sich nwr in dem Inhaltsverzeichnis
dieser Sammlung (FuBn. 2) hinter der Gaulschen Vorrede. In der ent-
sprechenden Textitberschrift (S. 218 bzw. Journ. f. Math. 8. 153) bricht der
Titel schon hinter ,zusammengesetzt sind* ab. (An beiden Stellen findet sich
iibrigens in der Numerierung der Druckfehler IV statt: VI).
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vergenz erforderlichen Kxponentialfaktoren, sind also nur bedingt?)
konvergent (wie durch Ubergang zur Doppelreile der Logarithmen
bewiesen wird). Das letztere wiirde auch von derjenigen Eisenstein-
schen Dopypelreihe gelten, die der Partialbruchreihe fiir g(20) ohne die

. 1. . .
Zusatzglieder — —,~ (in der von uns spiiter augewendeten Schreih-

mny
. . oo 1 , 1
weise, s. § 1, GL. (2)) entspricht, also der Reihe ~u2»} -¥ — )
ny e

Aber Eisenstein hilft sich dadurch, dafi er die in gleichem

. . . . 1 .
Sinne bedingt konvergierende Rethe Y —— subtrahiert und auf
g ta) — 2

o Oy
diese Weise die iibliche wnbedingt konvergierende Partialbruch-
vethe erzeugt?). Die entsprechende Reihe fiir '(u) erweist sich
ja ohne weiteres als wunbedingt konvergent. Fiir diese als dop-
pelperiodisch erkannten Funktionen gewinnt er dann durch wei-
tere Differentationen und passende Eliminationen diejenige Form
der Differentialgleichung?), welche der Gleichung (5) unseres § 1
entspricht, also:

P (@) =4 (g () — () (g ) — p (@) (o) — @n"))
=4 (p) —a)(p) —a)(pu)y —a”)
und schlieft daraus, wenn @ (u) = @ gesetzt wird:
1 da
W= —- .
2 § Vie—a)@@—a)(@—a")

Er hat somit bewiesen, dali als Umkehrungsfunktion von @ (v)
bei gegebenen Perioden @, o' ein elliptisches Integral erster
Gattung erscheint, wobei aber @, a’, a” als bestimmte Funktionen
von o, o  anzusehen sind, wihrend die I'rage nach dem ent-
sprechenden Zusammenhange bei belichiy vorgeschrichenen a, o', o”
(vel. § 1, Nr. 3) nicht berithrt wird,

1) Diese ,bedingie” Konvergenz ist in etwas anderem Sinne zu ver-
stehen, wie es sonst bei Doppelreihen iiblich ist. Vgl meine ,Elementare

Theorie der unendlichen Doppelreihen®: dieser Berichte 37 (1897) S. 140.

) Die grundlegende absolute Konvergenz von Y BE fir a > 2
oy (u—wﬂ )
hat er bereits als Spezialfall eines entsprechenden Satzes fiir beliebig viel-
fache Reihen an fritherer Stelle bewiesen (s. Journ. f. Math. S. 157 ff = Abh.
S. 21711
3) Journ. f. Math, S. 226 = Abh. S. 286.
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Gebtihrt hiernach Eisenstein!) (abgesehen von seiner we-
sentlich schwerfilligeren Bezeichnungsweise) die Erfindung der
von Welerstraf mit p(«) bezeichneten Funktion, so hat doch
erst Welerstral ihre ganze Bedeutung fiiv die Theorie der
yelliptischen Funlktionen erkannt und zuniichst auf ihr als doppel-
periodischer Grundfunktion, mit Beniitzung der in seiner klassi-
schen Abhandlung iiber die eindeutigen analytischen Funktionen
entwickelten Prinzipien, die Theorie der (gebrochenen) doppel-
periodischen Funktionen als eins der reizvollsten Kapitel seiner
Funktionentheorie auf- und ausgebaut. Allerdings existiert bis
jetzt keine vollstiindige und authentische Darstellung dieser von
Weierstrali in seinen verschiedenen Vorlesungen tiber elliptische
Funktionen ausgebildeten Theorie®). Immerhin geben die von
II. A. Schwarz nach Vorlesungen und Aufzeichnungen von
Weierstral bearbeiteten ,, Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche
der cliptischen Funktionen'*®) ein ausreichendes Bild von dem Auf-
bau der ganzen Theorie, und der Abschnitt {iber doppelperiodische
Funktionen auf 8. 367 —409 der aus Weierstralschen Vor-
lesungen hervorgegangenen, zum Teil freilich nur mit Vorsicht
zu gebrauchenden ,,Zheoric der analytischen Funktionen von Otto
Biermann®*) enthiilt mehr als alles, was in dem vorliegenden Zu-
sammenhange an Grundlagen der fraglichen Theorie in Betracht
lommt, #ibrigens ja auch in fast allen einschligigen Lehrbiichern
der letzten 50 Jahre zu finden ist. Denn hier handelt es sich ja
keineswegs um einen mehr oder weniger vollstiindigen Aufbau
der Theorie der elliptischen Funktionen, sondern lediglich um

1) In dem Lehrbuche: Fléments de la théorie des fonctions elliptiques
von Tannery und Molk findet sich in Bd. 1 (1893), S. 175, F'uBnote, eine
Bemerkung, die ein bezeichnendes Licht anf die in den spiiteren Lebens-
jahren von Weilerstrafb und Kronecker zwischen ihnen eingetretene
Entzweiung wirft. Danach habe Kronecker vorgeschlagen, zu Ehren von
Eisenstein das aus dem Anfangs- und Endbuchstaben seines Namens ge-
bildete Zeichen en(u) statt p(u) zu gebrauchen.

%) Die in Bd. 5 seiner Werke publizierte Vorlesung iiber elliptische
Funktionen, von der weiter unten noch die Rede sein wird, verfolgt eine
andere Tendenz,

3) Zweite Ausgabe, Bogen 1—12. Berlin 1893,
1) Berlin 1887,
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einen im Gegensatz zu dem ,historischen® (nach meinem Daliir-
halten) moglichst ,uatiirlichen® Zugang zu dieser Theorie.
Wenn es woll niemanden einfallen diirfte, die Funktion

a == sin « von vornherein als Umkehrungsfunktion des Integrals
5o dx . .

= v 4 behandeln, warum sollte man bei der in allen
o Y1 —ua?

thren merkwiirdigen Eigenschaften so leicht zu durchschauenden
Fuanktion @« = @ () den entsprechenden Weg einschlagen, stalt im
Gegenteil die iiber sie wett leichter erlangten Kenntnisse zu beniitzen,
um die Fundamentaleigenschaften ifrer Umkehrungsfunktion zu er-
kunden? Der Nachwels, dafi dieses Ziel mit verhiiltnismiiliig ein-
fachen Mitteln zu erreichen ist, bildet den Inhalt der folgenden
Auseinandersetzungen.

Vor allem mochite ich jedoch feststellen, daB bei ihrer Ab-
fassung die in Fufin. 3 der Seite 129 erwiihnte Weierstrafi-
sche Vorlesung in Bd. 5 seiner Werke!) trotz ihres genau ent-
gegengesetzten Ausgangspunktes mir aufierordentliche Dienste
geleistet hat. Sie schligt nimlich unter ausdriicklichem Verzicht
auf Vorkenntnisse und Hilfsmittel aus der allgemeinen Funktionen-
theorie gerade den Listorischen von uns angefochtenen Weg ein,
das Integral:

&X

: dx
N ]/L z* — JusZ — Yy

umzulceliven oder, was auf dasselbe hinausliuft, aus der Differential-
gleichung:

dz\* .
<d“> =4 g3 — Ja X — (s (llllt q o= « {tivr o = ())

z als Funktion von u zu bestimmen. Um das Ungliick voll zu
machen, beginmt das erste Kapitel behufs Transformation des all-
gemeinen elliptischen Integrals auf die obige Normalform mit
einem gewaltigen Aufwand recht umstiindlicher, #duBerst wenig
anziehender Rechnungen, ‘welche bei der ersten Lektiire mir das
beriichtigte ,,Lasciate ogni speranza‘ bedenklich nahe legte. In-
dessen nach Uberwindung dieses Inferno und einem kurzen
Durchgangskapitel tiber die Integration der obigen Differential-

1) Weiterhin kurz als W. 5 zitiert.
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aleichung durch Reihentwicklung kommen wir im dritten Ka-
pitel schon auf bekanntes Terrain: da wird bereits als Lisung
jener Differentialgleichung die Funktion @ == @(u) eingefiihrt,
freilich zuniichst in Form einer ganz schematischen Potenzreihe
mit hichst bescheidenem Konvergenzbereich, doch geht es sehr
hald mit der Vervollkommnung Schritt fiir Schritt vorwiirts:
Additionstheorem, genauere Bestimmung der Reilhienkoeffizienten,
Linfithrung der zu @ () in naher Bezichung stehenden Funlktion
a(w), gleichfalls als Potenzrethe mit jenem heschriinkten Konver-
genzbereich, Ausdehnung des letzteren auf die ganze Ihene, Dar-
stellung von g (u) durch einen Quotienten zweler bestiindig kon-
vergierenden Potenzrethen, Periodizitiit. Unsere Methode bringt
es mit sich, dall wir mit unserer Losung alle diese Stadien gleich-
falls durchmachen miissen, sodaB unsere Darstellung ganz parallel
mit der obigen verliuft. Dabei genieen wir aber den doppelten
Vorteil, dak wir manche der dort gefundenen Ergebnisse direkt
beniitzen kinunen, andererseits an Stelle der dortigen von Schritt
zu Schritt veu zu ersinnenden algebraischen Beweismittel be-
stimmte Vorbilder aus der Theorie der doppelperiodischen Funk-
tionen zur Verfigung haben. .

§ 1. Zusammenstellung einiger die Funktionen Z(i), w(n), o() betreffender

Grandformeln., — Die Identitit o(n o, @) —= p(u; g, o) fiir g, =
GON w b, gy = 10Y w ¢ — Einfiilhrung der Funktionen p(u; ¢, g3,
vt pev

30105 Gy 05), 3(0; 0o g bel beliebig vorgeschriebenen ¢, g;.

1. Bedeuten @, o' zwei belichige komplexe Zahlen mit
nicht-reellem Quotienten und setzt man:

o
0, = 2uw--2u00 (i’ I: 0, +1, +2, . lexkl pr=r=0,
y

bezeichnet dureh das Symbol ¥ die Summation iiber die obigen

v

i, v ovon — o bis -0, so ist die Reihe ¥ o,5 bekanntlich al-

i

solut Lonvergent und das gleiche gilt daher, abgesehen von den
Stellen 4 = 0 und w = ,,, von der folgenden:
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W) 1@ -+ ¥ s ey (0 D)y

U o,L, (w=0on) w 5 \u-w., o, o,
die iberdies in jedem abgeschlossenen, von Stellen 0 und o,
freien Bereiche gleichmidpig konvergiert und somit eine gebrochene
(,meromorphe®) franscendente Iunkiion (v) mit den cinfachen
Polen 0, ®,, darstellt?).

Das entsprechende gilt dann von iliren Derivierten:

1 1 1
2 [t — . S )
2 p@ {(u) o | et <(u e w)* (,)/2“')
1 1 Hoke
i _'_‘ \w - - — 2 \V’l \\
®) ® (lt) <U5 : o (u— (Ullr'):’) = _”(” — m”’)s

(wo jetzt: wy, = 0).

Ein Blick auf die letzte Schreibweise liit ohne jede Rech-
nung erkennen, dafy @'(xt) die Perioden 2 w, 2w’ hat, und daraus
folgt durch Integration der Gleichungen @ (v --2m) = @'(x),
@'(0--20") = p'(1) das nimliche fir ¢(x), da die Integrations-
l\onstante wie die Substitution v = — w bzw. v = — o' zeigt,
wegen () = @(—u) verschwindet.

Bedeutet #, das (von Null verschiedene) Absolutwert-Aininim
o
der in den Summen ¥ enthaltenen o, so liefert die Partialbruch-

ey
reihe (2) fiir die gerade Funktion g(w), fiir die wir mit Riicksicht
auf das folgende jetzt ausfiihrlicher g (u|w, @’) schreiben wollen,
die fiir w <r, giiltige Potenzreihe:

a

Bl o,0)=u —_}_

w18

" 959 —0h
e, wor =22 —1)Y w7,

also Insbesondere:

,|<
1) Nach dem Vorbilde: cotxu - —{— yu__ ¥

vl —)
“Jn
= “+ 3 . -+ : ;
M Lo \Ut—w v
2) Auf diesen, wie mir scheint, cinfachsten Zugang zur Theorie der
doppelperiodischen Funktionen habe ich schon bei fritherer Gelegenheit
hingewiesen: s. dieser Berichte Jahrgang 1912, S. 84/5, Tufin. 2
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(1 21) Cy, = 3y (U/L:'y Cy == o .\’_‘" w5
nv I
Andererseits geniigt @ (u) als |, doppelperiodische Funktion 2t
Ordnuny* der Differentialgleichung:

(5) @' () =4 (p ) —p (W) (p W) — pln")) (P ) — @),

wo: "= 0+ 0, 9(0) £ () Fo(0"), o)+ po) + plo”) =0,
sodai die vorstehende Differentialgleichung sich auch folgender-
malen schretben lifit;

() @) =4 p ) —g, 0w —yg,
5
4 (W) —e) () — ) (p (u) — ¢,),
wo e, ¢, ¢ durch p(w), p(»’), p(w") definiert sind, also:
e, ey -e, =0, ¢, ¢, Fe, und daber: ¢ — 274540,

|

Die , Invarianten g,, g, erscheinen hierbei zuniichst als
symmetrische ganze Funktionen von ¢ (w), g (»'), g (0”), schliel-
lich also als symmetrische Funktionen von @, »’. Eine einfachere
Darstellung fiir diese, sowie zugleich auch fiir die Koeffizienten ¢,
cgewinnt man durch Einsetzen der Reihe (1) und ihrer Derivierten
in die Differentialgleichung (6) und Koeffizienten-Vergleichung,
nimlich: .
- 1 1 1 -

(7) ¢, o0 G ag Y und fiir 2> 4z ¢, t(ijl%?(-_z/‘.?r'l)};”“z("- e

Die Vergleichung der Ausdviicke (7) fiir ¢,, g, mit denjeni-
gen in Gl (4a) liefert fiir die Invarianten g,. g, die fundamen-
talen Beziehungen:

(8) go = 60X w5, ¢y =140 ¥ w,;.
o o

Des weiteren zeigt die Rekursionsformel (7) fiir die ¢,, dak
diese sich durchweg als ganze rationale Funktionen von g¢,, ¢, mit
positiven, rationalen Zahlenkoeffizienten darstellen lassen. Da hier-
nach die Reilie (4), die doch schlieBlich als definierendes Funktions-
element fiir o (1) angesehen werden kann, gar kein explizites o, o’
mehr enthiilt, schreibt man, um dies in Hvidenz zu setzen, statt
@ (ulw, o) nach Bedarf auch @ (u; 9., g,)-

2. Ehe wir die letzte Bemerkung weiter verfolgen, halten
wir es flir zweckmiiliig, den vorstehenden Reminiszenzen aus der
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Theorie der Funktion @ («) noch die folgenden auf {(w), o(2) be-
ziiglichen hinzuzuftigen.

Nach einem bekannten Satze von Weierstrabk LiBt sich
jede gebrochene transcendente Funktion als Quotient zweler ganzen
darstellen. Um dies fiir die Funktionen, {(x), @(«) durchzuliihren,
bedarf man also fir den Nenner eine ganze Funktion, welche die
DPole w,,, za einfachen Nullstellen hat, und gelangt nach einem anderen
bekannten Weierstralischen Satze zur Bildung der Funktion:

" 1 w 2
1 w Tl )
() o(w) =ull' <1 — n_) e ( “rro

wr Wy

(wo das Zeichen []' in analogem Sinne zu verstehen ist, wie zu-

ny

vor ). Durch 10ga1‘itlllnisclle Differentiation von Gl (9) findet

wy

man sodaun:

o' (1) 1 , 1 W 1 ;
10 2= LY R == (e
( ) g (U) 14 I .‘:’ (N = Wy : (”‘:r,)' { Dy ( )

und durch nochmalige Differentintion:

‘ o' (W) —a(u) 0" ()
(1) (1) = — o) .

Ferner ergibt sich aus der Potenzreihe (1) fitv g (xt), wegen
() = — @ (), durch Integration die folgende Potenzreibe fiir
C (i) (ohme konstantes Glied wegen {(—w) = — {(w)):

(12) C(u) = —u™! — §» 97 1__—1 e, W ()

und bieraus vermittelst der aus Gl. (10) durch Mulfiplikation mit
#-o(u) hervorgehenden Beziehung: wo(w) (1) = uo'(1) nach
der Methode der unbestimmten Ioelfizienten:

13 o) = u ]}QE) b, w1,
2
wo:
— s . s
] b= T BT Taug
(13a) o
1737 Ca | c,
b, = — Y= b, .
“ 2A\ % 2x—1 7%= 1 22 —1
Dabei gilt die Reihe (13) auf Grund ihrer Herleitung zu-

-

piichst nur far w 7 #,, erweist sich indessen als bestindig lon-
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vergent, da der Charakter von o(u) als ganze transcendente Funk-
tion bereits feststeht.

3. Setzt man g (1) = @, so nimmt die Differentialgleichung (6)
die Form an:

1\ 2 )
(14) (:l Z) =4a’— g, — gy = 4 (e — 01) (e — (3._,) (x — p:a)

und wird nach Hinzuftigung der Anfangsbedingung: z == oo fiir
w=0, durch 2 = p(u; ¢,,9,) dann und nur dann befriedigt,
’
- . . a)
wenn nach Vorgabe lediglich an die Bedingung 9 <~--.> +0 ge-
wi
bundener, im iibrigen beliebiger w, o’ die g¢,, g, den zuvor mit
(8) bezeichneten Gleichungen:
(8) g, = 60Y w5, g,=140Y o,
- "y "
entnommen  werden.” Andererseits behilt aber die Differential-
gleichung (14) durchaus ihren Sinn, wenn an die Stelle der Zahlen
0., 0, zwel bis auf die einzige Beschriinkung g} — 27 g3 £ 0 williy
willkiirliche g,, g, treten, von denen zum mindesten nick! feststelt,
ob sie Beziechungen von der Form (8) geniigen. Die Irage nach
der Existenz einer die Differentialgleichung:

dx\? -
(14a) =4 —qg,x—q, @ = fiir w=0)
du 2

bet beliebig vorgeschrichenen g, g, befriedigenden Lisung wird
dann zumeist von der ,entgegengesetzten® Seite in Angriff ge-
nommen, d. h. indem man die Bestimmung von w als Funktion
von z auf Grund der entsprechend umgeformten Differential-
gleichung:

du I
I4h == = w =0 fiitr » = ),
(14b) dz Viyzd — gt = 0y ( )

X
also schlieflich die Diskussion des Integrals § e
w 4zt —g,x - g,
mit den Methoden der komplexen Integration zum Ausgangs-
punkte nimmt?).

L Vel z. B. Bavkhard-Faber, Elliptische Funktionen (1920), 8.62, 11
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Eine direktere Erledigung der obigen Frage wiirde sich aus
dem Nachweis ergeben, dafi stets Wertepaare w, o' existieren,
welche den im Sinne der Gleichungen (8) gebildeten Beziehungen
geniigen:

|
(15) ;\5" W, = 6o 92 /:\_:‘,' 5 == lélt()‘ gy -

Diesen Weg hat z B. Hurwitz in seinen Vorlesungen!) ein-
geschlagen. Immerhin kann man wohl sagen, daf} seine sehr sinn-
reiche, in die Theorie der elliptischen Modulfunktionen hinein-
fithrende Methode®) dem Verstiindnis eines Anfingers ziemliche
Schwierigkeiten bereiten diirfte und dafi es iiberdies sicher etwas
mifiliches hat, die Begriindung eines fiir den ganzen Aufbau der
Theorie wichtigen Krgebnisses allzusehr nach dem Fnde hin in
eine Art Ausliufer der Theorie zu verlegen.

Dem gegeniiber soll im folgenden versucht werden, das gleiche
Ziel durch eine Methode zu erreichen, welche, wie bereits oben
bemerkt, in teilweiser Anlehnung an die erwiihnte Vorlesung von
Weiertral, jedoch im Gegensatz zu dieser im unmittelbaren An-
schlu an die so leicht zugiingliche Theorie der gebrochenen
doppelperiodischen Funktionen mit verhiiltnismiiliig sehr einfachen
[Nilfsmitteln zu Werke geht.

4. Wir gehen von der Bemerkung aus, dafi die Konvergenz
und der Konvergenzradius der als deflnierendes Funktionselement

»
von ¢ (u; g,, g,) dienlichen Potenzreihe: =2 - Y2 ¢, #*#~? im Hin-
9

blick auf die Koeffizientenbestimmung (7) an und fiir sich ledig-
lich von der (srife der Absolutwerte |g,, ¢,|, nicht aber von
dem Umstande abhiingt, ob dieselben den Gleichungen (8) ent-
nommen werden. Insbesondere lassen die Koeflizienten-Formeln (7)
erkennen, dafi im Falle:

e, <1, ey <1, d.her g,]<20, |g,] <28,
fir 2> 4 sich ergibt:

. 3
0] i
%i=27 11
1) Hurwitz - Courant, Vorlesungen iiber allgemeine Funktionen-
theorie und elliptische Funktionen. 1. Auflage 1922.
2) A.a. 0. S.206/215.
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mithin die fragliche Reihe mindestens den Konvergenzradius 1
hesitzt.

Bedeuten jetzt also wieder ., g, zwei im ibrigen belicbige
Zahlen, die wir nuy vorliiufiy den beiden Bedingungen unterwerfen:

(16) g,/ <20, g,/ <28,

und bezeichnen wir mit c,, ¢, ¢, solche Zahlen, die genan so von
guy g abhiingen, wie die durch GI (7) definierten ¢, ry, ¢, von
e}

Jor 93, S0 lonvergiert die Reihe Y2 ¢, %°*=2 zum mindesten fiir
- 2 -

w <~ 1 und kann daher nach Hinzufiigung des Gliedes u=2 als
definierendes Element einer analytischen Funlktion dienen, die wir
mibt P (u; g,, g,) bezeichnen wollen, sodaf also zuniichst fiir |u'<1:

.
(17) P (5 0.y gz) =y ? - ﬁ)' ¢, w2,

Da aber die entsprechende Reihe mit den Koeffizienten ¢,
fir 2 in die Differentialgleichung (6) eingesetzt, diese formal be-
friedigen mufite, so gilt das gleiche fiir die Reihe (17) beziiglich
der folgenden Differentialgleichung, die wir als von jetzt ab
durchweg in den Vordergrund tretend durch die Nummer (I) aus-"
zeichnen wollen:

2
O ()=t e — = e =) G =) ),
sodaly sie also in dieser Gestalt fiiv |« <"1 einschlieBlich der An-
fangsbedingung & = ~ fir v« =0 durch z = p(v; g,, g;) be-
friedigt wird.

Dabei gentligen die jetzt mit ¢, ¢,, ¢, bezeichneten Wurzeln
der Gleichung 42°— g, 2 — g, = 0 wieder der Bedingung ¢, +e¢,%¢,,
wenn wir cin fiir allemal g,, g der Bedingung ¢; — 27 g5+0
unterwerfen. Um dagegen g,, g; von der vorliufig eingefiihrten
Beschriinkung (16) zu befreien, transformieren wir die Differential-
gleichung mit Hilfe der Identitiit:

r \?

la\*? d(3 . . -
Y = - (wo a eine belicbige Konstante)
du d (),
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N I , Y Os
d(aw)) ~— a® (o~ g, = g) = (a-) at <a~’> AN

welche nach Analogie von (I) befriedigt wird durch:
@ g,
o, 1)
o~ [¢3 o

aul<71, <o, B<os

b

{alls:

Durch Vergleichung der beiden fiir @ bzw. -, gefundenen
43

Ausdriicke ergibt sich dann die folgende (einer bekannten fiir
@ (5 g4y g,) geltenden ,Homogeneitiits - Relation® vollig analoge)
Beziehung:

«b

0 (U5 goy Gy) = a®p <a ", ?i, ﬂq.).
s

Versteht man unter a eine beliebig grofy zu denkende posi-
tive Zahl, so Desitzt die definierende Potenzreithe in u fir die

_ 1
[ =", wenn

rechte Seite mindestens den Konvergenzradius
(23

nur 4., g, den Bedingungen gentiigen:
g.1<20at, g, <28 df

Da aber die entsprechende Potenzreihe fiir die linke Seite
mit jener idenfisch sein mufl, so konvergiert sie unter derselben

Bedingung gleichfalls [iir \u]<i. Und da es freisteht, durch

bestiindige Vergriferung von « jene oberen Schranken fiir g,l, 'g,]
beliebig zu erhohen, so folgt:

Das definierende Funltions-Tlement (17) fir pGu; g, gy)
hat fiir jedes belicbig grof zu denkende Wertepaar g, g, cinen
von Null verschiedenen Konvergenzradius .

Das niimliche gilt dann auch fiir die Potenzreihen (s. Glei-
chung (12), (13)), welche aus denjenigen fiiv (), o(u) hervor-
gehen, wenn man die Koeffizienten ¢,, 6, durch ¢, b, ersetzt (wo
wiederum b, aus b, durch Veltauschunﬂf von ¢, ¢, mlt 0.y Gy ent-
steht). [Ixennch dehmmen wir nach Analogie von p(u; g., 0,)



Kritisch-historische Bemerkungen zur Funktionentheorie, 1V. 143

zwel weitere analytysche F'unktionen 3 (u; g., g,), 3(u; gov ) durch
die fiir [@]|<7 v konvergierenden Funktions-Elemente:

) q: 1 L
(18) S(HHLH93):""“_1—%"22_1(‘2” g ]l‘ o
. el x.
(19) 85 gy g) = | X2 b, 0 F! [

Auf Grund des formalen Zusammenhanges, welcher zwischen
diesen Potenzreihen infolge ihrer Herleitung besteht, ergeben
sich nach Analogie der Gleichungen (10), (2), (11) die folgenden
Relationen (wobei wir zur Abkiirzung der Bezeichnungen die
ausdriickliche Erwithnung von g, g, unterdriicken):

(20) 3(u) == i E:g ] ’
O — s et | T
(21) plu) = — 3/ (u) = 8'(u) :(;c)(;l) (“)'

Wiihlt man fir g,, g, ein Wertepaar, welches der Menge
der zuvor mit g,, g, bezeichneten angehort, so wird p(u; g, g;)
wegen Gemeinsamkeit des definierenden Funktions-Elements mit
cinem g (w5 ¢f,, ¢y) identisch. Unser Ziel geht dahin, eine solche
Identitiit bei beliebig gewiihlten g,, g, festzustellen. Iierzu ist
zuniichst erforderlich, die Giiltigkeit gewisser fiir die Funktion
@ (5 gy, ¢,) zumeist mit Beniitzung ihres Charakters als doppel-
periodischen Funktion gewonnenen Grundformeln, in erster Linie
des Additionstheorems, lediglich aus den bisher bekannten Kigen-
schaften des definierenden Funktions-Klements abzuleiten. Ent-
sprechendes gilt fiir 3(), 3(u).

Silzungsb, d. math.-nalurw. Abt, Jalirg. 1030, 10
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§ 2. Die Additionstheoreme fiir p(i), 3(«) und die Formel

pl) —p) = - M—L—)— 3(v) eine ganze, p(v) cine gebroechene
3(u)? 8 (v)?

transcendente Funktion, welche in der ganzen Ebene der Differential-
gleichnug (I) geniigt. — Die Frage der Periodizitiit von p(«) und ihr
Zusammenhang mit der Gleichung p(i) =¢;.

1. Da ja das Additionstheorem von g () als nachzubildendes
Muster vorliegt!), so handelt es sich schliefilich um eine bloGe
Verifikation der Formel:

") — 1 (D 2
I R R G R (OB (R e sy

unter der Voraussetzung, das w«, v, - v siimtlich dem Innern
des Bereichs (0)v angehoren. Um aber fiir den in Aussicht ge-
nommenen Fall der Vergrofierung des Definitionsbereichs von p(u)
die Giiltigkeit des abzuleitendes Additionstheorems von vorn-
herein fiir diesen vergrifierten Bereich zu sichern, beweisen wir
dasselbe gleich in der folgenden etwas erweiterten Fassung:

Ist f(u) eine gerade, mit dem Pol u = 0 behaficte Funl-
tion, welche in einem zusammenhingenden, die Stelle 1w = 0
tm Innern enthaltenden DBereich B bis auf etwaige Pole sich
requliir verhilt und fiiv @ eingesetzt der Differentialgleichung
(1) yeniigt?), so gilt die Formel:

@) Sk e = (L0

S (w) —f (@)
solange u, v, u --v dem DBercich B angehiiren.

Beweis. Wir stellen zuniichst fest, daf jeder Pol w = o'
(einsebl. w = 0) von der 2" Ordnung sein mufi. Da x = /(u)
der Differentialgleichung (I) geniigt, so findet man:

SR
11(1_r’n”,f ) f‘}, also endlich und $0.

Angenommen, es sei der Pol o' fiir /(«) von der Ordnung m,
so besitzt er fiir /'(u) die Ordnungszahl m -|-1. Es wird also

1) Anderer, davon unabhiingiger Beweis: W. 5, S. 24/6.
2) Man hat also: /()2 = 4/(0)3 — q. /(1) — g3+
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S'()? fir w—>« unendlich von der Ordnung 2m -2, /(u)®
von der Ordnung 3m. Da aus der vorstehenden Grenzwertbe-
stimmung folgt: 3m = 2m + 2, so findet man, wie behauptet,
m = 2.

Die zu beweisende Formel (23) lifit sich mit Hilfe der Sub-
stitution:

U4 v=—s (alsor v = — (0 }+ 9)

in die Form setzen:

EORSAED

@) (e ) = — At 9 =/,

welche zeigt, daly die linke Seite von w unabhingiy ist, ihre nach
« genommene Derivierte also identisch verschwinden mub.

Um  dieser letzteren eine zweckmibige Form zu geben,
setzen wir:

o) 1700 /G = 00 alsor /() = 3(p ()
V) =S =)y Sl 8) = 3 () — ()

sodafy also die linke Seite von (/. (24) die ecinfachere Form an-

nimmt;
1 (])’(?1) K
() 70

Man hat also zu bilden:

d (1 /9"()\*
du (Ti <1/’ (2[)) -7 (u))
Lo v () 9" () — 960 ()

o 2 Y (H) I/'(’ll)2 -7 (ZL)

g
GO =gy

(p () @" () — @' ) ' () — 2y ()®).

Um das erste Glied in der Klammer umzuformen, hat man
aus der ersten der Gleichungen (25):

@ () = /00 =S 9,
andererseits durch Differentation der Diff.-GlL (1) (s. vorige Seite,
Fufin. 2):
10*
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27 () /" () == 12 0)® /(1) — 9. /" (2t)
Sy = 6w —1g..
ebenso: /(u-8) = 6/(u-}-9* — 1 g

also durch Einsetzen in den Ausdruck fiir ¢”(x):

¢" () = 6 (/)" |-/ -|-9%) — g,
== 3 () | y?) — g,
(s. die zweite Kolonne der Gleichungen (25)).

Hiernach fitr das erste Glied der Klammer in (26):

v () " () = 3 () y () = 3y (1)* — g, v ().

Fiir das cweite Klammerglied von (26) findet man durch
Differentiation und darauf folgende Multiplikation der Gleichungen
(26), erste Kolonne:

000 1) = S — S G151,
also mit Benittzung der Diff. - Gl. (I) und der Gleichungen (25),
zweite Kolonne:

@ () ' () = 4 () — fu -9 — g, () — f(u-]-9))
= H(p) v ) — (p G0 — v (@)} — g, 9 (o)
== G () w (W) (@) — g, ().

Setzt man die vorstehenden Ausdriicke fitr die beiden ersten

Klammerglieder der rechten Seite von Gl (26), so hebt sich alles
weg und man findet, wie zu beweisen war:

L ) =o.

Hieraus folgt, dafi der in der Klammer stehende Ausdruck,
d. h. nach sciner Provenienz die linke Secite von Gl. (24) von wu

unabhiingig, allenfalls noch von s abhiingig. etwa:

(/) S 9)
G0y (f (W) 7 (0 |3)

Um C; zu bestimmen, machen wir den Grenziibergang « = 0.
Alsdann ergibt sich:

)L—fw) — /- 8) = O
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Ly /(e -9V

{ (Fiy Zrars) —rof =0

. (f(m -/ G902 — 4 () (ST — flu - 9)) .

-4 fim U = G-t ) — /).
Liost man die beiden Quadrate im Zihler auf und ersetzt

J(u)* durch die rechte Seite der Diff.-GL (1) (fir = = f(u),

s. 5. 144, Fufin. 2), so heben sich die Glieder 4 /(2)* weg und

das einzige Glied, welches den Faktor /(u)? enthiilt, lautet:

8/(u)® f(u {-5). Dividiert man Zihler und Nenner durch ()2,

so reduziert sich der Ausdruck unter dem Limeszeichen fiir «— 0

J(s)

auf 8—1 -, sodaB sich ergibt:

(!; == lIim
w—0

= /).

Durch Einsetzen dieses Ergebnisses in Gl. (27) nimmt diese
genau die Form der zu beweisenden Gl. (24) an und geht durch
Riicksubstitution von s = — (u-+-2) und angemessene Umord-
nung in die Formel (23) iiber. —

Damit ist insbesondere die Giiltigkeit des Additionstheorems
(22) fiir p(x) im Bereich |u|<" v bewiesen.

2. Ersetzt man in der Formel:

| 1/ () — p’(v))2
1u'~v-'-)u--11):< ‘
1’( )l‘]‘()];() 4;](”)___})(0)
v durch — v, so wird:
1/p'(a) |- p'(v)\2
w— o) () - b (0) — “im Py
b= b v fpe) = (B
und, wenn man die erste Gleichung von der zweiten subtrahiert:
. | P p'()
28 — D -0) b —v) = ; )
( ) “(” i ) } ;( ) (P(‘H) ___p(v))z
anders geschrieben (wenn v als veriinderlich, u als fest ange-

sehen wird):

A RUON
Dyj(w—40) FDyz(w-—2v) = D,
0( | ) \( ) (u)—p(l)
Hieraus folgt durch Integration:

1 _ - P
3 ) 3w —v) = () — p(v) T
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wo C, nur noch von u abhiingen kann. Zur Bestimmung von
C, ergibt sich durch die Wahl v > 0:
2300 = Ci,
sodaBl also: :
.
P'(ar)
st o) 3w — ) — 2300 = .
)( { ) { 0( ) "‘O() p(“)_p(v)

Durch Vertauschung von « und » und Addition der resul-
tierenden Gleichung zu der vorhergehenden wiirde sich das Ad-
ditionstheorem von 3(u) genau konform demjenigen von {(u) er-
geben, kommt aber in dem vorliegenden Zusammenhange nicht
weiter in Betracht. Fiir uns geniigt die Beziehung (28), welche
wir zuniichst in die folgende Form setzen:

i)  suto), 8u—0) 9 &'(u)
() —pl)  s(e4v) " s{u—2v) s (u)
und sodann, indem wir jetzt w als veriinderlich, » als fest ansehen:
D, () =) D, (304 ) (e — ) §(0)~?)
p(u)—p(v) (4 0) 3 —v) 8wy
Hieraus durch Integration:
plu) — plo) = C, 8w+ v)s(u —v) 3(u)~2,
wo U, nur von v abhiingt. Um C, zu bestimmen, multiplizieren
wir die Gleichung mit #? und machen den Grenzitbergang u— 0.

Alsdann wird (wegen: lim - 2:l) == 1)
=t O R
1
= 7.-5“1/9— also . 1,:--
1=0C,-3(»)3(—v), also: C, s’

sodaBf durch Einsetzen in die vorhergehende Gleichung die
(wiederum fiir p(«) ihr vollkommenes Analogon besitzende) Formel
sich ergibt?):

&(u 4 v) 8(u — v)
(29) plu)—plv) = §(u)? 3 (0]

3. Durch die Substitution » = w + % und Multiplikation mit

v

——]12 geht die letzte Gleichung in die folgende iiber:

') Vgl. W. 5, 8.387, Gl (14).
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s2u+n) 3(—h

plu+h)—plu) = 5 (o 1) 5 (0 ) Lo

also fiir 2> 0:
(30) V) = —
Nun war (s. Gl (21)):

3(2u)
3(u)*

&) —s(w) 8" ()
p (“) - g(u)[ '

woraus durch Differentiation sich ergibt:

p'(0) = ,—-( ) 3 (880) 8"() " () — & (u)? 3" (u) — 28 (w)?)

und sodann durch Vergleichung mit Gl. (30):
5(2u) () (287 (1) — 38(w) 8 (u) 8" (u) - 8(w)* 8" (w)).

Ersetzt man schliefilich « durch 2, so folgt:

oy s (23] oo(2) () () ()

Diese zuniichst unter der Voraussetzung v <1 abgeleitete
Beziehung stellt nach Einsetzen der fiir die einzelnen Bestand--
teile geltenden I (¢)-Entwicklungen und Umformung der rechten
Seite in eine einzige Potenzreihe zuniichst fiir den Bereich u <Zv
cine Identitif zwischen zwei Potenzreihen vor. Da aber die Reihe

Bt
).)

anf der rechten Seite fiir i)/’/ v, also « <721 konvergiert, so
a4
erstreckt sich diese Eigenschaft auch auf die linke, sodafi also
der urspriingliche Konvergenz- und Definitionsbereich nunmehr
verdoppelt esscheint. Und da dieser Verdoppelungsprozefs mit ilfe
der Gleichung (31) unbegrenzt fortsetzbar ist, so folgt schliefi-
lich, daB die urspriinglich nur als definierendes Funktionselement
fir den Bereich | |<Z v hergestellte Potenzreihe (19) (S. 143) be-
stindig konvergiert und somit 3(w) sich als ganze transcendente

Funktion erweist.

4. Daraus ergibt sich weiter, daBi der letzte Ausdruck auf
der rechten Seite von Gl. (21) einen Quotienten von zwei ganzen

Y Vgl. W. 5, S. 34, Gl (10).






