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Komplexe Spannungsberechnung der Verzahnungen 

Von Heinz Neuber 

Vorgelegt am 11. 6. 1971 

Mit 3 Abbildungen 

Für die Lösung schwieriger Probleme der zweidimensionalen 
linearen Elastizitätstheorie eignet sich das Verfahren der kom- 
plexen Spannungsfunktion [1, 2, 3, 4]. Mit Hilfe einer Verein- 
fachung dieses Verfahrens lassen sich auf direktem Wege exakte 
Lösungen der Grundprobleme der Verzahnungen aufstellen. 

1. Die Ausgangsgleichungen 

Es seien x, y kartesische Koordinaten und u, v die Parameter 
eines orthogonalen krummlinigen Koordinatensystems. Die zu- 
gehörigen komplexen Koordinaten sind 

(1) z = x + iy, z = x — iy, w = u + iv, w = u — iv. 

Bei konformer Abbildung gilt 

(2) z = z (w). 

Es gelte die Schreibweise 

/ N df(w) _ 1 df{w) f 
dw dw 

Die Komponenten des Linienelementes sind hdii und hdü, 

wobei sich der metrische Faktor h aus 

(4) h2 = zi 

und der Tangentenwinkel a aus 

(5) *2,'a = 4 
2 

errechnen. 
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138 Heinz Neuber 

Die Gleichgewichtsbedingungen der Spannungskomponenten 
ax, ay, rxy in kartesischen Koordinaten, bzw. au, av, xuv in 
krummlinigen Koordinaten, sowie die Bedingungen der geo- 
metrisch-linearen Verformung bei Hookeschem Gesetz und ein- 

deutigen Verschiebungskomponenten Vx und Vy sind gewähr- 

leistet, wenn die Airysche Funktion in der Form 

(6) F = zfx{w) + zfx{w) +f 2(w) +/2(w) 

gebildet wird und die Verschiebungs- und Spannungskompo- 
nenten folgendermaßen hergeleitet werden: 

(7) 

(8) 

(9) 

<*x + av = au + o, = A F = 4 (4- + 4 )> 

2 * h» = 4 
d2F 
Jë2’  

, . 2.« &F 4 dll 8F\ 
+ *uv = 4 e m-T = — T— TT-' 

C Zz Z OW \ Z GW J 

(io) E(Vx+iVy) = -2(i +v)^-+8/i; 

hierbei ist E der Elastizitätsmodul und v die Ouerdehnzahl. 
Sind I und II zwei Punkte innerhalb des Definitionsgebietes, 

so gilt für den Kraftfluß, der durch eine von I nach II innerhalb 

des Materials verlaufende Linie übertragen wird, (Px und P 
Kraftkomponenten, M Moment) 

(11) 

(12) M 

p = p,+ipy=2,n4f)„ (¥),]% � 
r 8F 

— Y2~ë7 
8F , - - zri r 8F , - 8F 

+ Z — Fl   \s— b Z -j— oz JII L dz dz 

Am lastfreien Rand gilt mithin 

(13) = fiz (ß ist eine komplexe Konstante). 

Das Verfahren vereinfacht sich, wenn für fx eine im Angriffs- 
punkt der Last logarithmisch singuläre Funktion eingesetzt wird. 
Ist der Rand eine Linie u = u0, so läßt sich (13) mittels w = 
2 u0 = w in eine Funktion von w umschreiben, aus welcher /2 

direkt hervorgeht. Falls hierbei im Innern Pole auftreten, müs- 
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sen diese durch Aufnahme entsprechender Zusatzfunktionen bei 
f1 kompensiert werden. 

2. Der Zahn 

Als erster Fall sei eine Halbebene mit zahnartigem Vorsprung 
betrachtet (Abb. 1). Für gleichmäßige Zugbeanspruchung wurde 

dieses Problem vom Verfasser in [5-6] behandelt. 

Beliebige Zahnprofile lassen sich mit der allgemeinen Abbil- 
dungsfunktion 

(x4) * = w + 2! Sr 
i=  1 

erfassen. 

Bei Einzellast gilt der Ansatz 
n 

(H) fi = — (w — w0) + 
m=l 

Die Anwendung von (13) führt bei der Bestimmung von /2 zu- 
nächst an der Stelle w = 2 u0 auf Pole von der Form (2 tt0 — w)~ ‘ 
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mit t = 1,2,...,«. Diese verschwinden, wenn die Koeffizienten 
cm aus den Gleichungen 

de) A 
Æ = 1 q = 0 

2Df+?) Cff+e + et 
(22/0) 

k + g + l 

n—t 

Ä \ 1 aq + t 

471 ' ze08 + 1 

q = 0 

r, = O 

für t = i,2,...,zz 
berechnet werden. 

Den Verlauf der Randspannung für das Profil n — 1, a1 — — 1, 
«o = 0.4 mit einer bei v0 — —0.2 normal zum Rand angreifenden 
Kraft zeigt Abb. 1. Bezüglich weiterer Einzelheiten siehe [7]. 

3. Die Zahnstange 

Eine für technische Zahnprofile geeignete Abbildungsfunktion 
ist: 

(17) 

Bei Einzellast gilt 

w am coth’" 
m = l 

(l8) A = % P]n(w — w0) + 2J 2 7Z— 
-dp,k 

(w 27lkl)I  
P = 1 k = — 00 

Das Verfahren liefert in allen Zähnen zunächst Pole von der 
Form (2 u0 + 2 n ki— w)~‘\ sie verschwinden, wenn die Koeffi- 
zienten Ap< k aus den Gleichungen 

(19) Z n£äpdp<p_t_g 
p=t ?=o 

n 00 

Pbf + Z Z!" AmJê \  
m = 1 l =  — 00 J 

n n 

“I- Z Z amCm,p — t k -d/,k — 0 

p = t m = 1 

berechnet werden. Die hierbei auftretenden Hilfsgrößen stehen 

mit den folgenden Reihenentwicklungen in Zusammenhang : 

00 

= ZJ cm,ç(
2uo + 2kni— w)\ 

q=0 
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w — w1 
  = yj b^] (2 u0 + 2kni — w)q, 

{W-Lir^ = Z el:l )
q{2u0+2kni-wy, 

ç = 0 

00 

cotlV («0 = yj dp q (2 UQ + 2kizi — w) 
? = 0 

q—p 

Bei der praktischen Durchführung genügt es, für k und l die 
Zahlen — 1, o, +1 einzusetzen, wenn der belastete Zahn die 
Nummer o erhält (|z»0| < ri). 

Den Verlauf der Randspannung beim Profil n = 1, ax = —1, 
u0 = ln 2 zeigt Abb. 2 für eine bei v0 = TT/6 angreifende Nor- 
malkraft. Bezüglich weiterer Einzelheiten siehe [8]. 

4. Das Zahnrad 

Für die Anwendung auf technisch wichtige Zahnprofile eignet 
sich die Abbildungsfunktion: 

n 

(21) z = ew 1 + y', am coth"' 
m = 1 

10 München Ak. Sb. 1971 
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Hierbei ist .r die Zahl der Zähne. 
Für Einzellast gilt der Ansatz 

C22) A = ^  [— P ln(«“’  — e* ’) + Ce*" + 

+ 
n s—1 

v 

P= 

1 V A«' 1 

1 (l-^ + T^Od' 

Die Funktion (l + v)a//4 gewährleistet die Eindeutigkeit des ela- 
stischen Verschiebungsvektors in der näheren Umgebung der 
Radmitte, wo das Definitionsgebiet infolge der dort übertragenen 
Reaktionskräfte zweifach zusammenhängt. Die Funktion Ce~w 

dient zur Kompensation einer zusätzlichen Singularität in Rad- 

mitte, wobei sich 

(23) 
(1 -fr) (1 + aJP 

4(1 —IZJR2“ » 

ergibt. Zur Beseitigung der in den einzelnen Zähnen auftreten- 

den Pole von der Form (1 — ew~2"°~2k7t',s')~‘ sind folgende Rei- 
henentwicklungen erforderlich : 

(24) 

ew ew„ 4 (1 +v)e 2 u0 — 2 w = bf(\ — ew-2ui>-2kn<ly, 

Ç = 0 

^ [coth^1 (^) - COth—1 (2^)]- coth" ) 

Jtj Cm,g^ 1 ,w— 2«o — 2&ni/s\ç 
y, 

g = 0 

coth  ̂ su. -V) = 2X,(—' 
,w — 2 Ko—2 k n i/s\g —p y-* t 

q = 0 

g2uB-3w+ 2nl lis 

( 1 g-w + 2ln iis^m + 
_ _ y1 e(*, l) ^   g»—2», — 2kni/sy 

, = 0 

Die Pole verschwinden, wenn die Konstanten aus folgen- 
den Gleichungen ermittelt werden : 




