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1. Einleitung 

Die Differentialgleichung 

(1) (1 -f- Ez'zfw z- + En(n + 1) w = o, n £ N,1 e = ± 1, 

steht in enger Beziehung zur Potentialgleichung und zur Wellen- 
gleichung für drei bzw. zwei Raumdimensionen. Man erhält sie 
durch Übergang zu räumlichen Polar- bzw. Hyperbelkoordinaten 
und anschließende Separation (vgl. [1] und [4]). 

Nach einem in [1] entwickelten Verfahren lassen sich alle 
Lösungen der Differentialgleichung (1), die in einfach zusammen- 
hängenden Gebieten2 G der Riemannschen Zahlenkugel (e= +1) 
bzw. des Einheitskreises (e = —1) definiert sind, unter Verwen- 
dung von zwei in G holomorphen Funktionen und deren Ab- 

leitungen bis zur Ordnung n angeben. Der entsprechende Satz 

1 Mit  N wird die Menge der natürlichen Zahlen bezeichnet. 
2 Im Falle s = + t bezeichnet G stets ein endliches Teilgebiet der Riemann- 

schen Zahlenkugel £*, wenn das Gegenteil nicht besonders betont wird. 
München Ak. SB. 1965 
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lautet (vgl. [l],  Satz l und 6), wenn man zur Vereinfachung der 
Schreibweise den folgenden linear homogenen Operator 

E(g(?)) = (Eg)(z) = Z Avx
n "g{v) (z), g(z) holomorph, 

2 v=0 

Av = (-*)'  
(2 n —v)\ 

v 1 (n — v) ! ’ T 
z 

1 + ezz ’ 

verwendet : 

Satz I 

a) Zu jeder in einem einfach zusammenhängenden Gebiet G 
definierten (komplexwertigen) Lösung der Differentialgleichung 
(l) gibt es in G holomorphe Funktionen g(z) und h(z), so daß 

(2) w = (Eg)(z) + (Eh)(z). 

b) Andererseits stellt (2) für jedes Paar von in G holomorphen 
Funktionen g (z) und h(z) eine Lösung der Differentialgleichung 
(l) dar. 

c) Bei vorgegebener Lösmig w = w (z,z) sind die Funktionen 
g(z) und h(z) bis auf ein Polynom P(z) vom Grade 2n in z 
bestimmt. Das allgemeinste Paar g(z) und h(z) ergibt sich aus 

(3) g (*) = g(z) + P(z), h(z) = h (*)  - (-*)" P (^). 

Benennt man die in [1], Satz 1 und 6, vorkommenden Funk- 

tionen g(z), h(fi) in gfz), ht(z) um, so besteht mit den hier ver- 
wendeten Funktionen der Zusammenhang 

g(z) = gi(.z)> Kz) = hßp)- 

Darüber hinaus wurde in [1] gezeigt, daß sich jede reellwertige 
Lösung von (1) mit Hilfe einer holomorphen Funktion g(z) (und 

deren Ableitungen bis zur Ordnung n) allein darstellen läßt 

(vgl. [1], Satz 4 und 9). Hier gilt der 
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Satz II  

a) Zu jeder in G definierten reellwertigen Lösung der Differen- 
tialgleichung (1) gibt es in G holomorphe Funktionen g(z), so 
daß 

(4) !"  = {Eg) O) + {Eg) 0) . 

b) Andererseits stellt (4) für jede in G holomorphe Funktion g (z) 
eine reellwertige Lösung der Differentialgleichung (l) dar. 

Für die auf der ganzen Zahlenkugel (e = +1) definierten reell- 
wertigen Lösungen (vgl. [1], Satz 5) gilt außerdem der folgende 

Satz III  

Zu jeder auf der ganzen Riemannschen Zahlenkugel definierten 
reellwertigen Lösung der Differentialgleichung 

(1 + zz)2wzz n{n-f 1) w = o, »£N, 

gibt es n-fl komplexwertigex Konstanten cß, g. = o, 1,.. ,,n, so 
daß 

(5) w = {Eg) {z) + {Eg) {z) mit g{z) = £ cßz>1. 
,i = 0 

Andererseits stellt (3) bei beliebiger Wahl der Konstanten cß eine 
reellwertige Lösung der Differentialgleichmig auf der ganzen 
Kugel dar. 

Die in den Lösungen auftretenden Funktionen g(z) und h{z) 
werden als ein „Erzeugenden-Paar“ oder als „Erzeugende“ be- 
zeichnet. Außerdem erweist es sich als zweckmäßig, die Lösun- 
gen der Differentialgleichung (1) in gewisse Klassen einzuteilen; 

und zwar verwenden wir die nachstehenden Bezeichnungen, wo- 
bei G jetzt nicht notwendig einfach zusammenhängend zu sein 

braucht : 

1. (G) sei die Menge aller in G definierten Lösungen w 
von (1), 

1 Der Operator E bewirkt, daß in die beliebige Lösung w in-\-i unabhän- 
gige reelle Parameter eingehen. 
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2. sei die Menge aller in G definierten Lösungen w 
von (l), die sich in der Umgebung jedes Punktes von G mit 
Hilfe einer einzigen dort holomorphen Funktion g(z) er- 
zeugen lassen: 

3. §°(£) sei die Menge aller reellwertigen Funktionen 
w E §e(^)- 

Wir weisen besonders darauf hin, daß damit auch jede Funk- 
tion w deren Erzeugende h{z) lediglich ein Polynom vom Grade 
k < 2 n ist, als eine Funktion der Klasse §/,(£) betrachtet werden 
kann. Nach Satz I, c kann jede solche Lösung, wenn man zur 
Erzeugenden^^) ein geeignetes Polynom vom Grade 2n hinzu- 

fügt, auch ohne Verwendung der Erzeugenden h(z) dargestellt 
werden. 

Ist eine in einem einfach zusammenhängenden Gebiet G 
definierte Lösung w von (1) vorgegeben, so lassen sich die 
(2w-(-l)ten Ableitungen der Erzeugenden g(z) und h{z) mit 

Hilfe des Operators 

eindeutig bestimmen. Liegt eine Lösung w der Klasse %\{G) vor, 
so läßt sich die Erzeugende g(z) unmittelbar mit Hilfe des Opera- 

tors De bestimmen (vgl. [1], Beweis zu Satz 1 und 6). Hier gilt 

1 In [2] wurde eine der Differentialgleichung (1) zugeordnete Funktionen- 
theorie entwickelt. Dabei zeigt es sich, daß die in der Klasse §/, (G) zusammen- 
gefaßten Lösungen von (1) ein Analogon zu den in G holomorphen Funktionen 
der klassischen Funktionentheorie darstellen. 

w = {Eg) {z).x 

Dann gilt 

(6) DE = (l + EZz)1 2 -jlj  

der 
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Satz IY  

Ist eine in einem einfach zusammenhängenden Gebiet G definierte 
Lösung w (Lrf (G) vorgegeben, so sind die (2n-\-l)ten Ablei- 
tungen der Erzeugenden g (z) und h(z) eindeutig bestimmt und 
es gilt : 

(7) gi2n+1) 0) 
D”  + 1 w 

(l + EZZ)2”  + 2 ’ 

(8) h^n+x\z) 
D”  +1 w 

(l + E ZZ)2n + 2 

Für die Lösungen w (E ^\{G) gilt darüber hinaus : 

(9) g(<0 = 
(~e)” 
(2 n) ! cD:W)\ 

Corollar 

Wegen der Gleichungen (j) und (8) sind die (2n-\-1) ten Ab- 
leitungen der Erzeugenden für eine in einem beliebigen ( eventuell 
auch nicht einfach zusammenhängenden) Gebiet G definierte ein- 
deutige Lösung w von (1) in jedem Punkt von G eindeutig be- 
stimmt und stellen daher in G (global) eindeutige holomorphe 
Funktionen dar. 

2. Komplexwertige Lösungen 

Wir betrachten zunächst eine in einem Kreisring 
R : o < QX <C I z —z0 I •< Q2 definierte und dort eindeutige Lö- 
sung w der Differentialgleichung (l). Dann sind die (2 n-\- i)ten 
Ableitungen der Erzeugenden eindeutige holomorphe Funk- 
tionen in R und lassen sich um den Punkt z0 in Laurentreihen 

+ 00 +00 

+ = z ^ h^'^fz) = £ b,(z-z0f 
— 00 — OO 

1 Hieraus ergibt sich, daß die Lösungen w G g;, (G) durch die Gleichung 
P" +1 w — o charakterisiert werden. 
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entwickeln. Durch unbestimmte Integration erhält man sodann 

unter Verwendung von 

J (*—*0T l°g(s — •s'o) dz m + 1 
log(  ̂—^o) (g — Zp)m +1 

(;m + l)2 ’ 

m = o bzw. m £ N, 

(10) 
+ oo 2 n 

g(z) = Z ai(,z—z0)XjrSi0) ' log (g— g0) mit Si(2) = Z 
— oo n = 0 

und 

(11) 
+ oo 2 « 

^(g) = y, bx(z—ztf + S2(z) • log (z—zo) mit S2(» = Z d^z». 
— oo /i = 0 

Wir untersuchen nun, welchen Bedingungen die Polynome Sx(z) 
und S2(z) genügen müssen, damit die durch (io) und (li)  er- 
zeugten Lösungen »£ §*(£) in R eindeutig sind. Aus 

E(Sj(z) %  log (*  — *„))  = log (*  — *o) %  (A S/) (z) + Zu) 

mit 

« * hl _ ill  C—ilt'-l  

Zw = ZA,* z Q% sr-rtw (;;V - j = 
V = 1 /I = 1 ' 01 

folgt, wenn man noch 

log (*—_*„)  = log r + icp 

setzt, 

(12) 

W = A I Z ÖA (*—*<))*  j + A I (g—g0)A| + Z(l) + Z(2) 

+ logr^A^OW + CASOW} + IXCA50W-CA50«} 

und damit die Bedingung 



(13) 

Die Funktion 
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(ESJ(z)-(ESJ(z) = o. 

üi = (ESJ(z)-(ESJ(z) = (ES,) (z) + (E(-S2))(z) 

stellt jedoch eine Lösung der Klasse §*(£) dar, die in der ge- 

samten Kreisscheibe K : | z—z01 <f Q2 definiert ist. Nach Satz I, c 
erhält man die gleiche Lösung, wenn man ^(.z) durch 

5,(2) = Sx(z) + P(z) 

und —S2(z) durch 

(14) S2(z) = —S2(z) - (-£)” *2”  P (=-£) 

ersetzt. Wählt man nun 

(15) 

so folgt 

Mit  

P{z) = S^z), 

Sx(z) = o und wx = (ES£) (z) = o. 

wx = (ES2)(Z) 

liegt aber eine Lösung der Klasse %l(G) vor> deren Erzeugende 
nach Satz IV, Gleichung (9), eindeutig durch 

% V*)=w »0 

bestimmt ist. Also folgt 

S2(z) — o 

und unter Berücksichtigung von (14) 

(16) S2(,) = (-«)"**"-Si  (=?). 

Setzt man nun ^(.z) = S(z) und beachtet noch (12) und (13), so 
erhält man den folgenden 
11 München Ak. SB. 1965 
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Satz 1 

Jede im Kreisring R : Qx<i | z—z0 | < o2, nt > 0, definierte und 
eindeutige Lösung der Differentialgleichung 

(i + sz~z)2ws- -f- en(n -f- \)w = o, n (E N, e - i1! 

läßt sich in R gemäß 

w = (Eg) (z) + (Eh) (z) 

mit den Erzeugenden 

(i7) g(z) = gi<» + S(z) • log (z—zo), 

( 18) k(z) = *,(*)  + (-*)"  *2" s(^) • log (z—z0) 

darstellen, wobei g ffz) und hx(z) in R holomorph und eindeutig 
sind und S(z) ein beliebiges Polynom vom Grade 2n in z dar- 
stellt. Setzt man für gi(z) und hffz) die entsprechenden Laurent- 
reihen ein und beachtet den linear homogenen Charakter des Ope- 
rators E, so ergibt sich hieraus eine allgemeine Darstellung der 
Form 

w 
+ oo l +  oo 

= ff LT*o)j  + E 21 t>i(.z—z0y 
\—oo 

(19) 

+ ZAX-r ZQ 
V=1 n=l 

(A*— Ql (-i )**“ 1 

{z — z0Y 

+ f  A. T”~ P f (£) (-ey (z*" S (-=?-) ) 

+ 2 log \z—z0\ % � (ES) (z). 

Dieser Satz enthält einige wichtige Spezialfälle. Mit  

h(2"+1) (z) = o 

^(**-01  (-I )"-1 

(2 - ZoY 

folgt sofort 

S(e) = o. 
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Man erhält dieses Ergebnis auch unmittelbar, wenn man Satz IV, 
Gleichung (9), berücksichtigt. Damit gilt für die Lösungen der 

Differentialgleichung (l), die sich mit einer holomorphen Erzeu- 
genden g{z) allein darstellen lassen, der folgende 

Satz 2 

Jede im Kreisring R : ox < \z— z01 < o2, >0, definierte und 
eindeutige Lösung w G %\(R) der Differentialgleichung 

(1 + ezz)2 w,5 + en{n + i)w = o, » G N, e = ±1, 

läßt sich mit einer in R holomorphen und eindeutigen Erzeugen- 
den 

+ OO 

g(*) = z 
— OO 

darstellen. 

Insbesondere ergibt sich für den Fall, daß der Kreisring in eine 
punktierte Kreisscheibe entartet, der folgende wichtige Darstel- 
lungssatz: 

Satz 3 

Eine komplexwertige Lösung w von (l) habe in z = z0 eine iso- 
lierte Singularität, d. h. die komplexwertige Funktion w sei in 
einer punktierten Umgebung K : o < \z—z01 <C Q als eindeu- 
tige Funktion definiert und dort Lösung der Differentialgleichung 

(1 + ezz)2 wz- + £«(«+ i)w = o, n G N, e = ± 1. 

Dann läßt sich w in K gemäß 

w = (Eg) {z) ff  {Eh) ff)  

dar stellen, wobei die Erzeugenden g(z) und h(z) den in Satz 1 
genannten Bedingungen genügen. 

Im Falle der in der punktierten Umgebung UQ (z0) = 

= (æT 11 jar — z0\ <f {?}  vonz0eindeutigen Lösung w G (z0)) ist 
damit die Möglichkeit einer Klassifizierung der isolierten Singu- 
laritäten wie in der klassischen Funktionentheorie gegeben 

(vgl- [2])- 
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Darüber hinaus lassen sich über die Gestalt der in einer Um- 

gebung UQ (20) definierten und eindeutigen Lösungen der Klasse 
ge, deren Erzeugende (17) und (18) logarithmische Glieder ent- 
halten können, noch weitere Aussagen herleiten. 

Jede in Uq (zg)1 definierte und eindeutige Lösung w E (z0)) 

bzw. §'(Z7 (^o)) läßt sich nach Satz 3 in der Form 

(20) W = 9?! (2, 2) %  log I 2— 2g\ + <p2(z, 2) 

mit 
OO OO 

(21) <Pl(z> ~z) = Z Z CxX (z~ zo)Xl(z— zof', 
— OO —OO 

OO OO 

(22) q>2 (2, z) = Z Z Chi (-^— -s'o)  ̂(?— zof' 
— 00—00 

darstellen. Wir sagen im Hinblick auf diese Gestalt der Entwick- 
lung (20), die in o <C \z — 20\ <f Q definierte und eindeutige Lö- 
sung w habe in 2 = z0 eine isolierte Singularität mit logarithmi- 

schevi Hauptglied der asymptotischen Entwicklung, wenn 

(1) die Summen (21) und (22) nach links abbrechen, d. h. wenn 
in ihnen A1, A2 > —m mit einer geeigneten natürlichen 
Zahl m gilt, und 

(2) die Funktionen (px{z, 2) und cp2(z, z) in Üe(z0) beschränkt 

sind. 

Die in dieser Weise definierten Funktionen fassen wir in der 

Klasse 

r(Üe(z0)) bzw. r re{ÜB(z,)) 

zusammen und leiten zunächst einige Aussagen über die Koeffi- 

zienten der zugehörigen Entwicklungen (21) und (22) her. 
Im Falle (22) gilt gemäß (19) 

<Pi 0> z) = 2 (E S) 0), 

1 Mit z0 wird im folgenden eine feste endliche Zahl bezeichnet. Der Fall, 
daß eine Singularität in z = 00 (e = + 1) auftritt, kann durch Anwendung der 
Transformation z = f-1 stets auf den Fall f = o zurückgeführt werden. 
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d. h. cp1 (z, z) läßt sich in jedem Fall in eine Potenzreihe 

Vi 0> *) = Z CxX 0 — (* — 

entwickeln. 
Wir nehmen nun an, es liege eine Lösung w der Klasse 

Se(t/e(o)) vor. Dann sind die Erzeugenden 

g(?) = gi 0) + S(ß)- log z 

h (z) = hx 0) + (— s)n z2" S %  log a 

bis auf ein Polynom vom Grade 2n in z bestimmt. Bei vorgegebe- 
ner Lösung w sind also die Hauptteile der Laurentreihen 

OO 

(23) gi 0) = Z ax ** . 
— 00 

00 

(24) hx (z) = Z bx z
x 

 OO 

eindeutig bestimmt. Entwickelt man 

- 2 
T =  % � r 

1 + EZZ 

an der Stelle z0 = o, so erhält man 

OO 

(25) r = Z z(—ezz)À. 
A = 0 

Setzt man (25) in die Darstellung 

(26) wx = (Egx) (z) 

ein, so ergibt sich eine Entwicklung der Form 

(27) wi = Z z*1 zß'. 
 0O<(ll<“ 

Plio 

Da das von r freie Glied in (26) die Gestalt 

gZ\z) = ZakX (A-i)...(A-»+ ly— 
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hat, folgt für die Koeffizienten a„ii0 in (27) nunmehr unter Be- 
rücksichtigung von (25) 

(28) *„„0  = am + « 0*i  + «) 0*1 + »—1) • -0*i+ 0- 

Entsprechend erhält man unter Verwendung von (24) für die 
Koeffizienten ß0 in 

(29) w2 = (E hx) (z) — X ßßiflt z^z“' 
ftäO 

— 00 <;i, <00 

die Bedingung 

(30) ß0ittl = ^1 + „(/i 2 + ») (ß2 + »—1) ..(ji2+1). 

Betrachtet man nun die Darstellung 

(31) w= (Eg) (z) + (Eh)(z) = X £ + 
 OO  OO 

+ (ES) 0) • 1 og(zz), 

so gilt unter Verwendung von (28) und (30), falls gx(z) in z0 = o 
wesentlich singulär, 

^,0 + O für unendlich viele fxx <C o. 

Hat gx(z) in z0 = o eine Polstelle, so gilt yMit 0 + o nur für end- 
lich viele [i 1 <f o. Entsprechend gilt 

Ï0, /i, + 0 

für unendlich viele bzw. endlich viele /i2 •< o, falls hx(z) in z0 = o 
wesentlich singulär ist bzw. eine Polstelle besitzt. 

Da die Hauptteile der Laurentreihengx(z) und hx(z) jedoch bei 
Vorgabe von w eindeutig bestimmt sind, so gilt umgekehrt, daß 
gx(z) und hx(z) wesentlich singulär sind in zü = o oder dort eine 
Polstelle besitzen, falls in (31) 

J0 + 0 
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für unendlich viele oder endlich viele /x1 < o bzw. 

?<>.* 4= o 

für unendlich viele oder endlich viele /12 < o. Darüber hinaus gilt 

in (31), wenn man (27), (29) und (19) berücksichtigt, daß 

[x1} (i2 nicht beide <f o. 

Wir bringen letzteres durch die Schreibweise 

= (Eg) 0) + (E h) (*) = Z Y^n, z^  Z>X' + (E S) (?) • log  0 A> 
*  

zum Ausdruck. Darüber hinaus folgt, daß bei festem /i2 (j> o) 

=t= o nur für jeweils endlich viele [i 1< i O 

gilt, falls 

0 41 0 nur für endlich viele ^<0 ist. 

Eine entsprechende Aussage gilt, falls /u2<io und fix(> o) fest. 
Wir untersuchen nun den Fall, daß die isolierte Singularität in 

einem beliebigen Punkte z0 liegt. Berücksichtigt man hier, daß 

die Differentialgleichung (1) invariant ist gegenüber Kugeldre- 
hungen (e = +1) bzw. Automorphismen des Einheitskreises 

(e = —1), so erhält man ausgehend von den Lösungen 

» (C.Î) = (Eg) (0 + (Eh) (0 e r  (Üe (o)) 
die Lösungen 

w (z>z) = (E g) (z) + (E h) (z) G §' (Üg 0o)) 

gemäß 

w{z,z) = \w (C,C)]c = , M = 1. 
1 + e$o * 

Zur Bestimmung der neuen Erzeugenden ^(2) und h(z) bei Vor- 
gabe von g(C) und /t(Ç) greifen wir zunächst den Fall 
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(32) «'rCC.Ö = (££)( 0. 

(33) «^(ar.ä) = [wi(C, C)]c = ü (*-*-> = (-£,?) (a) 
1 + £ Zo z 

heraus. Hier treten die Erzeugendeng(£) bzw. g(z) zusammen mit 
A0 als Faktor von 

l + eCC 

auf. Berücksichtigt man noch 

r i I = mi 
LI  + £CCJî=^^ H 

)" bzw- (TTST)" 

+ ez0z) I z(i + ez0z) 

1+ ez0s 
+ EZ0Z0 I 1 + ezz — z, 

SO folgt 

(34) g(z) = [g{01c = (i + lzz Y (1 + Ä*o*) 2"- 1+£2(,I \ 1 T EZ0Z0 ! 

Im Falle 

(35) w2(t:,l) = {Eh){ 0, 

(36) w2 (z, z) = [zh2(C, C)]{  = % )(«-«% ) = (Eh) (ar) 
1 + ez„z 

folgt entsprechend 

(37) h{z) = [ä(0]C = 2<£zf!> ( J - Y (' + e^o^)2” - 
1 + e z0z \ 1 + EZQZQ J 

Analoge Überlegungen gelten für den Fall, daß die Singularität 

im Punkte 00 liegt. Unter Benutzung der Isometrie f = — führen 

sie zu den Transformationsformeln 

(34a) g is) = [g (C)]c= 1 (— 1)” ^2” , 
z 

(37a) Ä(ar) = [Ä(f)] £_± (— l)”^ 2” . 
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Wir gehen nun von dem in (31) gewonnenen Ergebnis aus, d. h. 

wir nehmen an, w(Ç, £) habe eine isolierte Singularität in Ç = o, 
dann gilt 

*Kf,Ö = (Eg) (0 + (Eh) (0 

= r + (£S)(0-iog(f,ö 
*  

mit 

(38) 1(0 = it (0 + ^(0 -log C, 

(39) h (0 = Äx (0 + (- *)» C2” 5 (y) log C. 

Wir transformieren nun die isolierte Singularität vermöge 

(40) V (g -3) 
1 + £2,2 

in den Punkt z0. Dann erhält man die neuen Erzeugenden 

g 0) = gl (z) + -S' (z) log (z—z0) 

h (Z) = hx (*)  + (- 8)- 5 (=2) l0g(* - z0) 

gemäß (34) und (37), und es gilt: Falls gx(t) bzw. hx(£) eine we- 

sentliche Singularität oder eine Polstelle in £ = o besitzen, so ist 
dies auch für die neuen Laurentreihen g^{z) und hx(z) in z — z0 

der Fall und umgekehrt. Betrachtet man andererseits die Lösun- 
gen (32) und (33), so gilt wegen 

 l 1 _ y 1 +ez0z , 
i + eCC Jt= ’ib-J') 1 + ez0z0 1 + ezz K 0j’  

1 -f- ez0z 

daß alle Summanden von (32), die einen Faktor 

F \”- v 

 — , 71— V > O, 
i + eUl 

aufweisen, nach der Transformation (40) einen Faktor 

(z — zo)°, 
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besitzen. Lediglich die Größe 

(41) „/">(£) 

geht durch (40) in einen von (z— z0) freien Summanden über. 
Entsprechend liefert im Falle der Lösungen (35) und (36) ledig- 
lich die Größe 

(42) 

einen von (z — z0) freien Summanden von (36). 

Berücksichtigt man noch, daß mit gi(C) bzw. Äx(£) (vgl. (38) 

und (39)) auch g(fi  (£) bzw. n-"\Ç) in £ = o wesentlich singulär 

sind, so liefern die Größen (41) und (42) nach Anwendung von 

(40) eine in z = z0 wesentlich singuläre in Ù(z0) holomorphe bzw. 
antiholomorphe Funktion. Damit gilt der folgende 

Satz 4 

Jede in o <£ \z—z0\ <£ Q definierte und eindeutige Lösung 
w G ff {Ee(z0)) der Differentialgleichung 

(1 -f- szz)2 wzj en{n -\- i)w = o, »GN, £ = 4 1, 

hat die Form. 

(43) w = {Eg) {z)+Jßkfffi) = z {*-**r  (*-*»r  + 
*  

+ 2{ES){z) log \z— z0\. 

Dabei stellt S(z) ein Polynom vom Grade 2n in z dar. 
Falls y 0 =j= O für unendlich viele <£ O, so ist die Laurent- 

reihe gx(z) in 

(44) g{z) = gi{z) + ‘ log (z—z0) 

wesentlich singulär in z = z0. 
Falls y0lfl, =f= o für unendlich viele < o, so ist die Laurent- 

reihe h1(z) in 
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(45) h(z) = hx(z) + (-*)« 5 (-/) • log (z-z0) 

wesentlich singulär in z — z0. 
Falls 

X yp,.o (Z—ZQT
1 

polartig in z = z0, so enthalten die Teilsummen 

P», = 27 Yn,tL,(z— zoTl (z — zoT'> i«2 > 0 und fest- 
^.<0 

von (43) jeweils nur endlich viele Glieder. 
Falls 

X YO,IX,(Z—ZO)IH 

polartig in z = z0, so enthalten auch die Teilsummen 

q», = X Ytx, IX, (? — *oT (*  — zoY‘ . i“i  > o und fest, 
ix, <0 

von (43) jeweils nur endlich viele Glieder. 
Unter Verwendung von Satz 4 folgt damit, daß alle Lösungen 

^ G r(^w) 

Erzeugende besitzen, bei denen die auftretenden Laurentreihen 
g1(z) und h1(z) in z = z0 höchstens eine Polstelle aufweisen. Da- 
mit gilt zunächst (vergl. (7) und (8)) 

OO 

(46) gV« + u (*) = 27 dx(z—zoy, 
A = 

OO 

(47) F2" +  V(z) = X h(*~* 0/ 
A = -i, 

mit ^, yè2 Œ IV. 
Falls k1j > 2 n j- 1 bzw. ktj > 2n 1 ist, haben die Funktio- 

OO 

gi(*) = 27 aß(.z—zo)li  

nen 
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Äi(*) = X 1 b
n(*—**f  

M — -fna 

in z = z0 einen Pol der Ordnung mx bzw. m2, und es gilt 

(48) kx = m1 + 2n + 1, k2 = m<i + in + 1. 

Im Falle kx ^2n 1 bzw. k2 ^2« + 1 sind gx{z) bzw. hx{z) 
holomorph in z0. Wenn die Funktionen gx{z) bzw. hx(z) in 
z = z0 Polstellen der Ordnung m1 bzw. w2 besitzen, so treten in 

(Egi)ß) bzw- {Ehi)ß) 
Potenzen 

(*  — 
zoY‘ bzw- (ß — zo)6' 

mit 

— («1 + 2?) ^ öx < (—n) bzw. — (m2 + n) ^ <52 <f (—n) 

auf. Unter Berücksichtigung von (19) müßte also für eine Lösung 

w G S£(Ue(^0)) im Falle max (kx, k2) > 2« 1 

= m2 

gelten. Betrachtet man außerdem in 

(Eg1)(z) + (EA1)(z) 

die Glieder mit (z — z^)~m'~" und (5 — , so folgt aus der 
Forderung 

 -”U .  -m, _ 

(*-* 0r
+”(i-i„r +”  ~ °’  

wenn man noch 

z~~zo = 
verwendet, 

+ »)_)_ Y~ eiO(m, + n) = 
— nt j 1 — nt. o 
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für alle o < •& <271 und deshalb 
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Damit reduzieren sich die Laurentreihen g\(z) und hx(z) auf Po- 

tenzreihen und für die Entwicklungen (46) und (47) gilt 

(49) /2”  + 1 (*) = Z «A (*-*„)*  = T\g(z)\ + £ äx(z-ztf 
A = -2B-i *• A = 0 

und 
OO OO 

(50) A (2" + 1>(a) = Z bk(z-ztf = T\h{z)\ + 21 6x(z-z£. 
A=-2»-l z° A=0 

Soll nun eine Lösung der Klasse §*(£/e(a0)) vorliegen, so dürfen 
die Spezialteile 

(50 

und 

(52) 

T\g(*)\= z ax(z—z0y 
A = —2»—1 

^OO} = Z (*—*„)*  
"" A = - 2 » -1 

nicht identisch verschwinden. Generell bestehen bei eindeutigen 
* . 

Lösungen t»6S'(i78(20)) zwischen den Koeffizienten c des 
Polynoms 

5(a) = f ^/= Z c»(z—ZoY 
H = 0 fi = 0 

und den Koeffizienten äx des Spezialteils T \g (z)}  notwendig die 

Beziehungen 

(53) 
(  ̂a-(.2n + l-ß) 

fl\ (2«—/i)l o<n< in. 

(Es gelten weitere Koeffizientenrelationen, die sich im Falle a0 = o 
in der folgenden einfachen Form schreiben lassen: 

(54) ^-(.(1+1) — ( e) +  ** <2-(2» + I-^)>  0 = /* =2w). 
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Für die Lösungen w 6S'(^(ro)) folgen jedoch darüber hinaus 
aus der Forderung, daß das logarithmische Glied das Haupt- 
glied der asymptotischen Entwicklung darstellen soll, weitere 

Bedingungen für die Koeffizienten äx, bk der Spezialteile T\g(z)\ 
und T\h(z)\. 

Dazu betrachten wir zunächst wiederum eine Lösung w(C, 0) 
mit einer isolierten Singularität in f = o und verwenden 

2 n 

= Zcx?t 
1=0 

T C 
1 + eÜ 

In diesem Fall dürfen in den Summanden 

(55) IW = ZAvr
n~V I (I) S*-"'® 

V=1 I 

und 

M = 1 

fr-Ql (-B"-1 

C" 

(56) r(2) = (-0-^*5 (.=!)) 

der Darstellung (19) keine Potenzen von f bzw. £ mit negativem 
Exponenten auftreten. Diese Forderung liefert im Falle 2<i) 

cx = o für o < A <C « 

und im Falle 2)2, 

cx = o für « <C /1 < 

Damit reduziert sich das Polynom 5(0 auf 

5(0 = G bei. (=(= o). 

Um eine entsprechende Aussage für eine isolierte Singularität 

in z0 (bei.) zu gewinnen, unterwerfen wir die Lösung 

mit 
w(C, 0 = (Eg) (0 + (Eh) (0 

£(0 = ii(0 + c*? logO 

ko = 4(0 + ä 0 iogf 
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(wobei und ^(f) Potenzreihen darstellen) der Transfor- 
mation (40) und erhalten 

«'(*» z) = (Eg~) (0 + ('ßh) (z\) 

mit den Erzeugenden 

g (z) = gi (z) + S1 (z) • log (z— z0), 

h (z) = hi (z) + (— s)n z2n ^Y) %  log (z — z0) % � 

Hier stellen g1(z) und hfiz) wiederum Potenzreihen dar, während 
das Polynom Sfiz) die Gestalt 

(57) 
% Si« = c„  

{z — z0) (l + £2,0) \» 
1 + ez„z„  r 

= sl„ (.”) IT&I'  <—bd- <+°>' 
hat. Liegt die Singularität im Punkte 00, so setzt man zunächst 
im obigen Ergebnis z0 = o und transformiere dann mittels 

z = -y. Die neuen Erzeugenden erhält man unter Verwendung 

der Formeln (34a) und (37a). Damit gilt der folgende 

Satz 5 

Jede in O <J | z — z0\ <C Q definierte und eindeutige Lösung 
*  

w £ §e (UQ (z0)) der Differentialgleichung 

(1 + Ezz)2 wzJ -f- en(n -(- i)w = o, »pN, s = ± 1, 

läßt sich in Ü„(z0) gemäß 

w = (Eg) O») + (Eh) (0 

mit den Erzeugenden 

g(z) = gi(z) + 5(0 • loS (2~z0), 

Ä(0 = *l(*)  + (-«)" ^2” ^ (VT) • l0^ C'-*o) 
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darstellen. Dabei gilt 

% S(*> = C f (”) +*. c komplex (+ o), 

während es sich bei g1(z) und hx(z) um in z — z0 holomorphe 
Funktionen handelt. 

-X- • 

Liegt eine Lösung w G o 1 (Üt (°°)) vor, so haben die Erzeu- 

genden die Gestalt 

g 00 = Ê aß + 
C z

”  
 OO 

2 n 

h(z) = £ bp zß + Czn log z, C komplex (4= o). 
— OO 

*  

Für eine Lösung ®GS4fW) gilt außerdem für die 
Koeffizienten ä, des Spezialteils (51) unter Berücksichtigung 
von (S3) 

(58) äx = o für — (n -j- 1) > X > — (2n + 1), 

(59) 

äx = c(„+” +1)(2»+.+A)!(-r-.)!(-.)‘ +‘ (rTFfe)"“ +‘ . 
C bei. (=)= o), für — 1 > A > — (n 1). 

Für die Koeffizienten bx von (52) gilt wegen 

(-8)"  **"$(-=i)  =£s(z) 

die Beziehung 

(60) ~bx = £äx, — 1 > A > — (2n 4- 1). 

Ist also eine eindeutige Lösung 

(61) w = {Eg) (z) + {Eh) {z) G |£ {Üe (*„))  

mit einer isolierten Singularität in z — z0 vorgegeben, so erhält 
man unter Verwendung von (7) und (8) die (2 ni )ten Ab- 
leitungen der Erzeugenden in der Form 
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(62) g(2n + l)(z) = Z àx(z — z^f, k\ E IV bzw. kx = 00, 
* = -*1 

00 

(63) A(2n + 1)(z) = 2^ (*-“*<>)*> N bzw. k2 = CO. 
X = -£2 

Es handelt sich bei (61) genau dann um eine Lösung der Klasse 
* 
m (*„)).  d.h. um eine Lösung mit logarithmischem Haupt- 
glied der asymptotischen Entwicklung, falls in (62), (63) die An- 
fangsgrade —kx, —k2 endlich sind, die Beziehung 

kx = k% = n + t 

erfüllt ist und die Koeffizienten äx> b} für (—1) > ). >—(n-\- 1) den 
Bedingungen (59) und (60) genügen. 

3. Reellwertige Lösungen 

Nach Satz 1 läßt sich jede im Kreisring R\ gx <j \z — z0\ <f £2, 
gx > o, definierte und eindeutige komplexwertige Lösung von (1) 
in der Form 

w = (^»O) + (ß 
mit den Erzeugenden 

(64) gi?) = g\(z) + 5i(^) • log (z—z0), 

(65) h(z) = hx(z) + S2(z) %  log (z— z0) 

darstellen. Dabei bezeichnet Sx(z) ein Polynom vom Grade 2n 
in z\ gx(z) und hx(z) sind holomorphe und eindeutige Funktionen 
im Kreisring R, und S2(z) genügt der Bedingung 

(66) S2(,) = (-£)”/"S1(^). 

Wir setzen 

(67) (Eg) (z) = 0, (Eh) (z) = V, 
12 München Ak. SB. 1965 
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dann gilt für eine reellwertige Lösung w von (l), wenn wir 

außerdem 

F = 0—W 
verwenden, 

w — w = (0+F) — (0 + W) = — = F—F= O. 

Damit folgt, da es sich bei F um eine reellwertige Funktion 
handelt, 

W = 0 + W = 0 + 0—F = ~\(2 0—F) + (2 0—F)\ = 

= ^\(0 +W) + {0 + W)\. 

Wir erhalten also unter Berücksichtigung von (67) mit 

/ = Y (g + h) 

w = ~ \(Eg) 0) + (-Eh) 0) + (ßg) 0) + (Eh) (*)}  = 

= {Ef)(z) + (Ef)(+). 

Dabei gilt für f{z) unter Verwendung von (64) und (65) 

/0) = ~ \gi(ß) + V*)}  + S(z) %  log (z — z0) 

mit 

S(*) = Y^ + ^O)}-  

Unter Berücksichtigung von (66) erhält man also für das Poly- 
nom S(z) 

SW = Y {^( 2) + (-«)"*’"  5j (-/)|. 

Diese Forderung ist jedoch wegen 

(-«)" ^2”  5 (-f-)  = (-*)"  ^2”  jy 5i(-f  ) + Y (-«)" (Y1)'" 

= Y (-£)” s i  (^r)  + Y 5i  W = -s(£) 
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gleichbedeutend mit der Bedingung 

s« = (-«)"*••  

Damit lautet der Entwicklungssatz für die reellwertigen Lösun- 

gen von (1) wie folgt: 

Satz 6 

Jede im Kreisring R : ol K \z — z0l < £>2> £?i > 0, definierte und 
eindeutige reellwertige Lösung der Differentialgleichung 

(_i + ezz)2 wzI + en (n + 1) w = o, »£N, « = ii,  

läßt sich in R gemäß 

w
 = (ßg) ff) + (ßg) (z) 

mit der Erzeugenden 

g ff) = gi ff) + Sff) • log (z — z0) 

dar stellen, wobei g\(z) in R holomorph und eindeutig ist, wäh- 
rend S (z) ein Polynom vom Grade 2nin z bezeichnet, welches der 
Bedingung 

Sff) = ( e)”  z2" S 

genügt. 
Entartet der Kreisring R in eine punktierte Kreisscheibe, so 

gilt speziell: 

Satz 7 

Eine reellwertige Lösung w von (1) habe in z = z0 eine isolierte 
Singularität, d. h. die reelhvertige Funktion w sei in einer punk- 
tierten Umgebung K : 0 <C | z— z0 | <C Q als eindeutige Funktion 
definiert und dort Lösung der Differentialgleichung 

(1 -f- ezz)2 WZî -f- en {n + 1) w = o, n £ N, e = 1. 

Dann läßt sich w in K gemäß 

w = (Eg) (z) + (Eg) (z) 
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dar stellen, wobei die Erzeugende g(z) der in Satz 6 genannten 
Bedingung genügt. 

Um zu einer Darstellung für die Lösungen der Klasse 
*  

%'r (UQ Oo)) zu kommen, ist zu prüfen, welche Einschränkungen 
aus der in Satz 6 genannten Bedingung 

sw = {-irfs[=£) 

für das Polynom (57) folgen. Wegen 

sw = c( (*-jo)jL+jjoz) y 
\ \ -\- E ZQ ZQ J 

und 

_ ( — e)"C I (z— z0) (1 + EZQZ)\« 
\ z I \ 1 + ez0z0 ) 

folgt hier jedoch lediglich 

c = c. 
Liegt die Singularität in oo, so verwende man das obige Ergebnis 

für z0 = O, transformiere durch die Isometrie z — ~ und ver- 

wende (34a). Damit gilt der folgende 

Satz 8 

Jede in o <[ | z — z0 \ <C. Q definierte und eindeutige Lösung 
*  

w G (JJ (z0) ) der Differentialgleichung 

(1 + ezz)2 wz- en (n i) w = o, »£N, e = ±1, 

läßt sich in {JJ (zff) gemäß 

w = (Eg) (?) + (E g) (2) 

mit der Erzeugenden 

g 0) = gi (2) + ^ (z) %  log (z — z0) 
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dar stellen, wobei g^z) eine Potenzreihe bezeichnet, während für 
S(z) gilt 

S« = cf;(”)(rrfe.)'(*  —+•. creell(*o). 

*  
Liegt eine Lösung w G Sf1 (£7e (00)) vor, so gilt für die Er- 
zeugende 

2 n 

g(z) = 2T + Cs" log z, C reell (4= o). 
— OO 

Hieran ist besonders bemerkenswert, daß S(z) abgesehen von 
dem (von w abhängigen, konstanten) Faktor C für alle Lösungen 

* 
w G §) (£/e (^o)) die gleiche Gestalt hat. Eine entsprechende Aus- 
sage gilt für 

<Pi 0> z) = 2 (E S) (s) = — E ([(z —z0) (1 + ez0z)]n) 
(1 + sz0z0) 

in der Entwicklung 

w = <Pi (z> z) • log \z — z0\ + <p2(z, z). 

Zum Beispiel erhält man im Falle z0 = o für 

U(z,z\ o) = E (zn log z) + E (z” log z) 

bei Berücksichtigung von (19) 

(68) 

C(r,ä;o) log(»i) 

,. = 1 !/r=l  (« + n — v) ! 
I zz \*-» 

v \ 1 + ezzj 

d. h. es liegt eine nur von zz abhängige Lösung von (1) vor. Zur 

Bestimmung aller derartigen Lösungen setzen wir 

1 —EZZ 
w(z, z) = <p (cd), co 

t + EZZ 
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und erhalten an Stelle von (l) die Legendresche Differential- 
gleichung 

(co2 — i)cp" 2(o<p' — n(n-{-1) cp = o. 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung lautet (C1; C2 

bei. komplex) 

(69) cp = CxPn(œ) + C2Qn{m) für e = + 1 

bzw. 

(70) cp = CxP„(co) + C20.(w) für e = — 1, 

wenn man entsprechend der Schreibweise von Magnus und 
Oberhettinger [3] mit P„(co) die Legendreschen Polynome be- 
zeichnet und 

1 4- CU 
Qn(P>) = ^Pn(p) £ = +L 

Ö» = e = -1> 

[^]  

Wn-lW= 

setzt. Die Lösung (68) ist sodann in den Lösungen (69) bzw. (70) 
mit 

Cx = o, C 2 = — 2 • n ! 

enthalten; es gilt also im Falle z0 = o 

U(z,z\o) = n\{ />.(«,)% � \og(zz) + 2 Wn_x (ft>)}  mit co = 

Setzt man für beliebiges z0 

I7(z,z;z0) = E(S(z;z0) log (z — z0)) + E (S(z; z0) log (z— z0)) 

mit 

5 (-s- ; ^0) = ( 
(z — z0) (l +EZ0z) \*  

1 + ez0z0 )' % � 

dann gilt 
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U(z,z\z0) = n! j/>„ log \ z~ zo\2 +®(z,z) 
1 + ez0z 

mit einer in z = z0 beschränkten Funktion 0 (z, z). Mit diesen 
Überlegungen haben wir den folgenden Satz gewonnen. 

Satz 9 
*  

Zu jeder Lösung w £ §* (U (z0)) gibt es genau eine reelle 
Zahl C, so daß 

w — C • U(z,z\z0) 

in zo reell analytisch ergänzbar ist. 

Wir betrachten nun ein einfach zusammenhängendes Gebiet G 

mit zx £ G, X = 1, ..k. Durch Herausnahme der Punkte zx aus 
G entstehe das Gebiet G0. Wir nehmen außerdem an, daß G im 
Falle e = —1 im Innern des Einheitskreises liegt. 

Zu jeder Funktion w £ g;“ 1 (G0), die in den Punkten zx, X = 1, 
isolierte Singularitäten mit logarithmischem Hauptglied 

der asymptotischen Entwicklung besitzt, gibt es dann unter Be- 

rücksichtigung von Satz 9 reelle Konstanten Clt ..., Ck, so daß 

k 

w— £ Cx - U (z, z ; zj) 
x = 1 

in allen zx reell analytisch ergänzbar ist und danach eine Lösung 
der Klasse §4 1 (ß) darstellt. 

Im Falle s = + 1 lassen sich ähnliche Aussagen formulieren, 
doch ist hier der Punkt z = 00 besonders zu beachten. Wir be- 
trachten zunächst den Fall, daß das Gebiet G nicht gleich der 

Riemannschen Zahlenkugel ist. Dann kann man durch eine 
Kugeldrehung stets erreichen, daß der Punkt 00 nicht zu G ge- 

hört. Wir können also in diesem Fall ohne Einschränkung der 
Allgemeinheit annehmen, daß ein Gebiet G mit z — 00 (£ G vor- 
liegt. Damit haben wir die Möglichkeit, wie oben im Falle 
e = — 1 zu verfahren, und kommen so zu einer entsprechenden 

Aussage. Wir fassen das Ergebnis für beide Fälle im folgenden 
Satz zusammen. 
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Satz 10 

Sei das einfach zusammenhängende Gebiet G im Falle s — —1 
im Innern des Einheitskreises, im Falle e — +2 in der offenen 
Zahlenebene gelegen ( also 00 fij:  G). Dann gibt es zu jeder Lösung 

wGS'fG0) mit w E 5' (Üe (zj), 2 = 1, k, (und Q ge- 
nügend klein) reelle Konstanten Clt . . Ck, so daß 

w — Z Cx-U(z,z\ zj) 
x—i 

in allen zx reell analytisch ergänzbar ist und nach dieser Er- 
gänzung eine Lösung der Klasse §) (G) darstellt. 

Handelt es sich bei dem Gebiet G im Falle e = + l um die 
Riemannsche Zahlenkugel E*, so lassen sich die Lösungen w mit 

den genannten Eigenschaften explizit angeben. Wir können hier 
ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß (ge- 

gebenenfalls nach geeigneter Kugeldrehung) zl =4= o° für 2 = 1, 

k. Dann gibt es geeignete reelle Konstanten C1, ..., Ck, so daß 

(71) F{z,z) = w{z,z) — Y Cx- U{z,z-,zj) E Bj'CEg), 
A = 1 

wenn wir mit E0 die offene Ebene bezeichnen. Nach Satz II  
existiert sodann eine in E0 holomorphe Funktion g(z), so daß 

F (z,z) = {Eg) (z) + {Eg) {z). 

Dabei ist die Erzeugende g{z) unter Berücksichtigung von 
Satz I, c bis auf ein Polynom vom Grade in in z mit 

(72) P{z) + (— l)”  z2n P (-^-) = o 

bestimmt. Zur Untersuchung der Funktion F für z —* 00 trans- 

formieren wir durch z = ~. Da F eine in E0 definierte Lösung 

von (1) darstellt, erhalten wir unter Verwendung von (34 a) die 

neue Erzeugende m(0 der in |f | > o definierten Lösung 

[^c*.*)].-!  = mä = c^iKo + {Egl) © 
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(73) 
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gi(ö =*(-£% ) 
' ’  ' —00 

Diese Erzeugende ist wiederum bis auf ein Polynom PiiC) vom 
Grade 2n in f mit 

A(0 + (-i = o 

bestimmt. Da die Funktion w in (71) nach Voraussetzung in 
z = 00 analytisch ist, gilt nunmehr 

(y> j) = (£/i)(C) + (£A)(C) 

mit einer in £ — o holomorphen Funktion 

(74) 

Außerdem folgt 

/i(C)= 2KC- 
X = 0 

21 ‘ U (z,z) zx) X = 1 
= (£/)(0 + (A/)(0 

mit 

(75) /(0 = (— 1)"+1 • 5 (0 • iog^+ z D£\ 
x=o 

5(0 = 2 cx 
A= 1 

(i-f»0(C + îa) \- 
1 +hh )% � 

2,^f, = (-i)--5(0-iog(i-^0- 
A= 0 

Für die Erzeugende m(0 gilt also in einer Umgebung von f = o 
einerseits unter Verwendung von (73) 

2« 

*l (0 = 2 *x? 
— 00 
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und andererseits wegen (74) und (75) 

OO 

* 1(0= 2:^f*+(-o“ +i-5(o-iogf. A= 0 

Damit folgt 

(76) dx — o für A >>2 n 

und 

(77) S(0 = o. 

Wegen (76) und (72) kann also die Funktion F{z,z ) durch ein 
Polynom in z vom Grade p <Ln erzeugt werden ; damit ist F(z,z) 
nach Satz III  eine in der abgeschlossenen Ebene E* definierte 
Lösung von (1), und es gilt der 

Satz 11 

Es sei E* die Riemannsche Zahlenkugel. E* entsteht aus E* 
durch Fierausnahme der Punkte zx, A = 1, ..k, zx =j=  00. Dann 

*  

läßt sich jede Lösung w G g)"1 (E*), für die w G S) 1 (Ü B (zj), 
A = 1, k (mit genügend kleinem Q) gilt, durch 

w = <ßg)(ß) + (Eg)(z) 
mit 

giß) = Pf0+ Z CP S (z;zf • log (z — zj), Cx reell (+0), 

(78) Z Ci • S(z> zù = o 
x=i  

darstellen, wobei P(z) ein Polynom in z vom Grade p < n 
bezeichnet. 

Man erhält solche in Satz 11 genannten Lösungen zum Beispiel, 
wenn k eine gerade Zahl ist und die isolierten Singularitäten 
paarweise in Diametralpunkten auftreten. Wir setzen 

k = im, z2X_1 = zw A = 1, ..., m. er 1 Z2X 
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Wegen 

s (z; — % =% ) = (—0” * S(*\ zo) 
folgt sodann 

tn I / \ ) 

£ IS(z; *<*>)  + Ctl 5 
m 

= rC^A-t + (-!)- Ca0 5 
A = 1 

Die in Satz 11 genannte Bedingung (78) ist also mit 

^2A —1 "H ( t) f^2A = o, A= 1, 

erfüllt. Die isolierten Singularitäten brauchen jedoch nicht not- 

wendig paarweise in Diametralpunkten aufzutreten. Wir greifen 
als Beispiel den Fall n = 1 heraus und nehmen an, daß die 
Punkte Zf, X = 1, ..., k auf einem Großkreis liegen; nach An- 

wendung einer geeigneten Kugeldrehung können wir voraus- 
setzen, daß sämtliche zx reell sind. Die Bedingung (78) ist erfüllt, 

falls 
k k 

Z CXZX — °i X'GC 1 ZX) = 0 

;. = 1 A = 1 

mit 

1 + zx z. X *A  

Cx reell ( =j= o). 

Durch Elimination von 

= —h Z D. zx 
°k A = 1 

folgt sodann 

r = ±Vß*-AC) 

A = ck_ 1 (ck + ci_l), 

B — ck-\ Z cxzx> 
x = 1 

c 
I i-2 \2 / k-2 k 

= Z ^xzx) + *t\Z  Cx*\— Z <% � 
\A = 1 / \A=1 A = 1 

mit 
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Wir nehmen nun 

I ck I ^ ck-1 

an ; damit folgt A J> o. Die Bedingung 

o < B°-~AC 

= 1 

k-i 

= — Z cx zx) +(D- + ^-i) Z Dfe—0-(  ̂+ ^-I)2 

t= 1 

ist dann zum Beispiel bei Vorgabe von 

zx mit z\^> 2, A = 1, ..., k — 2, 

cx 1 für A = 1, ..k — 2 

ck_1 = 2 und ck = — 1 

erfüllt. 
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