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1. Einleitung

Die Differentialgleichung
(1) (14ez2Pw,;+en(rt)w =0, nENL s = 41,

steht in enger Beziehung zur Potentialgleichung und zur Wellen-
gleichung fiir drei bzw. zwei Raumdimensionen. Man erhilt sie
durch Ubergang zu riumlichen Polar- bzw. Hyperbelkoordinaten
und anschlieBende Separation (vgl. [1] und [4]).

Nach einem in [1] entwickelten Verfahren lassen sich alle
Lésungen der Differentialgleichung (1), die in einfach zusammen-
hingenden Gebieten? G der Riemannschen Zahlenkugel (e = 1)
bzw. des Einheitskreises (¢ = —1) definiert sind, unter Verwen-
dung von zwei in G holomorphen Funktionen und deren Ab-
leitungen bis zur Ordnung # angeben. Der entsprechende Satz

1 Mit N wird die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet.
2 Im Falle ¢ = + 1 bezeichnet G stets ein endliches Teilgebiet der Riemann-
schen Zahlenkugel £%, wenn das Gegenteil nicht besonders betont wird.
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114 Karl Wilhelm Bauer und Ernst Peschl

lautet (vgl. [1], Satz 1 und 6), wenn man zur Vereinfachung der
Schreibweise den folgenden linear homogenen Operator

E(g(2) = (Eg)(2) = ¥ 4,7 g% (), £(2) holomorph,

=0
s m—y (2 —w)l . z
4, = (—¢) v1(n—v)! U T tezz
verwendet:

Satz I

a) Zu jeder in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G
definievten (komplexwertigen) Lisung der Differentialgleichung
(1) gibt es in G holomorphe Funktionen g(z) und h(z), so daff

) w = (Eg)(e) + EM ().

b) Andererseits stellt (2) fiir jedes Paar von in G holomorphen

Funktionen g(z) und h(z) eine Losung der Differentialgleichung
(1) dar.

¢) Bei vorgegebener Lésung w = w(z,z) sind die Funlktionen
&(z) und h(z) bis auf ein Polynom P(z) wvom Grade 2n in z
bestimmet. Das allgemeinste Paar g(z) und h(z) ergibt sich aus

3 F@=g@+P@, b = 2@~ (—ey 2 P,
Benennt man die in [1], Satz 1 und 6, vorkommenden Funk-
tionen g(2), /2(Z) in g,(2), /,(Z) um, so besteht mit den hier ver-
wendeten Funktionen der Zusammenhang

£(@) = &1(2), h(2) = I (2).

Dariiber hinaus wurde in [1] gezeigt, daB sich jede reellwertige
Lésung von (1) mit Hilfe einer holomorphen Funktion g(z) (und
deren Ableitungen bis zur Ordnung #) allein darstellen 1483t
(vgl. [1], Satz 4 und g). Hier gilt der
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Satz II

a) Zu jeder in G definierten reellwertigen Lisung der Differen-
tialgleichung (1) gibt es in G holomorphe Funktionen g(z), so
daf

(4) w = (Eg)(2)+ (Eg) ().

b) Andererseits stellt (4) fiir jede in G holomorphe Funktion g(z)
etne rveellwertige Lisung der Differentialgleichung (1) dar.

Fir die auf der ganzen Zahlenkugel (¢ = 1) definierten reell-
wertigen Losungen (vgl. [1], Satz 3) gilt aulerdem der folgende

Satz H1

Zu jeder auf dev ganzen Riemannschen Zahlenkugel definierten
reellwertigen Losung der Differentialgleichung

1+ 222w, + n(n+1)w = o0, n &N,

gibt es n+1 komplexwertiget Konstanten c,, u = 0,1,...,n, so
daf
(5) w = (Eg)(s) + (Eg) (2) mit g(z) = ZO%Z“-

s

Andererseits stelit (5) bei beliebiger Wahl der Konstanten c,, eine

recllwertige Lisung der Differentialgleichung auf der ganzen
Kugel dar.

Die in den Lésungen auftretenden Funktionen g(2) und %(2)
werden als ein ,,Erzeugenden-Paar‘* oder als ,,Erzeugende‘ be-
zeichnet. Aullerdem erweist es sich als zweckmiBig, die Losun-
gen der Differentialgleichung (1) in gewisse Klassen einzuteilen;
und zwar verwenden wir die nachstehenden Bezeichnungen, wo-
bei G jetzt nicht notwendig einfach zusammenhingend zu sein
braucht:

1. §°(G) sei die Menge aller in G definierten Lésungen w
von (1),

! Der Operator £ bewirkt, daB in die beliebige Lésung w 27+ 1 unabhin-
gige reelle Parameter eingchen.
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2. §5,(G) sei die Menge aller in G definierten Losungen w
von (1), die sich in der Umgebung jedes Punktes von G mit
Hilfe einer einzigen dort holomorphen Funktion g(2) er-
zeugen lassen:

w = (Zg) (2).1

3. §:(G) sei die Menge aller reellwertigen Funktionen
w e §F(G).

Dann gilt

8 (G)

C §°(6).
5, (G)

Wir weisen besonders darauf hin, dal damit auch jede Funk-
tion w deren Erzeugende %(z) lediglich cin Polynom vom Grade
£ < 2nist, als eine Funktion der Klasse §3(G) betrachtet werden
kann. Nach Satz I, ¢ kann jede solche Lésung, wenn man zur
Erzeugenden g(z) ein geeignetes Polynom vom Grade 2# hinzu-
figt, auch ohne Verwendung der Erzeugenden %(z) dargestellt
werden.

Ist eine in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G
definierte Lésung @ von (1) vorgegeben, so lassen sich die
(274 1)ten Ableitungen der Erzeugenden g(z) und /%(z) mit
Hilfe des Operators

©) D, = (1+ezm? =

eindeutig bestimmen. Liegt eine Losung w der Klasse §,(G) vor,
so 148t sich die Erzeugende g (2) unmittelbar mit Hilfe des Opera-
tors D, bestimmen (vgl. [1], Beweis zu Satz 1 und 6). Hier gilt
der

1 1n (2] wurde eine der Differentialgleichung (1) zugeordnete Funktionen-
theorie entwickelt. Dabei zeigt es sich, daB die in der Klasse § () zusammen-
gefalten Losungen von (1) ein Analogon zu den in & holomorphen Funktionen
der klassischen Funktionentheorie darstellen.
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Satz IV

Ist eine in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G definierte
Lisung w & §°(G) vorgegeben, so sind die (2n+1)ten Ablei-
tungen der Evzeugenden g(z) und h(z) eindentig bestimmt und
es gilt:

Drtlagy
(2n _ e
) gt (e) = T esznTs

Dr+lag
2n+1 ___ £
) B () =
Fiir die Losungen w & §5,(G) gilt dariiber hinaus :

(O =

©) ¢@) = £ D,

Corollar

Wegen der Gleichungen (7) und (8) sind die (2n-+1)ten Ab-
leitungen der Erzeugenden fiir eine in einem belicbigen (eventuell
awch nicht einfach zusammenhingenden) Gebiet G definierte ein-
deutige Lisung w von (1) in jedem Punkt von G eindeutig be-
stimmt und stellen daher in G (global) eindeuntige holomorphe
Funktionen dar.

2. Komplexwertige Losungen

Wir betrachten zunichst eine in ecinem Kreisring
R:0< g, <|z—zy| < g, definierte und dort eindeutige Lo-
sung w der Differentialgleichung (1). Dann sind die (2724 1)ten
Ableitungen der Erzeugenden eindeutige holomorphe Funk-
tionen in &£ und lassen sich um den Punkt z; in Laurentreihen

+o0 ol
§V () = 3 4, (2— 20), A () = 38, (s—324)

— 00

! Hieraus ergibt sich, daB die Lésungen w € § (G) durch die Gleichung
D7+ 13y — o charakterisiert werden.
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entwickeln. Durch unbestimmte Integration erhilt man sodann
unter Verwendung von

z—zg"t

1 — m+1
‘J"(z—zo)’” log(z—zo)dzz( P lOg(Z_Zo)—(z %)

(m + 12
m = o bzw. m & N,

(10
+ o0 2n
£(®) = X ay(z—2¢)" + 51(5) - log (z—z0) mit Sy (2) = 3 ¢, 2"
— 00 =0
und
(11)

+ 0

2n
h(z) = 3 b;(z—2o)* + Sy(2) « log (z— 2y) mit Sy(z) = D d, "
— 00 pu=90

Wir untersuchen nun, welchen Bedingungen die Polynome S, (2)
und S,(z) geniigen miissen, damit die durch (10) und (11) er-
zeugten Losungen w & §°(G) in R eindeutig sind. Aus

E;(Sj(z) - log (2—20)) = log (z—2,) * (ES;)<Z) ¥+ Z(j)
mit

" v Y (p—1)! (—1)n—1t )
Z(j) = ZlA”T Zl C)‘) Sj( /‘)(Z) (Z-—Zo)/‘ s J = 1 2,
Y= I[=

folgt, wenn man noch

log (z—2y) = logr +igp

setzt,
(12)

+ oo +o —
w = 1:2(_2 aa(z—zo)z) + £ (_Z by (Z—Zo)l) + 20+ 2o

+ log # {(ES) (2) + (E Sy (@) + ip|(£S)(2)—(ESy (2)]

und damit die Bedingung
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(13) (ESy) (2)—(ESy) (2) = o.

Die Funktion
wy = (ES) (2) — (ESy) (5) = (ESD(2) + (£(—=Sp) (2)

stellt jedoch eine Lésung der Klasse §°(G) dar, die in der ge-
samten Kreisscheibe K : |z—z(| < p, definiert ist. Nach Satz I, ¢
erhilt man die gleiche Lésung, wenn man S, (2) durch

$i() = Si() + P(2)
und — 8, (2) durch

(14) $:0) = =S, —(—ey 2 P(F)
ersetzt, Wihlt man nun

(15) P(z) = —S1(2),

so folgt

S5.(2) = o und w; = (ES,) (z) = o.
Mit
wy = <E§2> (2)

liegt aber eine Lésung der Klasse §j(G) vor, deren Erzeugende
nach Satz IV, Gleichung (9), eindeutig durch

Sue) = R Drw)

bestimmt ist. Also folgt
Se(2) = o

und unter Beriicksichtigung von (14)

(16) S = ey 2 S (F).

Setzt man nun S;(z) = S(z) und beachtet noch (12) und (13), so
erhélt man den folgenden
11 Minchen Ak, SB. 1965
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Satz 1
Jede im Kreisring R: 9y < |a—zo| < 04, 01 = 0, definierte und

eindentige Lisung der Differentialgleichung
(14e22)2w,; +en(n+1)w =0, n EN, ¢ = 41,
lGft sich in R gemaf

w = (£g) (2) + (£4) (2)

mit den Erzeugenden

(17) £(2) = £1(2) + S(2) * log (z—=zy),

(18) h(s) = (@) + (—e) 5™ S(7) - log (3—329)

darstellen, wobet gy(z) und iy (z) in R holomorph und eindeuntig
sind und S(z) ein belichiges Polynom vom Grade 2n in & dar-
stellt. Setzt man fiir gy(z) und hy(z) die entsprechenden Laurent-
rethen ein und beachtet den linear homogenen Charakter des Ope-
rators E, so ergibt sich hieraus eine allgemeine Darstellung der
Form

w=FE (iz:’: a, (z—zo)l) + £ (ii’:bl(z—zo)z‘)

x n-r (p—1)! (=1)p~1
T v (v —n) -~ - " z
T AT 2 WS TR

(19)

" . o oy el
+ ZA,,T”_vZ@)(—E)n(f"?”S(__e)) H M(T.l_)”

v=1 p=1 4 =R
t2log |s—s| - (BS) (2).
Dieser Satz enthilt einige wichtige Spezialfédlle. Mit

}l(2n+1) (Z) =0
folgt sofort
S(z) = o.
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Man erhilt dieses Ergebnis auch unmittelbar, wenn man Satz IV,
Gleichung (9), berlicksichtigt. Damit gilt fir die Losungen der
Differentialgleichung (1), die sich mit einer holomorphen Erzeu-
genden g(z) allein darstellen lassen, der folgende

Satz 2

Jede im Kreisring R p) < |z2—z¢| << 05, 01 >0, definierte und
eindentige Losung w & §,(R) der Differentialgleichung

G+ ez2fw,+en(n+1)w =0, nEN, ¢ = 41,

lift sich miteiner in R holomorphen und eindeutigen Erzeugen-

den

+ o0

g@) =2 a,(z—=zo)

—_— o0

darstellen.

Insbesondere ergibt sich fir den Fall, daB der Kreisring in eine
punktierte Kreisscheibe entartet, der folgende wichtige Darstel-
lungssatz:

Satz 3

Eine komplexwertige Lisung w von (1) habe in z = z, eine iso-
lierte Singularitat, d. h. die komplexwertige Funktion w sei in
eciner punktierten Umgebung K:0 < |z2— z4| << o als eindeu-
tige Funktion definiert und dort Lisung der Differentialgleichung

(1+4ez2w;+en(n+1)w =0, nEN, ¢ = +1.
Dann lafit sich w in K gemdff
w = (£g)(2) + (£4)(2)

darstellen, wobei die Erzeugenden g(z) und k(z) den in Satz 1
genannten Bedingungen gentigen.

Im Falle der in der punktierten Umgebung UQ (z29) =
= [z ]|z — 20| < o} vonz,eindeutigen Lésung w & §5(U, (2)) ist
damit die Moglichkeit einer Klassifizierung der isolierten Singu-
larititen wie in der klassischen Funktionentheorie gegeben

(vgl. [2]).

1u*
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Dariiber hinaus lassen sich tber die Gestalt der in einer Um-
gebung UQ (24) definierten und eindeutigen Lésungen der Klasse
§°, deren Erzeugende (17) und (18) logarithmische Glieder ent-
halten kénnen, noch weitere Aussagen herleiten.

Jede in Ug (2o)! definierte und eindeutige Lésung w & §° (UQ (20))
bzw. §¢ (U, (54)) 148t sich nach Satz 3 in der Form

(20) w = (pl(z,E)-log|z—~20]—|-(p2(z,2)
mit

(21) oD =3 3, —so) G—Eo)",
(22) P2 (2, 2) =_ZY_Z‘ C,{,EA), (z—zp)" (z— 7o)

darstellen. Wir sagen im Hinblick auf diese Gestalt der Entwick-
lung (20), die in 0 <T [z — z(| <Z ¢ definierte und eindeutige Lé-
sung w habe in 2 = 2 eine isolierte Singularitit m:z logarithmi-
schem Hauptglied der asymptotischen Entwicklung, wenn

(1) die Summen (21) und (22) nach links abbrechen, d. h. wenn
in ihnen 4, 4, > —m mit einer gecigneten natiirlichen
Zahl m gilt, und

(2) die Funktionen ¢, (2, z) und ¢,(z, 2) in Ua(zo) beschrinkt
sind.

Die in dieser Weise definierten Funktionen fassen wir in der
Klasse

%”(U.Q (20)) bzw. %i € (UQ (z0)

zusammen und leiten zunichst einige Aussagen Uber die Koeffi-
zienten der zugehorigen Entwicklungen (21) und (22) her.
Im Falle (22) gilt gemiD (19)

91(2,2) = 2(E£5)(2),

1 Mit z, wird im folgenden eine feste endliche Zahl bezeichnet. Der Fall,
daB eine Singularititin z = oo (¢ = - 1) auftritt, kann durch Anwendung der
Transformation z = {1 stets auf den Fall { = o zuriickgefiihrt werden.
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d. h. ¢, (2, 2) 1dBt sich in jedem Fall in eine Potenzreihe
Pi(z,2) = 3 Cl, (z— 20" G—20)"
=0
entwickeln.
Wir nehmen nun an, es liege eine Lésung w der Klasse
§° (U, (0)) vor. Dann sind die Erzeugenden

§(2) = g1(2) + S(2)-log 2

h(s) = hy(2) + (—)" 22 S (‘7‘3) logz

bis auf ein Polynom vom Grade 2# in z bestimmt. Bei vorgegebe-
ner Lésung w sind also die Hauptteile der Laurentreihen

(23 6@ =5 4,
(24 () = 36,7

eindeutig bestimmt. Entwickelt man

z

T = ——
1+ €2z

an der Stelle z, = 0, so erhilt man

(25) 7= D z(—ez2)".
Ai=0

Setzt man (23) in die Darstellung

(26) wy = (Eg4)(2)

ein, so ergibt sich eine Entwicklung der Form

(27) w, = 2 g aRE
—oo < py < ©
pa 0

Da das von 7 freie Glied in (26) die Gestalt

oo

g @) = Y aA(h—1)...A—n+ 1)l

—_o0
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hat, folgt fiir die Koeffizienten «, o in (27) nunmehr unter Be-
riicksichtigung von (23)

(28) %y 0 = @ugn M1+ 2) (U +n—1).. (ug+1).

Entsprechend erhilt man unter Verwendung von (24) fiir die
Koeffizienten f, , in

(29) Wy = (E hl) (Z) = ZO ﬂyl;l, g g
—00!2F|<°°

die Bedingung
(30) Bowy = bpy s+ n) (ua+n—1).. (0 +1).

Betrachtet man nun die Darstellung

GO w=(EQ@)+ERN@ =3 3 pun i+

—oo —oo

+ (£S5) (2) - log (23),

so gilt unter Verwendung von (28) und (30), falls g,(2) in zy = o
wesentlich singulir,

Yu,,0 =+ © flir unendlich viele u; < o.

Hat g,(2) in 25 = o eine Polstelle, so gilt y, o = o nur fiir end-
lich viele u; <C 0. Entsprechend gilt

yO,,u, =%= O

fiir unendlich viele bzw. endlich viele u, <Z 0, falls 4, (2) in z, = 0
wesentlich singuldr ist bzw. eine Polstelle besitzt.

Da die Hauptteile der Laurentreihen g, (2) und %, (2) jedoch bei
Vorgabe von w eindeutig bestimmt sind, so gilt umgekehrt, dal
£1(2) und %,(2) wesentlich singulir sind in z, = o oder dort eine
Polstelle besitzen, falls in (31)

y,u(,O :i: 0
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fur unendlich viele oder endlich viele p; < 0 bzw.
yO, Ha :*: o

fiir unendlich viele oder endlich viele uy, <C 0. Dariiber hinaus gilt
in (31), wenn man (27), (29) und (19) bertcksichtigt, daB

/4y, Mg nicht beide <Z o.

Wir bringen letzteres durch die Schreibweise

w = (EL Q)+ (ER(E) = 2 Yy, &5 + (E5)(2) log (s2)
zum Ausdruck. Dartiber hinaus folgt, daB bei festem pu, (> 0)

Vu o, = O nur fir jeweils endlich viele u; <o
gilt, falls

Yu,0 &+ 0 nur fiir endlich viele u; < o ist.

Eine entsprechende Aussage gilt, falls u, < 0 und p; (O 0) fest.

Wir untersuchen nun den Fall, daf} die isolierte Singularitit in
einem beliebigen Punkte 2z, liegt. Berticksichtigt man hier, daf3
die Differentialgleichung (1) invariant ist gegentiber Kugeldre-
hungen (¢ = +1) bzw. Automorphismen des Einheitskreises
(e = —1), so erhidlt man ausgehend von den Lésungen

@ (6,0) = (E£) () + (Ek) () € § (U, ()
die Losungen

w (2,3) = (Eg)(2) + (E k) (2) € § (U, (20)
gemi

w(e,?) = [@ED) 2 ez, ] = 1.

Zur Bestimmung der neuen Erzeugenden g(2) und %(2) bei Vor-
gabe von £ (&) und £(¢) greifen wir zunichst den Fall
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(32) @1, 8) = (28) ©),
(33) w, (2,7) = (@1 D], _ An) = (£g) (2)

heraus. Hier treten die Erzeugenden ¢ () bzw. g (2) zusammen mit
A, als Faktor von

E n Z ”
(_—1 Teit ) bzw. (———1 el )

auf. Berticksichtigt man noch

_f __ n(1+ez3z) |§(l+8502) —El
1+ 6L fo = 22 T 1+t ez 1+ ez2 o>

1+ ez42

so folgt

(4 £ =[Ok a1t ()" (1 4+ e502)"".
Im Falle

(35) @y, 0) = (BB Q),

GO wile®) = [#:0 D) o rem =EA) @)

folgt entsprechend

(37) Az = [iz(C)L:fg_e—;g (#) (1 + e242)"".

Analoge Uberlegungen gelten fiir den Fall, daB die Singularitit

im Punkte co liegt. Unter Benutzung der Isometrie { = % fihren
sie zu den Transformationsformeln

(34a) £(@) = [£Q@L-L (1),

(372) h(z) = [/}(c)]C:% (—1)" 2.
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Wir gehen nun von dem in (31) gewonnenen Ergebnis aus, d. h.

wir nehmen an, w(¢, £) habe eine isolierte Singularitédt in { = o,
dann gilt

D0 = (B2 Q) + (EA)(©)
= 2Vl T+ (2 8) () 10g (2,0

mit

(38) Q) =510+ S© logt,

59) @ = @+t §(Flogt.

Wir transformieren nun die isolierte Singularitit vermége
(40) {= %?%

in den Punkt z,. Dann erhilt man die neuen Erzeugenden

£(2) = £1(2) + S (2) log (z—z)

h(s) = Iy () + (—or 2 S (5] log (s — 29)

gemiB (34) und (37), und es gilt: Falls g,({) bzw. /;1(C) eine we-
sentliche Singularitit oder eine Polstelle in { = o besitzen, so ist
dies auch fiir die neuen Laurentreihen g,(2) und £4(2) in z = z,
der Fall und umgekehrt. Betrachtet man andererseits die Lésun-
gen (32) und (33), so gilt wegen

Z . 7 1+€e242 = -
[1+ECZ:| 1e=2) T 146202, 1+ €22 <Z Zo))

b= 146358

daB alle Summanden von (32), die einen Faktor

( 4 )n—", n—vy > 0,

1+ et
aufweisen, nach der Transformation (40) einen Faktor

7—2z9)°, 0&E N,
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besitzen. Lediglich die GroBe

(41) 4,87

geht durch (40) in einen von (z —z,) freien Summanden {ber.
Entsprechend liefert im Falle der Losungen (35) und (36) ledig-
lich die GroBe

(42) A, 5 (L)

einen von (z— z,) freien Summanden von (36).
Beriicksichtigt man noch, daBl mit g,({) bzw. £,(8) (vgl. (38)
und (39)) auch g (0) bzw. 2 (L) in { = o wesentlich singulir
sind, so liefern die GréBen (41) und (42) nach Anwendung von
(40) eine in 2z = g, wesentlich singulire in U(zo) holomorphe bzw.

antiholomorphe Funktion. Damit gilt der folgende

Satz 4

Jede in 0 < |z—zo| << o definierte und eindeutige Lisung
w & §(U,(20)) der Differentialgleichung

(1+e22)?w,;+en(n+ 1)w =0, nEN, ¢ = 41,

hat die Form

(43) w= (£ + (ER() = ;’ Vinw E—20)" E—Z)" +
+ 2(£5)(2) log |2— 2|

Dabei stellt S(z) ein Polynom vom Grade 2n in z dar.
Falls y, o= 0 fiir unendlich viele u; <o, so ist die Laurent-
reihe gi(z) in

(44) g(2) = £1(2) + S(2) - log (2 2)

wesentlich singuldr in z = z,.
Falls y,,,. = 0 fiir unendlich viele p, < 0, so ist die Laurent-
reihe hy(z) in
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(45)  RE) = m(@) + (— 2 S (52 log (s—29)

z
wesentlich singulir in z = z,.
Falls

2 Vw0 (=200

polartig in 2 = z,, so enthalten die Teilsummen
Puy = 2 Vi (@—20)" (F—EF), py>> o0 und fest,
H <0

von (43) jeweils nur endlich viele Glieder.
Falls

2 Yo, E—Z0)"

polartig in z = 2z, so enthalten auch die Teilsummen
Gy = 2 Vi E—20)" (F—Zo)"*, H, >0 und fest,
1 <0

von (43) jeweils nur endlich viele Glieder.
Unter Verwendung von Satz 4 folgt damit, daB alle Lésungen

w & §E (09 (20))

Erzeugende besitzen, bei denen die auftretenden Laurentreihen
£1(2) und %4(2) in z = 2y hochstens cine Polstelle aufweisen. Da-
mit gilt zunichst (vergl. (7) und (8))

(o]

(46) g(2"+1)(3) = 2 ‘iz(z—zo)l,

=—&

(47) B G = =2°°’ By (z— 20

mit £, £, © N.
Falls £y > 2n 41 bzw. £y > 2% + 1 ist, haben die Funktio-
nen

g1(5) = DA a,(z—20)"

n= —my
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bzw.

() = 3 b (—zo)"

H=—my

in 2z = z, einen Pol der Ordnung #z; bzw. m,, und es gilt

(48) bi=mqy+2n-+4+1, ky = my -+ 224 1.

Im Falle 2, <22 +4 1 bzw. £y < 2n + 1 sind g,(2) bzw. %;(2)
holomorph in z;,. Wenn die Funktionen g,(z) bzw. %Z,(2) in
2z =z, Polstellen der Ordnung 2, bzw. 2, besitzen, so treten in

(E gy) (2) bzw. (Ehy) (2)
Potenzen
(2—20)" bzw. F—ZFo™

mit
—(my+n) L8y <(—n) bzw. — (my+n) < 8, < (—n)
auf. Unter Berlcksichtigung von (19) miifte also fiir eine Lésung
w € §(U, (29) im Falle max (b, £3) =27+ 1
my = m,

gelten. Betrachtet man auBerdem in
(Eg1) (8) + (Ehy)(2)

die Glieder mit (z—zy)™™ " und (z—2zy) ™", so folgt aus der
Forderung

a
—m —m

- = = 0
(z— zo)ml-’-n + (z—25)™ R ’

wenn man noch
£ 9
Z—2zg = pe

verwendet,

— 1ty

a e—-x’&(ml + n) + b gz'{)(ml +n) o
— sy
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fiir alle 0 £ ¢ < 2x und deshalb

Ay = b = o.

—my

Damit reduzieren sich die Laurentreihen g4 (2) und %, (z) auf Po-
tenzreihen und fiir die Entwicklungen (46) und (47) gilt

W@ = 3 G =T+ 3 a—zf

und

(50) HE7+ 1) (5) = f’ by (r— 2o = T{h(2))} +A§OZZ(z—z0)ﬁ.

=-2n-1 o

Soll nun eine Lésung der Klasse §* (U, (2y)) vorliegen, so diirfen
die Spezialteile

=3

(51) zT{g(z)} = 2 4 (Z—Zo)/1
4 A==2n~1
und
-1 -
(52) {{/1 (=)} =}__Z_; _151 (z—20)"

nicht identisch verschwinden. Generell bestehen bei eindeutigen
* .

Losungen w & §° (U, (z9)) zwischen den Koeffizienten Z, des

Polynoms

2n

SE) = 3 = 3 7, (e— 20"

p=0 p=0
und den Koeffizienten &, des Spezialteils 7 {¢ (2)} notwendig die

Beziehungen

= (— 1)”5—(2714-1—;1)
(53) C;l = 'u! (27l—ﬂ)l ’

o< u<an.

(Es gelten weitere Koeffizientenrelationen, die sich im Falle zy=0
in der folgenden einfachen Form schreiben lassen:

(54) b—(/l+1) = <—8)”+,‘ d—(211+1—y): o é,u é 272)-
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Fir die Lésungen w E%s (Ug (z0)) folgen jedoch dartiber hinaus
aus der Forderung, daB das logarithmische Glied das Haupt-
glied der asymptotischen Entwicklung darstellen soll, weitere
Bedingungen fiir die Koeffizienten 4,, 4, der Spezialteile T{g(z)]
und Tl/z(z)}

Dazu betrachten wir zunichst wiederum eine Lésung @ (£, Z)
mit einer isolierten Singularitit in { = o und verwenden

2n
4
S = ", =
© Aévotl1 ¢ ’ 14+ ¢elg

In diesem Fall durfen in den Summanden

n ¥ o
55 So= 34773 () st Lt
v=1 M G

=1

und

(56) o= Z?’A,r”"‘ﬂé‘l (Z) — )" (CZﬂ (T))(v R (#—1)';” i

v=1

der Darstellung (19) keine Potenzen von ¢ bzw. £ mit negativem
Exponenten auftreten. Diese Forderung liefert im Falle 3,

cg=o0 fur o< A< »n

und im Falle >,
c;=o0 fur <A< 2.

Damit reduziert sich das Polynom S({) auf
SO =r¢c, ", ¢, bel. (&= 0).

Um eine entsprechende Aussage fiir cine isolierte Singularitit
in z, (bel.) zu gewinnen, unterwerfen wir die Losung

@8 =(EH O + (Eh)(Q)

é(c> = ‘é-](g) + Cn C” lOgC,
h(C) = () + 7,0 logt
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(wobei £;({) und /;1(4') Potenzreihen darstellen) der Transfor-
mation (40) und erhalten

w(z,z) = (Eg)(2) + (E4)(2)

mit den Erzeugenden
£(@) = g1(2) + 51 (2) - log (2 2),
k@) = @)+ (e 2 S () log (e—20).

Hier stellen g4 (2) und /7, (2) wiederum Potenzreihen dar, wihrend
das Polynom S;(2) die Gestalt

Sl (z) =, ((Z“—Zo) (14ez2) )"

14+ €252

(57) i
= 2 (Z) (l_)g (z—zg)" "¢, ¢, bel. (= 0),

=0 1+ €242,

hat. Liegt die Singularitit im Punkte oo, so setzt man zunéchst
im obigen Ergebnis z;= o0 und transformiere dann mittels

1 . .
z = —. Die neuen Erzeugenden erhilt man unter Verwendung

der Formeln (342) und (37a). Damit gilt der folgende

Satz 5
Jede in 0 < |z—zy| < o definierte und eindeutige Lésung
we %e (U,(z,)) der Differentialgleichung

(1+ez2)?w,;+en(n+1)w =0, nEN, e= 41,
lapt sich in Ue(zo) gemdf

w = (Eg)(2) + (EA) (2)

mit den LErzeugenden
£(5) = £1(2) + S(2) - log (s —2y),

h(e) = In(e) + (—ey 2 S (52) - log (s=—20)
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darstellen. Dabei gilt

S =C 3 (2 )(m) (s—zo"*e, € komplex (4 o),

e=0

wihrend es sick bei gy(z) und hy(z) wm in 2 = zy holomorphe
Funktionen handelt.

Liegt eine Lisung w & %J’I (UQ (c0)) wor, so haben die Erzeu-
genden die Gestalt

2n

g@ = 2 a,z"+Cs" logz,
2n
h(z) = 2 b,2"+Cz"logz, Ckomplex (== 0).

Fiir eine Lésung wE%e(Ue(zo)) gilt auBerdem fiir die
Koeffizienten &, des Spezialteils (51) unter Berticksichtigung

von (53)

(58) g = o fir —(n+ 1) >4 >—(2n+ 1),
(59) .
5/1—_—C(n+7ll+/1)(2n+1+Z)!(—l—1)!(—1)‘+1(_1 +€jgoﬁo)"+1+l’

C bel. (F0), fir —1 > 2 > —(n+1).
Fiir die Koeffizienten 4, von (52) gilt wegen
n n E
ey 2 S(F) = $5@

die Beziehung

(60) =S4, —122>—CGnt1)
Ist also eine eindeutige Losung

61) w = (Eg) () + TR G E § (U, (20))

mit einer isolierten Singularitit in z = z, vorgegeben, so erhilt
man unter Verwendung von (7) und (8) die (2# 4 1)ten Ab-
leitungen der Erzeugenden in der Form
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oo

(62> g(2n+1) (Z) e Z dl (Z—ZO>1, kl o N bzw. Iél = 00,

1

63) A"V () = 3 b,(z—zg)t, £ € N baw. by = co.
A==k

Es handelt sich bei (61) genau dann um eine Losung der Klasse

* .

5 (U,(zy)), d. h. um eine Losung mit logarithmischem Haupt-
glied der asymptotischen Entwicklung, falls in (62), (63) die An-
fangsgrade —4A;, — 4, endlich sind, die Beziehung

é]_:éz:”—}—l

erfiillt ist und die Koeffizienten d,, 4, fiir (—1) > A>—(n+1) den
Bedingungen (59) und (60) genligen.

3. Reellwertige Liosungen

Nach Satz 1 ldBt sich jede im Kreisring R: o, << |z—z¢| < p,,
0, > 0, definierte und eindeutige komplexwertige Lésung von (1)
in der Form

w=(EHE+EDE
mit den Erzeugenden
(64) £(2) = £1(2) + 51(2) - log (2—2,),
(63) h(z) = In(2) + S,(z) - log (z— )
darstellen. Dabei bezeichnet S;(z) ein Polynom vom Grade 2#

in z; g1(2) und %4;(2) sind holomorphe und eindeutige Funktionen
im Kreisring R, und S,(2) geniigt der Bedingung

(66) Su(e) = (=& 2" Sy () -
Wir setzen
©7) (E) (@) =@, (EBE) =Y,

12 Minchen Ak. SB. 1965
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dann gilt fiir eine reellwertige Lésung w von (1), wenn wir
auBlerdem

F=0—-Y

verwenden,
w—w= (D+¥)— (D4 V)= (D—F)—(P—W)=F—F = o.

Damit folgt, da es sich bei # um eine reellwertige Funktion
handelt,

=P+ V¥V =04+ B—F = |eP—F)+ eP—F)| =
= @+ ) + @+ P)).

Wir erhalten also unter Beriicksichtigung von (67) mit

= (e +4)

w =5 {(Be) @)+ (EA) () + (Be) &)+ (Bh) ()] =
= (£1) (2) + (Ef) (2).
Dabei gilt fiir f(z) unter Verwendung von (64) und (65)

@) = 5 {&e) + h@E)} + S() - log (z — )

S@) = — [Sis) + S:(2)}-

Unter Beriicksichtigung von (66) erhilt man also fiir das Poly-
nom S(z)

SE@ = 3{S@ + (o2 ?(j}

Diese Forderung ist jedoch wegen

(—e)" 22" ‘ng—e—) = (—e&)" 2" {% S1 (:Ei) +%(— )" (%8)2" ‘%l

= S (F) 156 = SE
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gleichbedeutend mit der Bedingung

S = eyt S ().
Damit lautet der Entwicklungssatz fiir die reellwertigen Lésun-

gen von (1) wie folgt:

Satz 6

Jede im Kreisring R oy < |z —zo| < 03, 0y = 0, definierte und
eindeutige reellwertige Lisung der Differentialgleichung

(U+ezz)w,;+en(n+1)w =0, &N, e¢= 41,
it sich in R gemdfs
w = (£g)(e) + (Eg) (@)
mit der Erzeugenden
g(2) = &1(2) + S(2) - log (2 —2y)

darstellen, wobet gi(z) in R holomorph und eindeutig ist, wih-
rend S (z) ein Polynom vom Grade 2n in z bezeichnet, welches der
Bedingung

PO SPAY I+ __6_
S(z) = (—e)z S(E)
gentigt.
Entartet der Kreisring R in eine punktierte Kreisscheibe, so
gilt speziell:
Satz 7

Eine reellwertige Losung w von (1) habe in z = 2z, eine tsolierte
Singularitit, d. k. die reellwertige Funktion w sei in etner punk-
tierten Umgebung K : 0 < |z— 24| < p als eindeutige Funktion
definiert und dort Lisung der Differentialgleichung

(1+ez8)?w,; +en(nt+1)w =0, nEN, e¢=41.
Dann lifit sich w in K gemdf
w = (£g)(2) + (£g)(2)
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darstellen, wobei die Erzeugende g(z) der in Saiz 6 genannten
Bedingung geniigt.

Um zu einer Darstellung fiir die Loésungen der Klasse

* .
§: (U, (2y)) zu kommen, ist zu priifen, welche Einschrinkungen
aus der in Satz 6 genannten Bedingung

SE) = (—er S (;)

fir das Polynom (57) folgen. Wegen

S(z) = C( (z—25) (1 + €% 2) ),,

14 €22

und

S5 =

z

(—eyC ((z— 2o) (1 + eEoz))n

L2 1+ &242

folgt hier jedoch lediglich

¢ =_C
Liegt die Singularitit in 0o, so verwende man das obige Ergebnis
. . “ . 1
fur z, = o, transformiere durch die Isometric z = + und ver-

wende (34a). Damit gilt der folgende

Satz 8

Jede in o < |z— zy| < o definierte und eindeutige Lisung
.
w & §o (U, (20) ) der Differentialgleichung

(4 ez2)?w;+en(n+1)w =0, &N, ¢ = 41,

16t sich in (UQ (24)) gemadf

w = (Eg)(z)+ (£g)(z)

mit dev Erzeugenden

£ () = g1(2) + S(2) - log (z — 2)



Ein allgemeiner Entwicklungssatz 139

darstellen, wobei g,(z) eine Potenzreihe bezeichnet, wihrend fiir

S(z) gilt

S(z) = C i (;l) (—85" )e (z— 2" 1, C reell (£0).

G20 1+ ¢e20Z,

* .
Liegt eine Losung w & §FI1(U,(c0)) vor, so gilt fiir die Er-
zeugende

2n
g = 2 a,z"4+ C2" logz, C reell (&= o).

Hieran ist besonders bemerkenswert, dall S(z) abgesehen von
dem (von w abhingigen, konstanten) Faktor C fiir alle Ldsungen

*
w € §.(U,(zy)) die gleiche Gestalt hat. Eine entsprechende Aus-
sage gilt fur

W o2 = 2(BS) () = —2 B (e —20) (1-+ e202)))

in der Entwicklung

w = @ (z,2) - log |z —z¢| + @u(z, 2).

Zum Beispiel erhélt man im Falle 25 = o fiir
Uz, 2;0) = £ (" log 2) + W

bei Beriicksichtigung von (19)

(68)

Uz, z;0) = véoA”( 7! ( 2z )n—v

n—y! \14ezz

log (22)

#2215 0 2GS o el

y=1lp=1

d. h. es liegt eine nur von 27 abhidngige Losung von (1) vor. Zur
Bestimmung aller derartigen Lésungen setzen wir

1—ezZ

w(z?) = 9@), 0 = T




140 Karl Wilhelm Bauer und Ernst Peschl

und erhalten an Stelle von (1) die Legendresche Differential-
gleichung
(w?—1)¢" + 209" — n(n+1)p = o.

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet (¢, C,
bel. komplex)

(69) ¢ = G P,(0) + G0, (w) fir ¢ = 41
bzw.
(70) ¢ = G P,(0) + C,2(w) fir e =—1,

wenn man entsprechend der Schreibweise von Magnus und
Oberhettinger [3] mit 2,(w) dic Legendreschen Polynome be-
zeichnet und

Q@) = +P,(@) log *E2— W, ,(w), e = +1,

1—w

1

2,(w) = 1+ P,() log 2T

o —1
n—1
W __[ 2] 27— 4y —1 P
wo1 (@) = =Z(; o vy L1 (@)

—Wn—l(w)’ &€=—1,

setzt. Die Losung (68) ist sodann in den Lésungen (69) bzw. (770)
mit

enthalten; es gilt also im Falle zy = o

U(Z,E;O) = n! {Pn(w) log(zz) 42 Wn__1 (w)}mitw — 1—ezZ

14ezz’

Setzt man fir beliebiges 2z,

U(z,2;20) = E(S(z; 20) log (s — 59)) + E (S(z; #9) Iog (5— 20))

mit

S(z;zo) — ((2—20) (1 + &% 2) )n.

1 4-€242
dann gilt
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U(z,2;29) = n! [P,, (1_—%?)] _log|lz— 2P+ P (2 2)
L+ell) e = (22

mit einer in z = z, beschrinkten Funktion @ (z, 2). Mit diesen

Uberlegungen haben wir den folgenden Satz gewonnen.

Satz 9

* o,
Zu jeder Lisung w & (U, (z9)) gibt es genaw eine reelle
Zahl C, so daf

w—C-U(z2,2;2)
in zy veell analytisch erginzbar ist.

Wir betrachten nun ein einfach zusammenhingendes Gebiet &
mit 2, & G, A =1, ..., £ Durch Herausnahme der Punkte z, aus
G entstehe das Gebiet G Wir nebhmen auBerdem an, daBl G im
Falle e = —1 im Innern des Einheitskreises liegt.

Zu jeder Funktion w & §; ! (G,), die in den Punkten z;, A = 1,

.., £, isolierte Singularititen mit logarithmischem Hauptglied
der asymptotischen Entwicklung besitzt, gibt es dann unter Be-
riicksichtigung von Satz g reelle Konstanten (, ..., C;, so dal3

P
w— D C;-U(z,2;2,)

A=1

in allen z, reell analytisch ergénzbar ist und danach eine Lésung
der Klasse §,! (G) darstellt.

Im Falle ¢ = 41 lassen sich dhnliche Aussagen formulieren,
doch ist hier der Punkt z = co besonders zu beachten. Wir be-
trachten zunichst den Fall, dal3 das Gebiet G nicht gleich der
Riemannschen Zahlenkugel ist. Dann kann man durch eine
Kugeldrehung stets erreichen, daB3 der Punkt oo nicht zu G ge-
hért. Wir kénnen also in diesem Fall ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dal} ein Gebiet G mit z = co & G vor-
liegt. Damit haben wir die Mboglichkeit, wie oben im Falle
&€ = —1 zu verfahren, und kommen so zu einer entsprechenden
Aussage. Wir fassen das Ergebnis fiir beide Fille im folgenden
Satz zusammen.


















