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VORBEMERKUNGEN 

l. ALLGEMEINES  

Im Zusammenhang mit der geplanten Schaffung eines einheitlichen weltweiten Ver- 
messungssystems hat auch das Problem der Berechnung langer geodätischer Linien wieder 
grundlegende Bedeutung erlangt.Der beabsichtigte Zusammenschluß regionaler und kon- 
tinentaler Triangulationsnetze, der nunmehr durch die Methoden der Stellartriangulation 
und der Satellitengeodäsie realisierbar geworden ist, erfordert in weit größerem Umfang 
als bisher wirtschaftliche Möglichkeiten zur rechnerischen Überbrückung sehr großer Ent- 
fernungen, die bis maximal zum halben Erdumfang reichen können. Aber auch nicht- 
geodätische Stellen, von denen nur das internationale Funkwesen und die Luftnavigation 
genannt seien, benötigen immer häufiger zwar nur genäherte, aber durch sphärische Be- 
rechnung nicht mehr mögliche Entfernungs- und Azimutbestimmungen bei sehr großen 
Strecken bis zu 20000 km. 

Zur Lösung dieser als geodätische Hauptaufgaben bezeichneten Probleme wird als Re- 
ferenzfläche für das Geoid ein Rotationsellipsoid verwendet. Ein Parameternetz aus Par- 
allelkreisen und Meridianen ermöglicht die eindeutige Festlegung eines jeden Punktes 
durch seine geographischen Koordinaten. Zur Definition von Richtungen und Entfernun- 
gen zwischen je zwei Punkten wird wegen ihrer besonders günstigen flächentheoretischen 
Eigenschaften die beide Punkte verbindende kürzeste oder geodätische Linie verwendet. 
Dabei wird als Richtung das von Norden über Osten gezählte Azimut und als Entfernung 
die Bogenlänge der zwischen den beiden Punkten verlaufenden geodätischen Linie ange- 
geben. 

Als erste geodätische Hauptaufgabe wird das stets eindeutige lösbare Problem der Be- 
rechnung der geographischen Koordinaten B2, L2 eines Punktes P2 und des Azimuts A2 

der die Punkte Px und P2 verbindenden geodätischen Linie in P2 bezeichnet ; gegeben sind 
dabei die geographischen Koordinaten B1, Lx und die kürzeste Entfernung A s sowie das 
Azimut A1 der geodätischen Linie in Px. 

Bei der zweiten geodätischen Hauptaufgabe, die abgesehen vom Sonderfall zweier zu- 
fällig existierender gleichlanger Verbindungslinien ebenfalls stets eindeutig lösbar ist, sind 
die geographischen Koordinaten Bx, Lx und B2, L2 zweier Punkte Px und P2 gegeben. Ge- 
sucht sind hier die kürzeste Entfernung A s dieser Punkte sowie die Azimute Ax, A2 der die 
Punkte verbindenden geodätischen Linie in den gegebenen Punkten. 

Im Prinzip sind diese Probleme auch bei langen Entfernungen längst gelöst. Die zahlen- 
mäßige Berechnung ist jedoch hier immer noch mit erheblichem Rechenaufwand verbun- 
den, so daß das eigentliche Problem nicht mehr so sehr in der Lösung an sich, als vielmehr 
in der Wirtschaftlichkeit der Lösungen zu sehen ist. Es ist deshalb nicht überraschend, daß 
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gerade in letzter Zeit eine Reihe von Versuchen unternommen wurden, die vorliegenden 
Aufgaben möglichst rationellen Lösungen zuzuführen ([6], [7], [16], [24], [26], [27], [29], 
[34], [39], [40], [41]). Dabei spielt im allgemeinen die Rationalisierung durch weitgehende 
Tabulierung eine entscheidende Rolle. 

Die Fortschritte der letzten Jahre auf dem Gebiet der elektronischen Rechentechnik las- 
sen jedoch erwarten, daß das Problem der Wirtschaftlichkeit endgültig durch den Einsatz 
programmgesteuerter elektronischer Rechenanlagen gelöst werden kann, zumal sich die 
Verwendung solcher Rechenautomaten für die Aufgaben der niederen Geodäsie inzwischen 

mit gutem Erfolg bewährt hat. Grundsätzlich scheint sogar bei der Berechnung langer geo- 
dätischer Linien ein besonders hoher Grad der Wirtschaftlichkeitssteigerung mit Hilfe die- 
ser Rechenautomaten möglich zu sein, da hier auf Grund nur weniger Ausgangsdaten er- 
hebliche Rechenarbeit zu bewältigen ist und das Ergebnis dann wieder in der Form nur 
weniger Zahlenwerte anfällt. 

Allerdings ist zu erwarten, daß die neue Rechentechnik auch andere Voraussetzungen 
sowohl im Hinblick auf die Lösungsverfahren selbst als auch hinsichtlich der Rechenhilfs- 
mittel erfordert. So kommt hier z. B. die Verwendung von Tafelwerken oder von graphi- 
schen Hilfsmitteln nicht mehr in Betracht, so daß gleichzeitig die bisherigen Anstrengun- 
gen nach einer Rationalisierung der Lösungen weitgehend an Bedeutung verlieren würden. 

Zwar sind in der Zwischenzeit bereits Versuche zur Lösung der vorliegenden Probleme 
mit Hilfe programmgesteuerter Rechenautomaten bekannt geworden ([33], [35]), denen 
jedoch ein befriedigendes Ergebnis entweder infolge mangelnder Genauigkeit oder eines 
beschränkten Anwendungsbereiches der Rechenprogramme bzw. der ihnen zugrunde lie- 
genden Verfahren nicht zugesprochen werden kann. Mit  der vorliegenden Arbeit soll des- 
halb ein weiterer Beitrag zur Lösung des Wirtschaftlichkeitsproblems bei der Berechnung 
langer geodätischer Linien durch Anwendung der neuen Rechentechnik geleistet werden. 

2. GENAUIGKEITSFORDERUNGEN FÜR DIE ZAHLENRECHNUNG 

Ein entscheidendes Problem bei der Lösung der vorliegenden Aufgaben mit elektroni- 
schen Rechenanlagen ergibt sich aus der dabei notwendigen hohen Rechengenauigkeit, 
da die Rechenautomaten selbst nur mit Zahlen begrenzter Stellenzahl arbeiten. 

Es ist deshalb zunächst eine allgemeine Untersuchung über die bei der Lösung der geo- 
dätischen Hauptaufgaben erforderliche Genauigkeit notwendig. Diese ist sehr unterschied- 
lich und hängt ab vom Verwendungszweck der Ergebnisse. Sie ist am größten bei Berech- 
nungen für geodätische Zwecke. Hier wird für den geographischen Breitenwert B und 
Längenwert L im allgemeinen eine Genauigkeit von 

ÔB” = ÔL" = l"- 10-2 * 4 

gefordert. Dies entspricht im linearen Maß auf dem Meridian 

Ô B"-a 

Q" 

und auf dem Parallelkreis 

i"- 10-4 • 6,38 • 108 

2','06 %  105 * * cm = 3,1 mm 

— ÖL"-a 
rr  • cos B, ÔL = e 
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also maximal für B = o 

ÔL max 
• io~4 • 6,38 • IO8 

2!'O6 • 105 
3,1 mm. 

In Polnähe ist für den Längenwert eine geringere Genauigkeit ausreichend. 

Mit  den Werten dB und bL läßt sich die für die Azimute erforderliche Genauigkeit ab- 

schätzen. Einer Querabweichung von <5 = 3,1 mm entspricht eine Winkelgenauigkeit von 

ÔA" = —-o". 
m K 

Die reduzierte Länge m der geodätischen Linie kann maximal gleich a oder 6,38 • 108 

cm werden. Damit wird 

ô A" 3,i 
6,38 • 109 2,06 • 105 1 " • 10-4. 

Die Azimute sind also ebenfalls mit einer Genauigkeit von 1"• io~4 anzugeben. 
Diesem Wert entsprechen 

<3° = 2,8 • 10“8 Altgrad oder 

ô = 4,8 • io-10 im Bogenmaß. 

Für geodätische Zwecke ist die Zahlenrechnung also mit einer Genauigkeit von io-10 

auszuführen. 
Umgekehrt entspricht 

einer Rechen- 
genauigkeit von 

10-10 

io~9 

io~8 

IO-7 

io~6 

eine Lage- 
genauigkeit von 

ô = 3 mm 
= 3 cm 
= 30 cm 

= 3 m 
= 30 m 

und eine Winkel- 
genauigkeit von 

Ô" = 1" • 10-4 

= l"-10-3 

= 1"• io~2 

= i"- 10-1 

Die oben geforderte Genauigkeit von io-10 ist mit elektronischen Rechenautomaten nicht 
ohne weiteres zu erreichen. Größere Rechenanlagen arbeiten zwar teilweise mit einer Man- 
tissenlänge von 38 bis 40 Binärstellen, was etwa 11 bis 12 Dezimalstellen entspricht; bei 
mittleren Rechenanlagen ist die Wortlänge im allgemeinen wesentlich kürzer. Die Man- 
tissenlänge ist jedoch keineswegs identisch mit der erreichbaren Endgenauigkeit der Er- 
gebnisse, da bereits bei der Konvertierung der Zahlen, insbesondere aber durch eine nicht 
kontrollierbare Akkumulation von Rundungsfehlern während des Rechenprozesses ein er- 
heblicher Genauigkeitsverlust eintritt. Testberechnungen auf der PERM (programmge- 
steuerte elektronische Rechenanlage München), die mit einer ca. 12 Dezimalstellen ent- 
sprechenden Mantissenlänge arbeitet, ergaben, daß bei der Lösung der vorliegenden Pro- 
bleme hier nur etwa 9 Dezimalstellen als sicher zu betrachten sind. Um eine Endgenauig- 
keit von io~10 in jedem Fall sicher zu erreichen, müssen demnach die Berechnungen mit 
einer ca. 13 bis 14 Dezimalstellen entsprechenden Mantissenlänge ausgeführt werden. Das 
bedeutet, daß bei Berechnungen für geodätische Zwecke die einfache Wortlänge nicht mehr 
ausreicht, die arithmetischen Operationen also mit doppelter Genauigkeit auszuführen sind. 
Berechnungen mit doppelter Wortlänge sind zwar grundsätzlich bei jeder Rechenanlage 

2 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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möglich. Für vereinfachende Formelsprachen wie Algol oder Fortran fehlen jedoch zur 

Zeit noch die erforderlichen Unterprogramme, so daß die Rechenprogramme im jeweiligen 
Maschinen-Code zu erstellen wären. 

Speziell für die Rechenanlage ZUSE Z 23 wurde von der Firma ZUSE KG, Bad Hers- 

feld, ein Unterprogramm zur Berechnung mit doppelter Wortlänge erstellt (Programm Nr. 
23044, Hersteller Suppes), das eine weitgehende Verwendung des Freiburger Codes er- 
laubt. Die Rechenzeiten erhöhen sich dabei zwar auf etwa das Dreifache (Rechengeschwin- 
digkeit bei einfacher Wortlänge ca. 60, bei doppelter Wortlänge ca. 20 Operationen pro 
Sekunde); die Mantissenlänge beträgt jedoch anstatt ursprünglich 30 (ca. 9 Dezimalstellen) 
nunmehr 70 Binärstellen, was etwa 20 Dezimalstellen entspricht. 

Die Rechenprogramme zur Lösung der geodätischen Hauptaufgaben werden deshalb 
in der vorliegenden Arbeit zunächst speziell für die ZUSE Z 23 erstellt. Die der eigentlichen 
Programmierung vorausgehenden Ausführungen über die mathematischen und verfahrens- 

technischen Grundlagen werden jedoch bewußt allgemein gehalten, außerdem werden aus- 
führliche Flußdiagramme beigegeben, so daß eine spätere Übersetzung der Programme 
in eine andere Formelsprache ohne Schwierigkeiten möglich ist. 

3. DER INHALT  DER ARBEIT 

Die Berechnung langer geodätischer Linien mit der oben geforderten Genauigkeit setzt 
geeignete Unterprogramme zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen und der 
Arcusfunktionen mit mindestens derselben hohen Genauigkeit voraus. Da jedoch solche 
Unterprogramme nicht zur Verfügung stehen, muß ihre Herstellung der eigentlichen Be- 
rechnung der geodätischen Hauptaufgaben vorausgehen. 

Die Arbeit gliedert sich demnach in zwei Teile. In Teil A werden zunächst die rechen- 
technischen Voraussetzungen für die Lösung der geodätischen Hauptaufgaben durch Er- 
stellung von Unterprogrammen zur genauen Berechnung der Winkel- und Arcusfunktionen 
geschaffen, wofür allerdings zuvor die Herleitung geeigneter Näherungsfunktionen er- 
forderlich ist. Außerdem werden Unterprogramme zur Winkelumwandlung vom Grad- 
maß ins Bogenmaß und vom Bogenmaß zurück in Altgrad erstellt. 

Der Teil B befaßt sich dann mit der eigentlichen Berechnung langer geodätischer Linien, 
wobei ein besonderes Augenmerk auf eine höchsten Ansprüchen genügende Genauigkeit 
gelegt wird. In einem ersten Abschnitt werden zunächst die hierzu notwendigen mathe- 
matischen Grundlagen aufgezeigt. Die dabei behandelten Lösungsverfahren werden an- 
schließend zur Verwendung für programmgesteuerte Rechenanlagen umgestellt und 
schließlich durch Entwicklung von Rechenprogrammen für die ZUSE Z 23 der elektroni- 
schen Berechnung zugänglich gemacht. Die Leistungsfähigkeit der Rechenprogramme 
wird an einer Reihe von Zahlenbeispielen für geodätische Linien verschiedener Länge er- 
probt. Dadurch ergibt sich schließlich die Möglichkeit, die einzelnen Rechenprogramme 
und anschließend die ihnen zugrunde liegenden Lösungsverfahren selbst miteinander zu 
vergleichen und die verschiedenen Methoden hinsichtlich ihrer Eignung für die Berech- 
nung mit elektronischen Rechenanlagen zu beurteilen. 



TEIL A. BERECHNUNG DER WINKEL- UND ARCUSFUNKTIONEN 

MIT HOHER GENAUIGKEIT 

l. EINLEITUNG 

Die Berechnung langer geodätischer Linien erfordert eine häufige Verwendung der tri- 
gonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen. Die Ermittlung dieser Funk- 
tionswerte erfolgt in Rechenautomaten mit Hilfe sog. Unterprogramme, die vom Ober- 
programm an entsprechender Stelle aufgerufen werden und nach Berechnung des Funk- 
tionswertes wieder zum Oberprogramm zurückführen. Diese Funktionswerte müssen na- 
türlich im Hinblick auf die an die Ergebnisse gestellten hohen Genauigkeitsforderungen 
von io~10 mindestens eine etwas höhere Genauigkeit als io~10 aufweisen. Entsprechende 
Unterprogramme, die diesen Erfordernissen genügen können, sind jedoch zur Zeit nicht 
verfügbar. Die für die ZUSE Z 23 an der Rechenstelle des Geodätischen Instituts der 
Technischen Hochschule München verwendeten Unterprogramme für die Winkel- und 
Arcusfunktionen ermöglichen eine Genauigkeit von höchstens io~8, auch die entsprechen- 
den Prozeduren für die PERM besitzen Maximalfehler von io~8 bis io-9 ([31] S. 5). 

Es ergibt sich somit die Aufgabe der Herstellung ausreichend genauer Unterprogramme 
für die Funktionen sin x, cos x, arcsin x, arccos x und arctgar. Sie werden zunächst nur für 
die Rechenanlage ZUSE Z 23, und zwar für Berechnungen in doppelter Zahlenlänge er- 
stellt. Da beabsichtigt ist, die Unterprogramme auch zu Genauigkeitsuntersuchungen über 
die Formelsysteme und Verfahren zur Berechnung langer geodätischer Linien zu verwen- 
den, soll verlangt werden, daß sie die Funktionswerte für sin x und cos x mit einer Genauig- 
keit von io-14 und die Werte für arcsin x, arccos .r, arctg x mit einer Genauigkeit von 
5 • io~13 liefern. 

Die genannten Funktionen werden in Rechenautomaten aus Näherungsfunktionen be- 
rechnet. Deshalb müssen zunächst geeignete Näherungsfunktionen hergeleitet werden, aus 
denen sich die Funktionswerte möglichst einfach und mit geringem Rechenaufwand, aber 
mit der geforderten hohen Genauigkeit ergeben. Erst auf der Grundlage dieser Näherungs- 
funktionen können dann die eigentlichen Rechenprogramme erstellt werden. 

2. ABLEITUNG VON TSCHEBYSCHEFFSCHEN POLYNOMEN 

Die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen lassen sich aus Tay- 
lorentwicklungen berechnen. Um die oben geforderte Genauigkeit zu erreichen, müssen 
dabei jedoch verhältnismäßig viele Glieder berücksichtigt werden. 
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Die Konvergenz dieser Reihenentwicklungen kann erhöht werden, indem die Taylor- 
reihen durch schrittweise Reduktion mit Hilfe Tschebyscheffscher Polynome auf Polynome 
niedrigeren Grades zurückgeführt werden. M. Näbauer hat in [28] dieses Verfahren be- 
reits für die Funktionen sin x und arcsin x durchgeführt. Die in [28] hergeleiteten Nähe- 

großen Maximalfehler von 3,3- 1er9 bzw. 3,8- 1er8. Es ist deshalb die Berechnung von ge- 
naueren Polynomen für diese Funktionen und außerdem eines Näherungspolynoms für 
cos x erforderlich. 

Hierfür werden die Tschebyscheffschen Polynome T13(£j) bis T23(f) für das Intervall 
— 1 ^ I ^ -f-1 benötigt. Die Polynome bis T13(|) sind in [28] angegeben; die höheren 
Polynome T14(f) bis T23(£) müssen aus den niedrigeren hergeleitet werden. Es gelten hier- 
für die Rekursionsformeln 

Nachstehend werden die Tschebyscheffschen Polynome T0(£) bis ^23 (I) für das Inter- 
vall — 1 5^ £ ^ + 1 angegeben : 

rungspolynome für sin # und arcsin x besitzen jedoch einen für die vorliegenden Zwecke zu 

(2.1) 

(2.2) 
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Tschebyscheffsche Polynome 7^(1) bis 7^3 (!) 

V(?) - 1 

Ti(?) = h 

T2(^) = i - i 
T3$ = I* - 

T4(?) - ?4 - I 2 + i 
T5(ç) = Is _ S|s + 

^ 6(?) ” i - + - 32 
T7(^) - I 7 - f l 5 + fl - wt 

"^(?)  = £ - 2? + f?4 - f ? + îB (2-3) 

"^9(f) “ f> - fl  + Tf! - It I + BF! 

TIO(Ç) - 

Tu« - f-gf+g*-Sf -Il  - A*  

T«® - f- SI ° + ¥I - fl 6 + gÜ -Ai*  * A 

T,,«i _ fc13 13 fe1 , 65 <? _ 39 / J1_ fc
5 _91_ fc + _ü- fc 

,3t?J 5 “ 4 + + 13"S 16 + + 128 ? 1024 + + 4096S 

Tutti  - 7t !, 77 2° 1051 , 147 fc6 49 3* , _49_ fc2 1_ l1Hfl - S --25 + 16? - 32 5 + Ï28 ^ “ 256 + + 4-096 ^ 8192 

TI5(|) - 

Tl6(?) - 

T17(?) - 

Tis© - 

T»(?) - 

T»0 = 

T2l(?) - 

T22(?) = 

r-4«*+ ¥? 

- vN f? 

25 
64 ? + 

fl“  

225 1 
128 + 

165 fc 
W + 

I' - K+fi  

i9-f?7-f|5- 

... H 
221t + 
32 5 + 

273 & 
US + 

189 t
s , JL . 15 fc 

' 5ÎI  s + 1024 S 16 384 + 

- -fi-fc*  -£ ? + -2L *“  

665 13 

1° - 5 f + f ?6 

64 ? + 

ff*  

f -ff  -ff  
I 2 11 IV 209 28 

§ - TS + IS ^ ' 

V 15 

fl  + 

935 c 
256 S 

WC- 

1279 fc1 

256 + 

2 275 c“  
IST + 

735 2* 
64 S 

21 fc* J_ fc2 , 1 
"256 5 " 256 + 1- 3276& 

561 Z . 357 fr5 _51_ fc3 17 fc 
5Î2 + + 2048 + 4096 + + 65 536 + 

891 fc8 , 693 fc6 _ËL £ _81_fc2 1 
512 + + 2048 S ~ 4 096 + + 65 536 5 131 072 

2Z1Z fc , 627 l _ ÆL. £ , 285 £ 19 
1024+ + 1024+ 8192 + + 655ÏB + “ 262144 + 

1001 fr10 ^ 2145 £ 165 fr6 . 825 £ 25 A 
+ + 2048 + - 1024 + 65536 + ~ 65 536 + 

5733 £ + 70fi7 £ 1ÜZ fc + 2 079 £ 385 3 
1 024 + + 4096 5 4 096 + 65 536 + 262 144 + 

5«fc + 
32 S + 

935 f 
64 + 

T23® 
2737 £ . 2 093 T 16 445 £ 9 867 2 3 289 £ 253 ? 23 
256 4 W + 16 384 + 65 536 + 262 144 + + 524 288 + "  4194 304 
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3. HERLEITUNG VON NÄHERUNGSFUNKTIONEN 

3.1 Näherungsfunktionen vermittels Tschebyscheffscher Polynome 

3.1.1 Näherungspolynom für sin x 

Die Funktion sin *  soll im Intervall 

(3-1) 
71 

4 <* < + - — — 4 
durch ein Polynom mit möglichst wenigen Gliedern ersetzt werden, ohne daß der dabei 
begangene Fehler größer als 1er14 ist. 

Die Taylorentwicklung lautet 

(3.2) sin* - * ^7-x3 f--~-xs ——^-*7 -f-\x9 -T*11 H—Î-:-* 13 1-r*
15+i?15. ' 3! 1 5! 7! 9! 11! 13! 15! 15 

Durch die Beziehung 

(3-3) 
71 t 

*“ 7f  

wird entsprechend [28] die Unbekannte f eingeführt, die nunmehr im Intervall 

(34) — 1 ^ +1 

liegt. Damit lautet (3.2) 

sin ^ = 

(3-5) 
T ^ - 7 (T)‘  ^ + 7 (T)‘  ^ - 7 (T)’  ^ + 7 (T)’  

-7(f)u*“+7k)V-7fc),>+* 1,. 

Auf beiden Seiten von (3.5) wird das Polynom 7LS(£) addiert: 

sin *  + 7 (7)1' At© = 

5 17 -7(7) 

öA +77 (7)'-7 (7) 
+ *• 17(f)’~7 (7) 
+ *-(7 (f)”-7(f)  

15 

15 

‘u-* * I7(ff  -7(f) 
-* 1 Nr (f)’-7(f)  
-*“hjr(f) n-7(f) 
7 ^!5- 

163841 

189 
512 

275 
64 

15 

15 . 35 
1024 

15 225 

128 

45 
8 

Wegen sich dabei ergebender Vereinfachungen für die numerische Berechnung der 

Reihenkoeffizienten erfolgt bereits hier die Rückkehr zu * durch Einsetzen von (3.3) auf 
der rechten Seite von (3.6): 
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sin a: = 35 
-I *- .0« 

+ *s |-ïr-5r(T)‘-- u- 
(») +-Nr-iîr(7)*-^|-*“Mr-5r(7) 4 

128 

3 
8 

Dabei ist 

(3-8) *2?L = ^15 + T}T  (f )15 Tlt® • 

Bei Vernachlässigung von wird ein Fehler begangen, der sich durch Abschätzen 
von überschlagsmäßig ermitteln läßt. Es ist nach (3.8) 

(3-9) ICH ^l*«| + |TMT)15 % � 

Darin entspricht Rlb dem ersten vernachlässigten Glied in (3.5): 

o-“» 1 A-« 1 s: Ar (x)" % � 

Für das Polynom Tn(ß) gilt entsprechend [28] S. 3 die Beziehung 

(3-..) |r„(f)| S-jV 

Also ist 

(3-12) I Tlh(£) I ^ . 

Durch Überschlagsrechnung ergibt sich 

(313) 77T (T)17 < 4,63 ’ 10-17 ’ TiT (f )15 < 2,05 ‘ 10-14 ’ i<6’11'10-5 

und damit 

(3-H) IÆI < 4.76- IO"17- 

Die Berechnung der Koeffizienten in (3.7), die mit .S3, .S3, ..., A3 bezeichnet werden, ergibt 

A = 0,99999 99999 99999 976 
j-3 == 0,166666666666665 226 

A = 0,83333 33333 30812-io“2 

J, = 0,1984126982 18076-IO-3 

A = 0,2755731151 154 - io~5 

Ai = 0,2505047163 5-io-7 

r13 = o, 15882 1505- io-9 

(3-15) 
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und damit das Näherungspolynom 

(3.16) sin 3; = s1x— s3x3 + sbx
5— s7 x1 -f- s3x9— s^x11 + ^IS^13- 

Die Koeffizienten sind mit einer Genauigkeit von etwa 10 18 berechnet. Das Polynom 

(3.16) liefert deshalb die Funktionswerte sin # im Intervall — ~ ^x + —- sicher mit einem 
Fehler, der kleiner als 4,8 • io~17 ist. 

Da dieser Fehler noch weit unterhalb der geforderten Genauigkeit liegt, kann das Poly- 
nom (3.16) durch nochmalige Reduktion auf eine sechsgliedrige Reihe zurückgeführt wer- 
den. Dazu muß von beiden Seiten von (3.7) das Polynom A-T13(£) subtrahiert werden, 
wobei 

(3-17) 
1 ln\  15 15 

GUT) 'TT 

ist. Der Maximalfehler der diesem sechsgliedrigen Polynom anhaftet, kann so- 
fort abgeschätzt werden. Es gilt 

(3-.8) « = Ra + -fr r„ffl  + [-i-  {^f-fr  (i)"  • -*-]  ra(f) 

= KS’, + 
und damit 

(3-19) 

Für die Abschätzung von A kann gesetzt werden 

(3-2o) 
A<~èï (T)13 <6,95'10-12 ’  

während für T13(|) nach (3.x 1) gilt 

(3-21) ?»(£) <^r< 2,4s ‘io- 4. 

Damit wird unter Verwendung von (3.14) die Abschätzung 

(3.22) |*äfi|< 1,76-10-“ 

erhalten. Der Fehler des sechsgliedrigen Polynoms liegt also immer noch innerhalb der ge- 
forderten Genauigkeitsgrenze. 

Zur Berechnung der Koeffizienten dieser Reihe wird zweckmäßig zunächst das Polynom 
A • T13(I) für sich gesondert betrachtet. Es lautet: 

(3-23) 
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Vermittels (3.3) erfolgt auf der rechten Seite von (3.23) die Rückkehr zu x: 

3_ 
4096 

91 
28 

* hir&r-iïrlTr-Hïï  

0*0 + *"  hfr (T)* _i jr (^)* “hl  "S 
1 1 / n \2 1 1 

— "MMT/ ~4i 

1 /JIUO 1 /rr\12 1 I qi 

13! \4 / 14! \4 / 4 I 102 

*’  ITMT)* -rl 
4 _J_ 

4 

024 

39 
16 

13 

+ ar: 

Die Koeffizienten in (3.24), die mit px,p3, ..., pn bezeichnet werden, wurden mit einer 
Genauigkeit von etwa io~18 berechnet. Sie lauten: 

px = 0,27769 70642 • io-13 

p3 = 0,12605 19466* 10-11 

Ps = 0,16347 81751-io-10 

pi = 0,90864 28641 • io-10 

p3 = 0,2455060546- io-9 

Pu = 0,3183995398-10-9 . 

(3-25) 

Die Subtraktion der Reihe 

(3.26) A-T13(f) = PiX— p3x
a -\-p5x

a — PTX1 + p9x9 — pnxxl +p13x13 

von (3.16) ergibt wegenp13 — J13 das sechsgliedrige Polynom 

(3.27) sin;r = s[x — s3x
a s3x

& — sxx’ ! -\-s3x9 — s'lxx
u, 

wobei die Koeffizienten .54, s'3, ..., .y^, die ebenfalls eine Genauigkeit von etwa io~18 be- 
sitzen, folgende Werte haben : 

G = 0,99999 99999 99972 206 
s3 =0,166666666665404706 

(3.28) s3 = 0,83333 33316960305-10-2 

4 = 0,19841 26073 53790-10-3 

4 = 0,27554 85645 099-io-5 

4t = 0,24732 07209 5 • 10-7. 

Die Reihe (3.27) liefert innerhalb des Bereiches — — < x < -j- — die Funktionswerte sin x 
4 4 

infolge (3.22) mit einer Genauigkeit, die unterhalb 1,8 • 10-15 liegt. 
Testberechnungen für x = 30° und den ungünstigsten Fall 4: = 450 brachten folgende 

Ergebnisse : 

sin 30 sin 45 

Polynom (3.16) 
Polynom (3.27) 

0,50000 00000 00000 000 
103 

0,7071067811 86547 477 
5 800 

Sollwerte 000 7 S24 

3 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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3.1.2 Näherungspolynom für cos x 

Zur Annäherung von cos # im Intervall (3.1) wird von der Taylorentwicklung 

x4 

(3-29) COS X = 1 % � ——I  
2! ~ 4! 

Xe . Xs X10 

~6T + “8! TÔT ' 12 ! 14I + R\, 

ausgegangen. Vermittels (3.3) wird wieder die Unbekannte f eingeführt, womit (3.29) 
übergeht in 

(3.30) cos, = .—*-£)% «% � + A(T)‘f‘-A(Tr f * + TMT)’**  

- IST (71"1 +ih (T)* ! f“  _ ik (f)14 + R
" % � 

Auf beiden Seiten von (3.30) wird das Polynom 7\4(£) addiert: 

C0SX + -^r(~)liTu^) = 

1 -Mï) 
(3.31) 

I £2 j_J_(£L\2 L_(iL'\14 

192 ç I 2! \4 / 14! \4 / 

  t6 J_L_/M® L_ (N\u 

256 I 1 6! \4l Hl Ul 

_ tioj_J_/M10 L_/A' 
ç 110! w; 14! \ 4, 

+ ^14 • 

8 192 

49 
256 

105 
35 

7 

49 
4096 

147 
128 

77 
16 

Die Rückkehr zu ;r auf der rechten Seite von (3.31) vermittels (3.3), die wegen der sich 
dadurch ergebenden Vereinfachungen für die zahlenmäßige Berechnung der Reihenkoeffi- 
zienten bereits hier erfolgt, ergibt, wenn zugleich 

(3-32) 

gesetzt wird 

cos x = 

(3-33) 

! _*2 |-A  

+ *“  l“à TTT(T)*” %  '^'1— *a Ni firlf)'  

Mi)'  + xs 

14! \ 4 
105 
32 \ % * ] 10! 

+ R0 

49 I 
40961 

147 
128 

77 
l6 

+ «“Mr-dr(7)‘-H  

Die Abschätzung des Maximalfehlers |i?cosa.| ergibt: 

(3-34) I R„ x! ^ I *141 + I -ijr  (7)14 rM(ö 

7\fß) < -Ar = 

Dabei gilt 

(3-35) 1,22 • io-4. 
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Ferner liefert eine überschlagsmäßige Berechnung 

(3-36) \RU\ < l.oi-io-15, -^r (j)14 < 3,90- IO“13. 

Somit ist 

(3-37) l^cos* l < i,o6-io“15. 

Die Berechnung der Koeffizienten in (3.33), die mit c0, c2, r4, .. c12 bezeichnet werden, 
ergibt : 

9) = 0,99999 99999 99999 952 
*2 = 0,49999 99999 99992 440 
r4 = 0,41666 66666 64705 81 • 10'1 

(3.38) c6 = 0,13888 8888698159 3-IO“ 2 

ce — 0,24801 57846 7326- io~4 

Go = 0,27555 21872 77-10-« 
c12 = 0,20629 10635'10“8 

und damit das Polynom 

(3.39) COS*= c0— c2x2 + c4x* — c6x6 + c8x8 — c10x10 + c12xlz. 

Da die Berechnung der Koeffizienten wieder mit einer Genauigkeit von etwa io-18 

durchgeführt wurde und diese somit als streng richtig gelten können, gibt das Polynom (3.39) 

die Funktion cosx im Bereich — — fLx 5^ -f- — sicher mit einem Fehler, der, wie durch (3.37) 

nachgewiesen wurde, stets kleiner als 1,1 • io~15 ist. Testberechnungen für x = 30° und den 
Extremfall x = 450 ergaben: 

cos 30 cos 45 

Polynom (3.39) 
Sollwerte 

0,86602 5403784438678 
646 

0,7071067811 86546573 

7 524 

3.1.3 Näherungspolynom für arcsin x 

Zur Annäherung von arcsin x im Intervall 

(3.40) o <sin — 
4 

wird von der Taylorentwicklung 

(341) 

arcsin x = x -\  — x3 4  —-— x& 4- • • • 
2-3 2-4-5 

1-3-5 -(2/ë-i) 2k + 1 

2-4 • 6 . . . 2k (2Æ4- 1) ' 2i+l  

ausgegangen. Wegen der schlechten Konvergenz dieser Reihe wird das Intervall (3.40) in 
die beiden Intervalle 
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(3.42) O lg x ^ sin Y 

und 

(3.43) sin y <: * <: sinj 

aufgeteilt und nur im Intervall (3 42) die Funktion arcsin x durch ein Näherungspolynom 
ersetzt. Näbauer gibt in [28] auch einen Weg an, wie Werte arcsin x mita: im Intervall (3.43) 
durch einen zum Intervall (3.42) gehörigen Funktionswert ausgedrückt werden können. 

Zur Aufstellung des Näherungspolynoms wird zunächst mit der Abkürzung 

(3-44) sin Y = ß 

vermittels der Beziehung 

(3-45) x = ß£ 

die Unbekannte £ eingeführt, die jetzt im Intervall 

(3.46) o ^ ^ 1 

liegt. Mit  (3.45) lautet die Reihe (3.41) 

(3.47) arcsin x = A1 | + As £3 + As £3 + h A2k + 1 £
2k+l + R2k+1, 

wobei 

(348) 

und allgemein 

(349) 

A1 — ß, A3 — 
2-3 ß3> 

1-3 
2-4-5 ß5 

l-3-5...(2f-l) o2i+l  

2 • 4 • 6 ... 2 i (2 i + 1) ”  

bedeuten. 
Eine Abschätzung, wie viele Glieder in (347) notwendig sind, damit der Fehler kleiner 

als 5 • io~13 bleibt, kann mit Hilfe der Beziehung ([28] S. 10) 

(3-5°) -^2  ̂+ 1 ^ 14 7 * + 3 

vorgenommen werden. Eine Überschlagsrechnung ergibt 

(3-50 ^25 = 2,40- IO-13. 

Wird die Reihe (347) mit dem Glied A  ̂|23 abgebrochen, so ist der damit begangene Fehler 

(3-52) 7?23< 2,8l -IO-13. 

Es genügt deshalb, von der Taylorentwicklung 

(3.53) arcsin x = Ax £ + A3 £3 + Ah £b + A7£
7 + A9£

9 + An |u + A13£
13 

+ A15£is + A17£" + A1<t£"> + A21£
21 + A^i23 + Ra 

auszugehen. 
Durch Subtraktion des Polynoms Ta(£) von beiden Seiten von (3.53) wird erhalten: 
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(3.54) arcsin *  — AWTW = Bx£ + A3 £3 + A5 £5 -f A, £7 + ß9 £9 + Bu £n + B13 £13 + 

+ B1S£« + B17£”  + ß19£
19 + A21|

21 + Ba. 

Dabei werden die A, unter Verwendung des Ausdrucks für A in (2.3) erhalten aus 

(3-55) 

Bi — A1Ar 

A5 — A + 

23 
4194304 

3289 

-A, 

262144 y^23 

e‘ = J> + üpj- ^  

BIS = A13+ ëë A 256 23 

  4 I 1311 /j 
-ö17 — ^17 C ^ ^2 

z?   A 253 
-£*3   ^3 r- % � -on % n‘ > 

9867 

3 524288 23 

B, = Ar 
65 536 

Au = Ai  - ^  A23 

R - A “73 ^ ^lS - ^1B ̂23 

Ai  9 — A-, o 115 A, 

B2X — Ai  -f- —j- A^. 

Aus (3-54) folgt durch eine zweite Reduktion 

arcsin x — A^T  ̂— B21T21 = 

(3.56) = C1£ + 6'3!
3 + £'5!

5 + C717 + A» £9 + Cu A + A13113 + C15 A + C„  A + 

+ A19 A + A3 , 

wobei 

(3-57) 

Cx = Bi 

Ch = A5 

C9 = Bg 

Bis 

1048576 
An 

= Brr — 

c n Bi 7 

2079 
65 536 

7007 
4096 

735 
64 

189 
16 

B. 21 

A, 21 

A» 

C3 — As + 385 A, 
262144 21 

+ Ür B» 

A   7? 1 5 733 7? 
^11 — ^11 >“ TTTT -^21 

AIR — A15 -j- 

Ai» — Big + 

1024 

119 
Bo 

B, 21 

bedeuten. 

Durch eine weitere Reduktion ergibt sich aus (3.56) 

arcsin 2; A 03 7 03 B2\ 721 619 7 \ 9 — 

(3.58) = A f + D31
3 + A I5 + D, f» + Dg I9 + Al  I 11 + A3 A + AB I15 + 

+ A, f17 + A23 

mit 
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(3-59) 

627 r 
A> — A + 8 192 19 

A = C9 + -î2î2_ c19 V V IO24 10 

665 /-> 
“6T 19 A3 — A3 "4"  

A7 — ^17 + 
19 C- 19 • 

A 

A 

z? 

D 

Co 

= A — 

285 /- 
65 536 619 

c 19 

11 c„ - 

627 
1024 

1729 ^ 
256 619 

15 — As — 
19 A 

Eine nochmalige Reduktion ergibt aus (3.58) 

(3-6O) 

mit 

(3-6I) 

arcsin x An 7"23 — Z?2i Z21 C\\9 - Z?j7 A7 — 

= EJ + ESP + Eb? + E,P + E9£» + EnP 1 + £13fi3 + + Rw 

A = A 

A = A 

17 n 
65536 ^17 

357 ö 

2048 

Eo — A + 

A — A + 

51 
4096 

561 
512 

A 

A 

A = A — _935_ D 

256 ^7 Al = Al  + A7 

A3 — As 
119 
6~ 017 "15 A5 + 

17 Z) 17 

Zur Untersuchung, ob für die Reihe 

(3.62) arcsin * = Ex f + AI 3 + A £5
 + A V + A f 9 + Ai  f11 + A3 £13

 + 

+ Aöf15 + Arcsin* 

der Fehler Arcsin* noch unterhalb der geforderten Genauigkeitsgrenze bleibt, wird 
gebildet 

(3'63) I Arcsin *1 = 1 A3 I d" | -^23 A3 | | Al  Al  I "h | A9 Tx9 | -)- | Z?17 Z"17 | . 

Aus der Berechnung der A{, Bt, Cit Di wird übernommen 

(3.64) A*, = i,86-io-12, Ai  = 2.53-io-11, Cx9 = 2,22-icr10, 

A7 = i,73‘io-9- 

Außerdem ist nach (3.11) 

(3-65) 

I AI  CL-^22 = 2,39-IOA I All  ü-jür = 9,54- io~7, |A»I A = 3,82-10-«, 

IA 7I ^irr = i,53'io-5. 

Für den Maximalfehler, der durch Vernachlässigung von Arcsin*  begangen wird, gilt 
somit 
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(3.66) I -^arcsin x I ^ |-^23 I 4" | ^23 -^23 | 4" |-^21 ^21 I 4* | C19 FJ9 | 4" |-^17^17 
= 2,81 • io-13 + 4,45 • 1er19 + 2,42- IO-17 + 8,48- 10~16 + 2,65 • IO-14 

bzw. 

(3-67) I ^arcsin J < 3,09'IO-13. 

Der Fehler der Reihe (3.62) bleibt also unterhalb der geforderten Genauigkeit. 
Auf der rechten Seite von (3.62) muß jetzt noch vermittels (3.45) £ durch x ersetzt werden. 

Dann ergibt sich das endgültige Näherungspolynom 

(3.68) arcsine = axx -j- a3x3 -f- ö5;r
5 4- a7x7 aäx

9 + anxu + «13x13 + a15x15, 

wobei die Koeffizienten <z,- aus 

(3-69) 

_ Ex ai ß . 

_ E, 
a7 — ßl > 

    -^13 

ß1   

ß3 ’ 

E, 
ßa ’ 

Eir. 

^11   

ßb ’ 

ßll » 

erhalten werden. 
Die numerische Berechnung der Koeffizienten a{ ergibt: 

«1 = 0,99999 99999 98869 593 
a3 =0,166666667033954677 

«5 = 0,7499996527 77190942-10-1 

a7 = 0,4464432558 50250 815-IO-1 

(3.70) ag = 0,30349 20167 04595 013 -IO-1 

an = 0,22782 1584002279 788- io-1 

As = 0,14487 35730 31350 734-10-1 

al5 = 0,24056 10064 49562 471 • io-1 

Da die Koeffizienten a{ und ebenso die Zwischenkoeffizienten Ait B{, Cit D{, E{ mit einer 

Genauigkeit von etwa io~18 berechnet wurden, ist im Intervall o E^x sin y der Fehler 

der mit (3.68) berechneten Funktionswerte gemäß (3.67) stets kleiner als 3,1 • 10-13. 
Für Werte x im Intervall 

(3.71) sin y * <1 sin y 

wird zunächst die Größe x1, die zwischen Null und sin y liegt, vermittels der Beziehung 

(3.72) x' = x cos ^ Y1 —x3 sin y 

berechnet, wofür die genauen Werte 

(3.73) sin y = 0,38268 34323 65089 770, cosy = 0,9238795325 11286731 
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aus (3.16) bzw. (3.39) hergeleitet wurden. Das zu x' gehörige arcsin x'  wird aus (3.68) erhal- 
ten und schließlich der endgültige Funktionswert aus 

(3.74) arcsin x = arcsin x' + % g" • 

Da sin ~ und cos nur mit einem Fehler behaftet sind, der kleiner als to-15 ist, bleibt auch 
O O 

im Intervall (3.71) der Fehler von arcsine kleiner als 3,1 • io~13. 

Für eine Anzahl von Winkeln zwischen o und ^  wurden zunächst vermittels des Poly- 

noms (3.16) die zugehörigen Sinuswerte berechnet, die gemäß (3.14) eine Genauigkeit von 
5’io~17 aufweisen. Daraus wurden mit Hilfe des Polynoms (3.68) die Arcussinuswerte 
abgeleitet und durch Multiplikation mit Q° die Ausgangswinkel zurückberechnet. Die Er- 
gebnisse sind in nachstehender Tabelle angegeben: 

WINKEL SINUS ARCUSSINUS 

3 
WINKEL 

4 

5 
10 

iS 
20 
22,5 

25 
30 
35 
40 

45 

o 
0,08715 5742747658 172 
0,1736481776 66930 348 
0,25881 90451 02520 762 
0,3420201433 25668 731 
0,38268 3432365089 769 
0,42261 8261740699434 
o, 50000 OOOOO OOOOO OOO 

0,5735764363 51046093 
0,64278 76096 86539319 
0,7071067811 86547 478 

0,08726 64625 
0,17453 29251 
0,2617993877 
0,34906 58503 
0,39269 90816 
0,43633 23129 

0,5235987755 
0,61086 52381 
0,69813 17007 
0,7853981633 

99733951 
99407 299 
99148 666 
98851 902 
98420 787 
98558497 
98308 550 
98033 374 
97721 523 
97144 860 

o 
5,00000 

9,99999 
14.99999 
19.99999 
22,49999 

24.99999 
30,00000 
3 5,00000 

39.99999 
44.99999 

0000001001 09 

99999 98529 93 
99999 99955 9 
9999999197 1 
99999 82618 3 

99999 98630 8 
00000 005 54 5 
00000 01032 7 

99999 99409 5 
9999982613 7 

Da die Sinuswerte praktisch als fehlerfrei zu betrachten sind, stellen die Abweichungen der 
Werte in Spalte 4 von den Ausgangswerten den Fehler der Arcussinusreihe dar. Er ist er- 

wartungsgemäß am größten für bzw. —, bleibt aber auch hier in Übereinstimmung mit 
1 740 • io-11 4 

(3.67) mit — J = 3,03 • 10-13 (im Bogenmaß) unterhalb der angegebenen Ganauig- 
Q 

keitsgrenze. 

3.2 Kettenbruchentwicklung für arctg x 

Die Berechnung des Arcustangens aus der Potenzreihe 

(3-75) 
X3 X5 

arctg x = x 1   4 ... s 3 5 7 9 

bereitet insofern Schwierigkeiten, als die Konvergenz der Reihe stark abnimmt, wenn das 
Argument | # | gegen 1 wächst. Auch die Zurückführung des Tangens auf den eines kleine- 
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ren Winkels und Reduktion mit Hilfe Tschebyscheffscher Polynome wird hier unwirt- 
schaftlich, zumal hierfür die Polynome (2.3) bei weitem nicht ausreichen. 

Dagegen erweist sich, insbesondere in Anbetracht der geforderten hohen Genauigkeit, 
die Berechnung des Arcustangens aus dem Kettenbruch 

(3-76) 

arctg x = 
X

2/( 22- 1) 

1 + 22* 2/(42-I ) 

32 jv2/(62 •— 1) 

1 + 4
2* 2/(82— 1) 

1 + 
52* 2/(IO2— 1) 

1 +% � 
2;r2/(i22— 1) 

1 + 
72A/(142—1) 

1 + . . . . 

als zweckmäßig. Die Konvergenz dieser Kettenbruchentwicklung kann noch erheblich 
verbessert werden, wenn das Argument 2; auf den Bereich — 1 x fS + 1 beschränkt wird. 
Argumente \x\ > 1 werden deshalb zunächst durch die Umformung 

(3.77) arctg x = — arctg ~ 

auf den Bereich — 1 x -f-1 zurückgeführt. 

Die Kettenbruchentwicklung (3.76) kann auch in der Form 

arctg 2T = 
1 + 

i1x2 

1 + 
t„x 2 

(3-78) 1 + 
t,x2 

1+  ̂
i+4^. 

1 + 
Ux2 

1 + 

geschrieben werden, wobei 

, . 1   22   32   i2 

v379; n — 22—1 ’ — 42—1 ’ G — 62—1 ’ ‘ ‘ ‘ — (2 z)2—1 

bedeuten. 

Der Rechenautomat vermag den Kettenbruch (378) sehr rasch aufzulösen, wenn die 
Werte t{ bereits vorberechnet als einfache Dezimalbrüche vorliegen. Durch eine Reihe von 
Testberechnungen mit einer wechselnden Anzahl von Gliedern wurde festgestellt, daß zur 
Berechnung von arctg 2; mit einer Genauigkeit von 5 • io~13 innerhalb des Bereiches 
— 1 x 1 insgesamt 15 Glieder des Kettenbruches, also die Werte bis ^15 erforder- 
lich sind. 

Die Berechnung der Werte t1 bis t15 wurde mit einer Genauigkeit von etwa io-18 durch- 
geführt. Sie ergab: 

4 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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h = o,33333 33333 33333 333 
/2 =0,266666666666666666 

t3 =0,257142857142857142 

h =0,253968253968253968 

h = 0,25252 52525 25252 525 
t6 =0,251748251748251748 
t7 =0,251282051282051282 
ta = 0,25098 03921 56862 745 

t» = 0,25077 39938 08049 535 
t10 = 0,25062 65664 16040 100 

tn = 0,25051 7S98343685 300 
tn = 0,25043 47826 08695 652 

hz = 0,2503703703 70370370 
tu = 0,25031 92848 02043 422 

t15 = 0,25027 80867 63070077 

Auf eine Restfehlerabschätzung für den Kettenbruch wurde verzichtet. Statt dessen 

wurden für die Winkel zwischen o und — von Grad zu Grad, an den kritischen Stellen 
2 

zwischen 40° und 50° in Abständen von je einem halben Grad, zunächst vermittels der 
Polynome (3.16) und (3.39) die Funktionswerte Sinus und Cosinus und aus deren Quotien- 
ten die Tangenswerte berechnet, die somit eine Genauigkeit von 1,1 • io-15 aufweisen. Mit  
Hilfe des Kettenbruches (3.78) wurden daraus die Winkelwerte zurückberechnet. Für den 
ungünstigsten Fall tg x = 1 ergab sich dabei eine Abweichung von 7,3- iO~13 (im Bogen- 
maß), womit die angegebene Genauigkeitsgrenze geringfügig überschritten ist. Bei einem 
Winkel von 44,5° beträgt der Fehler jedoch nur 4,8- io~13, so daß eine Überschreitung der 
Fehlergrenze nur innerhalb des sehr kleinen Bereiches von 44,5° bis 45,5° vorliegt, was im 
Hinblick auf die sehr weit gezogenen Genauigkeitsgrenzen in Kauf genommen werden 
kann. 

Die Ergebnisse der Testberechnungen sind in nachstehender Tabelle auszugsweise an- 
gegeben : 

WINKEL TANGENS ARCUSTANGENS 

3 
WINKEL 

4 

O 
IO 

20 

30 
40 

43 
45 
47 
50 
60 
70 
80 
90 

o, 17632 69807 08464 964 
0,3639702342 66202 378 

o,5773S 02691 89625 743 
0,8390996311 77280 120 
0,93251 5086137662 319 
1,00000 00000 00001 28 
1,07236 87100 24681 81 

i,i9i75 3S925 94209 79 
1,73205080756887734 
2.74747 74i94 54622 11 
5,67128 18196 1770966 
o, 24064 24012 8 7691 • 1 o: 18 

0,17453 29251 
0,34906 58503 

0,5235987755 
0,69813 17007 
0,75049 15783 
0,7853981633 
0,8203047484 
0,87266 46259 

1,04719 75511 
1,2217304763 
1,3962634015 
1,5707963267 

99432 949 
98846 697 
98298 856 

97721 725 

57423 861 
98174 896 

37472 754 

97174 890 

96597 75 
96049 91 

95463 66 
94896 61 

o 

9,99999 
19.99999 
29.99999 
39.99999 
42.99999 
45.00000 
47.00000 
50.00000 
60.00000 
70.00000 
80.00000 
90.00000 

99999 
99999 
99999 
99999 
99999 
00000 

00000 
00000 
00000 

00000 
00000 
00000 

99999 54 
98898 9 

99999 1 
99421o 
92101 5 
416304 
07898 4 
00578 9 
00000 8 
01101o 
00000 4 
00000 o 
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4. HERSTELLUNG VON UNTERPROGRAMMEN 

4.1 Unterprogramme für die Winkel- und Arcusfunktionen 

Die oben hergeleiteten Näherungsfunktionen ermöglichen die Herstellung von Unter- 
programmen zur genauen Berechnung der Funktionen sin x, cos x, arcsin x, arccos x und 
arctg x. Für die Funktionen tg ;r und ctg x, die sich in einfacher Weise aus sin # und cos x 
berechnen lassen, erübrigen sich eigene Unterprogramme, ebenso für arcctg x, da mit 

(4-0 tSx=-^y 

auf den Tangens übergegangen werden kann. 
Die Herstellung der Unterprogramme erfolgt zunächst nur für die Rechenanlage ZUSE 

Z 23 zur Berechnung der Funktionswerte mit doppelter Zahlenlänge, sie können jedoch, 
insbesondere an Hand bei beigegebenen Flußdiagramme, leicht in jeden anderen Code 
übergeführt werden. Bei sämtlichen dieser Programme wird vorausgesetzt, daß das Unter- 
programm „Doppelte Zahlenlänge“ ab Trommelzelle 2000 gespeichert ist. Die Program- 
mierung erfolgt mit festen Adressen, so daß jedes Unterprogramm stets mit dem gleichen 
Befehl aufzurufen ist; dadurch bleibt in Anbetracht der Vielzahl der bei der Berechnung 
langer geodätischer Linien benötigten Unterprogramme die Übersichtlichkeit besser ge- 
wahrt. 

4.1.1 Unterprogramm jür sin x (UP. sin x) 

Zur Berechnung der Funktion sin x werden die Polynome (3.16) und (3.39) verwendet, 
wobei nach dem Hornerschen Schema vorgegangen wird : 

(4.2) sin x = ((((((* 2 • s13 — Ju)x2 + s9) — J7) * 2 + j6) * 2 — s3) x2 + Sj)x, 

(4.3) cos x = (((((**•  c12 — cw)x2 + CS)X
2 — C3)X2 + cP)X2 — c2)x2 + c0 . 

Diese Polynome sind nur im Intervall 

(44) o <Lx 

anwendbar. Das Argument x kann jedoch im Bereich 

(4.5) —00 <Lx ^ +00 

liegen. Es ist deshalb unter Beachtung der Kriterien für das Vorzeichen des Funktions- 
wertes auf das Intervall (4.4) zu reduzieren. Das Vorzeichen von sin x richtet sich sowohl 
nach dem Quadranten als auch nach dem Vorzeichen von x. 

Nach Umspeicherung eines Faktors Fx = -)- 1 bzw. F1 — —1 entsprechend dem Vor- 
zeichen von x wird nur noch der Absolutwert \x\ verwendet. Durch fortwährende Sub- 
traktion von 2 7i, bis \x\ <C 2n ist, wird \x | zunächst in das Intervall 

(4.6) o 5^ \x I 5^ 271 

4*  
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zurückgeführt. Durch Größenvergleich mit n wird festgestellt, ob \x \ im Intervall 

(4.7) o Aj \x I A 71 

oder im Bereich 

(4.8) n \x I 2jc 

liegt. Im ersteren Fall wird ein Faktor A2 = + 1 umgespeichert, im letzteren ist F2 = —1, 
außerdem muß \x \ mit 

(4.9) 2n — \ x\ \x\ 

in das Intervall (4.7) übergeführt werden. Falls \ x\ jetzt im Bereich 

(4-io) 

liegt, erfolgt mit 

(4.I l) 71 — jx I => jx I 

eine weitere Reduktion auf das Intervall 

(4.12) o£\x\^~. 

Erst jetzt kann der Funktionswert |sin x \ berechnet werden, und zwar im Bereich zwischen 

o und mit Polynom (4.2) und im Intervall 

(4-13) 
7t / I I / 7t 
— S b; < — 

mit Polynom (4.3), wofür jedoch das Argument mit 

(4.14) y — \ x\ => |*| 

noch auf das Intervall (4.4) zu reduzieren ist. Der endgültige Funktionswert wird schließ- 
lich aus 

(4.15) ] sin x\ • F1-Fz =s> sin *  

erhalten. 

Im einzelnen ist der Programmablauf aus dem Flußdiagramm Abb. 1 a ersichtlich. 

4.1.2 Unterprogramm für cos x (UP. cos x) 

Zur Berechnung der Funktion cos x werden ebenfalls die Polynome (4.2) und (4.3) ver- 
wendet. Das Argumenta: kann wieder im Bereich —00 <Lx +00 liegen. Da das Vor- 
zeichen der Funktion lediglich vom Quadranten von a: abhängt, kann sofort auf den Ab- 
solutwert |ar| übergegangen werden. Durch fortlaufende Reduktion wird wie unter 4.1.1 
das Argument \x\ unter Berücksichtigung der Kriterien für das Vorzeichen des Funktions- 
wertes in das Intervall (4.12) übergeführt. Liegt nunmehr | x \ im Bereich (4.4), so erfolgt die 
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Abb. ia: Flußdiagramm Abb. lb: Flußdiagramm 
zum Unterprogramm sin x zum Unterprogramm cos x 

Berechnung des Funktionswertes unmittelbar mit Hilfe des Polynoms (4.3); für Werte \ x\ 
im Bereich (4.13) ist noch eine weitere Reduktion auf das Intervall (4.4) mit 

(4.i6) \x\ => \x\ 

erforderlich, bevor auch hier mit dem Polynom (4.2) der Funktionswert berechnet werden 
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Testberechnungen für das Unterprogramm sin x, cos x 

VINKEL  SINUS COSINUS 

o 

3o 

45 

6o 

9o 

12o 

135 

15o 

l8o 

21o 

225 

24o 

27o 

3oo 

315 

33o 

36o 

39o 

4o5 

42o 

450 

48o 

495 

51o 

54o 

57o 

585 

600 

63O 

660 

675 

690 

72o 

,5ooooooooooooooooo/*00 

,7o7lo678ll86547478/»oo 

,n66o254o3784438676/400 

,999W999999999952/»oo 

,866O254O378443ß680/»oo 

,70710678ll86546575/*oo 

,5oooooooooooooooo71*00 

,8311o8727845919472/-17 

-,499999999999999993/too 

-,7o71o678ll86547472/*oo 

-,866o254o378443G672/ *oo 

-,999999999999999952/*oo 

-,8660254O3784438685/^00 

-,707106781186546581/400 

-, 500000000000000014/400 

-,166221745569183894/-I6 

,499999999999999985/*oo 

,7o71o678ll86547466/4oo 

,866o254o3784l3B668/4oo 

,999999999999999952/400 

,8660254o3784438689/4oo 

,707106781186546587/400 

,500000000000000021/400 

,2494342623o7446357/-l6 

-.499999*199999999978/400 

-,7o71o678ll8654746o/4oo 

-,8660254O3784438664/400 

-.999999999999999952/400 

-,866o254o3784438693/4oo 

.,7o71o678ll86546593/4oo 

», 5000000000000000 29/+00 

-, 332443491138 367789/-16 

,999999999999999952/400 

,866o254o3784438678/40o 

,707106781186546573/400 

,500000000000000003/400 

,415554363922959736/-17 

-.499999999999999996/400 

-,707106781186547475/&f00 

-,866O254O3784438674/4OO 

-,999999999999999952/400 

-,866o254o3784438683/4oo 

-,707106781186546578/400 

-,500000000000000011/400 

-,124717131153723178/-l6 

,499999999999999989 Aoo 

,7o71o678ll86547469/40o 

,8660 25403784438670/400 

,9999*19999999999952/400 

,866o254o3784438687/40o 

,7o71o678ll86546584/4oo 

,500000000000000018/400 

, 2o7794l2262o424954/-l6 

-,499999999999999982/400 

-,707106781186547463/400 

-, 8 660254o3784438666/ 4 00 

-.999999999999999952/400 

-,866o254o378443869l/4oo 

-,7o71o678ll8654659o/4oo 

-,500000000000000025/400 

-, 29o93ß8767229o7o73/-l6 

,499999999999999975/400 

,7o71o678ll86547457/4oo 

,866o254o378443ß662/4oo 

,999999999999999952/400 
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WINKEL 

-3o 

-45 

-60 

-9o 

-12t» 

-135 

-15o 

-I80 

-2I0 

-225 

-2io 

-27o 

-3oo 

-315 

-33t) 

-36o 

-39o 

-4o5 

-42o 

-45o 

~4flo 

-495 

-5I0 

-54O 

-57o 

-585 

-600 

-63o 

-660 

-675 

-690 

-72t» 

SINUS 

-, 5oooooooooooooooool*oo 

-,7o71o678ll86547478/*oo 

-,8660254O378 44 38676/too 

*»999999999999999952/+oo 

-,866O254O378443R68OAOO 

-,707106781186546575/^00 

-, 500000000000000007/«oo 

-,B31108727845919472/-17 

,499999999999999993/«» 

,7o71o678ll86547472/+oo 

,866O254O37844 38 672/*oo 

,999999999999999952/*oo 

,866o254o3784438685/*oo 

,707106781186546581/*oo 

, 500000000000000014/*oo 

,166221745569183894/-16 

-,499999999999999985/«» 

-,7o71o678ll86547466/+oo 

- ,866o254o3784438668/«» 

-.999999999999999952/«» 

-,866o254o3784438689/*oo 

-, 707106781186546587/«» 

-,5ooooooooooooooo21/«» 

-, 249434262307446357/-16 

,499999999999999978/«» 

,7o71o678ll8654746o/+oo 

,866o254o3784438664/«oo 

,999999999999999952/*oo 

,866o254o3784438 693/»oo 

,7o71o678ll86546593/»oo 

,500000000000000029/400 

,33244^91138 367789/-16 

COSINUS 

,999999999999999952/*oo 

,866o254o3784438678/»oo 

,7o71o678ll86546573/*oo 

,5oooooooooooooooo3/*oo 

,415554363922959736/-17 

-,499999999999999996/»00 

-, 707106781186547475 /+oo 

-,8660254o3784438674/+00 

- ,999999999999999952/«» 

-,866o254o3784438683/*oo 

-,707106781186546578/»OO 

-, 500000000000000011/,oo 

-, 124717131153723178/-16 

,499999999999999989/«» 

,707106781186547469/+oo 

,8660254O 378443B67O/+OO 

,999999999999999952/*oo 

,866o254o3784438687/*oo 

,707106781186546584/too 

,5ooooooooooooooo18/+00 

,2O779412262O424954/-16 

-.499999999999999982/«» 

-,707I06781186547463/*OO 

-,866O254O3784438666/,OO 

-,999999999999999952/*oo 

-,8660254o 3784438691/too 

-,707I06781186546590/+oo 

-, 500000000000000025/&f00 

-,29O93B8767229O7O73/-16 

, 499999999999999975/*00 

,707106781186547457/«» 

,8660254o 3784438662/«» 

,999999999999999952/«» 
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kann. Das Vorzeichen wird wieder durch Multiplikation mit einem Faktor F = + l bzw. 
F = —1 erhalten. Der Programmablauf ist in dem Flußdiagramm Abb. lb dargestellt. 

Die Unterprogramme sin # und cos# werden unmittelbar nacheinander in den Trom- 
melzellen 1050—1364 gespeichert. Die Konstanten und die Koeffizienten für die Polynome 
werden nur einmal, und zwar unmittelbar vor den eigentlichen Programmen eingelesen. 
Der Aufruf der Unterprogramme erfolgt mit dem Befehl F1100 für sin# bzw. F1250 für 
cos #. Dabei muß das Argument # bereits umgewandelt ins Bogenmaß im Akkumulator 
und in Schnellspeicherzelle 3 stehen (oberer Mantissenteil in a, unterer Mantissenteil und 
Exponent in 3). Der Funktionswert steht dann sowohl in a und SSp. 3 als auch in SSp. 6 
und 16. 

Die Rechenzeit ist für beide Unterprogramme etwa gleich und beträgt ca. 2,5 sec. Der 
Maximalfehler Fa ist gemäß (3.14) und (3.37) kleiner als etwa 1 • io-15. 

Zur Überprüfung der Unterprogramme sin# und cos# wurden für eine Anzahl von 
Argumenten # die zugehörigen Funktionswerte sin # und cos # berechnet, die obenstehend 
angegeben wurden1. 

4.1.3 Unterprogramm für arcsin x (UP. arcsin x) 

Die Berechnung der Funktion arcsin # erfolgt mit Hilfe des Polynoms (3.68), wobei wie- 
der nach dem Hornerschen Schema vorgegangen wird: 

(4.17) arcsin # = (((((((#2 • «15 + «w)*2 + ffii)* 2 + a»)x2 + aT>xi + ^s)*2 + aà)x2 + aùx- 

Dieses Polynom ist jedoch nur im Intervall 

(4.18) ° A # A sin Y 

anwendbar. Das Argument # kann jedoch im Intervall —1 5^ # -j-1 liegen. Für # < o 
ist auch der Funktionswert arcsin # < o. Im weiteren Programmablauf wird immer der Ab- 
solutwert |#| verwendet. 

Liegt I # I im Intervall 

(4.19) sin Y ^ I# I 5^ 1, 

so ist zunächst vermittels 

(4.20) Y1 — \x\2 =* % � |#| 

eine Reduktion auf den Bereich 

(4.21) 0 = 1^1 = sin Y 

erforderlich. Der Funktionswert ergibt sich dann durch Komplementbildung auf-^-. 
Für Werte |#|, die jetzt im Intervall 

(4.22) sin Y = I# I = sin 

liegen, ist noch eine Überführung in den Bereich (4.18) vermittels der Beziehung (3.72) 

notwendig. Nach Berechnung des Polynoms (4.17) ist hier der Wert ~ zu addieren. 

1 Die Tabelle enthält die Originalwerte, wie sie von der Rechenanlage ausgedruckt wurden; die Ab- 

weichungen der Funktionswerte cos > s*n 71 usw. vom genauen Wert  Null  haben ihre Ursache darin, daß in 

beiden Unterprogrammen die Konstanten — , —, 7t, 27t nur  mit  17 bis 18 Dezimalstellen verwendet werden. 
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Das Unterprogramm liefert somit die Funktionswerte von —~ bis + —. Im einzelnen ist 

der Programmablauf aus dem Flußdiagramm Abb. 2 a ersichtlich. 
Das Unterprogramm wird in den Trommelzellen 1550 bis 1723 gespeichert. Der Auf- 

ruf erfolgt mit dem Befehl F1600, wobei das Argument wieder in a und SSp. 3 stehen muß. 
Der Funktionswert steht dann sowohl in a und SSp. 3 als auch in SSp. 6 und 16. Er wird 
mit einer Genauigkeit von mindestens 5 • io“ 13 erhalten. Die Rechenzeit beträgt etwa 2,7 sec. 

Zur Prüfung des Unterprogramms wurden für Sinuswerte zwischen — 1 und + 1 die zu- 
gehörigen Werte Arcussinus und daraus die Winkel berechnet. Die Ergebnisse sind in 
nachstehender Tabelle angegeben: 

Testberechnungen für das Unterprogramm arcsin# 

SINUS 

1 

ARCUSSINUS 

2 

WINKEL 

3 

SOLLWERT 

4 

,17364817766693o3/*oo 

,342o2ol433256687/«oo 

,5000000000000000/*00 

,6427876O96865393/*oo 

,766o444431l89779/*oo 

,866O254O37844386/*OO 

,9396926207859083/*oo 

,9848o7753ol22o8l/too 

,1000000000000000I*ol 

-,173648i7766693o3/»00 

-,342o2ol433256687/*oo 

«,5ooooooooooooooo/*00 

., 6427876o96865393/+oo 

*,766o444431l89779/*00 

-,8660 254o 37844386/*oo 

*,9396926207859083/400 

-,9848o7753ol22o8l/4oo 

-,1OOOOOOOOOOOOOOO/40l 

,1745329251994o72/400 

,349O6585O3988518/400 

,5235987755983O85/400 

,698l3170079772l4/400 

,8726646259971748/400 

,lo47197551196587/4ol 

,122173o476396o44/.ol 

,!3962634ol595489/4ol 

,157o796326794896/4ol 

.,1745329251994o72/4oo 

-,3490658503988518/400 

-,5235987755983085/400 

.,698l3i7oo79772l4/4oo 

.,8726646259971748/400 

-,lo47197551196587/4ol 

-,122173O476396O44/40l 

-,139626340l595489/40l 

-,157O796326794896/401 

,9999999999998527/401 

,1999999999999919/402 

,3OOOOOOOOOOOOO55/402 

,3999999999999940/402 

,5000000000000057/402 

,5999999999999943/402 

,7000000000000078/402 

,8000000000000148/402 

,8999999999999999/402 

..9999999999998527/40I 

-,1999999999999919/402 

»,3OOOOOOOOOOOOO55/4O2 

-, 399999999999994C/402 

-,5000000000000057/*o2 

-.5999999999999943/402 

-,7000000000000078/402 

-,8ooooooooooool48/4o2 

-,8999999999999999/*O2 

o 

lo 

2o 

3o 

4o 

5o 

60 

7o 

80 

9o 

-lo 

-2o 

«3o 

-4o 

-5o 

-60 

-7o 

-80 

-9o 

4.1.4 Unterprogramm für arccos x ( UP. arccos x) 

Dem Unterprogramm arccos# liegt ebenfalls das Polynom (4.17) zugrunde. Einem Ar- 
gument # im Intervall — 1 ^ # ^ + 1 entspricht hier ein Funktionswert zwischen o und Tr. 
Das Argument # bzw. |# | wird wieder durch fortlaufende Reduktion in den Bereich (4.18) 
übergeführt, für den das Polynom (4-17) anwendbar ist. Der Programmablauf entspricht 

S München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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etwa dem bei UP. arcsin .r. Der Übergang auf einen Funktionswert zwischen o und n wird 

durch Addition von ~ erreicht. Eine genaue Darstellung des Programmablaufs enthält das 

Flußdiagramm Abb. 2 b. 
Die Speicherung erfolgt von Trommelzelle 1550 bis 1581 für die Konstanten und Koeffi- 

zienten, die mit denen des UP. arcsin x übereinstimmen, und von 1750 bis 1877 für das 
eigentliche Programm. Aufzurufen ist das Unterprogramm mit dem Befehl F1750, wobei 
das Argument wieder in a und SSp. 3 stehen muß. Der Funktionswert steht dann sowohl 
in a und SSp. 3 als auch in SSp. 6 und 16 zur Verfügung. Die Genauigkeit beträgt wieder 
mindestens 5* io~13, die Rechenzeit ca. 2,7 sec. 

Testberechnungen für das Unterprogramm arccos 

C0S1HUS ARCUSCOSINUS WINKEL SOLLWERT 

,looooooooooooooo/40I 

,9848o7753ol22o8l/4oo 

,93?ö9262O7859O83/*OO 

,866O254O37844 386/400 

J66O444431 189779 l*oo 

,6427876096865393/400 

,5000000000000000/400 

,342o2ol433256687/4oo 

,173648l7766693o3/4oo 

o 

-,173648l7766693o3/4oo 

-,342o2ol433256687/400 

-,5000000000000000/400 

-,6427876o96865393/40o 

-,766o444431l89779/*oo 

-,866o254o378443ß6/4oo 

S93969262O7859O83/4OO 

-,9848o7753nl22o8l/40o 

-,1000000000000000/40! 

,1745329251994o7o/400 

,349o6585o398852l/40o 

,5235987755983o86/40o 

,698l317oo7977217/4oo 

,8726646259971751/400 

,lo47197551196588/4ol 

,122173o476396o44/4ol 

,13962634ol995489/4ol 

,1570796326794896/401 

,17453292519943o3/40l 

,1919862177193748/401 

,2o943951o23932o5/4ol 

,226893ßo275926l8/4ol 

, 244346o952792o71 /40I 

,2617993877991484/401 

,27925268o319o94l/4ol 

,2967o9972839o386/4ol 

,3141992653589793/401 

,9999999999998516/401 

,1999999999999921/402 

,3ooooooooooooo55/&fo2 

,3999999999999942/402 

,5000000000000099/*o2 

,5999999999999944/402 

,7000000000000080/402 

,8000000000000147/402 

,8999999999999999/402 

,9999999999999852/402 

,1O99999999999991/4O3 

,12OOOOOOOOOOOOO5/4O3 

,1299999999999994/403 

,14OOOOOOOOOOOOO5/4O3 

,1499999999999994/403 

,1600000000000007/403 

,17ooooooooooool4/4o3 

,1799999999999999/403 

o 

lo 

2o 

3o 

4o 

5o 

60 

7o 

80 

9o 

loo 

llo 

129 

130 

l4o 

15o 

160 

no 

180 
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Das UP. arccos x wurde ebenfalls durch eine Reihe von Kontrollberechnungen für Co- 
sinuswerte zwischen —l und 4-1 überprüft; die Ergebnisse sind aus vorstehender Ta- 
belle zu ersehen. 

Abb. 2a: Flußdiagramm Abb. 2b : Flußdiagramm 
zum Unterprogramm arcsin x zum Unterprogramm arccos zr 

4.1.5 Unterprogramm für arctg x (UP. arctg x) 

Dem Unterprogramm zur Berechnung der Funktion Arcustangens wird die Ketten- 
bruchentwicklung (3.76) zugrunde gelegt, die in der Form (3.78) unmittelbar für die Auto- 
matenrechnung geeignet ist. Das Argument x kann zwischen —00 und -f-00 liegen. Dies 

5* 
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entspricht einem Funktionswert im Bereich zwischen —und +-j- % � Liegt der Absolutwert 

I x I im Intervall -f- l X \x | A +oo, so wird das Argument vermittels (3-77) zunächst 

auf den Bereich o 5^ \x\ A l zurückgeführt, in dem der Kettenbruch (3.78) anwend- 
bar ist. 

Einen Überblick über den Programmablauf gibt das untenstehende Flußdiagramm 
Abb. 3. 

Bei der Auflösung des Kettenbruches, die linear oder zyklisch programmiert werden 
kann, wurde wegen genauerer Ergebnisse die lineare Anordnung vorgezogen. 

Das UP. arctg x belegt die Speicherzellen 2700-2899. Der Aufruf erfolgt mit dem Be- 
fehl F2700. Das Argument muß dabei wieder in a und SSp. 3 stehen; der Funktionswert 
steht dann in a und SSp. 3 und in SSp. 6 und 16. Der Maximalfehler beträgt ca. 7-10~13, 
die Rechenzeit ca. 6,5 sec. 

yom Oberprogramm 

1 
( X Î 0 ? ~)— 

^ nein 

1 

-I X'f-1)  -,  Ixl  | 

/X/ 

I  
I 7 - Ixl=> p | 

( p > 0 ry- 
I 7//X/ — Ixl I 

i ' 
| r/2 - 5 | 

I 
-I i 

i °-pT 

Kellenbruch (3.76) => /arctg x{ 

X 
(S-! arctg xj) -Ft Fz arctg x 

I 
zum Oberprogramm 

Abb. 3 : Flußdiagramm zum Unterprogramm arctg x 

Zur Prüfung des UP. arctg ;r wurden für eine Reihe von Tangenswerten zwischen —00 
und +00 bzw. —io38 und -f- io38 die zugehörigen Werte für Arcustangens und daraus die 
Winkel berechnet. Nachstehende Tabelle zeigt die Ergebnisse: 
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Testberechnungen für das Unterprogramm arctg x 

TANGENS 

1 

ARCUSTANGENS 

2 

WINKEL  

3 

SOLLWERT  

4 

,17632698O7O84649/*OO 

,36397O2342662O23/«OO 

,57735O2691896257/*OO 

,839O9963117728O1/*OO 

,11917535925942O9AO1 

,1732O5O8O7568877/H»1 

,2747477419454622/*ol 

,56712Bl8l96l77o9/«l 

,24o6424ol2B769o8Al8 

*,17<î32698O7O84649/+oo 

-,36397o2342662()23/*o8 

-,57735o269l896257/«» 

-,839o9963117728ol /&f«» 

-,11917535925942o9/*ol 

-,1732O5O8O756R877/*O1 

-,2747477419454622/toi 

-,56712ßl8l96l77o9/«ol 

-,24o6424ol28769o8/tl8 

,1745329251994329/*oo 

,349O6585O3988466/+OO 

»5235987755982988/too 

,698l317oo7977217/too 

,8726646259971748/*OO 

,1O4719755H96597/*O1 

,122173O476396O49/*O1 

,13962634O1595463/«J1 

,157o796326794896/tol 

-,1745329251994329/+oo 

-, 349o6585o3988466/«» 

-,5239987755982988Aoo 

.,698l317oo7977217/«» 

-,8726646259971748Aoo 

-,1O47197551196997/«>1 

-,122173o476396o49/toi 

-,13962634ol595463/*ol 

-,157o796326794896/»ol 

,9999999999999999/tol 

,1999999999999889/»o2 

, 2999999999999999/*o2 

, $>99999999999942/ to2 

,5ooooooooooooo57/«>2 

,6000000000000000/to2 

,70000000000001lo/to2 

,8000000000000000/*o2 

,9000000000000000/K>2 

-,9999999999999999/+ol 

-,1999999999999889/*o2 

-,2999999999999999/*o2 

-, 3999999999999942/«>2 

-,5ooooooooooooo57/to2 

-, 6000000000000000/«o2 

-,7oooooooooooollo/«o2 

-,8000000000000000/to2 

•,9ooooooooooooooo/«>2 

o 

lo 

2o 

3o 

4o 

5o 

60 

7o 

80 

9o 

-lo 

-2D 

-3o 

-4o 

-5o 

-60 

-7o 

-80 

-9o 

4.2 Unterprogramme zur Winkelumwandlung 

Bei geodätischen Berechnungen auf dem Rotationsellipsoid erfolgt die Zählung der Win- 
kel wegen der engen Beziehungen zu astronomischen Werten im allgemeinen in Altgrad 
(Grad, Minuten, Sekunden). In elektronischen Rechenanlagen werden die Winkelwerte 
jedoch zweckmäßig im analytischen Maß verwendet. Die Unterprogramme für sin # und 
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cos x setzen voraus, daß der Winkel jeweils bereits im Bogenmaß vorliegt; die Arcuspro- 
gramme liefern den Winkelwert stets im Bogenmaß. Es sind also häufig Winkelumwand- 
lungen von Altgrad ins Bogenmaß und umgekehrt vom Bogenmaß zurück in Altgrad er- 
forderlich. Hierfür werden deshalb zweckmäßig eigene Unterprogramme, ebenfalls für 
doppelte Zahlenlänge, erstellt. 

4.2.1 Unterprogramm zur Winkelumwandlung von Altgrad ins Bogenmaß 

(UP. Umw. Altgrad — Bogenmaß) 

Der Winkel ist hier gegeben in Grad (G), Minuten (M), Sekunden (S), wobei G, M und 
S vom Automaten als selbständige Zahlengrößen aufgefaßt werden. Im Bogenmaß ergibt 
sich der Winkelwert mit dem Algorithmus 

Das Unterprogramm, das die Speicherzellen 1390-1449 belegt, ist aufzurufen mit dem Be- 
fehl F 1400. Dabei muß G in den Trommelzellen 1440 und 1441 (oberer Mantissenteil in 
1440, unterer Mantissenteil und Exponent in 1441), M in 1442 und 1443 sowie S in 1444 
und 1445 stehen. Die Genauigkeit beträgt etwa io~17, die Rechenzeit ca. 0,8 sec. 

4.2.2 Unterprogramm zur Winkelumwandlung vom Bogenmaß in Altgrad 

mit Druckanweisung (UP. Umw. Bogenmaß - Altgrad) 

Da bei Berechnungen mit doppelter Zahlenlänge die Abspaltung des ganzzahligen Be- 
standteiles einer Zahl auf Schwierigkeiten stößt, wird hier mit fortlaufender Subtraktion 
gearbeitet. Gradzahl und Minuten werden als Strichzahlen ausgedruckt und die Sekunden 
als Gleitkommazahl, da das UP. „Doppelte Zahlenlänge“ eine Ausgabe in Normalform 
nicht erlaubt. 

Das Unterprogramm belegt die Speicherzellen 1450-1515. Es ist aufzurufen unter dem 
Befehl F1450, wobei WB in a und SSp. 3 stehen muß. Die Rechenzeit hängt hier aller- 
dings ab von der Größe des Winkels. Da jedoch die Ausgabe der Ergebnisse bei den ge- 
nannten Berechnungen im allgemeinen nur einmal am Ende des Rechenganges erfolgt, 
kann die etwas größere Rechendauer in Kauf genommen werden. 

Zur Prüfung der beiden Unterprogramme zur Winkelumwandlung wurden einige Win- 
kelwerte zuerst ins Bogenmaß übergeführt und dann wieder in Altgrad umgerechnet. 
Nachstehende Tabelle zeigt die Ergebnisse: 

(4-23) (G + M/60 + S/3600) / Q° => WB. 

WINKEL BOGENHASS WINKEL 

17 35 43 , 3o 7o9553oo25213/*oo 17* 35’ ,429999999999999/to2 

96’ 12* ,46l233999999999/*o2 

157’ 8» ,494499999999999/*o2 

319* 18* ,325677999999999/*O2 

96 12 46,1234 ,167923O35297193/*O1 

157 08 49,45oo ,274273377166573/*ol 

319 18 32,5678 , 557299419476793/«>1 
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5. ZUSAMMENFASSUNG VON TEIL A 

Zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen mit 
hoher Genauigkeit wurden zunächst für die Automatenrechnung geeignete Näherungs- 
funktionen hergeleitet. Auf Grund dieser Näherungsfunktionen wurden Unterprogramme 
zur Berechnung der Funktionswerte mit doppelter Zahlenlänge für die ZUSE Z 23 erstellt 
und an Hand von Zahlenbeispielen geprüft. 

Die Unterprogramme ermöglichen die Durchführung geodätischer Berechnungen mit 
höchster Genauigkeit. Da derartige Berechnungen im allgemeinen nicht als Massenberech- 
nungen anfallen, kann die Rechendauer von durchschnittlich einigen Sekunden ohne wei- 
teres in Kauf genommen werden. 

An Speicherraum benötigen die Unterprogramme zusammen mit dem Unterprogramm 
„Doppelte Zahlenlänge“ die Trommelzellen 1050 bis 2900. Sie sind zur praktischen Ver- 
wendung bei der Berechnung langer geodätischer Linien auf einem einzigen Lochband 
zusammengefaßt, für dessen Einlesen ca. 1,7 Minuten erforderlich sind. 

Zusammenstellung der Unterprogramme: 

U nterprogramm Speicherbedarf Aufruf Maximalfehler Bemerkungen 

sin X 

COS X 

arcsin # 

arccos x 

arctg x 
Umw. Altgrad - Bogenmaß 

Umw. Bogenmaß - Altgrad 

1050-1364 

1550-1723 
1550-1594 
1750-1877 
2700-2899 
1390-1449 

1450-1515 

L1100 

F1250 
F1600 

F175° 

F 2700 
F1400 

F1450 

-15 1 • 10 

1 • io
-15 

5 • io~13 

5 • 10-13 

7.10-13 

< io-17 

<lCr  

G in 1440-1441 
M in 1442-1443 
S in 1444-1445 

Das Unterprogramm „Doppelte Zahlenlänge“ muß dabei jeweils ab Trommelzelle 2000 
(2000-2699) gespeichert sein. 
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l. EINLEITUNG 

Zur Lösung der geodätischen Hauptaufgaben für rein geodätische Zwecke kommen im 
wesentlichen zwei Lösungsprinzipien in Betracht: die als Legendresche Reihen bezeich- 
neten Potenzreihenentwicklungen nach der Entfernung As und die Besselsche Grund- 
lösung. 

Da bei den Legendreschen Reihen die Konvergenz nur innerhalb eines beschränkten 
Bereiches gesichert ist, können die darauf aufbauenden Lösungsverfahren bei der her- 
kömmlichen Berechnungsweise nur für geodätische Linien bis höchstens 200 km Länge an- 
gewandt werden. Mit Hilfe elektronischer Rechenanlagen ist es jedoch möglich, den An- 
wendungsbereich auch auf lange Entfernungen auszudehnen (vgl. [25], [32], [33]). Uber 
die sich damit ergebende neue Lösungsmöglichkeit für lange geodätische Linien, die aller- 
dings auch einige entscheidende Mängel aufweist, sollen nähere Einzelheiten und Unter- 
suchungsergebnisse in einer gesonderten Veröffentlichung mitgeteilt werden. 

Die auf dem Besselschen Prinzip beruhenden Lösungsverfahren sind zwar speziell für 
lange Entfernungen bestimmt; bei der praktischen Anwendung erfordern sie jedoch, wie 
bereits festgestellt wurde, erheblichen Rechenaufwand. Da hier durch den Einsatz elek- 
tronischer Rechenanlagen neben einer Lösung des Wirtschaftlichkeitsproblems auch be- 
friedigende Berechnungsergebnisse zu erwarten sind, sollen im folgenden die wichtigsten 
dieser Verfahren auf die Lösung mit programmgesteuerten Rechenautomaten umgestellt 
werden, so daß anschließend die entsprechenden Rechenprogramme hergestellt werden 
können. 

Voraussetzung hierfür ist jedoch eine genaue Kenntnis der betreffenden Verfahren selbst. 
Deshalb ist es zunächst erforderlich, die wichtigsten mathematischen Grundlagen dieser 
Lösungen kurz aufzuzeigen. 

2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 

2.1 Grundbegriffe und Grundformeln 

2.1.1 Grundbegriffe für das Rotationsellipsoid 

Die im folgenden verwendeten Grundbegriffe für das Rotationsellipsoid werden nach 
[20] S. 922 zusammengestellt. Dabei wird der Übersichtlichkeit wegen eine Beschränkung 
auf möglichst wenige Grundbegriffe angestrebt. 
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Als Parameter werden benutzt: 

B, die geographische Breite, 

L, die geographische Länge, 

ß, die reduzierte Breite, definiert durch 

(2.1) tgß = /l — e2 • tg B 
tg B 

ÿi+e't 
oder 

(2.2) sin ß sin B 
~V~' 

cos ß cos B 
V\PC^e2 ' 

Zur Definition der Meridianellipse werden verwendet: 

a, die große Halbachse, 

b, die kleine Halbachse, 

(2.3) o = a — — , die Abplattung, 

a2—b2 

(2.4) e2 = ——, das Quadrat der ersten Exzentrizität, 

a2—b2 

(2.5) e'2 = —TJ—, das Quadrat der zweiten Exzentrizität, 

(2.6) n = , 3. Abplattung, 

(2.7) V = cos2 B = v 1 . ö-, Hilfsfunktion, 
y l—e2 cos2 p 

(2.8) p — a- cos ß, Parallelkreishalbmesser. 

Die Bogenlänge der geodätischen Linie wird mit J und die Azimute werden mit A be- 
zeichnet. 

2.1.2 Der Satz von Clair aut 

Der Satz von Clairaut, der für die nachstehenden Lösungen von grundlegender Bedeu- 
tung ist, lautet für das Rotationsellipsoid 

(2.9) a • sin A0— p- sin A — pm = const, 

und bei Verwendung von reduzierten Breiten 

(2.10) sin A0 — cos ß sin A = cos ßm = const. 

A ist das Azimut der geodätischen Linie, 

A0 ist das Äquatorazimut, 

6 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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Bm ist die geographische Breite des Maximums der geodätischen Linie, 

ßm ist die reduzierte Breite des Maximums der geodätischen Linie, 

pm ist der zu Bm gehörige Parallelkreishalbmesser. 

2.1.3 Die Besselschen Hilfsdreiecke 

2.1.3.1 Das Besselsche Lösungsprinzip 

Der Satz von Clairaut lautet für eine Kugel mit den Breiten ß und den Großkreisazimuten oc 

(2.11) sin a0 = cos ß sin a = cos ßm 

und hat somit die gleiche Form wie (2.10). Durch Vergleich erhält man 

a — A. 

Das bedeutet, daß einer geodätischen Linie punktweise ein bestimmter Kugelgroßkreis 
mit den reduzierten Breiten ß anstelle der geographischen Breiten B zugeordnet werden kann, 
wobei geodätische Linie und Großkreis in sich entsprechenden Punkten das gleiche Azimut 
aufweisen. Einem sphäroidischen Dreieck entspricht also ein Hilfsdreieck auf einer Kugel. 
Die geodätischen Hauptaufgaben lassen sich somit auf die Auflösung sphärischer Drei- 
ecke zurückführen (Bessel 1826 [3]). Abb. 4 zeigt die sphäroidischen und die zugeordneten 
sphärischen Dreiecke. 

Ellipsoid Kugel 

PnE PnK 

2.1.3.2 Die wichtigsten Beziehungen in den sphärischen Hilfsdreiecken 

In den in Abb. 5 dargestellten sphärischen Hilfsdreiecken werden folgende Bezeichnun- 
gen verwendet: 

a, A a, co, A a> Bogenlängen des Großkreises, 

A, A, A A sphärische Längen. 

Im rechtwinklig sphärischen Dreieck FmK^nK^K gelten entsprechend [20] S. 931 die 
nachstehenden allerdings nicht unabhängigen Gleichungen: 
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a) cos A = — tg a tg ß 

b) cos A = cos a sin A 

c) sin a --- — ctg ßm ctg A 

d) sin a = sin A cos ß 

(2.12) e) sin ß = sin ßm cos er 
f) cos ßm = ctg A tg er 
g) sin ß = — ctg A ctg A 
h) cos ßm = cos ß sin A 

i) cos A = — sin A sin ßm 

k) cos A = ctg ßm tg ß. 

PnK 

Aus den Beziehungen (2.i2)d) und (2.12) i) kann die Gleichung 

(2.13) cos ß cos A — —sin ßm sin a 

und aus (2.12) k) und (2.12) e) die Gleichung 

(2.14) cos ß cos A = cos ßm cos er 

abgeleitet werden. 

Dem rechtwinklig sphärischen Dreieck PgKPK P'K können unter Berücksichtigung von 

(2.15) co = —%  + er und A = -f- A 

folgende den Gleichungen (2.12) entsprechende Beziehungen entnommen werden: 

(2.16) 

a) cos A = ctg co tg ß 

b) sin A = sin co sin A 

c) cos co = tg A0 ctg A 

d) cos co = cos A cos ß 

e) sin ß = cos A0 sin co 

f) sin A0 = tg A ctg co 
g) sin ß — tg A ctg A 

h) sin A0 = cos ß sin A 

i) cos A = cos A cos A, 
k) sinX =tgA0tgß. 

Für das schiefwinklige sphärische Dreieck P1K PnK P2K gelten die Formeln der sphäri- 
schen Trigonometrie. Der Sinussatz ergibt z. B. 

N. sin A a   cos ß2   cos 
^ ^ sindA sin sin A2 

und der Kosinussatz 

(2.18) cos A a = sin ß1 sin ß2 + cos ßx cos ß2 cos A A. 

Durch Einsetzen der für den Punkt P2 aufgestellten Beziehung (2.12) h) in (2.17) folgt 

(2.19) sin A a cos ßm = cos ß1 cos ß2 sin A A. 
6*  
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Die Gaußschen Gleichungen lauten 

(2.20) 

. A~ A1 . A a 
sin ———- sin  

2 2 

A„+A, % � A a 
cos —    sin  

2 2 

A,—A, A a 
Sin —  — cos  

2 2 

A,—A, Aa 
cos —  — cos  

2 2 

. ßz ßi • A X 
= sin % � - % � sin   

2 2 

ßt-ßx AX = cos ——— cos  
2 2 

2.2. Lösungsverfahren für große Entfernungen 

Der Besselsche Grundgedanke der Übertragung von ellipsoidischen Stücken in eine 
sphärische Hilfsfigur ermöglicht eine verhältnismäßig einfache Lösung der geodätischen 
Hauptaufgaben bei beliebig großen Entfernungen. Allerdings sind in den sphärischen 
Hilfsdreiecken die Längen A und die Bogenlängen a nicht identisch mit den ellipsoidischen 
Werten / und es bestehen vielmehr komplizierte Zusammenhänge zwischen den sphäri- 
schen und den sphäroidischen Größen. 

Aus Differentialbeziehungen für die geodätische Linie und den Großkreis lassen sich 
zunächst die wichtigen Differentialgleichungen 

(2.21) ds = da, 

(2.22) dl = -d- dl 

herleiten, die mit (2.7) in die Form 

(2.23) ds = a y 1—e2 cos2/? da, 

(2.24) dl = |A — g2 cos2ßdX 

gebracht werden können. Die Integration der Beziehungen (2.23) und (2.24) führt zur ge- 
suchten Lösung. Dabei treten elliptische Integrale auf, die elementar nicht lösbar sind. 
Deshalb werden im allgemeinen für die Integranden Reihenentwicklungen angewandt und 
die Integration gliedweise ausgeführt. 

In den folgenden Abschnitten werden zunächst in den Grundzügen die Wege dargelegt, 
auf denen bei den wichtigsten auf dem Besselschen Prinzip beruhenden Lösungsverfahren 
durch Herleitung der Grundgleichungen die Zusammenhänge zwischen den ellipsoidischen 
und den sphärischen Stücken hergestellt werden. Dabei werden gleichzeitig die Grund- 
formeln für die spätere Erstellung von Rechenprogrammen angegeben und außerdem die 
von den einzelnen Verfassern vorgeschlagenen Lösungswege kurz aufgezeigt. 

2.2.1 Die Besselsche Lösung 

Bessel [3] verwendet die Hilfsgrößen M und m, wobei M die vom Äquatorschnittpunkt 
an gezählte Länge des Großkreisbogens und 

(2.25) 
71 n 

m = ß. 
2 
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ist (siehe Abb. 6). Im folgenden wird jedoch der in [17] S. 104 angegebene gegenüber der 
ursprünglichen Besselschen Darstellung wesentlich übersichtlichere Weg zur Herleitung 
der Besselschen Grundgleichungen kurz aufgezeigt: 

Ellipsoid 
PnE 

Kugel 

PnK 

Dem rechtwinklig sphärischen Dreieck PmKPnKPK in Abb. 6 kann zunächst die (2.12) e) 
entsprechende Beziehung 
(2.26) sin ß = cos m sin (M + A er) 

entnommen werden. Damit ist 

(2.27) cos2 ß — 1 — cos2m sin2(M + A er) • 

Mit  (2.27) ergibt sich aus der Differentialgleichung (2.23), wenn noch mit 

(2.28) e2 = -^--e'2 und 1—e2=-^- 

e2 durch e'2 ersetzt wird, folgende Beziehung für die sphäroidische Bogenlänge 

(2.29) s = b J y 1 +tf'2 cos2 m sin2(M + A a) da. 

Hier führt man den Parameter 

(2.30) k = e' cos m 

ein, entwickelt die Wurzel nach der binomischen Reihe und ersetzt die dabei auftretenden 
Potenzen von sin (M + A CT) mit Hilfe der bekannten Formeln durch trigonometrische 
Funktionen von Vielfachen des Winkels. Die Integration zwischen den Grenzen M und 
(M + A a) führt dann zu dem Ergebnis : 

(2.31) As = b{A-A a — B sïn A a cos (2 M + A a) — C sin 2 A a cos 2 (2 4/ A a) — 
— D sin 3 A a cos 3 (2 M A a) — ....} 

mit den Koeffizienten A 

B 

C 

D 

E 

1 + 
4 

4 

64 

kl 
-(  
— ( 4 16 

= ( £ 

-(  

-(  

4“ +ii 1- ' 256 

5I2 

yè6 + 

HS 

512 

1536 

16384 

35 
2048 

35 
8192 

5 
6144 

5 
65 536 

£* + ...) 

% /§*+ ...) 

% /&*+  •••) 

-k8 

(2-32) 
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Die Umkehrung von (2.31) gibt 

As 
(2.33) A a — a —^—b ß sin A a cos (2 M -\- A a) y sin 2 kl er cos 2(2 M A a) -)- 

4- (5 sin 3zl er cos 3(2M + A d) -f- £ sin 4.A a cos 4(2M  -f- A a) 
wobei 

(2-34) 

bedeuten. 

Für die Umkehrung ist also eine Iteration erforderlich, die zweckmäßig mit dem Nähe- 

rungswert A a = oc begonnen wird. 

Aus der Differentialgleichung (2.24) für den Längenunterschied wird zunächst durch 
Reihenentwicklung der Wurzel erhalten 

(2.35) dl =  e— cos2ß cos4ß ^7- cos6ß — ... .j dX . 

Mit Hilfe der sphärischen Beziehungen 

(2.36) dX cos ß = da sin A 

und 

(2-37) sin A sin m 
cos ß ’ 

also 

(2-38) dX = 
sin m 
cos2 ß 

da 

ergibt sich daraus 

(2.39) Al = AX — e
2 sin m J* +-j- cos

2
 ß +-^-cos4/S + ^«6 cos6 ß + . . .j da. 

Wird noch mit (2.27) ß durch m und (Æf -f- A a) ersetzt, so liefert, wieder nach einigen 
trigonometrischen Umformungen, die Integration zwischen den Grenzen Mund (M + Aa) 

(2.40) 

A l = A X — sin m {«'  A a -f ß' sin A a cos (2M -f- A d) + y' sin 2 zl a cos 2 (2M -j- Zi cr) -f- 

+ ô' sin 3 Zl ff cos 3 (2 M A o') -f- . . . .}.  

Darin bedeuten 

, N , e2 I 1 e2 1 d 1 ; fi\ d cos2 m / , , , 15 ,\ 
(2.41) «'= — (i+_ + _ + -^, 6) __(1 + e2 + _|.,4) 

-f- -jig- e6 cos4 m I 

^ = -76 COs2 m(1+e2 + li ei)-  ̂COsi m f1 + X e*) + -4096 

2048 

75 e8 cos6 

cos6 m 

m 
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d> 

l1 + ~8_< y =1J6 COS m 1 

(5' = —^7— e8 cos6 w. 

i5 
4096 

12288 

Die Koeffizienten ß', y', ö' sind nicht identisch mit den ursprünglichen Besselschen, 
sondern zu diesen proportional. Entsprechend wäre in (2.40) sinm zu ersetzen durch 

e2 sin m 

Zur Lösung der 1. Hauptaufgabe werden nach Berechnung von ß1 zunächst aus den 
Hilfsdreiecken in Abb. 6 die Größen m und M berechnet. Auf dem Wege der allmählichen 

Annäherung wird mit (2.33), ausgehend von dem Näherungswert A a == a —j- , die A j ent- 

sprechende sphärische Bogenlänge A a erhalten. Damit können ß2 und A2 im rechtwink- 
ligen Dreieck Pm K^nK PK und A À im Dreieck P1KP„RP'K berechnet werden. Mit (2.40) 
ergibt sich schließlich A l. 

Einen Lösungsweg für die 2. Hauptaufgabe unter Verwendung der Besselschen For- 
meln, der auf der Berechnung von A X durch sukzessive Approximation beruht, gibt Albrecht 
in [1] an. Er erhält dabei einen ersten Näherungswert für A X nach der Formel von Jordan 
([20] S. 1038) 

(2.42) A X = V-A l|i — £ [^- (1 + 3 tg* B’ + rß + 6 rß tg2 B') + 2 A P sin2 A']  j , 
wobei B' = + — und rß — e'2 cos2 B' ist. 

Mit  dem aus (2.42) erhaltenen Wert für AX werden erste Näherungswerte für A a, m und 
M berechnet, mit denen dann nach (2.40) ein weitaus genauerer Wert für AX gefunden 
wird. Spätestens nach einigen Iterationsschritten ändert sich AX nicht mehr. Damit sind 
auch Aa, m und M bekannt. Aus dem Dreieck P1K F\K P'K ergeben sich die Azimute A1 

und A. Die Entfernung As kann nach (2.31) berechnet werden. 

2.2.2 Die Helmertsche Lösung mit Modifikationen nach Bodemüller 

Helmert verwendet in seinem in [15] veröffentlichten Verfahren als Parameter die re- 
duzierte Maximalbreite ßm und als Variable die vom positiven Maximum aus gezählte 
sphärische Bogenlänge a (siehe Abb. 7). 

Ellipsoid Kugel 

PnE PnK 

Abb. 7 
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Die Grundgleichung (2.23) wird zunächst mit 

(2.43) sin ß = sin ßm cos a 

in die Form 

(2.44) ds — a y 1—cos2 ßm 

übergeführt. Mit  dem Parameter 

(2.45) k! = e sin Bm 

1 / g2 s'"2 ß, 
1/ X — e2 cos2 

g Sin ßm 
]/l  - Ä2 COS2 ßm 

geht (2.44) über in 

(2.46) ds = a ]/ 2 V1—k'2 sin2 er da- 

Anstelle von k! führt Helmert nun den Parameter 

(2-47) K = 
1-/1 -k'a 

ein und erhält unter Berücksichtigung von 

(2.48) b = a ]/1 —e2 

für die Bogenlänge die Beziehung 

(2-49) J=x_^ % / V1 + + 2 ky cos 2 ff da. 

Nach Anwendung der binomischen Reihenentwicklung für den Integranden und Integra- 
tion zwischen den Grenzen o und a wird daraus 

(2.50) s = b l~z -̂ |g + (T^I-~Ï6k*) sin2a — -^6î s*n 4a + sinöff- ...J 

erhalten. Angewandt auf das zwischen zwei Punkten P1 und P2 liegende Bogenstück A s 
lautet (2.50) 

(2.51) As = J2 — = b -i-ti^L|(ff 2 —ffj)  + (-7^1— (sin2ff2—sin2ff1) — 

 (sin 4<T2 — sin 40^) + (sin 6ff2 — sin öff^ — .. .J. 

Durch Umkehrung der Gleichung (2.50) gelingt Helmert die direkte Lösung der 1. Haupt- 
aufgabe. Mit  der Abkürzung 

s{ i—kß 
(2-52) 

à(i+i*Ù  

32 
k\\ sin 2s' + 5 

16 
kl sin 4P ^7- k\ sin 6P + 

96 1 1 

erhält er 

(2.53) ff = s' 
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womit a als Funktion von s ausgedrückt ist. Angewandt auf zwei Punkte P1 und P2 wird 
zur unmittelbaren Berechnung von A a die Gleichung (2.53) für a2 und a1 angesetzt. Durch 

Subtraktion ergibt sich 

,2.54) A a = a2— ffj  = A s' — |/éi — 6fj cos 2s' sin A s' + -|- cos 4s' sin 2 A s' — 

— ^1 cos 6s' s^n 3 A s' + • • • 
mit 

(2.55) 

und 

(2.56) 

AI / / As = s2 — sx 
1 — k1 

2s' — 4“ ^2 — 2 Sx 4” A s'. 

Dabei kann 2^ mit ausreichender Genauigkeit aus der abgekürzten aus (2.50) gefundenen 
Beziehung 

(2-57) 2s[ — 203-b/èi sin 203 g- sin 4  ̂

erhalten werden. 
Zur Lösung der Grundgleichung (2.24) behält Helmert den Parameter kx bei, führt aber 

noch das Längenverhältnis n ein und erhält zunächst 

(2.58) l = l-S-e2 cos2/3m J{|i +n — \kx — ~k\ 4- ) — 

— kx cos 2cr 4" —^1 cos 40 4~ • • • •[ da 

und nach Ausführung der Integration zwischen den Grenzen lx und l2 

(2.59) Al = Al — cos2/3m j|i 4-n —~kx — ^k\ 4- ) Aa — 

 j kx (sin 2C72 — sin 2ox) 4- (sin 4cr2 — sin 4 <ü) + • • % � • 

bzw. 

(2.60) Al — Al i-fi 2 cos2ßm 1 4~n — k\ 4- • • • • j Aa — 

 cos 2(7 sin Aa 4- cos 4a sin 2 A er 4~ ••••!• 

Dabei ist 

(2.61) Al = /2 — lx Aa — a2 — ax 

A l = l2 — lx a = ~ ((72 aß). 

Zur Lösung der 1. Hauptaufgabe werden nach Berechnung von ßx zunächst aus den 
Hilfsdreiecken PmP„K;PiK  und PmKP„ KP^K die Größen ßm, ax und lx ermittelt. Mit den 
Beziehungen (2.54) bis (2.57) ergibt sich direkt die As entsprechende sphärische Bogen- 
länge A a und daraus 

cr2 = a1 + Aa. 

Aus den oben bezeichneten Dreiecken werden dann die Stücke ß2, l2 und A2 erhalten. Der 
Längenunterschied Al wird schließlich aus (2.59) berechnet. 

7 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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Die Lösung der 2. Hauptaufgabe erfordert nach Berechnung von ß1 und ß2 die Ermitt- 
lung von AX durch allmähliche Annäherung. Helmert bedient sich dabei der Gaußschen 
Gleichungen (2.20). Sobald A X endgültig feststeht, sind auch die Azimute Alt A2 und die Bo- 
genlänge A a bekannt. Die zur Ermittlung von A s erforderlichen Größen ßm, 03 und cr2 werden 
aus den Dreiecken PmKP„ KP1Kund PmKPnK P%Kerhalten. A s ergibt sich damit nach(2.51). 

Einen für die Zahlenrechnung günstigeren Weg zur Lösung der 2. Hauptaufgabe, bei 
dem auf die Verwendung der Gaußschen Gleichungen verzichtet wird, gibt Bodemüller 
in [9] an. Dabei werden ausgehend von einer groben Näherung zunächst mh dem 
sphärischen Kosinussatz ein Näherungswert für A a und daraus Näherungswerte für ßm, a1 

und <T2 berechnet. Mit  (2.59) wird nun ein verbesserter Wert A A('+1> erhalten, mit dem die 
Iteration fortgesetzt wird. Stehen A X und damit die Größen ßm, a1 und a2 endgültig fest, 
dann können die Entfernung As nach Gleichung (2.51) und die Azimute Ax, A2 z. B. mit 
Hilfe des Satzes von Clairaut gefunden werden. 

Das Einschwenkverfahren von Bodemüller 

Auf der Grundlage der Helmertschen Formeln entwickelt Bodemüller in [9] ein Verfah- 
ren zur direkten Lösung der 2. Hauptaufgabe. Der Grundgedanke ist folgender: 

Werden in den sphärischen Hilfsdreiecken P„KP m KP\K und P„KP\KP%K in Abb. 8 die 

Stücke A er, Alt A2, a1 und ßm nicht mit A X, sondern mit einem Näherungswert A X' berech- 
net, so werden an ihrer Stelle die Werte Aa', A[, A2, a\ und ß'm als Stücke der gegenüber 
der Soilage um PXK verschwenkten sphärischen Hilfsdreiecke P„x;P'm RP\K und 

P„KPIKP'ZK erhalten. Dabei liegt P'2K auf dem Parallelkreis von P2K. Mit den Helmert- 

Ku9el Ellipsoid 

sehen Grundgleichungen (2.59) und (2.51) lassen sich die zugeordneten Stücke A V und A s' 
berechnen. Aus dem Vergleich von A V mit dem gegebenen Längenunterschied A l ergibt 
sich mit 

(2.62) öl = Al — AI' 

der Parallelkreisbogen 

(2.63) (5 b = a-cosß2öl, 

um den P'2E gegenüber P2E verschoben ist. 
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Wenn A X' nicht sehr stark von A X abweicht, können die kleinen Dreiecke P2E P'2E F und 

PiE P'iE P' a^s eben aufgefaßt und daraus 

(2.64) ôs = æ-COS ß2öl sin A' 2 = a- cosß'möl 

und die Querverschiebung 

(2.65) dq — + a cos ß2 öl cos A2 = -f- <5.yctg A2 

berechnet werden. 
Die gesuchte Länge der geodätischen Linie ist dann 

(2.66) As = As' -f- ös. 

Das Azimut A1 wird durch „Einschwenken“ der geodätischen Linie um 

(2.67) 3A1 = -^~ 

erhalten und ist 

(2.68) A1 = A' 1 + dA1. 

In (2.67) bedeutet m die reduzierte Länge der geodätischen Linie, für die Bodemüller in [9] 
S. 24 die Beziehung 

(2.69) m = T1 sind ff'— T2Aa' sin a[ sin o2 + 
7 g sin a[ sin cr2 (sin 2 a2 — sin 2 a[) 

entwickelt, worin 

(2.70) 

T\ — b (1 -f- 7.kx -f- 2k\ -j- . . ..) 

T2 = b(2kx + k\ + ....) 

bedeuten. 
Mit  Ax kann schließlich im Dreieck P„I'PIKP <I.K das Azimut A2 berechnet werden. 

2.2.3 L)ie Lösung nach Levai lois und Dupuy 

Levallois und Dupuy [24] benützen als Parameter das Äquatorazimut A0 und als Va- 
riable die vom Äquator an gezählte Bogenlänge co (siehe Abb. 9). 

Ellipsoid Kugel 
BIE Bik 

Abb. 9 

7* 
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Aus der Differentialgleichung (2.23) wird durch Einführung von e' anstelle von e und 
mit Hilfe der wegen cos a = sin co im sphärischen Dreieck PmKPnRFK geltenden Beziehung 

(2.16) e) sin ß = sin/?„, sin co = cos A0 sin eo 

die Gleichung 

“1    

(2.71) As = b J Y1 + e'2 cos2 A0 sin2 co dw 
“1 

erhalten. Nach Anwendung der Reihenentwicklung für die Wurzel des Integranden geht 
(2.71) über in 

(2.72) 
“1 

As = b ^ |l + -i- e'2 cos2 ^0 sin2 co—i- e'4 cos4 H0sin4 co + -^r- e'6 cos6 A0sin6 co + .. .j dm. 
(Ol 

Die Glieder von (2.72) enthalten Potenzen von sin co und haben unter Verwendung des 
Parameters 

(2.30) k = e' sinßm — e' cos A0 

die Form 

(2.73) A2f k2p sin2pw. 

Es treten somit Wallissche Integrale von der Form 

CI) 

(2.74) W2f = J sin2i> co dw 
0 

auf. Ihre Lösung erfolgt mit Hilfe der Rekursionsformel 

O) CO 

(2.75) W2p = J sin2p codœ = — J sin2p~2œdœ. 
0 0 

Für die ersten vier Glieder ergibt sich 

(2.76) 

W0 — w 

W2 = — (co — sin co cos co) 

•3 J 

Wi = -g- (co — sin co cos co) — cos co sin3 co 

WR = (co — sin co cos co) — cos co b 48 v ' 24 
sin3 co 2“ cos co sin5 co. O 

Damit lautet die Gleichung für die Bogenlänge 

(2.77) As = b^w + \k2 Wz(w) 
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Zur direkten Lösung der l. Hauptaufgabe wird Gleichung (2.77) von Levallois und Dupuy 
numerisch umgekehrt. Da diese Umkehrung auf Grund von Tafeldifferenzen erfolgt, kommt 
sie für die Berechnung in elektronischen Rechenanlagen nicht in Betracht. Der Umkeh- 
rungsvorgang wird deshalb nicht weiter verfolgt. 

Aus der Grundgleichung (2.24) wird zunächst nach einigen Umformungen 

(2.78) Al 
CO* 

sin A0 y 1 —è1 J 
"1  

ŸI + Æ2 sin2 eu 
1 — cos2 A0 sin2 co 

dm 

und nach Anwendung der Binomialentwicklung 

10, 
, N A , - A-, / ö f 1 + A kz sin2 co — i  k* sin4 co + A B sin1 

(2.79) Al = smA0 y 1 — e2 % �   5— ,TTi  
J 1 — cos2 A „  sin2 co 

dm 

erhalten. Hierbei treten Integrale der Form 

(2.80) 

und 

(2.81) 

Jvr 
dm 

cos2An sin2co 

w, 
j   f sin2P co 

— J t-cos2^ 
dm 
sin2 co 

auf. Die Auswertung des Integrals 70 lautet 

(2.82) T — 
0 sin A0 ' 

Die Integrale I lassen sich auf die Wallisschen Integrale W und auf 70 zurückführen. 
Gleichung (2.79) erhält damit die Form 

(2-83) 

Al — A l + sin A0 [Æ0 W0 + cos2 A0B2 W2 + cos4 A0 B4 W4 + cos6 A0B6 W6 + .. 

wobei die Koeffizienten B0, B2, B4, B6 die Bedeutung 

B0 = —û 

(2.84) 
= lA-* 2( e'1 _ _e^_ 

8 16 ' 128 
5 e'8- • •••) = Bi + yi—* -Ç- 

B, 

= A-«'*+ ••••) 

haben. 
Zur Lösung der 1. Hauptaufgabe wird nach Berechnung der reduzierten Breite ß4 und 

des Parameters ßm zunächst die Größe m4 ermittelt. Die Berechnung der Bogenlänge Am, 
die der Entfernung A s entspricht, ist nur auf dem Wege der allmählichen Annäherung mit 
Hilfe der Beziehung (2.77) möglich, da die Anwendung einer besonderen Umkehrformel 
die Benützung von Tafelwerken verlangt. Ist Am bekannt, dann ergibt sich mit 

to2 = m4 + A m 
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die Größe ß2 und damit das Azimut A2. Im sphärischen Dreieck P\K PnK PîK wird nun die 
Größe A A erhalten und mit (2.83) schließlich der ellipsoidische Längenunterschied Al. 

Zur Lösung der 2. Hauptaufgabe ist ebenfalls eine Iteration erforderlich. Nach Berech- 
nung der reduzierten Breiten und ß2 wird mit der Näherung Al anstelle von AI durch 
Anwendung des sphärischen Kosinussatzes auf Dreieck P1K PnK P2K ein erster Näherungs- 
wert für A co erhalten. Damit ergeben sich dann Näherungswerte für A0 und wl nach den 
Beziehungen (2.19) und (2.16e) sowie für co2 aus 

Mit Gleichung (2.83) wird nun ein bereits wesentlich genauerer Wert für A A gewonnen, 
mit dem die Iteration fortgesetzt wird. Sobald sich AA nicht mehr ändert, sind damit auch 
die Größen A co, A0, co1 und co2 bekannt. Die Azimute Ax und A2 ergeben sich aus den sphä- 
rischen Dreiecken PmK P„ K P1K und Pm/c PnK P^K< die Entfernung A s wird mit Hilfe der 
Beziehung (2.77) berechnet. 

Er entwickelt zunächst die Differentialgleichung (2.23) nach der Binomialreihe und erhält 

co2 = coj + A co. 

2.2.4 Die Lösung von Hubeny 

Hubeny verwendet bei seiner in [16] angegebenen Lösung ebenfalls als Parameter das 
Äquatorazimut A0 und als Variable die vom Äquator an gezählte Bogenlänge co (siehe 
Abb. 10). 

Ellipsoid 

PnE 

Kugel 

PnK 

Abb. 10 

(2.85) 

ß — J dco. 

Nach Elimination von ß mit Hilfe der Beziehung 

(2.16e) 

(2.86) 

sin ß = sin co cos A0 bzw. 

cos2 ß — 1 — sin2 cu cos2 A0 
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und allgemein 
cos2”  ß = (l — sin2 tu cos2 A0)”  

ergibt sich für die Bogenlänge der geodätischen Linie 

(2.87) s — J (At + Bs cos2 A0 sin2 tu -f- C, cos4 A0 sin4 tu + Ds cos6 A0 sin6 tu + 

+ Es cos8 Ao sin8 tu -f Fs cos10 A0 sin10 tu + dm, 

worin 

(2.88) 

A, = a(i-\ 

B* = a( 1 

Cs = a( 

D, = *(  

Es = «( 

Fŝ a( 

Op4 L,« 5_ 8 . 
8 16 128 256 

e* + ^ei + -&e6 + -£re* + -£:e10+-- 256 

. _L *4 3_ 6 30_ 8 _ 7° 10 . 
8 16 128 256 

_i_ ee 4- 20- es 4. 20- ew 1 
16 e ' ’ofi e ^ ''rf- e ' ‘ ' 

20 

128 

— e8 

128 

256 

256 

+ 256 
ew + .. 

-) 

b 

für ein bestimmtes Ellipsoid feste Zahlenwerte sind. Da auch A0 als Parameter der geodäti- 
schen Linie als Konstante aufgefaßt werden kann, liegen somit wieder Wallissche Integrale 
von der Form (2.74) vor, deren Lösung aus der Rekursionsformel (2.75) gegeben ist. 
Hubeny erhält durch gliedweise Integration 

(2.89) 

j- = [As] tu + [Z?J cos tu sin tu + [C,] cos tu sin3 tu + cos tu sin5 tu + [Eß[ cos tu sin7 tu, 

wobei 

(2.90) 

[A]  = 

m = 

[Q = 

m = 

m = 

AS + ~BS cos2 A0+jfCt cos4 A0 + -ADS cos6 A0 + Es cos8 A0 

— ~BS cos2 A0—ECS COS4 A0 — Ds cos6 A0 — ^A-ES cos8 A0 

— Jcs cos4 Ao — ~h,Ds cos6 Ao cos8 A0 

 \-D, cos6 A0 A- Es cos8 AQ 

 j~E, cos8 A0 

bedeuten. 
In der Differentialgleichung (2.24) entwickelt Hubeny ebenfalls den KlammmerauS' 

druck nach der Binomialreihe und erhält 

dl = dl + I—e2 cos2 ß i- e4 cos4 ß — . . . \ dl. (2.91) 
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Nach Substitution von dX im zweiten Teil von (2.91) folgt 

(2.92) dl = </A + sinH0| ^-e2   e* cos2 ß Ee6 cos* ß—. . . .j dco 

und nach Elimination von ß 

(2.93) 
(O 

l = X + $ (At sin A0 + Bj sin A0 cos2 A0 sin2& > + C, sinH0 cos*A0 sin4 co + 

+ Dt sin A0 cos6 A0 sin6 co + .£4 sin A0 cos8A0 sin8 &> + ...) dco, 

wobei 

(2.94) 

A, 

B, 

C, 

Di 

Ei 

% Ee*--Ee° hre'-ELre!" - 
8 16 128 256 

JL e
4_i- JL g8_i- JJL^s 4. A*Leio 1 

8 ^ 16 ^ 128 ^ 256 ^ 

 7Te 
l6 

Ji_ es _ 42 e10 . 
128 256 

128 *8+ -^U10 +., 1 256 1 

 '
L

7- ^10   . 
256 

= V 1 —e*— 1 

ist. 
Die in (2.93) wiederum auftretenden Wallisschen Integrale werden durch gliedweise 

Integration unter Verwendung der Rekursionsformel (2.75) gelöst. Hubeny erhält 

(2-95) 

mit 

(2.96) 

/ = X -(- [Aß\ co [Bß] cos co sin co + [C/] cos co sin3 co + [Dz] cos <0 sin5 co 

[A/]  = ^Ai +E B; cos2 A0 + E-CI cos* A0 -f ^ D/Cos^A ̂sinH0 

[B,]= (— Eßt —-|-£'/cos2H0 —-^r-Z^cos4^ sinH0cos2H0 

[Ci\ = [— Cj — ~2
5
4 £>1 cos2 A0j sin A0 cos* A0 

[Di]  = {—E-£>I jsinA0cos6A0. 

Mit den Beziehungen (2.89) und (2.95) sind die Zusammenhänge zwischen co und ^ bzw. X 
und l hergestellt. 

Zur Lösung der 1. Hauptaufgabe werden zunächst die reduzierte Breite ß1 und damit im 

sphärischen Hilfsdreieck P0KP1KP[K in Abb. 10 der Parameter A0 und die Größen X1 und co1 

berechnet. Für A0 werden die Koeffizienten [As], [Z?x], [Cs], [D s] und [HJ, [Bß], [Cß], [D7] 
nach (2.90) bzw. (2.96) ermittelt. Dann ergibt sich mit cox aus (2.89) die sphäroidische Bo- 
genlänge und mit 

= s1 + 4l j  

die Bogenlänge s2. Den zugeordneten Großkreisbogen co2 findet Hubeny auf indirektem 
Wege aus (2.89). Ein erster Näherungswert für co2 wird mit Hilfe der auf das erste Glied 
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abgekürzten Formel (2.89) 

°*> = w 

erhalten und damit eine weitaus bessere Näherung, wenn zusätzlich auch der zweite Term 
von (2.89) verwendet wird, aus 

(2.97) co2 o = jjj  (s2 — \BS\ cos Cü(2) sin co(2)) . 

Um den endgültigen Wert w2 zu erhalten, gibt Hubeny zwei Wege an. Der erste besteht 
darin, für zwei den Wert co2 0 einschließende runde Näherungswerte ft)2,i> 

w2 2 die Gleichung 
(2.89) durchzurechnen, um mit Hilfe der erhaltenen ellipsoidischen Bogenlängen J12 und 

s2:2 die Größe co2 durch lineare Interpolation aus 

(2.98) co2 — m2 1 + (•r2 s2, l) 

zu ermitteln. Sollte der mit (2.89) errechnete Istwert s2 noch nicht genügend genau mit dem 
Sollbetrag von s2 übereinstimmen, so wäre co2 um den Betrag 

(2.99) 

zu verbessern. 
Bei der zweiten Möglichkeit wird an den Wert OJ2 0 ein kleiner Zuschlag angebracht, 

der sich aus 

(2.100) dco2 
 ^2 ^2» 0  

[As] + [Bs\ cos 2Cü2,0 

ergibt, worin J2 0 der mit co2 0 aus (2.89) hervorgegangene Wert für s2 ist. Wird nach noch- 
maliger Durchrechnung von (2.89) mit 

(2.101) Cü2 = w2 0 + d(o2 

der vorgegebene Wert für s2 nicht genügend genau erhalten, so muß der Vorgang wieder- 
holt werden. 

Mit dem endgültigen Wert für a>2 lassen sich in den Besselschen Hilfsdreiecken die 
Stücke ß2, X2 und A2 berechnen. Mit  (2.95) wird schließlich der ellipsoidische Längenunter- 
schied erhalten. 

Das eigentliche Problem bei der Lösung der 2. Hauptaufgabe bildet die Bestimmung des 
Parameters A0. Hubeny erhält einen ersten Näherungswert für A0 mit Hilfe der Gaußschen 
Gleichungen (2.20), indem er Al anstelle von A X verwendet, und berechnet damit in den 
Besselschen Hilfsdreiecken Näherungswerte für Wj und a>2. Mit der auf den Längenunter- 
schied A l umgestellten und auf das erste Glied reduzierten Gleichung (2.95) 

(2.102) AX — Al—[A;\ (co2 — 0%) 

erhält er einen Näherungswert AX, womit sich aus den Gaußschen Gleichungen eine ver- 
besserte Näherung für A0 ergibt. Für die weitere Lösung gibt Hubeny drei Wege an: 

1. Durch Fortsetzung der allmählichen Annäherung unter jeweiliger Erweiterung der auf 
A l umgestellten Gleichung (2.95) um einen weiteren Term wird schließlich A X und damit 
A0 erhalten, womit die fehlenden Stücke dann leicht berechnet werden können. 

8 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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2. Aus einem Paar von Näherungswerten A0 t, A02 für den Parameter A0 können mit Hilfe 
von (2.89) und (2.95) ein Paar von ellipsoidischen Längenunterschieden Allt A l 2 und 
Strecken Aslt As2 abgeleitet und die Sollwerte durch Interpolation zwischen diesen Wer- 
ten aus 

(2-103) ̂0 = ^0,1+ (^0,2 —^0,1) und 

(2.104) As = Asj. + (As2 — As1) 

ermittelt werden. Die Azimute A1 und A2 ergeben sich dann aus den sphärischen Hilfs- 
dreiecken. 

3. Ausgehend von einem Näherungswert für A0 wird die so definierte geodätische Linie 
so lange um P0 gedreht, bis der Längenunterschied zwischen ihren Schnittpunkten mit 
den vorgegebenen Parallelkreisen B1 und ß2 gleich ist dem Sollwert von Zl l. Zur Berech- 
nung der differentiellen Zuschläge dA0 und ds gibt Hubeny die Beziehungen 

(2.105) dAü 

und 

 cos A0,0  
(tg 0J2,0 — tg tOj.o) (1 — Y *2 sin2^o.o) — ("2,0 — 1) Y e2 cos2 A0,0 

dl 

(2.106) ds = a • sin A0 0 dl 

an. Dabei sind aq 0, cu2 0 die der Näherung A0 0 entsprechenden Bogenlängen. Mit  w1 0, 

co2 o und einem entsprechenden Wert AA0 werden mit Hilfe von (2.95) und (2.89) die vor- 
läufigen Werte Al0 und zlj0 berechnet. Damit ergibt sich dl zu 

(2.107) dl = Al—Al 0, 

so daß nun aus (2.105) und (2.106) die Zuschläge dA0 bzw. ds hergeleitet werden können. 
Das Äquatorazimut ist somit 

(2.108) A0 = A0 0 -f- dA0 

und die Entfernung 

(2.109) As = As0-\-ds. 

Die Azimute Ax und A2 werden schließlich aus den sphärischen Hilfsdreiecken erhalten. 

2.2.5 -Die Lösungen von Sodano 

Sodano gelang im Jahre 1950 [39] erstmals eine nicht iterative Lösung der 2. Hauptauf- 
gabe. Das Verfahren beruht auf einer Potenzreihenentwicklung der Größe x = A A — Al, 
wobei Sodano von der Hclmertschen Gleichung (2.61) für den Längenunterschied ausgeht, 
die unbekannten Größen ßm, Aa, und a2 durch die gegebenen Größen ßlt ß2, Al und 
durch Potenzen von x ausdrückt und daraus schließlich einen sehr genauen 23-gliedrigen 
Ausdruck für x ableitet, der zwar eine direkte Berechnung von A A ermöglicht, dessen rech- 
nerische Auswertung bisher allerdings erheblichen Aufwand erforderte. 

Im Bestreben nach einer Vereinfachung bringt Sodano in [40] sein Verfahren in eine 
wesentlich übersichtlichere Form. Er berechnet zunächst die Größe Aa' durch Anwendung 
des sphärischen Kosinussatzes auf gegebene Größen aus 
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(2.110) cos A o' = a' -f- b' • cos AI 

mit 

(2.111) a' = sin/?! sin ß2 

und 

(2.112) b' — cos ß1 cosß2 

oder aus 

59 

(2.113) sin A o' — Y(sin AI • cos ß2)
2 + (sin ß2 cos ßx — sin ß1 cos ß2 cos A l)2, 

wobei also A o' den einem Längenunterschied A l anstelle von A A entsprechenden Groß- 
kreisbogen darstellt. Weiter werden die Abkürzungen 

(2.114) 

und 

b' sin A l 
sin A a' 

(2.115) m' — I — c'2 

verwendet. 
Ohne auf die mathematischen Zusammenhänge einzugehen, gibt Sodano für die direkte 

Berechnung von A s die Beziehung 

JT~ = [(1 + a + a*)Ao'] (21l6) 

+ a' £ |a + a2j sin A o’ A o'2 csczl CT'J 

+ m' £— |-a-üh_a..j A o' — I a a j sin A o' cos A o' -)—A o'2 ctg A er'J 

+ a'2 £ sin A a' cos A a' 

+ m'2 Ao' —jg- sin A o' cos A 0' A 0'2 ctgA 0' sin A a' cos3 A cr'l 

+ a' m' A °'2 csc Al a' H—sin Aid' cos2 Al er'J 

und zur direkten Berechnung von A A den Ausdruck 

[(«HM 
(2.117) + a' 1" ^-sinAa'—a2A o'2 esc Al <x'J 

-f- m' a2 A o' -|—sin Al o' cos A o' + a2 A o' ctg Al o' J 
an. Damit sind die gesuchten Größen As und Al A durch gegebene Stücke ausgedrückt. Die 
Azimute berechnet Sodano aus 

(2.118) 

ctg/fi 
sin ft cos ft — cos A A sin ft cos ft 

sin A A cos ß2 

ctg A2 = sin ft cos ft cos zl A — sin ft cosft 
sin Zl A cos ft 

8*  
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Die Beziehungen (2.116) und (2.117) enthalten innerhalb der Klammern nur Funktionen 
der einzigen Variablen der' und Potenzen der Abplattung a, während die äußeren Koeffi- 
zienten durch die Hilfsgrößen a! und m' gebildet werden. Beide Formeln reichen aber nur 
bis zu den Gliedern mit fl2. 

Für genauere Berechnungen gibt Sodano zur Ermittlung von A A den wesentlich um- 
fangreicheren Ausdruck 

AX~Al = (fl + fl2 + fl3) A a' 

~P a'  p a3j sind er'— (fl2 -p 4fl3)d ff'2cscd ff'  -p a2d cr'3cscd er'ctgA er'J 

-P m' T— Pj- fl2 -p 3 a3j A er' -P  P j sin A er' cos A er' 

(2.119) -p (a2 -p 4û3)d er'2 ctg A er' A ff'3 esc2 A er' — fl3 A a’3 ctg2 A er'J 

+ æ'2 J^fl3 A ff' —— sin A ff' cos A er' -p a3d ff'3 esc2 A er'J 

+ m'2 a3d a' o3 sin  ̂a' cos d ff' -p -5— d ff' cos2 der' 1 L16 16 1 2 

 a3dff'2ctgdff' -1—sinder' cos3der' 

-\—der'3 esc2 d er' -p 2 a3 der'3 ctg2 d er'J 

-p a!m' j^a3 sin Aa' a3d er' cos d a' -j- a3d er'2 esc d 0' 

 sin d ff' cos2 d er' — y a3 d er'3 escd 0' ctg der'j 

an. Die Länge As der geodätischen Linie wird dann nach Berechnung von A a mit Hilfe 
des sphärischen Kosinussatzes aus 

(2.120) cos d er = a' -p b' cosdA 

und von ßm aus 

/ \ o b' sin d A 
(2.121) COS ßm = : % ;  v sin A a 

mit Hilfe der Beziehung 

(2.122) As — b (A0 d ff -p B0 sin d er cos 2ff — C0 sin 2 d er cos 4er 

-p D0 sin 3 d er cos 6 ff)  

erhalten, wobei er die Bedeutung 

o' = T Oi + ^a) 

hat (cos 2ff ergibt sich direkt aus (3.80)) und 
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A0 = 1 + -Ç- sin2 ßm — -^  eri sin4 /3W + ^ e'6 sin6 /?, 256 

-#0 = 4r- sin2 ßm — ^TT sin4 d 77T e' 6 sin6 ß„ 

(2.123) = iis sin4 A 

Z>„ = 0 1536 

512 e'6 sin6 /3„  

sin6 ß„ 

ist. 

cosßm = cos ßx sinAj 

g = cos ß1 cos Ax 

Auch für eine nicht iterative Lösung der 1. Hauptaufgabe gibt Sodano in [40] Rechen- 
formeln an, wobei er den Großkreisbogen Zl a und den Längenunterschied A l aus Bezie- 
hungen berechnet, die den Ausdrücken (2.116) und (2.117) für A s bzw. A 1 bei der 2. Haupt- 
aufgabe entsprechen, jedoch anstelle der „Grundgrößen“ A o', a!, m' die Größen Aos, ax 

und »«1 enthalten. 
Mit  

(2.124) 

und 

(2.125) 

werden zunächst 

(2.126) 

(2.127) 

und 

(2.128) ax = |i + sin2 ßjj |sin2 ßx cos Aas-\- g sin ßx sin A o^j 

erhalten und damit der Großkreisbogen A o aus 

Ao. = As 

= (i + -Ç- sin2 (1 — cos2 ßjj 

Ao — Aos (2.129) 

+ ai -^-sin Ao^ 

(e' 2 e> 2 \ 

 — A os -\—— sin A os cos A oA 

+ ax (-— e'4 sin A as cos A 

+ {7- e'4 Ao, — ~e'4 sin/l o, cos A o. — P-Aa, cos2/l o, + — e’x sin/1 o, cos3/l <r.| 1 1 (64 64 f 1 8 1 % ' 32 * s) 

+ axmx |-|- e
ri  sin Aas-f- A as cos Aos — <?'4 sin A os cos2 A o  ̂. 

Die Größen ß2, A2 und Al ergeben sich aus dem Besselschen Hilfsdreieck P„KP\KPIK 

(Abb. 4) mit den Formeln 

(2.130) sin ß2 — sin ßx cos A a -j- g • sin A o 
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oder 

(2-131) 

(2.132) 

(2.133) 

cos ß2 

ctg A2 

ctg A A 

= J/"cos2 ßm ~h (g' cos A a - 

g • cos A a — sin ß1 sin A a 
COS ßm 

- sin ß1 sin A er)2, 

COS ßm 

A a — sin ß1 sin A a cos A1 

sinda sin A-, 
cos ßx cos da 

sin da sindj 

Den Zusammenhang zwischen A A und Al stellt Sodano schließlich durch die Beziehung 

(2.134) 

Al-Al 
COS ßm = — a A as 

-j- û2 A as ü2 sin A as cos A oj 

her. 
Die Ausdrücke (2.129) und (2.134) enthalten jedoch auch hier nur die Glieder mit ct2 

bzw. <r'4. 

3. UMSTELLUNG DER LÖSUNGEN FÜR ELEKTRONISCHE RECHENANLAGEN UND 

ENTWICKLUNG VON RECHENPROGRAMMEN 

3.1 Allgemeines 

Die oben beschriebenen Verfahren sind im allgemeinen nicht unmittelbar zur Lösung 
auf programmgesteuerten Rechenanlagen geeignet. Es sind vielmehr bei den einzelnen 
Verfahren eine Reihe von Abänderungen und Ergänzungen erforderlich, die nicht nur da- 
durch bedingt sind, daß sich die Lösungen in der Regel auf die Verwendung von Tafel- 
werken und teilweise auch von graphischen Hilfsmitteln stützen, sondern vor allem deshalb 
notwendig werden, weil die Automatenrechnung an sich wesentlich detailliertere Rechen- 
vorschriften erfordert. 

Dies trifft  in erster Linie für die Kriterien zur Quadranten- und Vorzeichenbestimmung 
zu. Hier muß dem Automaten in eindeutigen Anweisungen, die sämtliche möglichen Fälle 
berücksichtigen, angegeben werden, welcher Quadrant für die betreffende Größe gültig 
ist bzw. mit welchen Vorzeichen diese zu versehen ist. Bei der herkömmlichen Berechnungs- 
weise kommt diesen Kriterien nicht dieselbe entscheidende Bedeutung zu; denn in vielen 
Fällen kann der Rechner auf Grund einfacher Überlegungen, teilweise unter Verwendung 
entsprechender graphischer Hilfsmittel, die Quadranten- bzw. Vorzeichenfrage ohne wei- 
teres klären. Nur für schwierige Fälle sind besondere Kriterien, und zwar in der Regel 
für jedes Verfahren gesondert, herzuleiten. Bisher wurden solche Kriterien allerdings nur 
von Bodenmüller in [6], [7] für das Helmertsche Verfahren, wobei für die 2. Hauptaufgabe 
jedoch graphische Hilfsmittel verwendet werden, sowie von Sodano in [40] angegeben. 

Bei der Automatenrechnung sind dagegen infolge der Vieldeutigkeit der Arcusfunk- 
tionen Quadranten- und Vorzeichenkriterien in allen den Fällen notwendig, wo der Qua- 
drant bzw. das Vorzeichen nicht bereits durch das betreffende Arcus-Programm geregelt 
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ist; ihre Herleitung ist somit eine der wichtigsten Voraussetzungen für die Durchrechnung 
obiger Lösungsverfahren mit elektronischen Rechenautomaten. Wesentlich ist dabei, daß 
diese Kriterien möglichst einfach und übersichtlich sind. Als zweckmäßig erweist sich die 
unmittelbare Verwendung von Winkelfunktionen bzw. deren Vorzeichen, wobei oft ein 
bereits an früherer Stelle im Programm berechneter Wert verwendet werden kann, so daß 
nur in wenigen Fällen die Berechnung von Funktionswerten lediglich zum Zwecke der 
Quadrantenbestimmung erforderlich ist. 

Da die Verwendung von Tafelwerken und graphischen Hilfsmitteln einen vollautomati- 
schen Programmablauf nicht zulassen würde, kommt ihre Anwendung für die Lösung der 
vorliegenden Aufgaben mit elektronischen Rechenautomaten nicht in Betracht. Dies er- 
fordert aber eine Abänderung der Verfahren in der Weise, daß der Automat nun sämtliche 
ursprünglich aus diesen Tafeln und graphischen Darstellungen zu entnehmenden Werte 
selbst berechnen muß. 

Die vollautomatische Lösung setzt auch voraus, daß der Rechenautomat die während 
des Rechenprozesses anfallenden Entscheidungen über den weiteren Lösungsablauf selbst 
zu treffen vermag. Dies ist insbesondere bei den indirekten Lösungen von Bedeutung, wo 
der Automat zu entscheiden hat, wann die Iteration abgebrochen werden kann. Auch hier 
sind die Verfahren durch Angabe entsprechender Kriterien zu ergänzen. 

Da die Rechenprogramme möglichst genaue Ergebnisse gewährleisten sollen und die 
rechentechnischen Voraussetzungen hierfür infolge Ausführung der arithmetischen Ope- 
rationen mit doppelter Zahlenlänge und Verwendung sehr genauer Unterprogramme für die 
Winkel- und Arcusfunktionen ohnehin gegeben sind, werden für die zu erstellenden Pro- 
gramme die Grundgleichungen der einzelnen Verfahren stets in der in Kapitel 2 angegebe- 
nen ausführlichen Form, d. h. mit sämtlichen dort enthaltenen Reihengliedern verwendet; 
denn die Genauigkeit der einzelnen Verfahren bzw. Rechenprogramme hängt im wesent- 
lichen von der Genauigkeit dieser Grundgleichungen ab, die die Zusammenhänge zwischen 
den sphärischen und den sphäroidischen Stücken herstellen. 

Zu prüfen ist in diesem Zusammenhang auch, ob für die Auflösung der sphärischen 
Hilfsdreiecke ein dynamisches Formelsystem, das eine Verwendung der trigonometrischen 
Funktionen an ihren unempfindlichen Stellen nach Möglichkeit vermeidet, oder ein starres 
System von Gleichungen zu bevorzugen ist. Ein dynamisches Formelsystem, wie es Schra- 
der in [34] vorschlägt, würde zwar auch hier zu einem Optimum an Genauigkeit führen. 
Allerdings hätte es wesentlich umfangreichere und zugleich unübersichtlichere Rechen- 
programme zur Folge, die nicht nur größeren Programmierungsaufwand, sondern auch 
erhöhten Speicherbedarf erfordern würden. Da die in Teil A erstellten Unterprogramme 
ohnehin eine wesentlich höhere als die verlangte Genauigkeit für Winkel- und Bogenfunk- 
tionen garantieren, kann hier auf ein dynamisches Formelsystem verzichtet werden, ohne 
daß ein unzulässiger Genauigkeitsabfall zu befürchten wäre. Zweckmäßig ist allerdings 
auch hier eine geeignete Reihenfolge der Berechnungen in der Weise, daß die gesuchten 
Größen möglichst aus den gegebenen allein berechnet werden, um die Fortpflanzung von 
Rechenungenauigkeiten zu vermeiden. 

Außerdem ist eine Abfassung der Rechenprogramme in der Weise anzustreben, daß sie 
nicht nur für ein bestimmtes, sondern für jedes beliebige Rotationsellipsoid verwendet 
werden können. Dies ist am einfachsten dadurch zu erreichen, daß die zur Lösung erfor- 
derlichen geometrischen Konstanten des Rotationsellipsoides jeweils zu Beginn der Be- 
rechnung zusammen mit den Ausgangsdaten dem Automaten eingegeben werden. 

Diese einleitenden Arbeitsgänge werden zweckmäßig in einem eigenen Programmab- 
schnitt, einem sog. Vorprogramm, zusammengefaßt. Da die dabei auszuführenden Schritte 
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bei jedem der oben angegebenen Lösungsverfahren praktisch die gleichen sind, genügt eine 
einmalige Programmierung; das gleiche Vorprogramm kann dann sämtlichen zu ent- 
wickelnden Rechenprogrammen vorangestellt werden, was im vorliegenden Fall gleich- 
zeitig eine erhebliche Einsparung an Programmierungsarbeit bedeutet. Da jedoch diese 
einleitenden Arbeitsgänge bei der l. und 2. Hauptaufgabe jeweils verschieden sind, hat die 
Erstellung von zwei gesonderten Vorprogrammen zu erfolgen. 

In den folgenden Abschnitten werden nun zunächst diese Vorprogramme entwickelt und 
erst anschließend nach entsprechender Aufbereitung der Lösungsverfahren die eigent- 
lichen Rechenprogramme hergestellt. 

3.2 Vorprogramme 

Bei beiden Hauptaufgaben müssen zunächst die zur Lösung erforderlichen geometri- 
schen Konstanten des Rotationsellipsoides eingelesen werden. Da jedoch die Meridian- 
ellipse durch zwei Parameter vollständig definiert ist, genügt die Angabe von nur zwei 
Konstanten. Dazu eignen sich die allgemein zur Definition eines Rotationsellipsoides 
benützten Größen, die große Halbachse a und die Abplattung a. Die übrigen erforder- 
lichen Konstanten b, e2 und e'2 leiten sich daraus direkt nach folgenden Beziehungen ab: 

(3-0 

(3-2) 

(3-3) 

b = a (l — ü), 

e2 = 2 a— û2 = a + a(i —a), 

i2 2a — a2 «2 

* “ (i — a)2 - 

Die Größen a und a sind zumindest bei den neueren Rotationsellipsoiden Zahlenwerte mit 
verhältnismäßig wenig Ziffern; sie können somit dem Rechenautomaten praktisch mit 
voller Genauigkeit eingegeben werden. Damit stehen auch die Werte b, e2 und e'2 für den 
weiteren Rechenablauf mit hoher Genauigkeit zur Verfügung. 

Die Vorprogramme werden außerdem so abgefaßt, daß zur Berechnung mehrerer Auf- 
gaben auf demselben Ellipsoid die Eingabe von a und a und damit die Bestimmung von 
b, e2 und e'2 nur einmal zu erfolgen braucht. 

3.2.1 Vorprogramm für die 1. Hauptaufgabe ( Vorprogramm I) 

Das Vorprogramm für die 1. Hauptaufgabe hat somit folgende Einzelschritte auszu- 
führen : 

1. Einlesen, Speichern und Drucken der Ellipsoidparameter a und a; aus programmie- 
rungstechnischen Gründen wird nicht der Wert û selbst, sondern der reziproke Wert i/o 
eingelesen, also z. B. anstatt 1:297 nur der Wert 297. 

2. Berechnung der weiteren im Hauptprogramm benötigten Konstanten b, e2, e'2 ver- 
mittels der Beziehungen (3.1), (3.2), (3.3). 

3. Einlesen und Drucken der geographischen Koordinaten Blt Lx und des Azimutes Ax. 
Diese Werte werden jeweils mit dem Unterprogramm „Umw. Altgrad - Bogenmaß“ 
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sofort ins Bogenmaß umgerechnet und gespeichert. Der Einlese- und Umwandlungs- 
vorgang wird zyklisch programmiert. 

4. Einlesen, Drucken und Speichern der Entfernung A s. 

zum Hauptprogramm 

Abb. 11 : Flußdiagramm zum Vorprogramm I 

Die Zahlenwerte für a, a, B1, Lx, Alt As werden in Verbindung mit einem erläuternden 
Klartext ausgedruckt, so daß zusammen mit den späteren Ergebnissen ein übersichtliches 
Protokoll entsteht. 

3.2.2 Vorprogramm für die 2. Hauptaufgabe (Vorprogramm II)  

Das Vorprogramm für die 2. Hauptaufgabe ist wesentlich umfangreicher, da hier einige 
Besonderheiten auftreten. 

Der erste Teil, der etwa dem Vorprogramm I entspricht, besorgt wieder das Einlesen 
bzw. Berechnen der Ellipsoidkonstanten sowie das Einlesen und Speichern der Ausgangs- 
daten. Im zweiten Teil ist zunächst zu berücksichtigen, daß es auf dem Ellipsoid im allge- 
meinen zwei Verbindungsmöglichkeiten zweier Punkte durch geodätische Linien gibt, 
von denen jedoch nur eine zugleich die absolut kürzeste Verbindungslinie ist. Dem mensch- 
lichen Rechner bereitet das Aufsuchen dieser kürzesten Verbindungslinie zwar keine be- 
sonderen Schwierigkeiten; bei der Automatenrechnung sind hierfür jedoch eindeutige Kri-  
terien erforderlich. 

9 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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Für die kürzeste Verbindungslinie bestehen die zwei notwendigen Bedingungen 

(3.4) o = = n und 

(3.5) Aa<Ln. 

Von den beiden möglichen Längenunterschieden 

ALX—L2 — Lx und 

A Z2 = Lx * Z2 

genügt stets einer der Bedingung (3.4). Der Absolutwert \Almin\ dieses der kürzesten Ver- 
bindungslinie entsprechenden Längenunterschiedes ist vom Rechenautomaten zunächst 
zu ermitteln. Hierfür müssen die Werte Lx, Z2 im Zählsystem o £1 L <^2JI vorliegen. Ne- 
gative Werte Z sind zuvor in dieses Zählsystem überzuführen. 

Da im Hauptprogramm nicht nur \Almin \ sondern auch Al (mit dem richtigen Vorzei- 
chen) benötigt wird, hat zugleich mit der Ermittlung von \Almin \ eine Vorzeichenbestim- 
mung zu erfolgen. Hierfür wird zweckmäßig ein Faktor Fl = + 1 bzw. Ft = — 1 umge- 
speichert, mit dem dann \Almin \ zu multiplizieren ist. Die Ermittlung von \Almin\ bzw. Al 
kann entsprechend nachstehender schematischer Darstellung erfolgen : 

1. Schritt Z2 — Zx =* d Z' 

2. Schritt 
A L' ^ o (Z2 ^ Zj) 

Z2 — Lx=> AL 

AL' <o(Z2<Z1) 

Lx — Z2 => AL 

3. Schritt 
AL < 

AL => \Al 

A Z > n A L > n 

2 TZ — AL=> I Al- 2n AL=> I Almin 

AL <7i 

AL => IAl 

4. Schritt 

Al >0 A l < o Al >0 Al < o 

+ 1 => Ff -i-*F t + 1 =>  Fj — 1 =>  F / 

5. Schritt \Almin\-F,=> Al 

Im folgenden wird anstatt \Almin \ stets abgekürzt \Al\ geschrieben. Wegen der für die 
Halbperiode CD der geodätischen Linie geltenden Beziehung 

(3.6) TZ (1 — a)  ̂co ^ 71, 

wobei co dem halben Großkreisbogen entspricht, kann trotz erfüllter Bedingung (3.4) 
A a > Ti sein. Dies ist jedoch nur bei nahezu diametralen Punkten möglich, wobei ohnehin 
eine besondere Überprüfung der Eindeutigkeit erforderlich ist. 
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Die 2. Hauptaufgabe ist zwar, abgesehen von dem Fall, daß zufällig zwei gleichlange 
Verbindungslinien der Punkte Py und P2 bestehen, stets eindeutig lösbar. Liegt jedoch bei 
nahezu diametralen Punkten P2 innerhalb oder auf dem Rand der Enveloppe der Schar der 
geodätischen Linien, die durch den Zentralpunkt Px verläuft, so ist eine genauere Unter- 
suchung hinsichtlich des zu verwendenden Azimutes der kürzesten Verbindungslinie er- 
forderlich. Da aber die großen Halbachsen der maximalen Enveloppe nur crn-q' = 36,4' 
betragen, kann dies nur eintreten, wenn 

(3-7) \Al\< 36,4' 
und gleichzeitig 

(3-8) IBx + B21 < 36,4' 

Abb. 12 : Flußdiagramm zum Vorprogramm II  

9* 



68 Teil B. Berechnung langer geodätischer Linien 

ist. Zur Sicherung gegen unrichtige Ergebnisse werden diese Fälle vom Automaten durch 
entsprechende Abfragen festgestellt und ausgeschieden bzw. durch Ausdrucken der Be- 
merkung „Eindeutigkeitsuntersuchung erforderlich“ kenntlich gemacht. Diese Maßnahme 
bedeutet keine wesentliche Einschränkung des Anwendungsbereiches der Rechenpro- 
gramme, da solche Fälle nur äußerst selten auftreten. Gleichzeitig wird damit erreicht, daß 
der oben ermittelte Längenunterschied A l tatsächlich stets der kürzesten Verbindungslinie 
entspricht. 

Das Vorprogramm II führt somit folgende Schritte aus: 

1. Einlesen der Ellipsoidparameter a und o. 

2. Berechnung der geometrischen Konstanten b, e2, e'2 vermittels der Beziehungen (3.1), 

(3.2), (3-3)- 

3. Einlesen der Ausgangsdaten in der Reihenfolge Blt Lv B2, Z2 und jeweils sofortige Um- 
wandlung ins Bogenmaß. Zur Einsparung von Programmierungsarbeit werden diese 
Arbeitsgänge wieder zyklisch angeordnet. 

4. Ermittlung des der kürzesten Verbindungslinie entsprechenden Längenunterschiedes A l. 

5. Ausscheiden der Fälle, für die eine besondere Eindeutigkeitsuntersuchung erforderlich 
ist. 

Auch beim Vorprogramm II  werden die Zahlenwerte a, a, Bx, Lx, Z?2, Z2 in Verbindung 
mit einem erläuternden Klartext ausgedruckt. 

Im einzelnen ist der Programmablauf aus dem Flußdiagramm Abb. 12 ersichtlich. 

3.3 Rechenprogramme für die geodätischen Hauptaufgaben 

Im folgenden werden nun zunächst die einzelnen Verfahren in eine zur Lösung mit pro- 
grammgesteuerten Rechenautomaten geeignete Form gebracht. Dazu werden die Ver- 
fahren jeweils in eine Folge von Einzelschritten aufgegliedert, die vom Automaten nach- 
einander auszuführen sind. Zur Wahrung des Zusammenhanges mit Kapitel 2 wird dabei 
auf eine algorithmische Schreibweise weitgehend verzichtet. Soweit Abänderungen der 
Verfahren notwendig sind, werden diese gleichzeitig ausgeführt. Bei allen Verfahren mit 
Ausnahme der Lösungen von Sodano werden für Rechenautomaten geeignete Quadranten- 
und Vorzeichenkriterien entwickelt. Außerdem werden jeweils ausführliche Flußdiagramme 

hergestellt, in denen die einzelnen Abschnitte des Rechenablaufes in übersichtlicher Weise 
und in der erforderlichen Reihenfolge aufgezeichnet werden. Diese Flußdiagramme dienen 
als Grundlage zur Erstellung der eigentlichen Rechenprogramme bzw. Aufstellung der 
jeweiligen Befehlsfolge. Die wichtigsten technischen Daten der einzelnen Programme wie 
Speicherbedarf, Startadresse usw. werden in einer kurzen Programmbeschreibung ange- 
geben. Schließlich werden die Programme jeweils an Hand eines Zahlenbeispiels erprobt. 

Bei sämtlichen Programmen wird die Speicherung des Unterprogrammes „Doppelte 
Zahlenlänge“ (siehe S. 10) ab Trommelzelle 2000 vorausgesetzt. Außerdem werden die in 
Teil A erstellten Unterprogramme zur Berechnung der Winkel- und Arcusfunktionen so- 
wie zur Winkelumwandlung verwendet. 

Es sollen hier nochmals die Bereiche angegeben werden, in denen die einzelnen Arcus- 
programme jeweils die Winkelwerte liefern: 
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U nterprogramm im Bereich zwischen 

arcsin x 

arccos x 

arctg x 

3T/ 1 1 JTr 
— und H  
2 2 

und 

— — und + - 
2 2 

3.3.1 Rechenprogramme nach dem Besselschen Verfahren 

Zur Festlegung der Quadranten und Vorzeichen für die Variablen wird vereinbart, daß 
die Hilfsgröße m stets positiv sein soll. Außerdem soll die Zählung der Hilfsgröße M bei 
dem in der Rechenrichtung gesehen hinter P1 liegenden Äquatorschnittpunkt P0 der geo- 
dätischen Linie beginnen, auf den zunächst ein positives Maximum folgt. Die Rechenrich- 
tung geht dabei immer von P1 nach P2, die Größen A s und Zl o werden stets positiv gezählt. 

Als Hilfsfigur zur Herleitung der Kriterien für die Quadranten- und Vorzeichenermitt- 
lung dient nachstehende Abbildung 13. Sie zeigt zweifach skizziert einen vollen Umlauf 
der geodätischen Linie um das Rotationsellipsoid. 

a) Erste Hauptaufgabe 

Die erste Hauptaufgabe erfordert die Ermittlung der Größe Ao durch indirekte Auf- 
lösung der Gleichung (2.33). Im Gegensatz zur Berechnung von Hand, wo ausgehend vom 
ersten Glied bei jedem der folgenden Näherungsschritte ein weiteres Glied von (2.33) ver- 
wendet wird, ist bei der Lösung mit Rechenautomaten die gleichzeitige Verwendung sämt- 
licher Glieder zweckmäßig, da auf diese Weise die Berechnung von A a in der Form einer 
Iterationsschleife angeordnet werden kann. 

Berechnungsfolge: 

Nachstehend werden die einzelnen zur Lösung der 1. Hauptaufgabe erforderlichen 
Rechenabschnitte einschließlich der Kriterien für die Quadranten- und Vorzeichenermitt- 
lung angegeben: 
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1. Vorprogramm I mit den unter 3.2.1 angegebenen Einzelschritten. 

2. Übergang zur reduzierten Breite ßx von Pv Für den Lösungsablauf werden lediglich 
die Funktionswerte sin ß1 und cos ßx benötigt; nicht erforderlich ist der Winkelwert ßx 

selbst. Es erfolgt deshalb zweckmäßig, um einen Genauigkeitsverlust durch die weniger 
genauen Arcus-Programme zu vermeiden, die direkte Berechnung von sin ßx und cos ß1 

vermittels der Beziehungen 

(2.2) 

sin ßi 
sin B1 

V 
sin Bx 

Ü1 + e'2 cos2 Bx ’ 

cos Bx 
cosPi - 

cos Bx 

/(I (1 ' 

3. Die Hilfsgröße m wird aus dem rechtwinkligen Dreieck Pm K^nK P1K in Abb. 6 ent- 
sprechend (2.12h) erhalten: 

(3.9) sin m — cos ß1 • [sin |. 

Dabei ist der Absolutwert von sin A1 zu verwenden. 

4. Die Hilfsgröße M wird durch Anwendung von (2.12a) auf Dreieck PmK PnK PXK 
aus 

(3-10) tg M tg ßi 
cos A, 

berechnet. Der Quadrant von M läßt sich aus den Vorzeichen von Bx und tg M er- 
mitteln. Mit  Hilfe von Abb. 13 können nachstehende Kriterien hergeleitet werden: 

M 
Quadrant 

II  III  IV  

Bx > o < O 

tg M > o < O > o < O 

5. Berechnung der Koeffizienten a, ß, y, <5, s mit (2.32) und (2.34). 

6. Die sphärische Bogenlänge A a wird durch indirekte Auflösung von (2.33) erhalten. 
Die Berechnung erfolgt in einer Iterationsschleife: 

a) Ein erster Näherungswert A CT(,) ergibt sich aus 

(3.11) A (fö =  « % � 

b) Die Durchrechnung von (2.33) mit Aa  ̂ergibt einen verbesserten Wert dCT(,+1). 

c) Die Differenz der Näherungswerte ist 

d = A ff (‘)  — A o’(,+1). 

d) Bildung der Prüfgröße 
p — \d\ — e. 

Dabei ist s eine vorzugebende Genauigkeitsschranke. 

e) Wenn p o, dann A o-<,+1) => A a(,) und Fortsetzung der Iteration ; 

wenn p <f o, dann A cr(!+1> =>  A a und Beendigung der Iteration. 
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7. Die reduzierte Breite ß2 wird mit richtigem Vorzeichen erhalten aus 

(3.12) sin ß2 = cos m sin (M -f- A d). 

8. Das Azimut A2 ergibt sich aus (vgl. (2.13)) 

(3.13) cos 2̂ = ^j-cos(M + Aa). 

Der Quadrant von A2 läßt sich mit Hilfe von Ax und dem Vorzeichen von cos A2 be- 
stimmen. Es gelten nachstehende Kriterien: 

A2 
Quadrant 

II  

sin Ax 

O 5^ A1 <1 n 
> o 

cos A, > o < o 

ui IV  

n < A1 < in 

< o 

< o > o 

9. Berechnung des sphärischen Längenunterschiedes AX aus 

(3-14) 
 ̂  sind a Isinyt! | 

cos ßz 

Dabei wird der Absolutwert von sin A1 verwendet, so daß AX immer positiv erhalten 
wird. Zur Quadrantenbestimmung wird außerdem berechnet (vgl. (2.18)): 

(3-15) cos A X = 
cos A a — sin ß1 sin ßt 

cos ßx cos ß2 

Für den Quadranten von AX gelten dann folgende Kriterien: 

AA 

Quadrant 
II  III  IV  

sin A X > o < O 

cos AX > o < O < O > o 

10. Berechnung der Koeffizienten a', ß', y’, Ô1 nach (2.41). 

11. Berechnung des ellipsoidischen Längenunterschiedes Al aus (2.40). Dabei wird Al zu- 
nächst stets mit positivem Vorzeichen erhalten, so daß eine gesonderte Vorzeichen- 
bestimmung erforderlich ist. Für das Vorzeichen von Al gilt: 

wenn o A A1 A 71 (sin A1 A o), dann AI ^ o; 

wenn n < A1 <C 2n (sin A1 < o), dann o. 

12. Die geographische Länge L2 ergibt sich zu 

L2= LX -f- A l. 
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13. Übergang von der reduzierten Breite ß2 auf die geographische Breite B2 mit 

O-1) tgÄj = jA + «'2 tg/?2. 
14. Umwandlung in Altgrad und Drucken von B2, Z2, A2. 

Die einzelnen Abschnitte des Rechenablaufes sind in dem Flußdiagramm Abb. 14 auf- 
gezeichnet. 

Abb. 14 : Flußdiagramm zur Lösung der 1. Hauptaufgabe nach Bessel 

Programmbeschreibung: 

Das Programm belegt die Trommelzellen 3000-4281; die eigentliche Befehlsfolge um- 
faßt 781 Worte. Die Startadresse ist 3500; sind die Ellipsoidparameter a und a bereits ge- 
speichert, so ist das Programm mit der Adresse 3547 zu starten. Die Genauigkeitsschranke 
wurde mit e = 1 • 10-13 festgelegt. 
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Rechenbeispiel : 

Mit dem erstellten Rechenprogramm wird das in [20] S. 1012 angegebene Zahlenbei- 
spiel berechnet: 

Gegeben sind auf dem Internationalen Ellipsoid (a = 6378388 m, a = 1 : 297): 

Bi= 50° 
Lx - io° 
Ax = 140° 
As = 15000000 m. 

Die Ausgangsdaten sind in der nachstehenden auch für alle folgenden Rechenprogramme 
für die 1. Hauptaufgabe gültigen Reihenfolge zu vercoden: 

1. Große Halbachse a des Rotationsellipsoides in Meter; 

2. reziproker Wert der Abplattung -ü ; 

3. geogr. Breite Bx in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

4. geogr. Länge Lx in Altgrad, -minuten, -Sekunden ; 

5. Azimut Ax in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

6. Entfernung A s in Meter. 

Der Datenstreifen enthält also folgende Zahlenwerte: 

6378388 
297 
50 o o 
10 o o 
140 o o 
15000000. 

Nach Einlegen des Datenstreifens und Betätigung der ,,Start“-Taste erfolgt der Programm- 
ablauf auf vollautomatischem Wege. 

Vom Rechenautomaten wird zunächst ein Protokoll ausgedruckt, das sämtliche Eingabe- 
daten enthält, so daß deren Richtigkeit nochmals überprüft werden kann. Die Übersicht- 
lichkeit wird allerdings dadurch etwas gestört, daß das Unterprogramm „Doppelte Zahlen- 
länge“ die Ausgabe der Zahlenwerte nur in Gleitkommaform ermöglicht. 

Die Ergebnisse werden in der nachstehenden Reihenfolge ausgedruckt: 

1. geogr. Breite B2 in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

2. geogr. Länge Z2 in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

3. Azimut A2 in Altgrad, -minuten, -Sekunden. 

Gradzahl und Minuten erscheinen dabei als Strichzahlen, die Sekunden als Gleitkomma- 
zahl mit insgesamt 10 Stellen. Das Protokoll mit sämtlichen Ergebnissen ist in der vom 
Automaten ausgedruckten Form auf Seite 74 angegeben. Die reine Rechenzeit betrug 
2,8 Minuten, mit Einlesen und Ausdrucken von Protokoll und Ergebnissen wurden vom 
Automaten insgesamt 5,2 Minuten benötigt. 

Ausgehend von den für den Endpunkt der geodätischen Linie erhaltenen geographischen 
Koordinaten werden unter Verwendung des Gegenazimutes die Koordinaten des Aus- 
gangspunktes zurückberechnet. Die Ellipsoidkonstanten a und ö brauchen dazu nicht 

10 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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mehr eingelesen zu werden. Auf dem Datenstreifen sind also folgende Zahlenwerte an- 
zugeben: - „ 

—62 57 3,20386708 
105 5 38,29966435 

2944641,48390343 
15000000. 

Die Abweichungen der Ergebnisse gegenüber den Ausgangswerten betragen : 

B1 2,5"-10-10 

Lx 5,7" • 10-8 

A1 6,6"- 10-9. 

Rechenbeispiel : 

LOESUNG DER 1. GEODAET. HAUPTAUFGABE (BESSEL) 

ELL IPSOIDKONSTANT EM : GR, HALBACHSE (IN METER) ,6378388000/107 
ABPLATTUNG « 1 : ,297ooooooo/to3 

GEOGR. KOORDINATEN DES ANFANGSPUNKTES: 
G M S 

Bl - ,5oo/io2 o o 

Ll - ,loo/io2 o o 

Al % � ,14o/io3 o o 

ENTFERNUNG (IN METER) ,150000000000/io8 

GEOGR. KOORDINATEN 
G 

B2 - - 62’ 

L2 - lo5’ 

A2 - ll4*  

Rückrechnung mit Gegent 

GEOGR. KOORDINATEN 
G 

Bl - -,62O/IO2 

Ll - ,1O5/*O3 

Al • ,204/io3 

DES ENDPUNKTES: 
H S 

57’ ,32o3867o76/tol 

5* ,3ß299 66435Ao2 

46’ ,4l4Ö39o343/io2 

.zimut : 

DES ANFANGSPUNKTES: 
H S 

,57o/io2 ,32o386708000/101 

,5oo/iol ,3B299664.35OO/IO2 

,46o/io2 ,4l4839o343oo/io2 

ENTFERNUNG (IN METER) ,15oooooooooo/io8 
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GEOGR. KOORDINATEN OES ENDPUNKTES: 
G H S 

B2 . 5o* 

12 - Io' 

A2 . 32o" 

,251l4344l9/-o9 

,5680343017/-o7 

,659491O555/-O8 

b) Zweite Hauptaufgabe 

Die Lösung der 2. Hauptaufgabe mit den Besselschen Grundformeln entsprechend dem 
Vorschlag von Albrecht erfordert eine gemeinschaftliche Bestimmung der Größen A X, A a, 
m und M durch allmähliche Annäherung. Ein Ausgangswert für die Iteration wird mit 
der Jordanschen Formel (2.42) gewonnen. Im Rechenprogramm wird außerdem die Mög- 
lichkeit der unmittelbaren Verwendung des ellipsoidischen Längenunterschiedes \Al\ als 
ersten Näherungswert für A X vorgesehen. 

Berechnungsfolge: 

Zur Lösung der 2. Hauptaufgabe sind die nachstehenden Berechnungsschritte sowie 
Quadranten- und Vorzeichenkriterien erforderlich: 

1. Vorprogramm II mit den unter 3.2.2 angegebenen Einzelschritten. 

2. Übergang zu den reduzierten Breiten ß1 und ß.2. Es werden lediglich die Funktionswerte 
sin ßlt cos ßlt sin ß2, cos ß2 benötigt, die wieder direkt und deshalb mit höherer Genauig- 
keit erhalten werden mit den Beziehungen 

(2-2) Sln ^ — y 1 + c'2cos’ cosß — ]Z(1 + e'2 cos2/?) (1 - e*) ‘ 

3. Berechnung eines Näherungswertes A mit der Jordanschen Formel (2.42); durch 
Verwendung von | ZI /1 wird AX  ̂stets positiv erhalten. 

Oder: Verwendung von \Al\ als erste Näherung für AX. 

4. Gemeinschaftliche Bestimmung von AX, Aa, m und M durch allmähliche Annäherung: 

a) Vor dem Eintritt in die Iteration werden die konstant bleibenden Teile von (2.41), 
die nur von e abhängen, berechnet. 

b) Mit  dem unter 3. ermittelten Näherungswert AX  ̂ergibt sich durch Anwendung des 
sphärischen Kosinussatzes auf das Dreieck P\K^nK ^2K in Abb. 6 ein Näherungs- 
wert A : 

(3.16) cos A ffw = sin sin ß2 -f cos ßx cos ß2 cos A Aw. 

c) Ein Näherungswert für die Hilfsgröße m berechnet sich aus 

/ \ o o sind AM (3.17) sin ) = cos ßx cos ß2 • 

d) Mit m<!) wird ein Näherungswert für M aus 

sin _ sinß1 
cos «B 

10* 

(3 -18) 
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erhalten. Zur Quadrantenbestimmung für M(l> wird aus 

Ö-19) ,in(*»-Mo»)- 

und (3.18) die Beziehung 

(,.20) cos M(t) = 5111 ^2-sinft cosda(d 

hergeleitet. Für den Quadranten von J/(,) werden dann folgende Kriterien erhalten: 

M( 0 
Quadrant 

sin d/(‘> 

cos 

> o 

> o < O 

III  IV  

<0 

< O > o 

e) Gleichung (2.40) ergibt mit A a(’\  m(î) und einen zweiten Näherungswert dA(, + l). 

f) Die Differenz der Näherungswerte ist 

d= AX(i)— AXv + l). 
g) Bildung der Prüfgröße 

p = \d\ — s, 
wobei e die vorgegebene Genauigkeitsschranke ist. 

h) Wennp o, dann AA(‘+ ^ => und Fortsetzung der Iteration; 
wenn 7) < o, dann d A<,+ => d A und Beendigung der Iteration. 

Mit Beendigung der Iteration sind auch A <7, m und M bekannt: 

Aa(,) =>% � A a, mw =» m, M=>% � d/. 

i) Da A X aus der Iteration stets mit positivem Vorzeichen hervorgeht, ist für diese Größe 
noch eine Vorzeichenbestimmung erforderlich. Das Vorzeichen von A X hat dem von A l 
zu entsprechen ; daher gilt : 

wenn A l o, dann A X ^ o ; 
wenn A l < o, dann A X <C o. 

5. Das Azimut A1 wird erhalten aus 

(3.21) sin A, = sind A 
' 1 sin d a 

Die Quadrantenbestimmung für Ax kann unter Verwendung der Hilfsgröße Merfolgen. 
Mit  Hilfe von Abb. 13 lassen sich nachstehende Kriterien angeben: 

Ar 
Quadrant 

II  III  IV  

sin A1 > o 

cos M 

6. Das Azimut A2 ergibt sich aus 

> o < O 

< O 

< O > o 

(3-22) sin A9 
cos ft sin A X 

sin do 
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Abb. 15. Flußdiagramm zur Lösung der 2. Hauptaufgabe nach Bessel-Albrecht 
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Zur Quadrantenermittlung vonA2wird entsprechend 5. das Vorzeichen von cos (M -\-Ao) 
verwendet. Es gelten folgende Kriterien: 

Quadrant II  III  IV  

> O < O 

cos (M+Ao) >, < O < O > o 

7. Die Länge As der geodätischen Linie ergibt sich nach (2.31). 

8. Umwandlung von Ax und A2 in Altgrad sowie Drucken von As, A1 und A2. 

Der genaue Rechenablauf ist in dem Flußdiagramm Abb. 15 dargestellt. 

Programmbeschreibung: 

Das Rechenprogramm belegt die Speicherplätze 5000-6509. Die Befehlsfolge umfaßt 
1009 Worte. Die Startadresse ist 5500 bzw. 5547, wenn die Ellipsoidparameter a, a bereits 

gespeichert sind. Bei Betätigung des Bedingungsschalters 1 wird \Al\ als Ausgangswert 
für die Iteration verwendet, andernfalls erfolgt die Berechnung von AA(,) aus der Jordan- 
schen Formel. Die Genauigkeitsschranke e wurde auch hier mit 1 • 10-13 festgelegt. 

Rechenbeispiel : 

Mit  dem Rechenprogramm wird das auf Seite 73 angegebene Zahlenbeispiel berechnet. 
Ausgangsdaten sind hier die vorgegebenen Werte Bx, Lx sowie die mit dem Programm für 
die 1. Hauptaufgabe ermittelten geographischen Koordinaten Z?2, Z2: 

Bi = 50° 

Lx = io° 
B2 = —62° 57'O3;'203867O8 

Z2 = IO50O5'38;'29966435. 

Die Ausgangsdaten werden in der nachstehenden Reihenfolge vercodet, die auch für alle 
folgenden Rechenprogramme für die 2. Hauptaufgabe gilt: 

1. Große Halbachse a des Rotationsellipsoides in Meter; 

2. reziproker Wert der Abplattung -i- ; 

3. geogr. Breite Bx in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

4. geogr. Länge Lx in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

5. geogr. Breite B2 in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

6. geogr. Länge Z2 in Altgrad, -minuten, -Sekunden. 

Der Datenstreifen enthält also folgende Werte: 

6378388 
297 
50 o 0 
10 o o 
—62 57 3,20386708 
105 5 38,29966435. 
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Nach Einlegen des Datenstreifens und Betätigung der „Start“-Taste erfolgt der Programm- 
ablauf auf vollautomatischem Wege. 

Vom Rechenautomaten wird ebenfalls zunächst ein Protokoll mit sämtlichen Eingabe- 
daten ausgedruckt. Die Ergebnisse erscheinen in nachstehender Reihenfolge: 

1. Entfernung As in Meter als Gleitkommazahl mit 15 Stellen; 

2. Azimut Ax in Altgrad, -minuten, -Sekunden; 

3. Azimut A2 in Altgrad, -minuten, -Sekunden. 

Gradzahl und Minuten werden wieder als Strichzahlen, die Sekunden als Gleitkommazahl 
mit 10 Stellen ausgegeben. 

Die Berechnung des vorliegenden Zahlenbeispiels erfolgte ohne Betätigung des Be- 
dingungsschalters, also unter Verwendung der Jordanschen Formel. Die Ergebnisse zeigen 
gegenüber den Werten der 1. Hauptaufgabe folgende Abweichungen: 

Die reine Rechenzeit betrug 3,7 Minuten, mit Einlesen und Ausdrucken von Protokoll und 
Ergebnissen 6,0 Minuten. 

Protokoll und Ergebnisse werden nachstehend angegeben : 

As 0,001 mm 
Ax 2"•io-8 

A2 3"-IO-8. 

LOESUNG OER 2. GEODAET. HAUPTAUFGABE (BESSEL-ALBRECHT) 

ELLIPSOIDKONSTANTEN: GR. HALBACHSE (IN METER) ,637R3ß8ooo/*o7 
ABPLATTUNG • 1 : ,297ooooooo/*o3 

GEOGR. KOORDINATEN OES ANFANGS- U. ENDPUNKTES: 
G K S 

Bl • ,5oo/*o2 ° o 

Ll • ,loo/«o2 o o 

82 - -,62O/*O2 ,57O/»O2 ,32o3ß67o8ooo/*ol 

L2 • ,1O5/+O3 ,5oo/»ol ,3B29966426OO/*O2 

ENTFERNUNG (IN METER) ,15oooooooooooll/*o8 

AZIMUTE: 
G M S 

Al . l4o* o » 1523961659/ -07 

A2 • 114’ 46’ ,4l4C39o346/»o2 
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3.3.2 Rechenprogramme für die Lösungen nach Helmert und Bodemüller 

Zur Festlegung der Quadranten und Vorzeichen wird vereinbart, daß 

1. ßm stets positiv sein soll und 

2. die Zählung der Bogenlänge J und damit auch von a und X bei einem positiven Maximum 

Pm der geodätischen Linie beginnen soll. Hierfür ist stets das Maximum zu verwenden, 
auf das in der Rechenrichtung gesehen der Punkt P1 unmittelbar folgt. 

Zur Herleitung der erforderlichen Quadranten- und Vorzeichenkriterien dient nachstehende 
Hilfsfigur Abb. 16. 

Abb. 16 

a) Erste Hauptaufgabe nach Helmert 

Infolge der Helmertschen Umkehrgleichung (2.54) für die sphärische Bogenlänge A a ist 
die Lösung der 1. Hauptaufgabe auf direktem Wege möglich. Es ergibt sich also ein voll- 
ständig linearer Lösungsablauf. 

Berechnungsfolge: 

Im einzelnen sind nachstehende Berechnungsabschnitte erforderlich: 

1. Vorprogramm I mit den unter 3.2.1 angegebenen Einzelschritten und zusätzlicher Be- 
rechnung der Hilfsgröße n aus 

(3-23) n 

2. Übergang zur reduzierten Breite ßt von P1 durch direkte Berechnung von sin ß1 und 
cos ß1 mit (2.2). ßt selbst wird nicht benötigt. 

3. Nach dem Satz von Clairaut ergibt sich ßm aus 

(3-24) cos ßm = cos ß11 sin 

Dabei ist der Absolutwert von sin Ax zu verwenden. 
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4. Die Bogenlänge <s1 wird entsprechend (2.12a) aus 

(3-25) tgffi  = 
cos A1 

tgßi 

erhalten. Der Quadrant von ax läßt sich mit Hilfe der Vorzeichen von tg a1 und Bl er- 
mitteln. Es gelten nachstehende Kriterien: 

Quadrant 
III  IV  

tg al > O < O > o < O 

> < O < O > o 

5. Die Größe Ax wird entsprechend (2.i2f) aus 

Ö-*> 
berechnet. Die Quadrantenbestimmung erfolgt mit Hilfe der Vorzeichen von tg Ax und von 
B1 nach folgenden Kriterien : 

Quadrant 
III  IV  

tg > O < O > o < O 

> o < O < O > o 

6. Berechnung der Hilfsgröße k1 aus der Beziehung (2.47), die zuvor umgeformt wird in 

(3.27) kx= ^±llr 2fa-. 
V1 + e'2sin2ßm + 1 

7. Berechnung von Zl <r mit dem nachstehenden Formelsystem: 

(2.57) 2 = 2o-j + kx sin 2<r1 |-^sin4(T1 

(2.55) As' = —As 

(2.56) 

(2.54) 

‘(-4) 
2j' = 2s' x -f- As' 

A a = As' — {kx cos 2s' sin A s' + 

+ cos 4s' sin 2 A s' — 

— '48’ cos ' stn 3 A s' + • • • • 

8. Mit A a wird die Größe tr2 erhalten: 

a2 = ai + Ao. 

11 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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9. ß2 ergibt sich sofort mit richtigem Vorzeichen aus 

(3.28) sin ß2 = sin ßm cos er2. 

10. Aj wird wieder entsprechend (2.12 f) aus 

(3-29) tg*a = -ä^;  

berechnet. Zur Quadrantenbestimmung kann, wie aus Abb. 16 zu entnehmen ist, das 
Vorzeichen von ß2 verwendet werden. Es gelten nachstehende Kriterien : 

^2 

Quadrant II  III  IV  

tg K > O < O > o < O 

> o < O < O > o 

11. Das Azimut A2 ergibt sich unter Verwendung von (2.12 a) aus 

(3.30) cos A2 = — tg ff2 tg /?2% � 

Der Quadrant von A2 läßt sich mit Hilfe des Azimuts Ax bzw. des Vorzeichens von 
sin A1 nach folgenden Kriterien bestimmen: 

Qaudrant 

Ax 

sin Ax 

cos A9 

II  

o Ax ^ n 

> o 

> o < O 

III  IV  

71 < A± <c 271 

< O 

<  O > o 

12. Der sphärische Längenunterschied AX ist 

A X — X2 — X1. 

13. Der ellipsoidische Längenunterschied A l ergibt sich nun nach (2.59). Da A l dabei stets 
positiv erhalten wird, ist eine Vorzeichenbestimmung erforderlich: 

wenn o A Ax A 71 (sin A1 ^ o), dann A l ^ o; 

wenn 71 <C Ax <C 271 (sin Ax < o), dann Al < o. 

14. Die geographische Länge L2 ergibt sich zu 

L2 = Lx A l. 

15. Berechnung der geographischen Breite B2 aus 

(2.1) tgA2 = l^i+^'2 tg 2̂. 

16. Umwandlung von B2, L2, A2 in Altgrad und Drucken. 

Die genaue Berechnungsfolge ist in dem Flußdiagramm Abb. 17 aufgezeichnet. 
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1 
t 

Abb. 17 : Flußdiagramm zur Lösung der 1. Hauptaufgabe nach Helmert 
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Programmbeschreibung: 

Das Rechenprogramm für die Zuse Z 23 belegt die Trommelzellen 3000-4073. Für die 
eigentliche Befehlsfolge sind 573 Worte erforderlich. Die Startadresse ist 3500 (3547). Die 
Eingabe der Ausgangsdaten hat in der auf Seite 73 aufgezeigten Weise zu erfolgen. 

Rechenbeispiel : 

Mit dem Rechenprogramm wurde wieder das auf Seite 73 angegebene Zahlenbeispiel 
berechnet. Die Rechenzeit betrug hier 1,5 Minuten, mit Einlesen und Ausdrucken 3,9 Mi-  
nuten. 

Bei der Rückrechnung unter Verwendung des Gegenazimutes ergaben sich folgende 
Abweichungen gegenüber den Ausgangswerten : 

Bx 7"-to-8 

Lx i,o"-io~7 

Ax 7"-io-8 

Protokoll und Ergebnisse sind nachstehend angegeben: 

LOESUNG OER 1. GEOQAET. HAUPTAUFGABE (HELHERT) 

ELLIPSOiOKONSTAMTEN; GR. HALBACHSE (IN METER) ,6378388000/*o7 
ABPLATTUNG • 1 : ,297ooooooo/w>3 

GEOGR. KOORDINATEN OES ANFANGSPUNKTES: 
G H S 

Bl • ,5oo/*o2 o o 

Ll • ,loo/*o2 o o 

Al • ,l4o/*o3 o o 

ENTFERNUNG (IN METER) ,150000000000M 

GEOGR. KOORDINATEN OES ENDPUNKTES: 
G M S 

82 

L2 

A2 

62' 

lo5’ 

114* 

57’  

5* 

46’ 

,32o38668 68/»ol 

, 3829966356/»o2 

,4l4839o432/*o2 
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Rückrechnung mit Gegenazimut: 

GEOGR. KOORDINATEN  DES ANFANGSPUNKTES: 
G H S 

Bl . .,62o/«o2 

Ll  - ,1O5/«O3 

Al . ,294/«o3 

,57o/*o2 ,32o386687oooAol 

i5oo/«ol ,38 2996635600/*o2 

,{6ol*o2 ,4l4839o432oo/*o2 

ENTFERNUNG (IN METER) ,15oooooooooo/*o8 

GEOGR. KOORDINATEN  DES ENDPUNKTES: 
G H S 

B2 . 5o’ 

L2 . 9" 

A2 . 319’ 

o 

59' 

59’  

,6923447908/-07 

,5999999990/»o2 

,5999999993/.o2 

b) Zweite Hauptaufgabe nach dem modifizierten Helmertschen Verfahren 

Das Helmertsche Verfahren für die 2. Hauptaufgabe erfordert eine Bestimmung von zlA 
auf dem Wege der allmählichen Annäherung. Helmert bedient sich dabei der Gaußschen 
Gleichungen (2.20) und erhält zugleich mit AX die Azimute Av A2 und das sphärische 
Bogenstück Aa. 

Die Gaußschen Gleichungen sind zur Auflösung mit Rechenautomaten insofern un- 
günstig, als zugleich mit der Ermittlung der gesuchten Größen eine Quadrantenbestim- 

mung erforderlich ist, wobei insbesondere für die Argumente % di + A2 

1 
und ein- 

deutige Kriterien sehr schwierig anzugeben sind. 
Weitaus besser eignet sich das von Bodemüller in [9] verwendete Formelsystem, das eine 

gemeinsame Bestimmung von Aa, ßm, alt a2 und A X durch sukzessive Approximation er- 
möglicht. Diese Bodemüllersche Modifikation wird deshalb der Erstellung des Rechen- 
programms zugrunde gelegt. 

Berechnungsfolge: 

Für die Lösung der 2. Hauptaufgabe ergibt sich somit die nachstehende Berechnungs- 
folge : 

1. Vorprogramm II mit den unter 3.2.2 angegebenen Einzelschritten und zusätzlicher Be- 
rechnung der Hilfsgröße n aus 

(3-23) « = 

2. Übergang auf die reduzierten Breiten ßx und ß2 durch direkte Berechnung von sin ßv 

cos ßv sin ß2, cos ß2 mit Hilfe der Beziehungen (2.2). 
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3. Gemeinsame Bestimmung von A a, ßm, alt o2 und AX durch allmähliche Annäherung. 
Die Berechnung wird in der Form einer Iterationsschleife angeordnet. 

a) Als Ausgangswert für die Iteration dient der Absolutwert des durch das Vorprogramm 
ermittelten Längenunterschiedes Al: 

\Al\ =» AXU). 

b) Berechnung eines genäherten Wertes für A o mit Hilfe des sphärischen Kosinussatzes: 

(3.31) cos A crw = sin ßx sin ß2 + cos ß1 cos ß2 cos A 

Da O £A cr(,) n ist, wird durch das UP. arccos x gleichzeitig die Quadrantenfrage 
geklärt. 

c) Ermittlung eines Näherungswertes ßf aus 

(3-32) C0S ßm = cos ß1 COS ß2 sinzjg(0- 

ßm ergibt sich daraus stets zu o 

d) Mit ßf ergibt sich ein Näherungswert für Cj aus 

(3-33) cos of sin /?x 

Sin Pm ' 

Zur Ermittlung des Quadranten von wird durch Umformung der Gleichung 

(3-34) cos a2 

mit 

sin ß2 

sin ßm 

02= Oi + Ao 

folgende Beziehung hergeleitet: 

(3-35) sin cr^ = 
sin ß1 cos A o® _ sjn ß2 

sin /9® sin A a® 

Der Quadrant von of läßt sich dann mit Hilfe der Vorzeichen von sin af und cos 

bestimmen. Es gelten nachstehende Kriterien: 

<T«) 
Quadrant 

II  III  IV  

sin of > o < O 

COS of >0 <0 <0 >0 

e) of ergibt sich unmittelbar aus 

of = of + A a{i). 

f) Berechnung von kf aus 

gi) _ /l + g'2 sin8/3jg - 1 
1 Ÿ\ + g'2 sin2^ + 1 

(3-36) 
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g) Mit Hilfe der Gleichung (2.59) läßt sich nun ein zweiter Näherungswert für AX 
berechnen : 

(3.37) AX(t+1)=Al +^-cos^||i + »—^Aa(,) — ^-|sin2(40 — sin2 

+ TeT (sin 4
°*°~  sin 4°i})} ‘ 

h) Die Differenz der Näherungswerte ist 

d= AX(i)—AX(i+1). 

i) Bildung der Prüfgröße 

P = W\ — s. 

s ist wieder eine Genauigkeitsschranke. 

k) Wenn / ^ o, dann A A(,+ 11 => dA(,) und Fortsetzung der Iteration; 

wenn p < O, dann dA(,+ 1) =>  A A und Beendigung der Iteration. 

Mit  Beendigung der Iteration sind auch die Größen ßm, ax und cr2 bekannt: 

ß(2^ßm 

®i> =%º� Ol 
Ojp Og. 

4. Berechnung der Länge 4L der geodätischen Linie mit (2.51). 

5. Das Azimut Ai wird berechnet aus 

(3.38) sin Ax 
cos ßm 

cos ßx 

Die Quadrantenbestimmung für Ax erfolgt mitHilfe von ax bzw. sin ax und dem Vorzeichen 

von A l nach den folgenden Kriterien, die gleichzeitig für das Azimut A2 verwendet 
werden können: 

A 
Quadrant II  III  IV  

Al > O < O 

sin er. 

71 < < 2 7T 

< o 

o A fft A Tr 

> o 

o^ax ĵ i 

> o 

TC <C Ox < 2 TT 

< O 

6. Das Azimut A2 ergibt sich aus 

(3-39) sin A2 = ^. 

Der Quadrant von A2 wird aus den Kriterien unter 5- erhalten, wenn darin an Stelle von 
ax die Größe cr2 verwendet wird. 

7. Umwandlung von Ax und A2 in Altgrad. 

8. Drucken von As, Ax und A2. 

Die einzelnen Abschnitte des Rechenablaufes sind in dem Flußdiagramm Abb. 18 dar- 
gestellt. 
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Abb. 1 8 : Flußdiagramm zur Lösung der 2. Hauptaufgabe nach dem modifizierten 
Helmertschen Verfahren 

Programmbeschreibung: 

Das für die Zuse Z 23 erstellte Rechenprogramm benötigt die Trommelzellen 5000 bis 
6068. Die eigentliche Befehlsfolge umfaßt jedoch nur 568 Worte. Startadresse ist wieder 

SS°° (S547)- Die Eingabe der Ausgangsdaten erfolgt in der gleichen Weise wie beim Lö- 
sungsprogramm nach Bessel (siehe S. 78). Die Genauigkeitsschranke e wurde mit 1 • io~12 

festgelegt. 
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Rechenbeispiel : 

Mit  dem Rechenprogramm wurde ebenfalls das auf Seite 73 angegebene Zahlenbeispiel 
durchgerechnet. Als Ausgangsdaten wurden neben den vorgegebenen Werten Bx, Lx die 
mit dem Helmertschen Programm für die 1. Hauptaufgabe erhaltenen Werte Z?2, Z2 ver- 
wendet. Die Rechenzeit betrug 3,0 (5,3) Minuten.1 Gegenüber den Werten der 1. Haupt- 
aufgabe ergaben sich folgende Abweichungen der Ergebnisse: 

As 0,23 mm 

A1 s"-io-8 

A2 

Das ausführliche Rechenbeispiel wird nachstehend angegeben: 

LOESUNG OER 2. GEODAET. HAUPTAUFGABE (HELMERT.BOOEHUELLER)  

ELLIPSOIOKONSTANTEN:  GR. HALBACHSE (IN METER) .6378388000/107 
ABPLATTUNG  • 1 : ,297occoooo/+o3 

GEOGR. KOORDINATEN  DES ANFANGS. U. ENDPUNKTES: 

Bl • ,5oo/io2 

Ll  • ,loo/«o2 

B2 % � -,62o/»o2 

12 - ,1O5/«O3 

,57o/«>2 

,5oo/«ol 

S 

,32o SB 6687000/101 

,3829966356OO/IO2 

ENTFERNUNG (IN METER) ,15oooooeooo227/io8 

AZIMUTE:  
G 

Al . 139* 

A2 - 114* 

N 

59’ 

46* 

,5999999995/io2 

,414839O42O/IO2 

c) Zweite Hauptaufgabe nach dem Einschwenkverfahren von Bodemüller 

Das unter 2.2.2 beschriebene „Einschwenkverfahren“ von Bodemüller stellt ursprünglich 
ein direktes Verfahren zur Lösung der 2. Hauptaufgabe dar. Die Genauigkeit ist dabei je- 
doch letztlich abhängig von der Einführung eines guten Näherungswertes Ak', um den 
durch die ebene Berechnung von ös und öq verursachten Fehler möglichst klein zu halten. 
Der Wert Ak' soll auf 5" bis 10" genau gefunden werden. Bodemüller bedient sich dazu 

1 Der in Klammern angegebene Wert stellt die Rechenzeit einschließlich des Zeitbedarfs für Einlesen sowie 
Ausdrucken von Protokoll und Ergebnissen dar. 

12 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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eines Nomogramms zur Entnahme von ersten Näherungswerten ß'm und A <r', mit denen er 
AX' aus 

(3.40) AX' = AI  + (1 + n) ~ cos ß'm A a' 

berechnet. Bei der Lösung mit programmgesteuerten Rechenautomaten kommt die Ver- 
wendung graphischer Hilfsmittel nicht in Betracht. Die Berechnung eines Näherungs- 
wertes AX' mit der Jordanschen Formel (2.42) ist wegen der verhältnismäßig großen Un- 
sicherheit bei großen Breiten- und Längenunterschieden ebenfalls nicht geeignet. 

Es mußte deshalb ein gesondertes Verfahren zur Gewinnung eines geeigneten Ausgangs- 
wertes AX' entwickelt werden, das folgenden Ablauf nimmt: Unter Verwendung des ge- 
gebenen Längenunterschiedes Al an Stelle von A X wird zunächst mit dem sphärischen 
Kosinussatz ein Näherungswert Aa'(,) berechnet. Mit den Beziehungen (3.41) und (3.42) 
ergibt sich damit ein genäherter Wert ß'J'K Durch Einsetzen in (3.40) wird nun ein Wert 
AX,(,+1) erhalten, der den Genauigkeitsansprüchen im allgemeinen genügen dürfte. Um 
jedoch die geforderte Ausgangsgenauigkeit für alle Fälle sicher zu erreichen, wird die 
Berechnung in der Form einer Iterationsschleife angeordnet. Der Vorgang kann nun so 
oft wiederholt werden, bis sich A X' +1) gegenüber A X'nur noch weniger als um einen be- 
liebig wählbaren Betrag e' ändert. Wenn für e' der Wert 1" eingeführt wird, dann dürfte 
nach spätestens zwei Durchläufen ein für alle praktischen Fälle ausreichender Näherungs- 
wert A X' feststehen. 

Diese iterative Berechnung von A X' beansprucht nur geringe Rechenzeit, da nur wenige 
Rechenformeln zu durchlaufen sind. Außerdem werden die beim letzten Durchgang er- 
haltenen Werte A a'^  A'ß'1 und ß'J,'1 unmittelbar für den weiteren Lösungsgang verwendet, 

so daß auch der erforderliche Mehraufwand an Programmierungsarbeit kaum ins Gewicht 
fällt. 

Im übrigen sollen hinsichtlich der Quadranten- und Vorzeichenfestlegungen dieselben 
Vereinbarungen gelten wie für die beiden vorausgehenden Rechenprogramme. 

Berechnungsfolge: 

Im einzelnen ergibt sich nachstehender Berechnungsablauf : 

1. Vorprogramm II mit denselben Einzelschritten wie bei der modifizierten Helmertschen 
Lösung (siehe S. 85). 

2. Übergang zu den reduzierten Breiten /?x und ß2 durch direkte Berechnung von sin ßv 

cos ßlt sin ß2, cos ß2 nach den Beziehungen (2.2). 

3. Ermittlung eines Näherungswertes AX':  

a) Ausgangswert ist der ellipsoidische Längenunterschied A l  : 

Al => AX'W. 

b) Berechnung von Aa'^  aus 

(3.41) cos Acr'(,) = sin ßt sin ß2 cos ß1 cos ß2 cos AX'(,). 

Die Quadrantenfrage wird durch das UP. arccos x gelöst, 

c) Berechnung von sin A’ß'^  aus 

sin A[^  = cos ß2 
sinzU'W 
sindo'W (342) 
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Der Zahlenwert für AJ(,) selbst wird zunächst nicht benötigt. Die Bestimmung von 
A[ erfolgt deshalb nach Abschluß der Iteration. 

d) Ein erster Näherungswert für cos ß'm wird mit 

(3-43) cos ß’JP = sin A[(i) cos ßx 

erhalten. 

e) Berechnung von dA'(‘+1) aus 

(3.44) dA'(,+1) = 4l/+(t + n) cos ß'£l) A </(,). 

f) Bildung der Differenz 

d= zU'« —zU'(,+1). 

g) Bildung der Prüfgröße 

p — \d\ — e'. 

h) Wenn p'PA o, dann A A'(, + 1) => /!A'(,)und Fortsetzung der Iteration; 

wenn p <C o, dann dA'(,+1) =» AV und Beendigung der Iteration. 

Mit  Abbruch der Iteration sind gleichzeitig die Werte A a’, sin A[ und cos ß'm be- 
kannt : 

Aa'(i) => A 0' 

sin A => sin A[ 

cos ßT => COS ß'm . 

4. Der Zahlenwert für ß'm wird jetzt aus cos ßm abgeleitet. 

5. Berechnung von a[ aus 

(3-45) cos <J[  
sin ß1 

s\nß'm ' 

Für die Quadrantenbestimmung von a'x wird noch sin a[ benötigt, das entsprechend 
(3.35) aus 

(3-46) sin a, sin /?! cos Aa' — sin ßz 

sin ß'm sin A a' 

erhalten wird. Dann gelten für den Quadranten von a[ nachstehende Kriterien : 

Quadrant II  III  IV  

sin er, > o < O 

cos 01 > o < O < O > o 

6. Mit erj ergibt sich a'2 zu 

ia* 

% � 
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7. Ermittlung von A[ aus sin A[. Der Quadrant von A[ läßt sich mit Hilfe von Al und 
crj nach folgenden Kriterien bestimmen: 

Quadrant 

Al 

ai 

sin ffj  

ii  

> o 

n<C ffj<C in 

< o 

o’^La'ifLn  

> o 

ui iv 

< O 

o ^ a[ ^ n 

> o 

n < ffj^  2 n 

< o 

4 / • t sin ßtn 
cos A9 = — sin er? !V- 

^ ‘ cos p2 

8. Berechnung von cosA'2: 

(3-47) 

Der Wert für A2 selbst wird nicht benötigt. 

9. Berechnung von k\: 

(348) k[ = 
V1 + e'2 sin2 ß'm 

V1 + e'2 sin2 ß'm + 1 

10. Berechnung von AV aus 

(349) Al' = A À' e— cos ß'm ||i + 
zl<T'—f~(sin 2 <r' — sin 2 er') 

, k'A, . , . 4 
+ (sin 4 ff2 — sin 4 ffj)  . 

11. Berechnung von As' aus 

(3.50) As' = b (sin2ff'— sin 2ff() 

— (sin 4ffg sin 4 04) J. 

12. (2.62): 8i = AI—Ar. 

13. (2.64): SJ = a cos ß'm 81. 

14. Die endgültige Länge der geodätischen Linie ergibt sich jetzt zu 

(2.66) As — As' -j- 8s. 

15. (2.65): 8ç = a cos ß2 cos A’ 2 81. 

16. Ermittlung der reduzierten Länge m der geodätischen Linie nach (2.69). 

17. (2.67) 8AX = 
öq 

18. Das Azimut Ax ergibt sich damit zu 

(2.68) A1 = A[ + àA1. 

19. Berechnung von 4a aus 

(3-SO sin A2 = sin A± % � 
cos '2 
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Abb. 19 : Flußdiagramm zur Lösung der 2. Hauptaufgabe nach dem Einschwenkverfahren 
von Bodemüller 
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Zur Quadrantenbestimmung von A2 wird noch cr2 benötigt, das mit ausreichender Ge- 
nauigkeit erhalten wird aus 

(3-52) 02 « o'2 + -77- == a's + cos ß'm 8/. 

Damit gelten für den Quadranten von A2 nachstehende Kriterien: 

Quadrant III  IV  

sin A0 > o < O 

sin a, 

n <C ff  2 < 2 jr 

< o 

O = ff2 = -^ 

> O 

O < (Ta V 

> O 

TT < a 2 < 2 7t 

< O 

20. Umwandlung von und H2 in Altgrad und Drucken von As, Ax und A2. 

Die Darstellung des genauen Rechenablaufes erfolgt in dem Flußdiagramm Abb. 19. 

Programmbeschreibung: 

Das Rechenprogramm für die Zuse Z 23 belegt die Speicherplätze 5000 bis 6178. Es ist 
mit der Adresse 5500 (SS47) zu starten. Die Befehlsfolge selbst ist mit 678 Worten wesent- 
lich umfangreicher als beim modifizierten Helmertschen Verfahren. Die Eingabe der Aus- 
gangsdaten hat wieder in der auf Seite 78 angegebenen Weise zu erfolgen. Die Genauig- 
keitsschranke e' für die iterative Bestimmung von A wurde mit 5 • 10-6 1") festgelegt. 

Rechenbeispiel : 

Für die Durchrechnung des Rechenbeispiels wurden dieselben Ausgangswerte wie beim 
Helmertschen Verfahren für die 2. Hauptaufgabe verwendet. Erwartungsgemäß war die 
Rechenzeit mit 1,4 (3,8) Minuten wesentlich kürzer. Die Abweichungen gegenüber den 
Werten der 1. Hauptaufgabe betragen: 

As 0,23 mm 

Al 8"-io-8 

A2 2,1"-10-7. 

Das Rechenbeispiel ist nachstehend angegeben: 



3- Umstellung der Lösungen für elektronische Rechenanlagen, Entwicklung von Rechenprogrammen 95 

LOESUNG DER 2. GEODAET. HAUPTAUFGABE (BOOEHUELLER) 

ELLIPS01DK0NSTANTEN: GR. HALBACHSE (IN METER) ,63783flRoooAo7 
ABPLATTUNG • 1 : ,297ooooooo/*o3 

GEOGR. KOORDINATEN OES ANFANGS- U. ENDPUNKTES: 

Bl . ,5oo/*o2 

Ll • ,loo/*o2 

B2 . »,62o/+o2 

L2 * ,lo5/*o3 

,57o/*o2 

,5oo/tol 

S 

,32o3fi66ß7«x>/*ol 

,3ß29966356OO/*O2 

ENTFERNUNG (IN METER) ,15ooooooooo226/*o8 

AZIMUTE: 
G 

Al - 139’ 

A2 . 114’ 

M 

59’ 

46’ 

S 

,5999999992/.o2 

,4l4839o4ll/»o2 

3.3.3 Rechenprogramme für die Lösung nach Levallois und Dupuy 

a) Erste Hauptaufgabe 

Die Zählung der Bogenlänge s und damit von w und À erfolgt hier von dem Aquator- 
schnittpunkt P0 der geodätischen Linie aus, auf den in der Rechenrichtung gesehen der 
Punkt Px unmittelbar folgt. Der Parameter A0 kann somit alle Werte zwischen o und 2 n 
annehmen. Die nachstehende Hilfsfigur Abb. 20 dient wieder zur Herleitung der Quadran- 
ten- und Vorzeichenkriterien. 

Abb. 20 
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Das Verfahren von Levallois und Dupuy ermöglicht ursprünglich eine direkte Lösung 
der l. Hauptaufgabe. Da jedoch die Umkehrung der Gleichung (2.77) für die Bogenlänge 
A co auf Grund von Tafeldifferenzen erfolgte, kommt ihre Anwendung für elektronische 

Rechenautomaten nicht in Betracht. Das bedeutet, daß die Lösung der 1. Hauptaufgabe 
hier nur auf dem Wege der indirekten Auflösung der Gleichung (2.77) erfolgen kann. 

Berechnungsfolge: 

Die 1. Hauptaufgabe erfordert somit nachstehenden Lösungsgang: 

1. Vorprogramm I mit den unter 3.2.1 angegebenen Einzelschritten. 

2. Berechnung von sin ß1 und cos ß4 mit den Beziehungen (2.2). 

3. Berechnung des Parameters A0 aus 

(3.53) sin A0 = cos ß4 sin A1. 

Der Quadrant von A0 hängt ab von der Größe von A4 und vom Vorzeichen von Bv 

Aus Abb. 20 können folgende Quadrantenkriterien entnommen werden: 

% AQ 
Quadrant III  IV  

A 

sin A1 

o ^ A1 ^ 71 

> o 

7T<C Hi< 271 

< O 

A >, < O < o >0 

4. Berechnung von co1 aus 

(3-54) cos co1 = tgA 
tgA ' 

Durch das UP. arccos x wird co1 bereits im richtigen Quadranten erhalten. 

5. Ermittlung von Aco durch allmähliche Annäherung: 

a) Der Parameter k wird vor Beginn der Iteration berechnet : 

(2.30) k = e'cosA0. 

b) Ein Näherungswert für A co ergibt sich aus 

AaP = 4^ 

c) Mit 4(ow wird ein Näherungswert für co2 erhalten: 

cof = cox + A cu(l). 

d) Berechnung von A W2, A JV4, A W6 aus 

A W2 — (Aco — sin co2 cos a>2 + sin u>1 cos coj) 

A W4 = A W2 — (cos co2 sin3 co2 — cos co4 sin3 co4) 

AW6 = AW4 — -i- (cos co2 sin5w2 — cos cot sin5ci)j).  

(3-55) 
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e) Ein zweiter Näherungswert für Aco ergibt sich aus 

(3.56) A w("+1) = — 1^- AW2 

f) Die Änderung von A co ist 

Aco(l+1) = 4  ̂—! — AW,-~ AWi+-^- AW6- 
O lO 

Aco(,) — Aco(i+1K 

g) Bildung der Prüfgröße 

P = \d\ — E, 

wobei e die vorgegebene Genauigkeitsschranke ist. 

h) Wenn p ^ o, dann dw(l+1) => A co(,) und Fortsetzung der Iteration ; 

wenn p < o, dann da/'+1) => Aco und Beendigung der Iteration. 

i) Mit Beendigung der Iteration sind auch co2, A W2, AWit AW6 bekannt: 

co: ff) a>2, 

AW. A JV(0 

6. Berechnung von ß2 aus 

(3.57) sin ß2 = cos A0 sin co2. 

Das Vorzeichen von ß2 wird durch das UP. arcsin x geregelt. 

7. Berechnung von A2 aus 

(3-58) sin = iilbA  

Zur Quadrantenbestimmung wird ferner berechnet 

(3-59) cos A9 = tg& 
tg “2 

Damit ergeben sich folgende Kriterien für den Quadranten von A2. 

Quadrant 

sin A o 

cos A9 

> o 

> , < O 

III  IV  

< O 

< O > o 

8. Berechnung von A X durch Anwendung von (2.19) auf Dreieck P1K PnK P2K'. 

(3-6O) sin AA = 
I sin A01 sindcu 

cos ßx cos ß2 

Dabei ist stets der Absolutwert von sin A0 zu verwenden. Zur Quadrantenermittlung 
wird außerdem berechnet 

(3-61) cos A A = 
cos A co — sin ß4 sin ß2 

cos ß4 cos ß2 

13 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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» 

Abb. 2 1 : Flußdiagramm zur Lösung der l. Hauptaufgabe nach Levallois und Dupuy 
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Für den Quadranten von A À werden damit nachstehende Kriterien erhalten: 

A X 
Quadrant II  III  IV  

sind X > o < O 

cos AX <0 <0 ^ o 

Für das Vorzeichen von A À gilt: 

Wenn o ^ Ax 5  ̂n (sin  ̂^ o), dann AX ^ o; 

wenn 71  ̂Ax fL27i (sin Ax < o), dann A X < o. 

9. Berechnung von A l mit (2.83) unter Verwendung der bei der Iteration gewonnenen 
Größen A W2, A JU4, A W6. 

12. Umwandlung von B2, Z2, A2 in Altgrad und Drucken. 

Das Flußdiagramm Abb. 21 zeigt den genauen Rechenablauf. 

Programmbeschreibung: 

Das Rechenprogramm belegt die Speicherplätze von 3000 bis 4116. Auf die Befehlsfolge 
entfallen 616 Worte. Die Startadresse ist 3500 (3547). Die Ausgangsdaten sind wieder in 
der auf Seite 73 angegebenen Weise einzulesen. Die Genauigkeitsschranke e wurde zu 
1 % � 10-12 gewählt. 

Rechenbeispiel : 

Die Durchrechnung des Rechenbeispiels von Seite 73 erbrachte die aus dem nachstehen- 
den Protokoll ersichtlichen Ergebnisse. Die Rechenzeit betrug 1,8 (4,2) Minuten. Bei der 
Rückrechnung mit dem Gegenazimut ergaben sich folgende Abweichungen gegenüber den 
Ausgangswerten : 

10. Die geographische Länge Z2 ist 

L2 — Lx -f- A l. 

11. Berechnung von B2 aus ß2 mit 

(2.1) tg^2 = Vi + A2 tgß2. 

Bx 1"•io-8 

Lx 2"-io-8 

13* 
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LOESUNG OER 1. GEGDAET. HAUPTAUFGABE (LEVAUOIS U. DUPUY) 

ELUPSQIOKONSTANTEN: GR. HALBACHSE (IN METER) ,6378388000/407 
ABPLATTUNG • 1 : ,297ooooooo/4o3 

GEOGR. KOORDINATEN DES ANFANGSPUNKTES: 
G H S 

Bl « ,5oo/*o2 o o 

Ll - , loo/*o2 o o 

Al - ,t4o/»o3 o o 

ENTFERNUNG (IN METER) ,150000000000/408 

GEOGR. KOORDINATEN DES ENDPUNKTES: 
G M S 

B2 - - 62’ 

L2 - lo5’  

A2 . 114’ 

37’  

5’  

46* 

,32o 3B6<>194/4O1 

,3829966006/402 

,4l4839o717/4o2 

Rückrechnung mit Gegenazimut: 

GEOGR. KOORDINATEN DES ANFANGSPUNKTES; 
QMS 

Bl • »,620/402 

Ll % � ,lo5/*o3 

Al - ,294/403 

,57o/4o2 

,500/40! 

,460/402 

,32o 38 6619000/401 

,382996600600/402 

,414839071700/402 

ENTFERNUNG (IN METER) ,150000000000/408 

GEOGR. KOORDINATEN OES ENDPUNKTES: 
G K S 

82 * 49 59’ ,5999999999/402 

12 . 9’ 59’ ,9999999998/402 

A2 - 319’ 59’ ,5999999999/402 
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b) Zweite Hauptaufgabe 

Die zweite Hauptaufgabe erfordert eine gemeinschaftliche Bestimmung von Aco, A0, <olt 

a>2 und A À durch allmähliche Annäherung. Es ist hier zweckmäßig, den Parameter Ag nur 
im ersten Quadranten zu definieren. Die Zählung von s, <o und A erfolgt dann von dem in 
der Rechenrichtung gesehen hinter P1 liegenden Äquatorschnittpunkt Pg aus, auf den ein 

positives Maximum unmittelbar folgt. Die Rechenrichtung ist somit nur bei der Ermitt- 
lung der Azimute A1 und A2 zu berücksichtigen. Zur Aufstellung der Quadrantenkriterien 
dient die nachstehende Hilfsfigur Abb. 22. 

Berechnungsfolge: 

Der Rechenablauf umfaßt folgende Schritte: 

1. Vorprogramm II  mit den unter 3.2.2 angegebenen Einzelschritten. 

2. Übergang auf reduzierte Breiten durch direkte Berechnung von sin ßlt cos ßlt sin ß2, cos ß2 

vermittels der Beziehungen (2.2). 

3. Gemeinschaftliche Bestimmung von Aco, A0, <ov w2 und Ak durch allmähliche Annähe- 
rung: 

a) Die Koeffizienten B2, B4, Bg werden vor Beginn der Iteration nach (2.84) berechnet. 

b) Als Ausgangswert für die Iteration dient der Absolutwert des ellipsoidischen Längen- 
unterschiedes : 

\Al\ => AkvK 

c) Berechnung von A cow durch Anwendung des sphärischen Kosinussatzes auf Dreieck 

P\K PnK P?IK'- 

(3.62) cos A a>D = sin ßx sin ß2 -f- cos ß1 cos ß2 cos A A(,). 

Die Quadrantenfrage für A w(!> wird durch das UP. arccos * selbständig gelöst, da 
o ^ A coU A n ist. 

d) Berechnung von aus 

(3.63) sin Ay = cos ßx cos ß2 sinAa)ii) % � 

Da o A Ak(i) jt und o V A caß) V n ist, ergibt sich daraus sinA^ ^ o bzw. 

o < Aff  < — .  
— u — 2 
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e) Berechnung von aus 

(3-64) sin u> (>) _ 1 — 
sin ß1 

cos AW 

Zur Ermittlung des Quadranten von co  ̂wird ferner cos berechnet (vgl. (3.35)) : 

(3-65) cos CD(i) = — sin
ßi cosdCO«)-sin 
cosAP sindco® 

Die Quadrantenkriterien lauten dann: 

Quadrant 
II  III  IV  

sin a>^ > o < O 

COS CD > O < O < O > o 

f) œÿ ergibt sich unmittelbar aus 

4‘> = tu« + d . 

g) Berechnung der Wallisschen Integrale AW2\ AW%\ AW  ̂nach (3.55). 

h) Ein zweiter Näherungswert für AI ergibt sich jetzt aus (vgl. (2.83) und (2.84)) 

(3.66) d/(, + 1) = AI—smA ̂[- a A m{i) + cos2 A « B2 A Wf + cos4 A « Bi  A W(£ 

+ cos °A$B6AWP+ ]. 

i) Bildung der Differenz der Näherungswerte 

d= dA(‘>-dA (‘+1). 

k) Bildung der Prüfgröße 

p = \d\ — e. 

e ist dabei die Genauigkeitsschranke. 

l) Wenn  ̂^ o, danndA(,+P => dAQund Fortsetzung der Iteration; 
wenn p < O, dann dA(,+1) =>% � A À und Beendigung der Iteration. 

m) Ist die Iteration beendet, dann stehen auch A CD, (A0), co1 und co2 fest: 

A co(,) => A a> 

Aff => (A0) 

COj* => co1 

<4° => co2. 

4. Das Azimut A1 wird berechnet aus 

sin A1 
sin (A0) 
cos ß1 

(3-67) 



3- Umstellung der Lösungen für elektronische Rechenanlagen, Entwicklung von Rechenprogrammen 103 

1 

Abb. 23 : Flußdiagramm zur Lösung der 2. Hauptaufgabe nach Levallois und Dupuy 
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Die Quadrantenbestimmung erfolgt mit Hilfe von m1 bzw. cos u>1 und dem Vorzeichen 
von Al. Aus Abb. 22 lassen sich folgende Kriterien entnehmen: 

-^1 

Quadrant II  III  IV  

Al > o < O 

COS 0), 

o < —   1   2 

^ a>1 ^ 2 n 

> o 

71  ̂
2 <c°i 

< o 

3jü 
2 

3  ̂
2 

V ^ W1 ^2 71 

> O 

5. Das Azimut A2 ergibt sich aus 

(3-68) sin A2 
sin (A0) 

COS /?2 

Der Quadrant von A2 wird mit Hilfe der Kriterien unter 4. erhalten, wenn an Stelle von 
œ1 die Größe ct>2 verwendet wird. 

6. Berechnung der Entfernung As mit (2.77). 

7. Umwandlung von Ay und A2 in Altgrad und Drucken von As, Ax und A2. 

Der genaue Rechenablauf ist in dem Flußdiagramm Abb. 23 aufgezeichnet. 

Programmbeschreibung: 

Das Programm für die Zuse Z 23 belegt die Speicherplätze 5000 bis 6148. Die Befehls- 
folge umfaßt 648 Worte. Startadresse ist 5500 (5547). Die Ausgangsdaten sind in der glei- 
chen Form wie bei den vorausgehenden Programmen für die 2. Hauptaufgabe einzugeben. 
Die Genauigkeitsschranke e wurde mit 1 • io-12 festgelegt. 

Rechenbeispiel : 

Die Durchrechnung des Zahlenbeispiels von Seite 73 erfolgte mit den vorgegebenen 
Ausgangswerten B^ Lx und den nach dem vorausgehenden Rechenprogramm für die 1. 
Hauptaufgabe gefundenen Werten B2, Z2. Die Rechenzeit betrug 3,2 (5,5) Minuten. Es er- 
gaben sich dabei folgende Abweichungen gegenüber den Werten der 1. Hauptaufgabe: 

As 0,001 mm 

Ax 4"- io-8 

A2 8"-IO-8. 

Das Rechenbeispiel wird nachstehend angegeben : 
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LOESUNG DER 2. GEODAET. HAUPTAUFGABE (LEVAltOlS U. DUPUY) 

ELLIPSOIDKONSTANTEN: GR. HALBACHSE (IN HETER) ,63783B8ooo/«7 
ABPLATTUNG . l ; ,297ooooooo/«o3 

GEOGR. KOORDINATEN OES ANFANGS. U, ENOPUNKTES; 
G H S 

Bl • ,5oo/*o2 o o 

11 % � ,loo/«o2 o o 

B2 * W,63O/*O2 ,57o/*o2 ,32D3B6619OOO/«O1 

L2 • ,lo5/*o3 ,5oo/*ol J3B29966OO6OO/*O2 

ENTFERNUNG (IN HETER) ,15ooooooooooolAo8 

AZIMUTE: 
G H 

Al - 139’ 59’ 

A2 - 114’ 46’ 

S 

,5999999996/»O2 

,4l4839o7o9/*a2 

3.3.4 Rechenprogramm für die erste Hauptaufgabe nach der Lösung von Hubeny 

Die Zählung der Bogenlänge .f und damit von co und 2 beginnt hier wie beim Verfahren 
nach Levallois und Dupuy bei dem Äquatorschnittpunkt P0 der geodätischen Linie, auf 
den in der Rechenrichtung der Punkt P1 unmittelbar folgt. Somit kann der Parameter A0 

wieder alle Werte zwischen o und 2n annehmen. Zur Herleitung der Quadranten- und Vor- 
zeichenkriterien kann die Hilfsfigur Abb. 20 verwendet werden. 

Die Lösung der 1. Hauptaufgabe erfordert eine indirekte Berechnung der Bogenlänge 

eo2 aus der Gleichung (2.89), wobei Hubeny jedoch eine Iteration umgeht. Von den beiden 
unter 2.2.4 angegebenen Möglichkeiten, aus dem Näherungswert m20 den endgültigen 
Wert ft>2 zu ermitteln, ist der Weg der differentiellen Zuschläge für die Automatenrechnung 
der geeignetere; hier kann nämlich mit geringem Programmierungsaufwand durch An- 
ordnung dieses Rechenabschnittes zu einer kleinen Iterationsschleife der Vorgang so oft 
wiederholt werden, bis eine gewünschte Genauigkeit erreicht ist. Dieser Weg wird deshalb 
für das Rechenprogramm verwendet. 

Berechnungsfolge: 

1. Vorprogramm I (siehe Seite 64). 

2. Berechnung von cos ß1 nach (2.2). 

14 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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3. Ermittlung des Parameters A0 mit Hilfe des Satzes von Clairaut aus 

(3.53) sin A0 = sin Ax cos ßx. 

Der Quadrant von A0 hängt von Al und Bx ab; aus Abb. 20 ergeben sich folgende 
Kriterien : 

A 0 
Quadrant II  III  IV  

A 

sin Ax 

o A Ax A n 

> o 

n < Ax < 27t 

< O 

A > o <0 < O > o 

4. Berechnung von Ax aus 

(3-69) cos Ax 
cos Ax 

cos A0 ‘ 

Der Quadrant von hx wird durch das UP. arccos *  geregelt. Das Vorzeichen von Xx läßt 
sich mit Hilfe von Abb. 20 angeben: 

Wenn o ^ Ax 5^ n (sin Ax '> o), dann Ax A o ; 

wenn n < Ax < 27t (sin < o), dann < o. 

5- Berechnung von cox aus 

(3-70) COS a>1 
tg^o 
tg^l ‘ 

Die Quadrantenreglung erfolgt durch das UP. arccos x. 

6. Berechnung der Koeffizienten As, Bs, Cs, Ds, Es, Fs und An B,, Clt Dt, El aus (2.88) 
und (2.94). 

7. Berechnung der Koeffizienten [As], [2?J, [CJ, [DJ, [Es] und [AJ, [BJ, [CJ, [DJ aus 
(2.90) und (2.96). 

8. Berechnung der zu cox gehörigen Bogenlänge jj  nach (2.89). Die Gleichung (2.89) wird 
auch später noch benötigt; es wird deshalb für die Berechnung von j = f (<y) ein Unter- 
programm (UP. s) mit dem Parameter co hergestellt. 

9. j2 = + d j. 

10. Berechnung eines ersten Näherungswertes für co2 aus 

— [A.] % � 

11. Berechnung eines zweiten Näherungswertes für co2 aus 

.f2 — [Bs\ cos (0(2) sin tu(2) (2.97) 



3- Umstellung der Lösungen für elektronische Rechenanlagen, Entwicklung von Rechenprogrammen 107 

12. Ermittlung des endgültigen Wertes <u2: 

a) Berechnung der zu co20 gehörigen ellipsoidischen Bogenlänge r2 0 mit UP. s. 

b) Ermittlung eines differentiellen Zuschlages 

c) 

(2.100) dw2 = 

Die Bogenlänge co2 ist dann 

 ̂2 — »*2,0  

[As] + [Ba\ COS 2 C02,o ' 

co2 = ft)2 Q + dco2. 

d) Berechnung der zu co2 gehörigen ellipsoidischen Bogenlänge s'2 mit UP. s. 

e) Die Änderung der Bogenlänge ist 

f) Bildung der Prüfgröße 
p = \d\ — e, 

wobei s wieder eine beliebig wählbare Genauigkeitsschranke ist. 

g) Wenn p O, dann co2 => <w2 0 und Fortsetzung der Iteration ; 

wenn p < o, dann Beendigung der Iteration. 

13. Berechnung von ß2 aus 

(3.71) sin ß2 = cos A0 sin co2. 

Das Vorzeichen von ß2 wird durch das UP. arcsin x geregelt. 

14. Berechnung von A2 aus 

(3.72) tgZ; = sinÄ0tgß>2. 

Zur Bestimmung des Quadranten von A2 wird noch berechnet 

(3-73) sin ^ = tg A0 tg ß2. 

Der Quadrant von A2 ergibt sich dann aus den nachstehenden Kriterien: 

Quadrant 

sin X2 

tg4 

II  

> o 

> o < O 

III  IV  

< O 

> o < O 

Für das Vorzeichen von 72 gilt: 

Wenn o ^ Ax ^ n (sin A1 Ä o), dann + X2 =%º� X2\ 

wenn n < Ax <C 2n (sin A1 <C o), dann ^ — 2n => h2. 

15. Berechnung von A2 aus 

(3-74) sin A2 = sin Ax 
COS ßi 
cos ß2 
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Abb, 24 : Flußdiagramm zur Lösung der 1. Hauptaufgabe nach Hubeny 
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Zur Ermittlung des Quadranten von A2 wird außerdem berechnet 

(3-75) 

Es gelten dann nachstehende Kriterien: 

A2 
Quadrant II  III  IV  

sin A 2 > o < O 

cos A2 ^ O <0 <0 

16. Berechnung von Al aus 

Al — Aa — Ax + [AJ (cog — «h) 

(376) 4- \Bß\ (cos <w2 sin e»2 — cos mi sin coi) 

-f- \Cß\ (cos a>2 sin3a)2 — cos w1 sin3^) 

+ [-£*/] (cos co2 sin 5CO2 — cos co1 sin5^) 

17. Die geographische Länge L2 ergibt sich zu 

L2— LX -)- Al. 

18. Berechnung von B2 aus ß2 mit 

(2.1) tg 2̂ = Kl  +e'2 tg ß2. 

19. Umwandlung von B2, L2, A2 in Altgrad und Drucken. 

Den genauen Programmablauf zeigt das Flußdiagramm Abb. 24. 

Programmbeschreibung: 

Das Rechenprogramm belegt 1394 Speicherplätze (von 3000 bis 4394), wovon auf die 
Befehlsfolge 894 Worte entfallen. Es ist mit der Adresse 3500 zu starten. Die Ausgangs- 
daten sind ebenfalls in der auf Seite 73 angegebenen Weise einzulesen. Die Genauigkeits- 
schranke £ wurde zu 1 • icf° m gewählt. 

Rechenbeispiel: 

Zur Durchrechnung des Zahlenbeispiels von Seite 73 waren hier 1,9 (4,3) Minuten Re- 
chenzeit erforderlich. Die Rückrechnung mit dem Gegenazimut ergab folgende Abwei- 
chungen gegenüber den Ausgangswerten: 

Das vollständige Beispiel wird untenstehend angegeben. 

Auf die Erstellung eines Rechenprogramms für die 2. Hauptaufgabe wird verzichtet, 
da die von Hubeny verwendeten Gaußschen Gleichungen für die Automatenrechnung nicht 
geeignet sind und außerdem das Programm im Vergleich zu den für die 2. Hauptaufgabe 
bereits vorliegenden Lösungsprogrammen verhältnismäßig umfangreich werden würde. 

B1 4"-io-9 

Zj 3"-io-8 

Ax t'-io“ 8 
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Rechenbeispiel : 

LQESUN6 OER 1. 6EOOAEÎ. HAUPTAUFGABE (HUBERT) 

ELLIPS01DK0RSTARÎER: GR. HALBACHSE  (IN METER) ,6378388000/07 

ABPLATTUNG » 1 : ,297ooooooo/o3 

6E0GR. KOOROINATEN OES ANFANGSPUNKTES:  
G H S 

Bl . ,5oo/o2  

Ll • ,loo/o2  

Al . ,l4o/o3  

« 

o 

ENTFERNUNG (IN METER) ,150000000000/08 

6E0GR. KOORDINATEN OES ENDPUNKTES; 
6 N S 

82 - - 62’ 

L2 . lo5* 

A2 • 114’ 

57* 

5* 

46* 

,32o3867o8/ol  

,3829966426/02 

,4l4839o343/o2  

Rückrechnung mit Gegenazimut: 

6E0GR. KOOROINATEN DES ANFANGSPUNKTES:  
G N S 

Bl . -,6îo/o2 ,57o/o2 ,32o3867o8o/ol  

Ll > ,lo5/o3 ,5oo/ol ,3829966426/.o2 

Al . ,294/03 ,46o/o2 ,4l4839o343/o2  

ENTFERNUNG (IN METER) ,190000000000/08 

GEOGR. KOOROINATEN OES ENDPUNKTES: 
6 N S 

B2 . 5o* o ,4o8844384l/o8  

L2 - 9’ 59’ ,5999999997/o2 

A2 . 310’ 59’ ,5999999999/o2 
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3.3.5 Rechenprogramme für die Lösungen nach Sodano 

Die unter 2.2.5 zusammengestellten Lösungsformeln von Sodano eignen sich unmittel- 
bar zur Verwendung in Rechenautomaten. Sodano gibt in [40] außerdem vollständige Kri-  
terien zur Quadranten- und Vorzeichenbestimmung an, die jedoch für die zu erstellenden 
Rechenprogramme teilweise etwas abgeändert und vereinfacht werden. 

a) Erste Hauptaufgabe 

Es ist zu erwarten, daß die Beziehungen (2.129) und (2.134) nur Ergebnisse mit verhält- 
nismäßig geringer Genauigkeit zulassen; deshalb wird das Rechenprogramm versuchs- 
weise so abgefaßt, daß neben der direkten Lösung eine Unterteilung der geodätischen Linie 
in kürzere Teilstrecken und somit eine Lösung der 1. Hauptaufgabe nach dem neuen Ver- 
fahren der „progressiven Iteration“ möglich ist. 

Berechnungsfolge: 

Nachstehend werden lediglich die zur direkten Lösung der 1. Hauptaufgabe erforder- 
lichen Rechenschritte angegeben: 

1. Vorprogramm I (siehe Seite 64). 

2. Berechnung von sin ß1 und cos ßx nach den Beziehungen (2.2). 

3. (2.124) cos ßm = cos ß1 sin Ax. 

4. (2.125) g =cosß1cos A1. 

5. (2.126) Ao, 
S 

A s 
T' 

6. (2.127) 

7. (2.128) 

8. Berechnung von Ao mit Hilfe der Beziehung (2.129). 

9. Berechnung von sin ß2 aus 

(2.130) sinß2 = sin ßx cos Ao + g%  sin A o. 

10. Berechnung von cos ß2 aus 

11. Berechnung von A2 aus 

(3-77) tg ^2 
COS ßm 

g • cos Ao — sin ßx sin A o 
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Zur Quadrantenbestimmung wird neben dem Vorzeichen von tg A2 das Azimut Ax bzw. 
das Vorzeichen von sin A1 verwendet: 

Quadrant 
III  IV  

Ai 

sin A1 

o ^ Ax 5  ̂n 

> o 

71 < At <C 271 

< O 

tg A2 
> < O > o < O 

12. Berechnung von AX aus 

(3.78) tg AX — 
sinder |sin| 

cos ft cos A a — sin ß1 sin A a cos A1 

Im Hinblick auf die Quadrantenbestimmung wird dabei der Absolutwert von sin Ax 

verwendet, so daß zunächst stets positive Werte für A X erhalten werden ; die Ermittlung 
des Vorzeichens erfolgt dann anschließend an die Quadrantenbestimmung. Der Qua- 
drant von A X läßt sich mit Hilfe des Vorzeichens von tg A X und der sphärischen Bogen- 
länge A a bzw. des Vorzeichens von sin A a angeben: 

A \ 
Quadrant II  III  IV  

A o 

sin A a 

o A a 71 

> o 

71 <i  A (7 <C 271 

< o 

tg AX > o < o > o < O 

Für das Vorzeichen von AX gilt: 

Wenn o A1 ^ 71, dann A X JA o ; 
wenn 71 < Ax <C 2n, dann AX O. 

13. Berechnung von Al mit Hilfe von (2.134). 

14* Z2 
== L-^ -f- A l. 

15. Übergang auf die ellipsoidische Breite B2 mit 

sin / 
(3-79) sin B9 = 

Ÿ \ — e2
 COS

2/?2 

16. Umwandlung von B2, Z2, A2 in Altgrad und Drucken. 

Das nachstehende Flußdiagramm Abb. 25 stellt zugleich auch den Rechenablauf bei 
schrittweiser Berechnung dar. 

Programmbeschreibung: 

Das Rechenprogramm belegt die Trommelzellen 3000 bis 4154- Die Befehlsfolge umfaßt 
611, bei schrittweiser Berechnung 654 Worte. Die Startadresse ist 3500 (3547). Zur schritt- 
weisen Lösung ist nach der Entfernung As zusätzlich die Länge ös der Teilstrecke einzu- 
geben. Für ös = o erfolgt die Berechnung unter Verwendung der Gesamtentfernung As 
auf direktem Wege. Im übrigen sind die Ausgangsdaten in der bekannten Weise abzulo- 
chen. 



3- Umstellung der Lösungen für elektronische Rechenanlagen, Entwicklung von Rechenprogrammen 113 

Abb. 25 : Flußdiagramm zur Lösung der 1. Hauptaufgabe nach Sodano 

15 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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Rechenbeispiel: 

Das Zahlenbeispiel von Seite 73 wurde zunächst direkt berechnet, wofür eine Rechenzeit 

von 0,9 (3,3) Minuten erforderlich war. Das Beispiel ist untenstehend angegeben. 

Da sich erwartungsgemäß erhebliche Abweichungen gegenüber den Ergebnissen der 

vorausgehenden Rechenprogramme zeigen, wird die Berechnung auch in Teilstrecken von 

100, 500 und 1000 km Länge durchgeführt. Die Ergebnisse einschließlich der Rechen- 

zeiten werden nachstehend zusammengestellt: 

Länge der Teilstrecke B 2 L 2 A 2 Rechenzeit 

km Min. 

lOO 

SOO 

lOOO 

15000 (direkt) 

-62 57 03,2089 

03,2089 

03,2088 

03,2116 

105 05 38,3236 

38,3235 

38,3232 

38,3380 

114 46 41,4625 

41,4626 

41,4628 

41,4510 

106,2 

21,2 

10,7 

0,9 

Sollwerte -62 57 03,2039 105 05 38,2977 1144641,4839 

Die Ergebnisse zeigen, daß eine Unterteilung der geodätischen Linie in kleinere Abschnitte 

zwar eine spürbare, jedoch keineswegs ausreichende Genauigkeitssteigerung zur Folge hat. 

Kleinere Teilstrecken als 1000 km bewirken bei stark erhöhten Rechenzeiten kaum einen 

zusätzlichen Genauigkeitsgewinn. 

Rechenbeispiel : 

LOESUNG DER 1. GEQDAET. HAUPTAUFGABE (SODANO) 

ELL l PSOIDKONST ANT EN : GR. HALBACHSE  (IN METER) ,637838800000/407 
ABPLATTUNG * 1 ; ,297000000000/403 

GEOGR. KOORDINATEN DES ANFANGSPUNKTES:  
G H S 

Bl • ,5oo/»o2 o 0 

l'l  • ,loo/*o2 o o 

Al » ,l4o/«o3 o o 

ENTFERNUNG (IN METER) ,150000000000/408 

GEOGR. KOORDINATEN DES ENDPUNKTES: 
G M S 

82 - « 62* 

L2 • lo5* 

A2 - 114* 

57* 

5* 

46* 

,3211642459/*ol  

,3833798o63/*o2 

,4l45o96o65/*o2  
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b) Zweite Hauptaufgabe 

Dem Rechenprogramm zur direkten Lösung der 2. Hauptaufgabe werden die bis zu den 
Gliedern mit a3 bzw. e'6 reichenden genaueren Formeln (2.119) und (2.122) zugrunde ge- 
legt. Die Quadrantenregeln für das Azimut A1 können direkt aus [40] übernommen wer- 
den, die Kriterien für A2 erfordern eine geringe Abänderung, da Sodano das Gegen- 
azimut A21 berechnet. 

Berechnungsfolge: 

1. Vorprogramm II (siehe S. 65). 

2. Berechnung von sin ßlt cos ßlt sin ß2, cos ß2, nach den Beziehungen (2.2). 
3. (2.111) a' = sinßx sinß2, 

(2.112) b' = cos ßi cos ß2. 
4. Berechnung von A a' aus 

(2.110) cos A a' — a' + b' cos A l. 

Durch das UP. arccos x wird gleichzeitig die Quadrantenfrage geregelt. 

/ \ , b' sin d l 
J v sin A a 

6. (2.115) m'= 1—c'2. 
7. Berechnung von A X mit Hilfe von (2.119). 

8. Berechnung von A a aus 
(2.120) cos A a = a' + b' cos A A. 

A a wird durch das UP. arccos x im richtigen Quadranten erhalten. 

b' sind A 9. (2.121) 

10. 

cos ßm sin der 

sin2/3„  = 1 — cos2/Sm. 

11. Berechnung der Koeffizienten A0, B0, C0, D0 nach (2.123). 

2 a' 12. (3.80) 

13- (3-8I) 

14. (3.82) 

cos 2 a — sin2 ßn, — cos A a. 

cos 4 er = 2 cos2 2 er — 1. 

cos 6 er = 4 cos3 2 a — 3 cos 2 er. 

15. Berechnung von As mit Hilfe von (2.122). 

16. Berechnung des Azimutes Ax aus 

sin d A cos ß2 
(3-83) tg Al  sin /S2 cos /?! — cos d A sin ß1 cos ß2 

Für den Quadranten von Ax gelten folgende Kriterien: 

Aj  

Quadrant 

Al 

tg Ai 

> o 

> o < O 

III  IV  

< o 

> o < O 

>5’  
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Abb. 26 : Flußdiagramm zur Lösung der 2. Hauptaufgabe nach Sodano 

17- Berechnung des Azimuts A2 aus 

(3-84) tg A2 = - 
sin A X cos ß1 

sin ß2 cos ßi cos Ah— sin ß1 cos ß2 

und Quadrantenbestimmung mit Hilfe folgender Kriterien: 

A2 
Quadrant II  III  IV  

Al > o < o 

> O < O > o < O 

18. Umwandlung von A± und A2 in Altgrad. 

19. Drucken von A s, A1 und A2. 

Der Programmablauf ist in dem Flußdiagramm Abb.26 aufgezeichnet. 
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Programmbeschreibung: 

Das Rechenprogramm belegt die Speicherplätze 5000 bis 6370. Es ist mit der Adresse 
5500 (5547) zu starten. Die Befehlsfolge umfaßt 870 Worte. Die Eingabe der Ausgangs- 
daten hat wieder in der auf Seite 78 angegebenen Weise zu erfolgen. 

Rechenbeispiel : 

Als Ausgangswerte wurden hier neben den vorgegebenen Koordinaten Bv Lx die mit 
dem Rechenprogramm nach Hubeny für die 1. Hauptaufgabe gewonnenen Werte B2, L2 

verwendet. Die Rechenzeit betrug 1,2 (3,5) Minuten. Die Abweichungen der nachstehend 
angegebenen Ergebnisse gegenüber den Ausgangswerten der 1. Hauptaufgabe sind: 

As 0,174 mm 

A± 2,2"-io~6 

A2 5,8"- 10-6. 

LOESUNG DER 2. GEODAET. HAUPTAUFGABE {SODANO) 

ELLIPS01DK0NSTANTEN: GR. HALBACHSE (IN METER) ,6378.388000/407 
ABPLATTUNG • 1 : ,297ooooooo/4o3 

GEOGR. KOORDINATEN DES ANFANGS- U. ENDPUNKTES: 

Bl * ,5oo/+o2 

Ll • ,loo/*o2 

82 % � -,620/402 

L2 . ,1O5/403 

o 

,57o/«2 

,500/40! 

,32o3867o8ooo/4oî 

,3829966426oo/4o2 

ENTFERNUNG (IN METER) ,15oooooooool736/408 

AZIMUTE: 
G 

Al . 139’ 

A2 . 114’ 

H S 

59* ,5999999775/*o2 

46‘ ,4148309762/402 
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3.4 Übersicht über die erstellten Rechenprogramme 

Die erstellten Rechenprogramme zur Lösung der geodätischen Hauptaufgaben werden 
nachstehend zusammengestellt : 

Rechenprogramm (Verfahren) 
Speicherbedarf 

(Trommelzellen) 

Länge der 
Befehlsfolge 

(Worte) 
Startadresse Bemerkungen 

1. Hauptaufgabe 

Bessel 
Helmert 
Levallois u. Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

2. Hauptaufgabe: 

Bessel 
Helmert 
Bodemüller 

Levallois u. Dupuy 
Sodano 

3000-4281 
3000-4073 
3000-4116 
3000-4396 
3000-4154 

5000-6509 
5000-6068 
5000-6178 
5000-6148 
5000-6370 

781 

573 
616 
894 
6111 

1009  ̂
568 
678 
648 
870 

3500 (3547) 
3500 (3547) 
3500 (3547) 
3500 (3549) 

3500 (3547) 

5500 (5547) 

5500 (5547) 
5500 (5547) 
5500 (5547) 
5500 (5547) 

indirekte Lösung 
direkte Lösung 
indirekte Lösung 
indirekte Lösung 
direkte Lösung 

indirekte Lösung 
indirekte Lösung 
direkte Lösung 
indirekte Lösung 
direkte Lösung 

Die in Klammern beigegebenen Startadressen gelten, wenn bereits bei der vorausgehenden 
Berechnung dieselben Ellipsoidparameter a, û verwendet wurden, so daß diese nicht mehr 
neu eingelesen zu werden brauchen. 

Die Zusammenstellung der Ergebnisse für das Zahlenbeispiel erfolgt unter 3.5. 

3.5 Zusammenstellung von Rechenbeispielen 

Mit den unter 3.3 erstellten Rechenprogrammen wurden für Untersuchungen über 
Genauigkeit, Anwendungsbereich und Wirtschaftlichkeit der einzelnen Programme außer 
dem bereits angegebenen eine Reihe weiterer Zahlenbeispiele für die geodätischen Haupt- 
aufgaben berechnet. Sie erstrecken sich auf geodätische Linien zwischen 100 km und 40000 
km Länge, so daß damit gleichzeitig die Verwendbarkeit der Programme sowohl für kurze 
als auch für mittlere und lange Entfernungen überprüft werden kann. Im einzelnen wurden 
geodätische Linien folgender Längen berechnet: 

Beispiel 1 100 km 
Beispiel 2 1000 km 
Beispiel 3 ca. 1 320 km 
Beispiel 4 5 000 km 
Beispiel 5 10000 km 

1 Bei schrittweiser Berechnung umfaßt die Befehlsfolge 654 Worte. 
a Ohne Verwendung der Jordanschen Formel sind nur 944 Worte erforderlich. 
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Beispiel 6 15 000 km 
Beispiel 7 19900 km 
Beispiel 8 40000 km 

In der Zusammenstellung ist das bereits früher berechnete Zahlenbeispiel als Beispiel 6 
aufgeführt. Beispiel 3 wurde ebenfalls aus [20] entnommen. Beispiel 7 wurde gewählt, um 
die Leistungsfähigkeit der einzelnen Programme für die 2. Hauptaufgabe bei nahezu 
diametraler Lage der Punkte P1 und P2 untersuchen zu können. Die Entfernung As = 
20000 km konnte nicht berücksichtigt werden, weil der Anwendungsbereich der Rechen- 
programme für die 2. Hauptaufgabe wegen der erforderlichen besonderen Eindeutigkeits- 
untersuchungen hier etwas eingeschränkt wurde (vgl. Abschnitt 3.2.2). Beispiel 3 wurde 
auf dem Besselschen Ellipsoid, die übrigen Beispiele wurden auf dem Internationalen 
Ellipsoid berechnet. 

Jedes Beispiel wurde zunächst mit jedem der Rechenprogramme für die 1. Hauptaufgabe 
durchgerechnet. Um auch bei der 2. Hauptaufgabe die Ergebnisse miteinander vergleichen 
zu können, wurden hier einheitlich die mit dem offensichtlich sehr genauen Rechenpro- 
gramm nach Hubeny erhaltenen Ergebnisse als Ausgangsdaten zugrunde gelegt. Als 
„Sollwerte“ können dann die bei der 1. Hauptaufgabe verwendeten Ausgangsdaten At und 
As sowie das nach Hubeny berechnete Azimut A2 bezeichnet werden. Beim Rechenpro- 
gramm nach Bessel für die 2. Hauptaufgabe wurde die Jordansche Formel (2.42) zur Er- 
mittlung eines Näherungswertes für AI benützt. 

Für Wirtschaftlichkeitsuntersuchungen wurden jeweils die vom Automaten benötigten 
Rechenzeiten festgestellt. Die in den nachstehenden Tabellen enthaltenen Zeitangaben 
stellen die reinen Rechenzeiten dar. Der Zeitbedarf für das Einlesen der Ausgangsdaten 
und das Drucken des Protokolls und der Ergebnisse einschließlich der jeweiligen Um- 
wandlung in Altgrad ist darin nicht enthalten. Er beträgt bei der Ausgabe über den Fern- 
schreiber im Durchschnitt insgesamt ca. 2,5 Min., bei der Ausgabe über den Schnellocher 
ist er natürlich wesentlich niedriger. 

Sämtliche Ergebnisse werden in den nachstehenden Tabellen zusammengestellt. Bei den 
geographischen Koordinaten und den Azimuten werden sie auf i"-io -8, bei den Entfer- 
nungen auf 1 • io-“6 Meter angegeben. 

Den Ergebnissen sind die jeweils auf einem einzigen Lochstreifen untergebrachten Aus- 
gangsdaten in der unmittelbar zur Eingabe in den Rechenautomaten verwendeten An- 
ordnung vorangestellt. 
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Eingabedaten für die Rechenbeispiele zur l. Hauptaufgabe : 

6378368 

297 
5o o o 
lo o o 
l6o o o 
looooo 

4o o o 
o o o 
lo o o 
loooooo 

6377397,155 
299,152812853 

45 o o 
lo o o 
29 3 15,4598 
132o2B4,366 

6378388 

297 
65 o o 
lo o o 
5 o o 
5ooooco 

7o o o 
-3o 0 o 
2oo o o 
10000000 

5ooo 
lo 0 o 
l4o o o 
15000000 

-5o o o 
290 o o 
31o o 0 
19900000 

5o 0 o 
lo o o 
5000 
4ooooooo 

Rechenbeispiele für die erste Hauptaufgabe: 

Beispiel 1 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: Bx = 5o°o'o", Lx = io°o'o", Ax = i6o°o'o" 
Entfernung A s = 100000 m 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Ba A% Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois-Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

49 09 15,05423924 
15.05423923 

15-05423927 
15.05423924 
15,054068 

10 28 07,8005 7126 
07,80057123 
07,8005 7124 
07,80057125 
07,800670 

160 21 24,92539520 
24.92539522 
24.92539520 

24.92539521 
24,925466 

2 18 
1 29 

1 35 
1 52 
o 55 
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Beispiel 2 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: Bx = 40°o'o", Lx = o°o'o", A1 = io°o'o" 
Entfernung As = 1000000 m 

Ergebnisse 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois- Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

48 50 25,12158635 
25,12158546 
25,1215 8620 
25,12158635 
25,122659 

2 21 23,31808564 
23,31808538 
23,31808560 
23,31808564 
23,318418 

11 39 15,77891027 
15,77891004 
15,77891021 
15,77891025 
15,779162 

2 11 

1 34 
1 45 
1 50 

o 54 

Beispiel 3 : 

Bessel-Ellipsoid: a = 6377397,155 m, a = 1 : 299,152812853 

Gegeben: Bx — 45°o'o", L x = io°o'o", Ax = 29003'15",4598 
Entfernung: As = 1 320284,366 m 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois-Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

54 59 59,9999o6oo 
59,99990579 
59,99990567 
59,9999o6oo 

55 00 00,001848 

19 59 59,99999629 
59,99999609 
59,99999586 
59,99999631 

20 00 00,002633 

36 45 07,4005 5967 
07,4005 5943 
07,4005 5930 
07,4005 5965 
07,402626 

[20] S. 950 5 5 00 00,0000 20 00 00,0000 36 45 07,4006 

2 38 

1 34 
1 44 
1 50 
o 54 

Beispiel 4 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a — 1 : 297 

Gegeben: Bx = 6s°o'o", Lx = io°o'o", Ax = 5°o'o" 
Entfernung As — 5000000 m 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois-Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

70 Ol 22,72224871 
22,72224746 
22,7222 5941 
22,72224870 
22,6905 81 

179 38 51,25140615 
51,25140655 
51,25140276 
51,25140614 
51,261779 

173 48 43,32893796 
43,32893825 
43,32893469 
43,32893788 
43,3383 76 

2 35 
1 31 
1 44 
1 48 
o 55 

16 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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Beispiel 5 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: B1 = 70°o'o", Lx = — 3O0o'o", A1 = 20o°o'o" 
Entfernung As = 10000000 m 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 

(Verfahren) 

Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois-Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

-18 54 14,87077222 
14,87077248 
14,87076996 
14,87077222 
14,880703 

308 50 59,40630412 
59,40630405 
59,40630441 
59,40630410 
59,404968 

187 07 17,00410139 
17,00410141 
17,00410130 
17,00410140 
17,004524 

2 43 
1 28 

1 35 
1 So 
o 54 

Beispiel 6 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: B1 = 5o°o'o", Lx = io°o'o", A1 = 140°o'o" 
Entfernung As = 15000000 m 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 

(Verfahren) 

Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois-Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

-62 57 03,20386708 
03,20386687 
03,20386619 
03,20386708 
03,211642 

105 05 38,29966435 
38,29966356 
38,29966006 
38,29966426 
38,337981 

114 46 41.4839 0343 
41,4839 0432 
41,4839 0717 
41,4839 0343 
41,450961 

2 46 
1 28 
1 50 

1 53 
o 55 

[20] S. 1012 
[27] S. 51 

03,203824 
03,203864 

38,299546 
38,299663 

41,4839 93 
41,4839 047 

Beispiel 7 : 

Internationales Ellipsoid: a — 6378388 m, a — 1 : 297 
Gegeben: B1 — —5o°o'o", Lx = 290°o'o", At = 3io°o'o' 

Entfernung As = 19900000 m 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 

(Verfahren) 

Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois-Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

50 33 08,03939508 
08,03939508 
08,03939805 
08,03939508 
08,026166 

111 20 25,60992919 
25,60992852 
25.60993486 
25,60992918 
25,582874 

230 48 04,18899866 
04,18899866 
04,18900308 
04,18899866 
04,169338 

2 26 

1 31 
1 48 

1 55 
o 56 
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Beispiel 8 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: Bx — 5o°o'o", Lx = io°o'o", Ax = 5o°o'o" 
Entfernung As = 40000000 m 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel 
Helmert 
Levallois-Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

50 02 30,9693 5187 

30,9693 5189 
30,96934577 
30,96935187 
31,009895 

9 28 47,99043841 

47,99043977 
47,99042723 

47,99043833 
48,068802 

5003 34,20558427 
34,20558429 
34,20557560 
34,20558427 
34,263214 

2 28 
1 32 
1 47 
1 55 
o 55 

Eingabedaten für die Rechenbeispiele zur 2. Hauptaufgabe: 

6378368 

297 
5o o o 

lo o o 
49 9 15,05413924 
lo 28 7,8oo57125 

4o o o 

000 

48 5o 25,12158635 

2 21 13,31808564 

6377397,155 
299,1528128 

45 o o 

lo 0 o 

54 59 59,99990600 

19 59 59,99999631 

6378388 

297 
65 o o 
lo o o 

7o 1 22,72224870 
179 38 51,25l4o6l4 

7ooo 
-3o o o 

-18 54 l4,87o77222 
3o8 5o 59,4o63o4lo 

5o o o 
lo o o 
-62 57 3,2o3R67o8 

1O5 5 38,29966426 

-5o o o 
29o o o 
5o 33 8,O39395O8 

111 2o 25,6o9929l8 
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Rechenbeispiele für die zweite Hauptaufgabe: 

Beispiel l : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: Bx = 50°00'00",00000000, Lx = io°oo'oo",00000000 
B2 = 49°09'15",05423924, Z2 = IO°28'O7",8005 7125 

Ergebnisse: 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Entfernung A s % d\ Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel-Albrecht 
Helmert-Bode- 

müller 
Bodemüller 
Levallois-Dupuy 
Sodano 

100000.000 000 
100000,000031 

100000,000031 
100000.000001 
100000,000 001 

160 00 00,00000043 
00,00000052 

00,00000073 

00,00000036 
159 59 S9.99999981 

160 21 24,92539567 
24,92539573 

24,92539592 
24,92539556 
24,92539503 

1 38 
2 19 

1 14 

1 35 
1 15 

Sollwerte 100000,000000 160 00 00,00000000 160 21 24,92539521 

Beispiel 2 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: Bx — 40°00'00",00000000, Lx = o°00'00",00000000 
Bz = 48°5o'25",12158635, Z2 = 2°2i'23",31808564 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Entfernung As A! Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel-Albrecht 
Helmert-Bode- 

müller 
Bodemüller 
Levallois-Dupuy 
Sodano 

Sollwerte 

1000000,000000 

999999.999991 
999999.999992 

1000000.000004 

1000000.000005 

1000000,000000 

9 59 59,99999994 

59,99999961 
59,99999991 
59,99999994 

10 00 00,00000041 

10 00 00,00000000 

11 39 15,77891019 

15,77890980 

15,77891015 
15,77891019 

15,77891073 

10 

23 
13 
30 

13 

11 39 15,77891025 
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Beispiel 3 : 

Bessel-Ellipsoid: a = 6377397,155 m, 0 = 1 : 299,1528128 

Gegeben: Bx — 45000'00",00000000, Lx = io°oo'00",00000000 
B2 = 54° 59'59",00990600, Z2= 19° 59'59",9999 9631 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 

(Verfahren) 

Entfernung As Ai Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel-Albrecht 
Helmert-Bode- 

müller 
Bodemüller 
Levallois-Dupuy 
Sodano 

Sollwerte 

1 320284,366004 

1 320284,366425 
1320284,366427 
1 320284,366017 
1 320284,366021 

29 03 15-45979957 

15.45979914 
15.45979943 
15.45979955 
15,45980028 

3645 07,40055925 

07,4005 5868 
07,4005 5906 
07,4005 5922 
07,40056020 

1320284,366000 29 03 15,45980000 36 45 07,4005 5965 

15 

27 
20 
36 
H 

Beispiel 4: 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, û = 1 : 297 

Gegeben: Bx = 65°00'00",00000000, Lx — io°00'00",00000000 
B2— 7o°oi'22",72224870, L2 = i79°38'5i",25140614 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 

(Verfahren) 

Entfernung As Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel-Albrecht 
Helmert-Bode- 

müller 
Bodemüller 
Levallois-Dupuy 
Sodano 

Sollwerte 

4999999,999999 

4999999,999128 
4999999,999128 
5000000,000332 
5000000,000332 

5000000,000000 

5 00 00,00000001 

00,00000002 
00,00000001 
00,00000002 

4 59 59,99999998 

5 00 00,00000000 

173 48 43,32893787 

43,32893786 
43,32893786 
43,32893786 
43,32893791 

173 48 43,32893788 

3 30 

30 
16 

2 
1 
2 41 

1 15 
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Beispiel 5 : 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: Bx = 7o°oo'oo",oooooooo, Lx = — 30°00'00",00000000 
B2 = — I8° 54' 14",8707 7222, L2 = 308° 50'59",40630410 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Entfernung As Ax Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel-Albrecht 
Helmert-Bode- 

müller 
Bodemüller 
Levallois-Dupuy 
Sodano 

Sollwerte 

1 o 000 000,000 000 

10000000.001114 
10000000.001115 
10000000.000070 
10000000.000071 

10000000,000000 

200 00 00,00000000 

199 59 59,99999944 
199 59 59,99999998 
199 59 59,99999999 
200 00 00,00000037 

200 00 00,00000000 

187 07 17,00410140 

17,00410121 
17.00410139 
17.00410140 
17,00410156 

187 07 17,00410140 

3 25 

15 

11 

54 
H 

Beispiel 6: 

Internationales Ellipsoid: a — 6378388 m, a = 1: 297 

Gegeben: Bx = 50°00'00",00000000, Lx = io°00'00",00000000 
B2 = — 62° S7'o3",20386708, Z2 = io5°o5'38",29966426 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Entfernung As Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel-Albrecht 
Helmert-Bode- 

müller 
Bodemüller 
Levallois-Dupuy 
Sodano 

Sollwerte 

15000000,000001 

15000000,000238 
15000000,000237 
15 000000,000066 
15000000,000174 

15 000000,000000 

140 00 00,00000002 

00,00000004 
00,00000000 

139 59 59,99999997 
59,99999775 

140 00 00,00000000 

114 46 41,48390346 

41,48390352 
41,48390343 
41,48390335 
41,48389762 

114 46 41,48390343 

3 45 

2 59 
1 27 

3 H 
1 l6 
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Beispiel 7: 

Internationales Ellipsoid: a = 6378388 m, a = 1 : 297 

Gegeben: Bx = —50°00'00",00000000, Lx = 290°00'00",00000000 

B2 = 5O°33'O8",03939508, L2 = in020'25",60992918 

Ergebnisse : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

Entfernung Äs Ax Rechenzeit 

Min. Sek. 

Bessel-Albrecht 
Helmert-Bode- 
müller 
Bodemüller 
Levallois-Dupuy 
Sodano 

Sollwerte 

19900000,000000 

19899999,999959 
19900000,000160 
19900000,000145 
19899990,644 

309 59 59.99999974 

59,9999 7529 
59,99921930 

59,99999879 
45,3749 

230 48 04,18899892 

04,18902408 
04,18980191 
04,18899990 
19,2365 

19 900 000,000 000 310 00 00,00000000 230 48 04,18899866 

8 10 

6 
1 

7 
1 

04 

43 
08 
16 

4. VERGLEICH UND BEURTEILUNG DER RECHENPROGRAMME 

Die erstellten Rechenprogramme sollen nach folgenden in erster Linie praktischen Ge- 
sichtspunkten miteinander verglichen und beurteilt werden : 

a) Genauigkeit, 

b) Reichweite, 

c) Programmlänge (Programmierungsaufwand und Speicherbedarf), 

d) erforderliche Rechenzeiten. 

Gleichzeitig soll dabei berücksichtigt werden, ob ein direkter Lösungsablauf erfolgt oder 
eine Iteration erforderlich ist. 

Bei dem Vergleich sind die Programme für die erste und zweite Hauptaufgabe jeweils 
gesondert zu betrachten. 

Die Beurteilung der Genauigkeit kann auf Grund der oben berechneten Zahlenbeispiele 
erfolgen. Allerdings fehlen hierzu absolut richtige Vergleichswerte. Dazu können jedoch 
ersatzweise infolge ihrer besonders hohen Genauigkeit die mit dem Rechenprogramm nach 
Hubeny gewonnenen Ergebnisse verwendet werden. Die mit diesem Programm zu errei- 
chende Genauigkeit läßt sich größenordnungsmäßig abschätzen; sie hängt wie bei allen 
vorliegenden Programmen im wesentlichen von der Genauigkeit der verwendeten Grund- 
gleichungen ab, da ja die Auflösung der sphärischen Hilfsdreiecke nach strengen Formeln 
erfolgt. 

Bei den Koeffizienten (2.90) der Grundgleichung (2.89) ist als erstes jeweils das Glied mit 

F. = a - —"B— • g10 = 38 % � IO-13-æ * 256 
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vernachlässigt. Die weiteren vernachlässigten Glieder sind mindestens von der Ordnung e12 

und somit wesentlich kleiner. In (2.89) würden außer dem Glied mit w weitere fünf Glieder 
mit Fs enthalten sein, deren Gesamtwert bei einer Bogenlänge von a> — 2 n maximal 

R, » (271 + 5) • Fs • cos10 A0 = (6,3 + s • 0,5) • 3,8 • 10 • 1 • a = 3,3 • 1er12 • a 

betragen kann. Dabei werden die Produkte cos CD sin w, cos a> sin3 co, ... in (2.89) jeweils 
zu 0,5 angenommen. 

Entsprechend würden in (2.95), wo zunächst die Glieder mit 

E, = % � e10 = 3,8 • 10-13 

vernachlässigt sind, außer dem Glied mit co weitere vier Glieder mit El auftreten ; ihr 
Gesamtwert kann bei a> = 2 n maximal 

R,(271 + 4)-Et • sin A0 %  cos8A0 = (6,3 + 4 • 0,5) • 3,8 • io“ 13 • 1 • 1 = 3,2 • io“ 12 

erreichen. Die Produkte cos CD sin CD, COS CD sin3 co, ... in (2.95) sind hier ebenfalls zu 0,5 
angenommen. 

In beiden Fällen ist bei den vernachlässigten Gliedern ein Faktor 1 vorausgesetzt. In 
Wirklichkeit ist dieser Faktor jedoch wesentlich kleiner. Es darf deshalb angenommen 
werden, daß aus den Gleichungen (2.89) und (2.95) die Größen s und l mit einer Genauigkeit 
von mindestens 1 • 10-12 oder etwa 2" • io~7 erhalten werden. Diese Annahme wird auch da- 
durch bestätigt, daß bei den obigen Rechenbeispielen für die 1. Hauptaufgabe zwischen 
den Ergebnissen nach Hubeny und dem ebenfalls sehr genauen Programm nach Bessel 
in keinem Fall Abweichungen auftreten, die größer als t"-io~7 sind. 

Für die übrigen Verfahren ist eine Genauigkeitsabschätzung auf ähnlich einfache Weise 
nicht möglich, da die vernachlässigten Restglieder nicht ohne weiteres ersichtlich sind. 

Die Rechenprogramme für die erste Hauptaufgabe 

Beim Vergleich hinsichtlich der Genauigkeit erweist sich das Rechenprogramm nach 
dem Besselschen Verfahren als nahezu gleichwertig mit dem Programm nach Hubeny, 
mit dem, wie oben festgestellt wurde, auch bei Entfernungen etwa von der Länge des 
Erdumfanges eine Lagegenauigkeit von einigen Tausendstel Millimetern zu erreichen ist. 
Die Ergebnisse nach dem Helmertschen Verfahren weichen von den „Sollwerten“ in kei- 
nem Fall um mehr als 2"%  io~6 ab, was einer Lagegenauigkeit von ca. 0,05 bis 0,10 mm ent- 
spricht. Das Rechenprogramm nach Levallois und Dupuy dürfte dagegen eine Winkel- 
genauigkeit von i"-io_5 bzw. eine Lagegenauigkeit von ca. 0,3 mm bei 40000 km Ent- 
fernung garantieren. Demgegenüber zeigen die mit dem Programm nach Sodano erhal- 
tenen Werte schon bei einer Strecke von 100 km Abweichungen von 2"-io~4 (ca. 6 mm). 
Diese Unsicherheiten nehmen mit wachsender Entfernung stark zu, so daß Zentimeter- 
genauigkeit hier nur bei kurzen Entfernungen gewährleistet ist. Demnach ist bei diesem 
Programm der Anwendungsbereich bei Berechnungen für geodätische Zwecke auf etwa 
100 km begrenzt, während die übrigen Programme Ergebnisse mit der jeweils genannten 
Genauigkeit auch für geodätische Linien von der Länge des Erdumfanges garantieren. 

Hinsichtlich der Programmlänge sind natürlich wegen des damit verbundenen Program- 
mierungsaufwandes und des erforderlichen Speicherraumes möglichst kurze und gleich- 
zeitig übersichtliche Rechenprogramme vorzuziehen. Die Länge der einzelnen Programme, 
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d.h. die Anzahl der zur Darstellung der Befehlsfolge erforderlichen Worte, hängt wesent- 
lich vom Umfang und von der Struktur der Grundgleichungen ab. Aus der Zusammen- 
stellung auf Seite 118 ist ersichtlich, daß für die 1. Hauptaufgabe das Rechenprogramm 
nach Helmert das kürzeste ist, obwohl es sich hier um ein direktes Verfahren mit vollständig 
linearer Programmierung handelt. Diesem am nächsten kommt das Programm nach Le- 
vallois und Dupuy, während die Programme nach Hubeny und Bessel sehr umfangreich 
sind. Bemerkenswert ist, daß die unter die Näherungsverfahren einzureihende Lösung von 
Sodano ein längeres Rechenprogramm erfordert als das Verfahren von Helmert. 

Die von den Programmen benötigten Rechenzeiten sind trotz der relativ geringen Re- 
chengeschwindigkeit der Zuse Z 23 verhältnismäßig niedrig. Sie liegen bei den Program- 
men nach Helmert, Levallois und Dupuy und Hubeny zwischen einer und zwei Minuten, 
beim Besselschen zwischen zwei und drei und beim Programm nach Sodano unter einer 
Minute. Beim Vergleich der Rechenzeiten kommt der Unterschied zwischen den direkten 
und indirekten Verfahren deutlich zum Ausdruck. Der Zeitbedarf ist bei den direkten Ver- 
fahren stets kürzer und unabhängig von der Länge der geodätischen Linie. Nachstehende 
Tabelle zeigt die Durchschnittswerte der zur Berechnung obiger Beispiele benötigten 
Rechenzeiten : 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

durchschnittliche 
Rechenzeit 

Bessel 
Helmert 
Levallois u. Dupuy 
Hubeny 
Sodano 

2.51 Min. 
1.51 Min. 
1,78 Min. 
1,86 Min. 
0,91 Min. 

Es fällt auf, daß die Durchrechnung mit dem verhältnismäßig umfangreichen Programm 
nach Hubeny nur wenig länger dauert als mit dem Programm nach Levallois und Dupuy 
und sogar viel weniger Zeit beansprucht als beim Besselschen Verfahren. Dies ist darauf 
zurückzuführen, daß bei Hubeny die Iteration sich nur auf einen kleinen Zyklus erstreckt 
und zudem rasch konvergiert. 

Die Rechenprogramme für die 2. Hauptaufgabe 

Die Beurteilung der Genauigkeit kann auch bei den Rechenprogrammen für die 2. Haupt- 
aufgabe auf Grund obiger Zahlenbeispiele erfolgen, wobei die Ergebnisse mit den jeweils 
angegebenen „Sollwerten“ verglichen werden. Die genauesten Ergebnisse ermöglicht hier 
das Programm nach Bessel ; bei der Entfernung A s = 15 000 km ergab sich damit eine 
Abweichung von nur 0,001 mm, die Entfernung 19900 km wurde auf ein Zehntausendstel 
Millimeter genau erhalten, während die Azimute im ersteren Fall höchstens um 3"-io~8 

und im letzteren um 3"- io-7 von den Sollwerten abweichen. Die Programme nach Helmert 
sowie Levallois und Dupuy sind nahezu gleichwertig; sie ermöglichen auch bei Entfer- 
nungen vom etwa halben Erdumfang noch Millimetergenauigkeit. Zu bemerken ist, daß 
das Programm nach Levallois und Dupuy für die 2. Hauptaufgabe eine gegenüber der 
1. Hauptaufgabe etwas höhere Genauigkeit aufweist, da hier die Iteration auf Grund der 
genaueren Gleichung (2.83) erfolgt. Das Programm für das Bodemüllersche Einschwenk- 

17 München Ak.-Abh. 1966 (Miller)  
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verfahren liefert zwar auch noch bei einer Strecke von 19900 km die Länge der geodäti- 
schen Linie auf einen Millimeter genau, jedoch zeigen sich bei nahezu diametraler Punkt- 
lage Ungenauigkeiten in den Azimuten, die etwa ab 19600 km größer als 1"• io~4 werden. 
Das Programm nach Sodano gewährt bei Entfernungen bis etwa 17 500 km ebenfalls 
Millimetergenauigkeit. Bei größeren Entfernungen treten jedoch Ungenauigkeiten auf. 
Durch nähere Untersuchungen wurde festgestellt, daß ab etwa 19000 km Zentimeter- 
genauigkeit nicht mehr gewährleistet ist. Bei 19900 km beträgt die Abweichung bereits 
ca. 10 Meter. Im übrigen ist bei den Programmen für die 2. Hauptaufgabe der Anwendungs- 
bereich auf Entfernungen bis etwa 19950 km beschränkt. 

Die Programmlängen sind wieder aus der Zusammenstellung auf Seite 118 ersichtlich. 
Das kürzeste und damit übersichtlichste Programm ist auch hier das nach dem Helmert- 
schen Verfahren. Das Programm nach Bessel umfaßt demgegenüber nahezu die doppelte 
Anzahl von Worten, wobei allerdings zu berücksichtigen ist, daß für die Jordansche Formel 
allein schon 95 Worte erforderlich sind. Verhältnismäßig kurz sind auch die Programme 
nach dem Verfahren von Levallois und Dupuy sowie nach dem Einschwenkverfahren von 
Bodemüller, wobei bemerkt werden muß, daß letzteres als direkte Lösung anzusehen ist. 
Dagegen ist das Rechenprogramm nach Sodano ziemlich umfangreich. 

Beim Vergleich hinsichtlich der Rechenzeiten kommt der Unterschied zwischen den direkten 
und den iterativen Lösungen noch deutlicher zum Ausdruck als bei der 1. Hauptaufgabe. 
Die Rechenzeiten sind am niedrigsten und praktisch unabhängig von der Länge der geo- 
dätischen Linie beim direkten Verfahren nach Sodano. Ebenfalls sehr kurze Rechenzeiten 
treten beim Programm nach dem Bodemüllerschen Einschwenkverfahren auf. Jedoch zeigt 
sich hier ein leichtes Ansteigen der Rechenzeiten bei sehr langen Entfernungen, da jetzt 
offensichtlich für die iterative Ermittlung des Näherungswertes A eine größere Zahl von 
Iterationsschritten erforderlich sind. Bei den reinen Iterationsverfahren sind die Rechen- 
zeiten wesentlich höher und steigen infolge abnehmender Konvergenz des Annäherungs- 

vorganges mit wachsender Entfernung merklich an, um bei Strecken nahe dem halben 
Erdumfang Werte zwischen 6 und 8 Minuten zu erreichen. Den relativ raschesten Ablauf 
unter diesen iterativen Verfahren besitzt infolge des geringeren Umfanges der Iterations- 
schleife das Rechenprogramm nach Helmert, die längste Zeit ist beim Programm nach 
Bessel erforderlich. Hier wurde auch der Einfluß der Jordanschen Formel (2.42) auf die 
Rechenzeit untersucht. Erwartungsgemäß ergab sich, daß bei ihrer Anwendung die Re- 
chenzeiten nur bei kurzen und mittleren Entfernungen niedriger werden, bei Strecken über 
etwa 5000 km dagegen sogar ansteigen. Nachstehend werden die Durchschnittswerte der 
zur Berechnung der Beispiele 1 bis 7 mit den einzelnen Programmen benötigten Rechen- 
zeiten angegeben: 

Rechenprogramm 
(Verfahren) 

durchschnittliche 
Rechenzeiten 

Bessel 
Helmert 
Bodemüller 
Levallois u. Dupuy 
Sodano 

3,62 Min. 
2,99 Min. 

1,34 Min. 
3,38 Min. 
1,25 Min. 
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5. BEURTEILUNG DER LÖSUNGSVERFAHREN 

Bei einer Beurteilung der einzelnen Lösungsverfahren selbst hinsichtlich ihrer Eignung 
zur Berechnung mit elektronischen Rechenautomaten ist neben einer für alle praktischen 

Erfordernisse ausreichenden Genauigkeit und einer möglichst großen Reichweite der zu 
erwartende Programmierungsaufwand sowie der notwendige Speicherbedarf, also letzt- 
lich die Länge der zu erstellenden Befehlsfolge ausschlaggebend. Demgegenüber sind 
Unterschiede in den Rechenzeiten von geringerer Bedeutung, zumal die Rechenzeiten 
schon bei der relativ langsamen Rechenanlage Zuse Z 23 im allgemeinen verhältnismäßig 
niedrig sind und bei schnelleren Automaten noch weniger ins Gewicht fallen. Auch andere 
Gesichtspunkte wie Vollständigkeit der ersten und zweiten Hauptaufgabe sowie Homo- 
genität der Lösungen, d. h. Verwendbarkeit derselben Grundformeln für beide Hauptauf- 
gaben, sind hier praktisch bedeutungslos, da ohnehin die Herstellung von selbständigen 
Programmen für beide Hauptaufgaben zweckmäßig ist. 

Dagegen ist eine Unterscheidung zwischen direkten und indirekten Lösungen unter 
Umständen von Interesse. Allgemein besteht hier die Ansicht, daß iterative Verfahren für 
die Automatenrechnung besser geeignet sind, da sie den Besonderheiten dieser Rechen- 
anlagen besser entsprechen. Tatsächlich ist auch in der Regel durch eine zyklische An- 
ordnung des Lösungsganges eine Verkürzung der Rechenprogramme zu erreichen ; außer- 
dem ist innerhalb gewisser Grenzen die Möglichkeit einer Steuerung der Genauigkeit ge- 
geben. Allerdings hat dies längere Rechenzeiten zur Folge. Bei der Lösung der vorliegen- 
den Probleme ist jedoch zu berücksichtigen, daß gegebenenfalls stets nur ein mehr oder 
weniger großer Lösungsabschnitt auf iterativem Wege zu berechnen ist. 

Unter diesen Gesichtspunkten darf von den oben behandelten Verfahren die Helmertsche 
Lösung als die für die Automatenrechnung am besten geeignete bezeichnet werden. Sie 
ermöglicht hauptsächlich infolge der guten Konvergenz der dabei verwendeten Grund- 
gleichungen sehr kurze und damit übersichtliche Rechenprogramme. Dies trifft  bemerkens- 
werterweise auch bei der 1. Hauptaufgabe zu, obwohl es sich hier um eine direkte Lösung 
handelt. Zwar ist durch den Umkehrvorgang der Gleichung (2.50) infolge Vernachlässigung 
von Größen k\ ein Genauigkeitsverlust eingetreten, doch werden die Ergebnisse, wie die 
obigen Rechenbeispiele zeigen, auch bei Entfernungen von der Größe des Erdumfanges 
noch mit Millimetergenauigkeit erhalten. Zudem sind die Rechenzeiten äußerst niedrig. 
Damit ist gleichzeitig der Nachweis erbracht, daß bei der Berechnung langer geodätischer 
Linien mit elektronischen Rechenanlagen direkte Verfahren keineswegs den iterativen 
unterlegen sein müssen. Zur Lösung der 2. Hauptaufgabe sind jedoch die von Helmert 
benützten Gaußschen Gleichungen (2.20), die sich schon bei der Berechnung von Hand als 
unpraktisch erwiesen haben, für die automatische Berechnung völlig ungeeignet. Es wird 
hier deshalb zweckmäßig die programmierungstechnisch wesentlich günstigere Bode- 
müllersche Modifikation verwendet, die ein wiederholtes Durchlaufen eines Systems von 
mehreren Gleichungen erfordert. Dadurch erhöhen sich zwar die Rechenzeiten gegenüber 
der 1. Hauptaufgabe wesentlich; sie bleiben aber dennoch beträchtlich unter denen der 
anderen iterativen Verfahren für die 2. Hauptaufgabe. Auch die Anforderungen hinsicht- 
lich Genauigkeit und Reichweite werden hinreichend erfüllt. 

Das Bodemüllersche Einschwenkverfahren ist für die elektronische Berechnung nur 
verwendbar, wenn es gelingt, den bei der konventionellen Berechnung unter Verwendung 
graphischer Hilfsmittel zu bestimmenden Näherungswert AI! auf rein rechnerischem Wege 
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ausreichend genau zu erhalten. Bei dem erstellten Rechenprogramm wurde dies mit Hilfe 
einer rasch konvergierenden Iteration erreicht, die sehr wenig Rechenzeit und auch nur 
sehr geringen Mehraufwand an Programmierungsarbeit erfordert. Die Rechenzeiten 
sind zwar merklich kürzer als beim modifizierten Helmertschen Verfahren, da doch 
ein im wesentlichen direkter Lösungsablauf vorliegt; jedoch ist es diesem wegen des 
erforderlichen erheblich größeren Programmierungsaufwandes und auftretender Un- 
genauigkeiten in den Azimuten bei Entfernungen nahe dem halben Erdumfang keinesfalls 
vorzuziehen. 

Dem Helmertschen Verfahren kommt am nächsten die Lösung nachLevallois und Dupuy, 
die ebenfalls für beide Hauptaufgaben nur verhältnismäßig geringen Programmierungs- 
aufwand und relativ wenig Speicherraum erfordert. Auch sind die Forderungen hinsicht- 
lich Genauigkeit und Reichweite ausreichend erfüllt. 

Allerdings ist hier bei beiden Hauptaufgaben eine Iteration notwendig; denn die Lösung 
der l. Hauptaufgabe kann nicht mehr wie bei der herkömmlichen Berechnungsweise auf 
direktem Wege erfolgen, da die Koeffizienten der von Levallois und Dupuy angegebenen 
Umkehrreihe nicht geschlossen durch Wallissche Integrale dargestellt werden können, 
sondern aus Tafelwerten berechnet werden müssen, so daß diese Umkehrgleichung für die 
Automatenrechnung nicht in Betracht kommt. Deshalb muß hier eine Auflösung der 
Grundgleichung (2.77) nach A w auf indirektem Wege erfolgen, wobei allerdings bei jedem 
Schritt gleichzeitig die Wallisschen IntegraleAIV2, AWit A1V6 neu zu berechnen sind. Die 
Annäherung konvergiert jedoch verhältnismäßig rasch, so daß sich die Rechenzeiten im 
Vergleich zur direkten Helmertschen Lösung nicht stark erhöhen. Der gegenüber dem 
Helmertschen Verfahren etwas größere Programmierungsaufwand ist bei beiden Haupt- 
aufgaben in erster Linie darauf zurückzuführen, daß die Wallisschen Integrale einen für 
die Automatenrechnung ungünstigeren Formelaufbau als die Helmertschen Reihenkoeffi- 
zienten besitzen; dies kommt auch in etwas höheren Rechenzeiten bei der 2. Hauptaufgabe 
im Vergleich zum Helmertschen Verfahren zum Ausdruck. Außerdem erfordert die Ver- 
wendung des Parameters A0 bei der 1. Hauptaufgabe ausführlichere Quadrantenkriterien, 
da das Äquatorazimut Werte zwischen o und 2 n annehmen kann. 

Auch das Besselsche und das von Albrecht angegebene Verfahren, die beide einen indi- 
rekten Lösungsablauf erfordern, sind durchaus für die Berechnung mit elektronischen 
Rechenautomaten geeignet. Werden die Reihenkoeffizienten der Grundgleichungen (2.31) 
und (2.40) mit sämtlichen in (2.32) bzw. (2.41) angegebenen Gliedern verwendet, dann 
gewährleisten sie eine äußerst hohe Genauigkeit. Die Rechenprogramme sind dann aller- 
dings ziemlich umfangreich und die Rechenzeiten verhältnismäßig hoch. Wird jedoch nur 
Zentimetergenauigkeit angestrebt, dann können in den Beziehungen (2.32) und (2.41) der 
größte Teil der Glieder von der Ordnung ks bzw. e8 vernachlässigt werden. Aber auch 
dann werden die Rechenprogramme, hauptsächlich infolge der geringen Konvergenz dieser 
Reihenkoeffizienten und ihrer für die Programmierung etwas ungünstigen Struktur, im 
Vergleich zu den Verfahren nach Helmert sowie Levallois und Dupuy merklich umfang- 
reicher und damit die Rechenzeiten auch etwas länger sein. Dagegen bedeutet die Zusam- 
mensetzung der Argumente der trigonometrischen Funktionen aus den Teilen M und A a 
in programmierungstechnischer Hinsicht keine spürbare Erschwernis. Die Ermittlung eines 
Näherungswertes für A À mit Hilfe der Jordanschen Formel (2.42) erwies sich bei langen 
Entfernungen als unzweckmäßig, nur bei verhältnismäßig kurzen Strecken bis ca. 1000 km 
sind gute Näherungswerte und damit kürzere Rechenzeiten zu erreichen. Die unmittelbare 
Verwendung des ellipsoidischen Längenunterschiedes Al als erste Näherung für Al be- 
deutet dagegen eine erhebliche Einsparung von Programmierungsarbeit. 
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Die Lösung von Hubeny erfordert verhältnismäßig hohen Programmierungsaufwand 
und relativ viel Speicherraum. Dies ist zwar teilweise auf den von Hubeny angestrebten 
im wesentlichen direkten Lösungsgang zurückzuführen, zum großen Teil aber darauf, 
daß sich die Auflösung der Grundgleichungen (2.89) und (2.95) bei der Automatenrech- 
nung etwas umständlich gestaltet. Hier müssen zunächst aus den programmierungstech- 
nisch ungünstigen Beziehungen (2.88) und (2.94) die Koeffizienten As, Bs, . . . bzw. At, 
Bj . . . berechnet werden. Zwar könnte das Programm ohne Schwierigkeiten so abgefaßt 
werden, daß ihre Berechnung zur Lösung mehrerer Aufgaben auf demselben Ellipsoid nur 
einmal zu erfolgen braucht; dies würde sich zwar auf die Rechenzeiten auswirken, eine 
Verkürzung des Rechenprogrammes selbst wäre damit jedoch nicht verbunden. Zu be- 
rücksichtigen ist allerdings, daß in den Beziehungen (2.88) und (2.94) die Glieder mit e10 

und ein Teil der Glieder mit e8 vernachlässigt werden können, sofern nur Zentimeter- 
genauigkeit angestrebt wird. Erst nach Berechnung der Koeffizienten As, Bs, ... bzw. 
A b Bb . . . können die eigentlichen Reihenkoeffizienten \A J, [AJ, . . . bzw. \A 7], 
[AJ, . . . ermittelt werden. Die hierfür zu verwendenden Beziehungen (2.90) bzw. (2.96) 
sind ebenfalls sehr umfangreich. Zu bemerken ist jedoch, daß sich bei der Berechnung 
von Hand die Ermittlung der Reihenkoeffizienten relativ einfach gestaltet, da von Hubeny 
hierfür in [16] für die gebräuchlichsten Ellipsoide entsprechende Tafelwerke angegeben 
werden. 

Für die zur Lösung der 1. Hauptaufgabe erforderliche indirekte Auflösung der Grund- 
gleichung (2.89) schlägt Hubeny die Anwendung eines Interpolationsverfahrens und einen 
Lösungsweg über differentielle Zuschläge vor. Beide Möglichkeiten, die zwar bei der her- 
kömmlichen Berechnung eine Abkürzung des Rechenablaufes bedeuten, sind program- 
mierungstechnisch ungünstig. Bei der Lösung mit Rechenautomaten wäre die Auflösung 
von (2.89) auf iterativem Wege vorzuziehen, obwohl damit eine geringfügige Erhöhung 
der Rechenzeiten verbunden wäre. Auch der von Hubeny bei der 2. Hauptaufgabe benützte 
Weg ist für die Automatenrechnung ungeeignet, da dabei die hierfür ungünstigen Gauß- 
schen Gleichungen (2.20) verwendet werden. Hier wäre eine Bestimmung der Größe Al 
durch allmähliche Annäherung mit Hilfe eines Formelsystems ähnlich wie bei der Lösung 
nach Levallois und Dupuy zu empfehlen. Es darf jedoch festgestellt werden, daß mit den 
Formeln von Hubeny in der in Abschnitt 2.2.4 angegebenen Form Ergebnisse mit äußerst 
hoher Genauigkeit zu erzielen sind. 

Die Lösungen von Sodano ermöglichen eine direkte Berechnung der beiden Hauptauf- 
gaben, was für die Automatenrechnung den Vorteil kurzer Rechenzeiten bedeutet. Die 

Grundformeln (2.129) und (2.134) für die 1. Hauptaufgabe reichen jedoch nur bis zu den 
Gliedern mit a2 bzw. eso daß damit Ergebnisse mit Zentimetergenauigkeit nur bei kurzen 
Entfernungen bis etwa 100 km erhalten werden. Da aber auch bei kleinen Strecken die 
Konvergenz dieser Grundformeln nicht sehr gut ist, bringt eine Unterteilung der geo- 
dätischen Linie in kleinere Abschnitte und eine schrittweise Berechnung nach dem Ver- 
fahren der „progressiven Iteration“ keine ausreichende Genauigkeitssteigerung. Obwohl 
der Programmierungsaufwand größer ist als beim Helmertschen Verfahren, ist das in [40] 
angegebene Formelsystem für die 1. Hauptaufgabe bei mittleren und langen Entfernungen 
nur für Näherungslösungen zu verwenden. Die Grundformeln (2.116) und (2.117) für die 
2. Hauptaufgabe dürften hinsichtlich der Genauigkeit etwa denen der 1. Hauptaufgabe ent- 
sprechen. Dagegen ermöglichen die Beziehungen (2.119) und (2.122), die auch dem oben 
erstellten Rechenprogramm zugrunde gelegt wurden, Ergebnisse mit Zentimetergenauig- 
keit bei Strecken bis etwa 19000 km Länge. Bei größeren Entfernungen treten jedoch 
Ungenauigkeiten auf, die darauf zurückzuführen sind, daß die in der Gleichung (2.119) 
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verwendeten Funktionen esc A o' und ctg A o' in der Nähe von A o' —n gegen unendlich 
wachsen. Zwar sind die Rechenzeiten infolge des vollständig linearen Programmablaufes 
äußerst kurz, Programmierungsaufwand und Speicherbedarf sind jedoch hauptsächlich 
wegen des vielgliedrigen Aufbaus der Beziehung (2.119) relativ hoch, so daß die Lösung 
auch bei der Automatenrechnung gegenüber den Verfahren von Helmert sowie Levallois 
und Dupuy deutliche Nachteile besitzt. Zu bemerken ist jedoch, daß Sodano vollständige 
für die Automatenrechnung geeignete Kriterien zur Quadranten- und Vorzeichenermitt- 
lung angibt. 

6. ABSCHLIESSENDE BEMERKUNGEN 

Durch Umstellung der wichtigsten auf dem Besselschen Prinzip beruhenden Lösungs- 
verfahren für die geodätischen Hauptaufgaben in eine für die Berechnung mit elektroni- 
schen Rechenanlagen geeignete Form und Entwicklung leistungsfähiger Rechenprogramme 
konnte mit der vorliegenden Arbeit ein Beitrag zur Lösung des Wirtschaftlichkeitspro- 
blems bei der Berechnung langer geodätischer Linien geleistet werden. Die dabei erstellten 
Programme sind für jedes beliebige Rotationsellipsoid und außerdem sowohl für kurze 
als auch für sehr lange Entfernungen verwendbar. Da sie teilweise Ergebnisse höchster 
Genauigkeit liefern, ist ihre Verwendung nicht nur für praktische Zwecke, sondern auch 
für theoretische Untersuchungen möglich. Allerdings liegen die Programme zunächst nur 
für die Rechenanlage Zuse Z 23 vor; es ist jedoch eine spätere Übersetzung für andere 
Rechenautomaten vorgesehen, sobald auch hier einfachere Voraussetzungen zur Berech- 
nung mit doppelter Genauigkeit gegeben sind. 

Der Herstellung der eigentlichen Rechenprogramme ging die Entwicklung von Unter- 
programmen zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen und der Arcusfunktionen 
mit hoher Genauigkeit voraus. Hierfür war zunächst die Herleitung entsprechender Nähe- 
rungsfunktionen erforderlich. Die Anwendung der erstellten Unterprogramme ist jedoch 
keineswegs auf die Berechnung langer geodätischer Linien beschränkt; auch ihre Über- 
tragung für andere Rechenanlagen ist vorgesehen. 

Weiterhin war es möglich, die behandelten Lösungsverfahren für lange geodätische 
Linien hinsichtlich ihrer Eignung für die Berechnung mit programmgesteuerten Rechen- 
automaten näher zu vergleichen und zu beurteilen, so daß bei der Herstellung von Program- 
men für andere Rechenanlagen eine zweckmäßige Auswahl erleichtert wird. 

Gleichzeitig konnte mit der vorliegenden Arbeit der Nachweis dafür erbracht werden, 
daß die auf dem Besselschen Prinzip beruhenden Verfahren, wenn auch teilweise erst nach 
entsprechenden Abänderungen bzw. Ergänzungen, durchaus für die Lösung mit elektro- 
nischen Rechenanlagen geeignet sind und somit ein unmittelbares Bedürfnis nach neuen 
speziell auf die Automatenrechnung abgestimmten Lösungsverfahren für lange geodätische 
Linien zur Zeit nicht besteht. Damit soll jedoch keineswegs behauptet werden, daß es nicht 
noch andere evtl, sogar günstigere Wege und Möglichkeiten zur Lösung dieser Probleme 
mit elektronischen Rechenanlagen gäbe. Insbesondere sei hier auf die Lösung durch un- 
mittelbare Verwendung elliptischer Integrale hingewiesen, wobei die Kriterien zur Qua- 
dranten- und Vorzeichenermittlung, die bei den vorliegenden Programmen nicht gerade 
zur Übersichtlichkeit beitragen, weitgehend entfallen würden. Es ist beabsichtigt, diese Mög- 
lichkeit ebenfalls zu untersuchen. 

Dagegen darf bereits hier festgestellt werden, daß das Verfahren der schrittweisen Be- 
rechnung auf der Grundlage der Legendreschen Reihen gegenüber den auf dem Bessel- 



6. Abschließende Bemerkungen 135 

sehen Prinzip beruhenden Lösungen entscheidende Nachteile aufweist. Zwar entfallen hier 
Quadranten- und Vorzeichenkriterien vollständig, so daß die Rechenprogramme einen sehr 
einfachen und übersichtlichen Aufbau besitzen. Jedoch treten hier, wie durch die Ergeb- 
nisse eingehender Untersuchungen bestätigt und auch bereits an früherer Stelle bemerkt 
wurde, andere Mängel auf, die in erster Linie darauf zurückzuführen sind, daß die Kon- 
vergenz der Legendreschen Reihen sich mit wachsender geographischer Breite immer mehr 
verschlechtert. In der Nähe der Pole bzw. bei geodätischen Linien, die diese Bereiche be- 
rühren, sind somit genaue Ergebnisse praktisch nicht mehr zu erhalten. Das bedeutet, daß 
diese neue Methode nur in einem beschränkten Bereich anwendbar ist. Zudem bestehen 
wirtschaftliche Bedenken, insbesondere bei Verwendung von Automaten mit geringerer 
Rechengeschwindigkeit; denn die Rechenzeiten sind hier um ein Vielfaches höher als bei 
den auf dem Besselschen Prinzip beruhenden Verfahren, da für jeden Einzelschritt unter 
Umständen nahezu der gleiche Rechenaufwand erforderlich ist wie etwa für die Berech- 
nung der ganzen geodätischen Linie nach dem direkten Verfahren von Helmert. 

Die bereits vorliegenden Untersuchungsergebnisse über dieses neue Verfahren, insbe- 
sondere über die Möglichkeiten einer Genauigkeitssteigerung und einer Erweiterung des 
Anwendungsbereiches durch Verwendung anderer auf den Legendreschen Reihen be- 
ruhender Lösungen sowie Testergebnisse mit hierfür erstellten Rechenprogrammen sollen 
in einer gesonderten Veröffentlichung mitgeteilt werden. 

Anmerkung : 

Infolge Platzmangels ist es nicht möglich, die teilweise sehr umfangreichen Rechenpro- 
gramme der vorliegenden Arbeit beizugeben. Sämtliche Programme liegen am Geodäti- 
schen Institut der Technischen Hochschule München auf und können von dort im Bedarfs- 
fälle angefordert werden. 
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