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Primitiv-rekursive Ordinalzahlfunktionen
Von Kurt Schiitte in Miinchen

Vorgelegt am 28. Februar 1975

Das primitiv-rekursive Definitionsverfahren fur arithmetische
Funktionen wird in einer einfachen Weise zu einem Definitions-
verfahren flir Ordinalzahlfunktionen erweitert, indem f(«) fiir
eine Limeszahl « als das Supremum der f(&) (& < «) definiert wird.
Bei dieser Erweiterung ins Transfinite geht allerdings die Be-
rechenbarkeit der Funktionen verloren, wie in § 5 gezeigt wird.
Es 14Bt sich aber genau feststellen, welche Ordinalzahlen von den
»primitiv-rekursiven’  Ordinalzahlfunktionen erzeugt werden
(Sédtze 1 und 2 der §§ 3 und 4).

§ 1. Ein System PRO von primitiv-rekursiven
Ordinalzahlfunktionen

Wir legen die klassische Theorie der Ordnungszahlen zugrunde
(etwa im Rahmen des Axiomensystems von Zermelo-Fraenkel).

Induktive Definition der Funktionale des Systems PRO

1. Jede Ordinalzakl ist ein o-stelliges Funktional.

2. Das Nachfolgerfunktional N ist ein 1-stelliges Funktional.

3. Fir 1 <7 << n ist das Projektionsfunktional P? ein n-stelli-
liges Funktional.

4. Substitution : Ist f” ein m-stelliges Funktional (2 > 1) und
sind g7, . . ., gi, n-stellige Funktionale (% > 0), soist f”(g7,..., &5,
ein z-stelliges Funktional.

5. Primitive Rekursion: Ist f ein n-stelliges Funktional und
£ % ein (n + 2)-stelliges Funktional (# > 0), so ist [f", g" %] ein
(n + 1)-stelliges Funktional.

Mitteilungszeichen :

7, &, m, 2 fiir natiirliche Zahlen,
w, B, », & fiir Ordinalzahlen,
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S gt B fur a-stellige Funktionale (2 2= 0),
a, b flir o-stellige Funktionale.

Diese Mitteilungszeichen werden auch mit unteren Indizes ver-
wendet.

Induktive Definition des Wertes Wa etnes o-stelligen Funktio-
nals a (Dieser Wert ist eine Ordinalzahl)

1. Wo: =«
2. Wa = o= WN(a) = o' (Nachfolger von o)
3. WPi{ay, ..., a,): = Wa, fur 1 <i < n.

4.m =1, Wgllay, ..., a,) =y(i=1,...,m)
= Wi (e, . . gi)ay, o oa) =Wy, o0 Vo)
5. Wa, ., =o0=W[f, g ) ay,...,a,,1):=Wf(a...,a,)
6. Wa, ,=f, W[ g *(a,...,a,p =7
= W[feg " ay, ..., a,.0):=Wg" %(ay,...,a,B )
7. Wa, ,, = Limeszahl
= W[ g ey, ... a,.): = SQJPBT'V[f”, &N ay, ... a, £

Wirschreibena = 4,a << bunda < bfar Wa = Wb, Wa < Wh
und Wa < Wh.

M-Funktionale und M-Definierbarkeit beziiglich einer Ordinal-
zalklenmenge M.

1. Als M-Funktionale bezeichnen wir diejenigen Funktionale
des Systems PRO, die aufler Elementen von 47 keine Ordinal-
zahlen als Grundzeichen enthalten.

2. Eine Ordinalzalkl o heilde M-definierbar, wenn es ein o-stelli-
ges J/-Funktional @ mit Wa == o gibt.

3. Eine n-stellige Ordinalzahlfunktion ¢(n > 1) heille M-deji-
nierbar, wenn es ein n-stelliges A7-Funktional f” gibt, so daf3

Wf (g, - e o)) = Pl - - -y )

far alle Ordinalzahlen oy, . . ., o, gilt.

4. Eine wn-stellige zallentheoretische Funktion ¢: N — N
(n = 1) heile M-definiierbar, wenn es ein n-stelliges A7-Funktio-
nal f* gibt, so dal}



Primitiv-rekursive Ordinalzahlfunktionen 145

WEGny, ... m,) = @(mny, ..., m,)
fiir alle natirlichen Zahlen s, ..., m, (Ordnungszahlen < w)
gilt.
5. M heille eine PR-Basis eines Ordinalzahlenabschnitts A,

wenn M eine Teilmenge von 4 und jede Ordinalzahl aus 4 M-defi-
nierbar ist.

6. M heille PR-abgeschlossen, wenn Wa & M fur jedes o-stel-
lige A/-Funktional a gilt.

§ 2. Spezielle Ordinalzahlfunktionen

Bekanntlich gibt es fir jede Klasse X von Ordinalzahlen genau
eine Ordnungsfunkiion, d. h. eine streng monotone Abbildung
von einem Ordinalzahlenabschnitt auf X.

Induktive Definition dev Funktion ¢, und ¢,

1. ¢, sei die Ordnungsfunktion der additiven Hauptzahlen, also
7o) = .

2. @, 4, sci die Ordnungsfunktion der Fixpunkte von g@,,.

3. ¢, scei die Ordnungsfunktion der gemeinsamen Fixpunkte
aller ¢, (n << w). Die Werte ¢, (o) dieser Funktion ¢, bezeichnen
wir als w-Arztische Ordinalzahlen.

Es wird sich zeigen, daB die PR-abgeschlossenen Ordinal-
zahlenabschnitte durch @ und durch die w-kritischen Ordinal-
zahlen bestimmt sind.

Induktive Definition von ¢ (o) und ¢* (o) fiir eine 1-stellige
Ordinalzahlfunktion ¢

P@: = ¢ )= p(p"@), ¢7E: = sup¢().

Lemma 1. Fir die Funktion ¢, gelten folgende Rekursionsglei-
chungen:

Pe(0) =1 P, 4+1(0) = ¢,(0)

(]O(C/.’) = ¢0<U') Tw ‘7’n+1(°‘l) = Q’;f(¢,,+1(a>’)
@ Limeszahl = ¢, («) = sup ¢, (&).
§<la

10 Minchen Ak. Sb. 1975
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Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition von ¢,,.

Lemma 2. Zu jeder additiven Hauptzahl «, die nicht m-kritisch
ist, gibt es z und & < o mit o = ¢, (&).

Beweis. Da o nicht w-kritisch ist, gibt es eine kleinste natiirliche
Zahl n mit ¢, () & o. Dann ist o <7 ¢, (a). Ist 2 > o, so folgt aus
der Minimalitit von #», dal « ein Fixpunkt von ¢,_,, also ein
Wert von ¢, ist. o ist als additive Hauptzahl auch ein Wert von
@o- Es gibt daher in jedem Fall é mit o = ¢, (&). Da o < ¢, (o) ist,
folgt & < a.

Definition von Ordinalzaklen §(n, )

@, (o), wenn es & und m < o mit o = & + m und
a(n’ a): = (pn<§) == § glbt’
@, (o) sonst,

Lemma 3. Fir die Ordinalzahlen (7, o) gilt:

a) P(n, «) ist eine additive Hauptzahl.
b) o << @(n, o),
Qa< =P 0 <9 f
d) me <, a < G(n, f) = POm, o) < g, p)
e) o < @u(y) = §(n o) < 9,(7)-
Beweis. Dies folgt aus der Definition von @ (7, ) aufgrund der

Eigenschaften der Funktionen ¢, und ¢,,.

Definition von Ordinalzahlenmengen A, und B,

A= E1E<p)) Byi={o,0} v {pu(®) | £ <y}

Offenbar bildet die Menge aller Ordinalzahlen <Z @ den klein-
sten nichtleeren PR-abgeschlossenen Ordinalzahlenabschnitt und
{o} eine PR-Basis dieses Abschnitts. Wir zeigen im folgenden,
daB auch jeder Ordinalzahlenabschnitt 4, PR-abgeschlossen und
B, eine PR-Basis von A4, ist.

§ 3. PR-abgeschlossene Ordinalzahlenabschnitte

Induktive Definition des Grades GI* und der Héhe HI" eines
n-stelligen Funktionals k" des Systems PRO
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1. Go: = 0, Ho: =«

2. GN:= o, HN:=o0

1K IiKn=>GCP:=0, HP!:=o0

4 mzZ1=Gf"(g},....gn): =max (Gf”, Gg}, ..., Ggl)+
+o1, Hf (g, gk =max (Hf" Hgl, ..., Hg,,

5. GLP, &2 = max (GF, Gg"*) + 1, HIf, g+ =
= max (Hf*, Hg"*?).

Folgerungen: G /4" ist eine natiirliche Zahl. Enthilt 4" keine
Ordinalzahl als Grundzeichen, so ist A 4" = 0. Andernfalls ist
H 7" gleich der groBten Ordinalzahl, die als Grundzeichen in 4”
auftritt.

Lemma 4. Fiir jedes #-stellige Funktional 2” (# = o) und alle
Ordinalzahlen oy, . . ., «, ist

Aoy ..o 0) KGR HIE + oy + ... +a,).

Beweis durch Hauptinduktion nach G /4" mit Nebeninduktion
nach o,

1. /" sei a, V oder P?. Dann folgt die Behauptung aus Lemma
3 a)und b).

2. k" sel f7(gt, ..., gh) mit m > 1 und
k:=max (Gf”, Ggi,...,Ggr). Dann ist GA" =4 4+ 1 und
nach der HIV (Haupt-Induktionsvoraussetzung)
gilogy, o) <P, HE 40y +...4+0a) (F=1,..., m)
Py oey0,) SPEHE + g8 (g, .o oyn) oo+ gn(og, .. x).

Hieraus folgt
Wy 0,) <@, HE + @k, HI* + oy + ...+ ) m).

Nach Lemma 3 a), b) und d) folgt die Behauptung.
3= Kisel[ 1 ot Y mit s 01 ind 2= max (G LiGe Y.
Dannist GA”* = % + 1.

3-1. Es sei o, = 0. Mit der HIV folgt
Aoy, o) = Nay o0, ) SKPEHES F o+, )
<G HE +oay +... +a).
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n+l]

3.2. Esseia, = f'und [f/" 7}, ¢ (ag, +*+, o, 4, ) =7y. Dann

ist nach der HIV

& oo, B KPR HE oy + -+ B +y)

und nach der NIV (Neben-Induktionsvoraussetzung)

y K@GH HE 4oy + -+ +0o,_; +6).

Hieraus folgt

= h e o e a) PO HE +oq +ov 0 F oy + 4+
+ PG Hey gy +-+« +a,_; +H)

Nach Lemma 3 a)-d) folgt die Behauptung.

3.3. o, sei eine Limeszahl. Dann ist fur alle & < «, nach der
NIV

[fn—l’gﬂ'f'l](d_l’ SRRl S 5) <7)<G/l",H/ln+U.1+ s +c,'n—1+§)
<@GHK HI + oy + - + ).

Hieraus folgt die Behauptung.
Satz 1. Jeder Ordinalzahlenabschnitt A4 ist PR-abgeschlossen.

Beweis. a sci ein o-stelliges A -Funktional. Dann ist
Ha < ¢,(y). Nach Lemma 4 ist ¢ << § (Ga, Ha). Nach Lemma
3 e) folgt a < ¢, (¥), also Wa & A4,,.

§ 4. PR-Basen

Zum Beweis, dall B, eine PR-Basis von 4, ist, definieren wir
einige spezielle Funktionale des Systems PRO.
Konstante Funktionale
Q= GF=[Cn PIEL

Folgerung:
C:(ﬁl’ DR ) ﬂn) = &

Summe und Produkt von Ordinalzahlen

=[P, NPR) X =[G, 4 (P, PR
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Folgerungen: + und X sind 2-stellige {o}-Funktionale mit

+(a,o>:a X(O’.,O)IO

+ (o, ) =N (+ (o ﬂ)) X (o, f) = + (X (o, B), C/.)
B Limeszahl = + («, f) = sup + («, &), X (o, f) = sup X (=, &).
§<B §<B
Es gilt also allgemein + (o, f) = « -+ f und X (a, f) = « - f.

Iteration eines 1-stelligen Funktionals f*
L[] = [PLAEPD], UY=Lt .

Folgerungen:

(Y () = It[M (e, p)
() =
(fl/ () _fl«fl)ﬂ 7/)

g Limeszahl = ()% («) = 551/12 (FH* ().

Induktive Definition der Funktionale ¢,
@o: = [V(0), X (PL COL @urr: = [(®)" (), (#.)" V(PD)]-
Folgerungen: Die ¢, sind 1-stellige {0, w}-Funktionale mit
‘po(o) == N<O) (pn—l-l(o) = <¢n>w(0>
¢0<C/'I) = X (‘Fo(‘x)’ (1)) lpn+1<a‘1) = ((pn>w (N(¢It +1<1>))
o Limeszahl = ¢, (o) = sup ¢, ().
<

Satz 2. Die Ordinalzahlenmenge B, : = {0, o} {9,(§)&<y}
bildet eine PR-Basis des Ordinalzahlenabschnitts

A, ={E &<,

Beweis. Nach Lemma 1 stellen die vorstehend definierten
{0, w}-Funk tionale ¢, die in § 2 definierten Ordinalzahlfunktionen
¢, dar. Auflerdem ist die Addition von Ordinalzahlen {o}-defi-
nierbar, Nach Lemme 2 folgt durch transfinite Induktion, daB jede
Ordinalzahl <Z ¢,,(y) B, -definierbar ist.

Folgerung aus Satz 2. AuBer der Menge aller Ordinalzahlen
< w sind die 4,, die einzigen PR-abgeschlossenen Ordinalzahlen-
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abschnitte, die nicht leer sind und nicht alle Ordinalzahlen ent-
halten.

Beweis. Ist A ein PR-abgeschlossener Ordinalzahlenabschnitt
mit w & 4 und y kleinste Ordinalzahl mit ¢,(y) €& 4, so ist
B, C A C A, Nach Satz 2 folgt dann 4 = 4.

§ 5. {0, w}-Definierbarkeit der arithmetischen Funktionen

Unter einer arithmetischen Formel verstehen wir eine Formel
der reinen Zahlentheorie im Rahmen der Pridikatenlogik 1. Stufe
mit Identitit, in der auBer dem Gleichheitszeichen keine Priadikat-
zeichen und auBer den Zeichen fiir Null, Nachfolgerfunktion, Ad-
dition und Multiplikation keine Funktionszeichen auftreten. Eine
n-stellige Funktion ¢ : N* — N (n = 1) heiBe arithmetisch, wenn
es eine arithmetische Formel §[a,, . . ., , 4] gibt, in der auBer
a, ..., a,, keine freien Zahlenvariablen auftreten, so dal3

pOng, .. .,m,) = px§[my, ..., m, x]

fiir alle nattirlichen Zahlen #2,, . . ., 2, gilt. Dabei sei
nxF[my, . .., m,x] die kleinste Zahl &, fur die §[m,, . . ., m,, £]
gilt, falls es solche Zahl gibt, sonst o.

Offenbar ist eine arithmetische Funktion genau dann {o}-defi-
nierbar, wenn sie im tiblichen Sinne primitiv-rekursiv ist.

Um zu zeigen, daB jede arithmetische Funktion {o, w}-definier-
bar ist, definieren wir einige spezielle Funktionale des Systems

PRO.
Die Funktionale 6 und D
6:=[o, P, D:= [P}, §(PD)].
Folgerungen:
6(0) =0, 0(n")=mn

wm — 72, wenn m == # ist,
o, wenn 2 < 72 ist.

D(m, n) =

Die Funktionale o und o

o: =0, Cfp) 0:=[N(0), (5l(a)
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Folgerungen:
¢(0) = o, o(0) = N(0o)

o = 0= d(a) = N(0), () = 0.
Der beschrinkte p-Operator

Wir schreiben im folgenden ¢” + 2™ und g” - 2” fur + (g7, /™)
und X (g7, £7).
e[fn+1] c =g n+1<Piz+2’ e, P::+2, Cg+2)> B
Co(fTHPITE L, PIEY)). 0P
L s =[G PR el + PitE 5]
pl 1 = WP, L P, €O,

Folgerungen: e[ /" *1] ist ein (z + 2)-stelliges Funktional mit

N(o), wenn f**1(oy ..., &, 0) == o,

e[/ (g, oo, Boy) =1 ST oy, ..., o, ) =oundy = oist,
O sonst

plf” 71 ist ein (# + 1)-stelliges Funktional mit

/L[f”+1]<°'-1’ R O) =0
B, wenn_/"-l-l(al, . e, 0,0) 7= O,
7 -4 1
+1 n o__ f (dl,...,a”,ﬁ):ound
au[fn ](0(17-..,0(7:)[3) M[fn-\-l](al,,,.,%,,ﬂ):oist

w7 1(ayq, - - -y, ) sonst

# Limeszahl=> u[ /"t (aq, . . ., 2, 8) = 31;}1;;[_/”'“] (g, ... 0, &)

1o, ("] ist ein z-stelliges Funktional mit p, [/ (aty, . . ., &) =

= lu[f"+1] (f/.l, L ,O’.",CO>.
Hiermit ergibt sich

min (/" ay, ... ,a,, & = 0), falls
VB
e[ @y, o, B) = 4 es existiert,

O sonst.
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Insbesondere gilt:

Lemma 5.
min (/" (ay, .. .,a,%) = 0), falls
1 Ko
a) o, [" T (etqy e w,) = es existiert,
0 sonst.

b) Ist /™1 ein {0,w}-Funktional, so ist auch g, [ /" 1] ein {o,w}-
Funktional.

Lemma 6. Zu jeder arithmetischen Formel §[a4, . . .,a,], in der
auller a4, .. .,a, keine freien Zahlenvariablen auftreten, gibt es
ein z-stelliges {o,w}-Funktional f*, so daB

Sy, oo oym) =0 §Flmy, ..., m,

flir alle natiirlichen Zahlen 724, . . ., 7, (Ordinalzahlen << w) gilt,
(Wir sagen dann, dall f* ein charakteristisches {0, }-Funktional
fiir § ist.)

Bewets durch Induktion nachder Linge der Formel§ a4, . . ., a,].

" n

Dabet kénnen wir annchmen, dall diese Formel keine Junk-
toren auller 7] und v und keinen Allquantor enthilt.

1.8[ay, . . ., a,] sei eine Gleichung
oqilay, ..., a) = oy[a., ..., a,].
Dann gibt es n-stellige {o}-Funktionale g7 mit
gilmy, ..o m) = oy(my, ... ,m,] (1 =1,2).
Fir /" . = 4 (D(g},g%), D(g},47)) folgt die Behauptung.
2. 5[aq, .. .,a,] sct eine Formel 7] Ga,, ... ,q,]

Nach I. V. (Induktionsvoraussetzung) hat dann & ein charak-
teristisches {o,w}-Funktional g”. Fir f*: = &(g") folgt die
Behauptung.

3.8 [ay, - . .,4a,] sei eine Formel

Gy [ay, ... a,]v Gylay, ...,a,].
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Nach I. V. haben ®,;, 8, charakteristische {o,w}-Funktionale
ghgs. Fur f': = x (g7, g3) folgt die Behauptung.

4.8[ay, ... ,a,] set eine Formel 3 x Glay, ...,a,x]. Nach
1. V. hat ® ein charakteristisches {o,m}-Funktional g"*!. Fiir

fro=g" P PN P)
folgt die Behauptung.
Satz 3. Jede arithmetische Funktion ist {o,w}-definierbar.

Beweis. @: N* — N sei eine arithmetische Funktion mit
[
@y, ... m,) = px§my, ... ;m,x].

Nach Lemma 6 gibt es ein {o,w}-Funktional /! mit
S ey, oy ) =0 @ Flmy, oo m, ).
Dann ist u, [ /" 7] ein n-stelliges {0,w}-Funktional mit

P L N mgy ooy = @(my, ... ,m,)

fir alle natiirlichen Zahlen w24, . .. ,m2,.



