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Uber f-quasiordinäre Bogen 

Herrn J. Aczél zum 55. Geburtstag mit freundschaftlichen Wünschen 

Von Otto Haupt 

Einleitung 

0.1. In einem topologischen Bild einer abgeschlossenen Kreis- 

scheibe, dem sogen. Grundbereich Q, sei gegeben ein Sy- 

stem f von Bogen und Kurven K (Vgl. [1.], 1.1.), der sogen. 

Ordnungscharakteristiken K, kurz OCh. Um deutlich zu 

machen, daß Punkte zi, ,..,«(Gß auf K G f liegen, schreiben 

wir auch K(zv ...,zs) statt K. Zu f gehöre eine natürliche 

Zahl k : = k(J) > 1, die sogen. Grundzahl von f mit folgender 

Eigenschaften: Sind die zk G K, x — 1, . . ., k, verschieden und 

gibt es keine weiteren K' = K'(zi, . . ., zk) mit K =)= K' G f 

(l-Unität von K(z\, . . ., z^j), so ist K(zi, . . ., zk) stetige Funk- 

tion von (zi, . . ., zx) (ft-Stetigkeit von K). 

0.2. Es sei Z die Menge aller /è-tupel z : = (zi, . . ., zÄ) mit lau- 

ter verschiedenen zu G Q. Bezüglich der z G Z bzw. der K(z) : = 

K(zi, . . . zk) G f hat man nun die Disjunktion: Es ist z ent- 

weder f-entartet, d. h. es gibt kein K(z) G f oder f-ordinär, 

d. h. es gibt genau ein K(z) G f oder f-halbordinär, d. h. es 

existieren mindestens zwei verschiedene K(z) G f. Diesen Er- 

klärungen entsprechend bezeichnen wir eine Menge M C 6 als 

f-entartet bzw. als f-ordinär. bzw. als f-quasiordinär, wenn 

jedes z G M f-entartet bzw. f-ordinär bzw. entweder f-halb- 

ordinär oder f-ordinär ist ; es ist M genau dann /é-quasiordinâr, 

wenn M keine f-entarteten z enthält. 

0.3. Bei Beschränkung auf eine bestimmte Menge M, sogen. 

Basismenge, stellen sich jetzt, bei vorgegebenem OCh-Sy- 

stem f, Fragen wie etwa diese: Ist M f-entartet oder f-quasiordi- 

när. (R : — Körper d. reellen Zahlen; R : = {—00, + 00}). 

0.4. Die vorliegende Note verfolgt solche und verwandte Fra- 

gen bei OO-Systemen f, die von Parabeln höchstens vom Grade 

tn > 2 mit J \ = [o; 1] als Definitionsbereich geliefert werden, 
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72 Otto Haupt 

wobei diese Parabeln bezüglich / einer „Randbedingung“ ge- 

nügen. Grundbereich ist dabei der Parallelstreifen Q : = {(%, rj) : 

7£/At)£U} und die Basismengen sind Graphen G : = G(J) 

■ = {(*. >)):I£M =/(%)} mit stetigem/: /-> R. 
Unter anderem ergibt sich: Die f-quasiordinären G(J) sind ge- 

kennzeichnet durch eine Funktionalgleichung für /. Im speziellen 

Fall m = 2 (= /è) werden alle Lösungen dieser Funktionalglei- 

chung angegeben. Auch werden für beliebiges m > 3 Aussagen 

gewonnen. 

Auf Fragen wie die betr. die Funktionalgleichung für / bei 

m > 3, also insbesondere die nach der Existenz zugehöriger 

f-quasiordinärer U(/) hoffen wir an anderer Stelle zurückkommen 

zu können. Vgl. auch 3.5., Anmerkung. 

Herrn H. H aller habe ich für verschiedene Bemerkungen sehr 

zu danken. 

1. Bezeichnungen 

1.1. Als Bogen werden topologische Bilder der Strecke be- 

zeichnet. Daß a und b die Endpunkte des Bogens B sind, wird 

durch die Schreibweise B(a\b) angezeigt; außerdem wird 

B(a\b) : = B{a\b) \ {a, b} gesetzt; es ist also B der größte offene 

Teilbogen in B. 
1.2. Es ist / : = [o ; 1] C R und Q : = {(%, »?): Z G/A?) G R}; 

ferner sei Qs'-= Q \Q der Rand von Q. Es ist Q der Grund- 

bereich, in dem sich alle folgenden Betrachtungen abspielen 

(vgl. 0.1.). (Es ist also Q der Parallelstreifen zwischen den ^-Pa- 

rallelen durch (o; o) und 1, o)). 

1.3. Die Basismengen (vgl. 0.3.) sind Bogen G(f), deren End- 

punkte in Qg liegen und die sich parallel zur ?;-Achse topologisch 

auf J projizieren. Die Ordnungscharakteristiken sind ebenfalls 

Bogen, nämlich Parabeln, d. h. Graphen G(p) von Polynomen 

p : J —* R mit Endpunkten in Q , die einer Randbedingung (vgl. 

2.1.) genügen und die sich ebenfalls parallel zur jpAchse topo- 

logisch auf J projizieren. Ist £(/) orientiert, so kann und soll 

jedes G(p) so orientiert werden, daß die Anfangspunkte von 

G{f) und den G[p) sich aufeinander projizieren. 
1.4. Mit der Abkürzung POW(M) : = Kardinalzahl von M, 

erklären wir M als von endlichen Punktordnungswert 
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POW(M; E) bzw. von beschränktem POW(M; E) = r (< -f co) 

bezüglich des OÜA-Systems E unserer Parabeln, wenn für alle 

K E E gilt : PO W(M K) ist endlich bzw. wenn max {PO W(71/ 

r\ K) : K E E} = r existiert. 

2. Das System E der Ordnungscharakteristiken 

2.1. Es sei m eine natürliche Zahl, m > 2, und p \J —> R mit 

p(x)\= g„ z”-" mit z„ E / und konstanten^ E R 

Es sei P die Menge aller dieser p und G(p) der Graph von p. 

Als OCh K E E erklärt man diejenigen G(j>), für die außerdem die 

Randbedingung />( l) = 5/>(o) 

mit einem für alle p gleichen (d. h. konstanten) sE^ erfüllt 

und wobei 5 im übrigen beliebig wählbar ist. Das System der 

Ordnungscharakteristiken K ist also 

E : = E(5) : = {K : K : = G(j>) Ap E P A />(I) = xp(o)}. 

Es liegen die K bis auf ihre Endpunkte in Q und es ist m die 

Grundzahl von E. (vgl. auch weiter unten). 

2.2. Man setze jetzt :r : = (xv . . ., %m). Es ist * E Jm und es 

sei 

(S) 5 : = {x : x : = (%v . . ., zJ A A„ X„ E / A Z„ =f= Xe für 

i
1
 =1= e}. 

Zur Bestimmung eines Z E f durch m Punkte z : = (^ , r/^) 

mit rjtl E R, x E S, hat man die Gleichungen für die ?n + l 

„Unbekannten“ g : 

, x io'/” + • • • + gm-iXl + gm = Vß> fi= l, ...,m 
P gO + + gm-l + gm C1 — «) = °- 

Zwecks Untersuchung von (p> bezeichnen wir mit Mr(x) : = 

Mr(xn • • • Zr) die r> ^-Matrix mit den Zeilen (Zo-1Ze~2 • • • -ro)> 

9 = 1, • • r. 
Bekanntlich ist dann 

/W : = det Mr{x) = (— i)^ 77T<e (xe — Zr). T, e = i,. . ., r. 
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Die m + i,m + i-Matrix nim+1(x, x) der linken Seiten von (p), 

also 

I Xi  Xi X? 

Mm+1(x,ä): = . . . 

\ 1  1 1 — « / 

besitzt dann die Determinante 

det (*, 5) = Vm+1(x» • • • > X». 0 — 
ä i Z„ = 

= f-0(" Vm(x)Wm{xtx) mit 
5

): = C
1
 — Zi) • • • C

1
 — zJ — (— O’” s Zt • • ■ z»- 

Im Folgenden setzen wir abkürzend 

a : = (—i)"ä, also à = (—i)”'a, wobei dann auch oc (für 

jedes ni) beliebig (in R) wählbar ist. 

Entsprechend wird gesetzt \ 

W(x, x) := Wm(x, x) = (i — xù ■ ■ ■ (i — ZJ — «Xi ■ ■ • X» 

und 

Mix, a) : = Mm + X(x, 5). 

2.3. Bevor auf die Diskussion von <p) eingegangen wird, seien 

einige, später benützte Bemerkungen zusammengestellt, die sich 

auf W(x, a) mit ;r : = (%v . . . ,%m) £ Jm beziehen. 

2.3.1. (I) Es sei j : (x —> x) mit die Identität. Dann ist 

W(j,x) stetige Funktion von j im also (vgl. 2.2., (S)) nicht 

nur in S', weil jetzt auch % = für fi =f= 0 zugelassen ist. 

(II) Für .r = (Xi, ■ ■ ■ , Zm) werde gesetzt 

*r : = (zi. • • •, Zr-1» Zr+ l. • • •. Z») G /"“ 1 sowie 
P(xr): = ne + r (i—xe), Q{xr)-. = ne + rxe. 

Für jedes r — l, . . m, hat man dann 

IF(*, a) = — y_r W(xr, — a) und 

WixT, — a) = P(xr) + a ß«). 
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(III) Aus (II) folgt: Es ist 

W(j,xr,x) : = W(Zl, Zr_1,j, Xr+i, ■■■, X„„«) 

bei konstantem (xr, a), d. h. konstanten ;rr und oc, konstant genau 

für W(xr, —oc) = o. 

(III l) Unter Voraussetzung der Konstanz von (V, a) und von 

W(j, V, oc) ist W(x, a) > o; und zwar W(x, <x) > o, wenn mr : = 

max {Zg : Zg 4= Xr} < 1 bzw. W{x, oc) = o, wenn fhr = l (Denn 

aus den Vor. folgt fF(#, a) = P{xT)). Bei 772,. = i folgt aus 

W(xr, — oc) = o, daß entweder a = o oder ein y = ° ist für 

g =k r. 

(III 2) Ein nicht konstantes W(j,xr, oc) ist streng isoton bzw. 

streng antiton, je nachdem W(xr, —oc) < o bzw. > o (bei kon- 

stantem (xr, oc)). 

(III 3) Im Falle a >0 ist W(J,xr, oc), soweit nicht konstant, 

streng antiton für jedes r — 1, . . ., m (bei konstantem (xr, oc)). 

2.3.2. Es werde gesetzt: S+: = {x)x(Ejm A W(x, oc) > 0} 

= : 5+(a) C 5- : = {x : x G /'"A «/(*, a) < 0} = : S~( a), 

S° : = {;r : ;r G Z"1
 A IK(;r, a) = 0} = : 5°(oc). O. B. d. A. sei da- 

bei o < Zl < . . . < x„ < Xn +1 < • ■ • < X„, < 1, für alle x. 

Behauptung, (a) Es ist J"'— S+(tt) u 5°(a) u 5"(i) eine 

Zerlegung von Jm. 

(b) Für alle oc ist -S"+(oc) =j= 0 und S°(a) =)= 0 ; und es ist S~(x) = 0 

genau für a = o oder a < o. Es enthält S°(oc) die (von a unab- 

hängige) Menge 50 : = {x : x G A x.i = ° A X.m = 1} ! dabei 

ist S° = S0 genau für a < O. Für cc = o ist S°(p) = {x : x G 

er = !}• 

(c) Bezogen auf die übliche Topologie in Jm sind 5+(a) und 

S~(oc) offen in für alle oc. Hingegen ist S°{oc) für alle a Rand- 

menge, d. h. abgeschlossen und nirgends dicht in Jm. 

(d) Es ist A+(a) für alle oc und, für alle oc mit S~{oc) =j= 0, auch 

S_(a) zusammenhängend in (und sogar bogenverknüpft). 

Beweis Betr. (a) und (b). Klar. - Betr. (c) Wegen der Stetig- 

keit von W(j, <x) sind S±(oc) offen. Es sei x' : = (%p . . ., Z'm) G 

G vS°(a), wobei wieder o < < ... < %;l <j X/i + i 
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< x'm 5~ i- - Wir unterscheiden: (A 1) Im Fall « = o ist P(x') = 

= o (= 77„ (i — %,()), also j/ = l, während /*(*") > o für 
*" G £+; man kann aber x"n beliebig nahe bei l, also x" beliebig 

nahe bei x' wählen. - (A—) Im Falle a < o ist Pix"') oder (und) 

Q(x") (= 11^x1) positiv für x" G 5'+und wieder*" beliebig nahe 

bei x wählbar. - (A +) Im Falle a > o gibt es (wegen der stren- 

gen Antitonie von W(j,xr, a)) zu x beliebig benachbarte 

x" G 'S'-1" und x" G S_. 

Betr. (d) Es sei *‘: = (x’lt ... /‘J G -S+, i = i, 2, mit 

o <x‘ <xll
,

+ l < l, 1 <fi < m— l. Man setzt*" = (xv ■ . ., 
mit %„: = min{xj, -fy, sodaß ^ < */1 + 1 für l < n < m. Für 

7-1 (0 : = ^Z„ + (l — 0z,î mit 1 < t < 1 gilt xl (o) = Z,! und 

Z/i (0 = Xr Setzt man *; (t) : = (*1( .... xß-i> Z^OO, • ■ • > Z»)> so 
hat man *^(1) =^ + 1(0). - Im Fall a >0 ist (gemäß 2.3.1., 

(III 3)) W(xl
e(j), <x) konstant oder streng antiton (in y bei kon- 

stanten Xß und Q = 1, . . ., m), mithin W(x‘t, a) > o, wenn 

W(x‘lt a) >0. Durch Induktion nach /x (bei Weglassung von 

Konstanzintcrvallen) folgt * G S+, wenn x1, *2 G 5'+. Und da 

* mit x1 und mit *2 durch je einen in J> + verlaufenden Strecken- 

zug verbunden ist, ergibt sich die Beh. für <x > o und S+. - 

Analog ergibt sich die Beh. für S~ =4= 0 bei oc > o. — Im Fall 

a < o ist S~ = 0 (2.3.2., (b)) und *‘ G S+ genau für P(xf) oder 

(und) Q(pf) > o; dabei ist z. B. /’(*')) stetig und streng antiton 

für jedes xl (bei im übrigen konstanten x'e mit Q =t= fl). Ist nun 

Erstens P(x‘) > O für i — 1 sowohl als für i = 2, so kann man 

wie im Falle a > o für 5+ schließen. Ist aber Zweitens etwa 

Pix1) > O, indes P(x2) = o, so geht man in 5+ stetig von x1 

zu x2 über; weil Q(x2) > o, ist dies möglich. 

2.4. Vereinbarung. Bisher war * G J"’ angenommen wor- 

den; demgegenüber werde von jetzt ab, soweit nicht anderes 

bemerkt, * G -S' (vgl. 2.2., (S)) angenommen, also o < Xi < 

Z2 < • • ■ <Z/i < 7ß+i <•’... < < 1. Demgemäß ist dann 
5'± bzw. S° zu verstehen als ff1*1 S bzw. 5° S. 

Auch die r\ S sind offen und zusammenhängend. 

2.4.1. Hinsichtlich < p > bzw. Mix, a) (vgl. 2.2.) gilt: 

Für alle * G -S' und « G U ist m < Rang Mix, a) < m -f- 1 ; 

und zwar ist Rang M(x, <x) = m genau für W(x, a) = o. 
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Denn in M(x, a) ist die m, wz-Matrix Mm(x) enthalten mit 

det Mm(x) = Vm(x) =j= o für alle r £ 5 (unabhängig von oc). 

Die ^ E 'S0 werden als irregulär bezeichnet und die 

x £ S \ S° als regulär (für jedes oc). 
2.4.2. Neben den ,r£ 5 werden y : = (%, rj) E J X R be- 

trachtet und 2: = (yv . . ., ym) mit yß = (^, ^); dabei wird 

*(*) : = (Zi> • • •. Im) gesetzt und Z : = {z : x(z) E -S-} (Es ist. 
G(f)CjX R, vgl. 3.1.). 

Bei Benutzung der in 0.2. eingeführten Bezeichnungen hat 

man jetzt: 

(I) Es ist z E Z entweder f-entartet oder f-halbordinär genau 

dann, wenn x{z) irregulär ist. Ferner ist z E Z f-ordinär genau 

für reguläres x(z). 

(II) Die einzigen, für alle a, insbesondere also für a = o, 

irregulären x E S sind die x° = (o = Xv 7.2. ■ • Z„-i, 7.m = 0 

E 5. 

(III) Die einzigen für « = o irregulären i£ 5 sind die mit 

7m - i- 

(IV) Ein z E Z mit irregulärem x(z) ist f-halbordinär genau 

dann, wenn die (m + 1, m + 2)-Matrix 

den Rang m besitzt. Für alle z mit irregulärem x(z) und mit 

Rang M(x, oc, rj) = m + 1 und nur für solche z ist z E-entartet. 

Anmerkung. Weil S° nirgends dicht in N ist, spielt m die 

Rolle der Grundzahl für f. 

3. Die Grund bogen 

3.1. Es sei /: J —* R stetig in J. Als Grundbogen G diene 
G '■ = G(f) '■ = Graph /: = {(*, rj) : % E J A rj : =/(*)}■ Es ist G 
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E-normal, d. h. ist : = (x^f (%,,)), und entspricht die Reihen- 

folge Zv Z2> ■ • • • > Xm der Orientierung von J, so die entspre- 

chende Reihenfolge der y/t (einer Orientierung von G(J) und) 

einer Orientierung von K G E, wenn die yß G G r\K. 

3.2. Zu jedem G existiert eine in (/ X R)m dichte Menge von 

E-ordinären z(EZ] denn die Menge S \ S° der E-regulären 

x G S ist dicht in 5 und für solche ;r ist < p > bei beliebigen 

Vu = /(Z„)> wenn x = (xv ■ ■ •. Xm)> eindeutig lösbar (Zu jedem 
irregulären .r gibt es G, für die x ein E-entartetes z G Z liefert.) 

3.3. Es erhebt sich jetzt die Frage nach allen Grundbogen 

G — G(f), die E-quasiordinär sind (im Sinne von 0.2. : wobei 

also M = G). Diese G sind definitionsgemäß gekennzeichnet 

dadurch, daß die Gleichungen < p > mit r]^ = /(% ), // = l, 

. . ., m, lösbar sind für alle x G S'. Zu den E-quasiordinären G 

gehören trivialerweise alle OCh für alle a bei beliebigem m. 

Satz. Bei gegebenem, a. G R ist G(f) E-quasiordinär genau 

dann, wenn für x G S°, also für alle irregulären x £ S d. h. mit 

<W0) W(x, «) = o 

die Funktionalgleichung 

<f> o = 2T= 1 do /(Z„) = det 

Xi 1 /(Zi) 

Xm 1 /(zj 
1 ( 1 — à) o 

erfüllt ist. In <f) bedeutet also d diejenige, mit geeignetem Vor- 

zeichen versehe7ie Determinante, welche aus der in (f) rechter- 

hand stehenden D terminante d durch Streichen der //-ten Zeile 

und der letzten Spalte resultiert (Entwickelung von d nach den 

Elementen der letzten Spalte). Mit der Abkürzung xß (wie in 

2.3.1.) hat man also 

<d,> = (-1)" Vm _i (>). W(xß, - «) mit 

(W(x",—<x)) W(xß, — a) =/7v + /J(i — z,) + a/7v + #Jz,- 

Bemerkung. Im Falle a < o ist jedes G(f) E-ordinär bezüg- 

lich des Teilsystems von E, das keine OCh durch Endpunkte von 

G{f) enthält. 
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3.3.1. Für jedes ^ £: -S'0 läßt sich ym in Abhängigkeit von 

Xv ■ ■ •> Xm-i und <* darstellen als (vgl. 2.3.1.) 

, . Xm ' ¥m (Xl> * ■ • » Xm — 1) ^0 

- a))-h(! - Zl) • • ■ (1 - Xm-i)- 

Dabei ist W(xm, —a) =)= o für jedes a. - Aus W(xm, —a) = o 

würde nämlich (wegen X/1 < l, [j, — l., . . ., m — l) folgen, daß 

a < o und dann (wegen W(x, a) = o) Xl = °> daher wäre 

W(xm, —-a) = (i — yA) ... (i — Xm-1) > o im Widerspruch zu 

W(xm, — a) = o. 

Daraus ergibt sich die folgende 

Kennzeichnung derl-quasiordinären G ff) durch die Funktional- 

gleichung 

<f> o = dmf(<pm) + Z"=î («> çO /(%„), 

wobei o <*!<.. . < Xm—i < b (Xi> •••.%*) irregulär und 

dm = (*") ffÜV", — a) sowie 

= (— 0" 
Vm-1 (Xl> • • •> X„-l> X/1 + l. • • •» X«-l, <Pm)- 

■ W(xi, • • •> %„-i> X,i + 1> • • -,9V —«)• 

3.4. Bestimmung der f-quasiordinären Bogen G(J) im 

Falle m = 2. Hier ist <x = ä. 

Zwecks Bestimmung der Lösungen von (W0> und (f) (vgl. 

3.3.) setzen wir 

<t> t(j):= (1 — a)j— 1, 

sodaß <f) sich schreibt in der Gestalt 

<f'> KX2)/(XI) = *(Xi)f(Xz) für alle irregulären (Xv yj. 

3.4.1. Der Fall oc = o. 

Für m = 2 hat man den 

Satz. (1) Es ist t(y) — 0 für e^n X £ [°J i], falls oc = O, ge- 

nau dann, wenn y = i. 

(2) Für oc = o wird die Gesamtheit der f-quasiordinären G(J) 

geliefert durch die Gesamtheit der stetigen f: [o; 1] —> R mit 

/( 1) = o (zu diesen G(J) gehören insbesondere die OCh.). 
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Beweis. Betr. (1). Folgt aus % £ [o; 1]. - Betr. (2) Für a = 0 

ist 5° : = {(%lt i)-0 < Xi< i}- Ferner ist t(%) = %— 1, also 

t(x 1) =t= o und t{ 1) = o. Daher folgt aus ^(%i)/(i) = t(i)f(xj) 
(d. h. aus <f», daß /( 1) = o genau für f-quasiordinäres G(J) 

(gemäß 3.3.1.)). 

3.4.2. Der Fall ot =)= o. 

Satz. Für 7)i = 2 und a =j= O gilt : 

(1) Im Falle a < o liefern alle f mit/(l) = a/(o) und nur sie 

ein t-quasiordinäres G(f). 

(2) Im Falle a > o liefert f genau dann ein t-quasiordinäres 

G(f), wenn f darstellbar ist in der Gestalt f = t. q. Dabei besitzt 
t die in 3.4., (t), angegebene Bedeutung und q genügt der Glei- 

chung q = q oh \ ■= q(h), wobei 

<h> 

Zusatz. (1) Im Fall a < o ist t-ordinär jeder offene Bogen 

G = G {f) mit in f stetigem, hn übrigen beliebigem f. 

(2) Im Fall a > o gilt : Für jedes t-quasiordinäre G(f) ist / 

darstellbar als 

<w> f = t~x. (w + ('woh)), also q = w + (woh), 

wobei w : f —>- R stetig, im übi'igen aber beliebig ist. Umgekehrt 

wird durch jedes f der Gestalt {w) ein t-quasiordinäres G (/) ge- 
liefert. (.Für a > o wtf h > O und streng ayititonl). 

Beweis. Betr. (1). Für a < o ergibt sich aus lV(x, a) = o, 

daß = o und X2 = 1 das einzige irreguläre (xv Z2) *st- Für die- 

ses (0,1) ergibt sich aber aus <f>, daß f(p) = g2 und /(l) = 

= go+gi +£2 = a/(o), wobei und £4 beliebig. Und da (0,1) 
bei a. < o das einzige irreguläre Paar ist, liefert jedes (stetige) / 

mit /( 1) = o/(o) ein f-quasiordinäres G(J). 

Betr. (2). (A) Für a > o läßt sich (f'> in Rücksicht auf 3.3.1, 

(m), so schreiben : 

<f) (toh) • f — t • (Joh) in f. 

Außerdem gilt 

<F2) hoh = j. 
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(Es ist h > o und streng antiton, weil k' {%) • (^(%))2 = — a < o 

in/). 
(B) Ist / Lösung von <f) und q : = t~x • /, so ergibt <f), daß 

= (toh)~x • {foh) = F1 • f — q. - Ist andererseits q : = qoh 

und q : = t~x •/, so gilt (toh) ■ f = (toh) • t • q = (toh) • t • {qoh) 
= (^o/i) • ^ • (toh)_1 • {foli) = ^ • (foh) = (7é>A) • /; es genügt 

also jedes/ mit f \ = t • q und ÿ = qoh der Gleichung (f). Hat 

man ein stetiges, im übrigen beliebiges w\J und setzt q'.= 

= w + (woh), so gilt qoh = {woh) + w (wegen <h2)), also 

q = qoh, sodaß /: = G] • {w + {woh)) eine Lösung von (f ) 

liefert. 

3.4.3. Erwähnt sei noch Folgendes: 

Für alle ä und m gilt: (I) Jeder l-quasiordinäre Grundbogen 

G{j) genügt der gleichen ,,Randbedingung“ zvie die OCh, d. h. 

es ist f{l) == ä/(o). - (II) Unter den Parabeln von höchstens dem 
Grade m sind die OCh die einzigen \-quasiordinären Bogen (so- 

zusagen sind dies die ,,trivialen“ Gquasiordinären Bogen). 

Beweis. Betr. (I) Da ( yx = o, y2 = l) irregulär ist für alle a, 

folgt aus (f> für alle f-quasiordinären G{f), daß t(i)f(o) = 

= t{o)f{i). Wegen ^(o) = — i und t(i) = — ä folgt /( 1) = 

= ä/(o). - Betr. (II) Gemäß (I) genügen die OCh der „Rand- 

bedingung“ (vgl. 2.1.). 

3.5. Grundbogen mit vorgegebenem Punktordnungs- 

wert bezüglich f. 

Satz. Zu jedem ä und m > 2 sowie zu jedem n > m gibt es 

Grundbogen G{f) mit POW{ (G(f)', f) = n. 

Beweis. Fall n > m + i. Man wähle/: = g„j” -\- g„-Xj"~x + 

+ • ■ • + gm + ij
m + 1• Ist dann K = 

G
(P) mit P GO ■ = gj”‘ + 

+ • • • + g,n und g0 + . . . + gm-1 + (1 — *)gm = o, ferner 
K Çq f sonst beliebig, so besitzt bei passender Wahl der 

g„, . . - ,gm+i das Polynom/(y)—p(J) genau n reelle Nullstellen 

in (o; l), so daß also G{f) und K genau n Punkte gemeinsam 

haben ; andererseits kann kein f{j) —p(j) mehr als n Nullstellen 

besitzen (sofern es nicht Nullpolynom ist). - Fall n = m. Für 

PU) ’=j(J— Xz) ■ ■ ■ (J—z,n-1) U- 0 gnt K = 
G

(P) e E bei 

6 München Ak. Sb. 1978 
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beliebigem a £ JR; für G : = G(f) mit/: = konst. = o ist ferner 

POW(G r\ K) = m, wobei G r\K abgesehen von den Endpunk- 

ten nur Schnittpunkte besitzt, deren jeder einfach zu zählen ist. 

Und wegen p(y) =1= o für zu o bzw. zu 1 hinreichend benachbarte 

y G (o; t) leistet f(j) = ßj + y für geeignete, absolut hinrei- 

chend kleine ß, y mit ß =)= 0* — l) y das Gewünschte. 

Anmerkung. Auf die Frage, ob es f-quasiordinäre Bogen G 

mit POW(G; f) > m + l gibt, die keine OCh sind, soll später 

zurückgekommen werden. 

3.6. Singuläre Punkte auf Grundbogen. 

Eine OCh K ist durch m ihrer Punkte nicht eindeutig bestimmt, 

wenn für diese m Punkte z : = (% , r]ß) £ K, /i = i, . . m, 

das m-tupel (%lt . . ., ym) irregulär ist. Demgegenüber gilt der 

1. Satz. Es sei K (E: Î bei beliebigem ct und m. Durch m + i 

Punkte aus K ist K stets eindeutig bestimmt. 

Dieser Satz ergibt sich aus dem 

2. Satz. Für beliebige S, m gilt: Es sei Y:= (zv . . ., zm_i) 

ein (m — i)-tupel von verschiedenen, in K enthaltenen Punkten 

(.K £E Î). Für irgend zwei (verschiedene) Punkte z' G K \ V, 

i = 1,2, ist mindestens eines der in K enthaltenen m-tupel (Y, z‘) 

t-ordinär. 

Zusatz. Für alle auf K zwischen z1 und z2 gelegenen z ist das 

7«-tupel (Y, z) ebenfalls E-ordinär. 

Beweis. Es sei zv : = (%„, rjv), v = l, . . ., m — 1, und z! : = 

(Z‘. V’)> i = B 2» ferner sei gesetzt : = (%lt . . ., xm-i, %'), wo- 
bei o. B.d. A. Xv < Xv + i angenommen werde, aber y' auch zwi- 

schen den y„ liegen darf. Nun sei etwaa:1 irregulär, also W(x1, a) = 

= o = (1 — Xi) ■ ■ ■ (i — X,n-1) — X1A> wobei A : = (i- Xi) ■■■ 

(! — y.m-1) + «-Xi ■ ■ ■ Xm-v Wegen £ K ist dabei (l — yA) 
... (i — Xm-i) > ° und wegen z1 £ K auch y1 ^ °- ^us 

W(x1, a) = o folgt also A =j= o. Gemäß 2.3.1., (III), und da A 

von y1 nicht abhängt, ändert sich W {(Xi, • • - , Xm-vj)> °0 stetig 

und streng monoton bei stetiger, streng monotoner Überführung 

von y1 in y2. Es ist also W(x2, a) =)= o, d. h. (F, y2) ist regulär. 
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3.6.1. Jeder Grundbogen G = G(J) ist f-normal (vgl. 3.1.). 

Unter der Voraussetzung, daß K durch je m + 1 seiner Punkte 

eindeutig bestimmt ist, gilt daher für jedes G mit höchstens end- 

lichem POW(G; i) > m -f l der Monotonie- und folglich auch 

der Kontraktionssatz, gemäß [1], 2.3. und 2.4. Zufolge [1], 4.1.2., 

hat man daher: 

Jeder Grundbogen G von höchstens endlichem POW(G\ ?) > 

vi + 1 besitzt mindestens einen f-singulären Punkt z, d. h. ein z, 
dessen beliebig kleine Umgebungen auf G einen POW > m + 1 

besitzen. 
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