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Abstrakt: 

As previously we consider a spinor field equation of the Heisen- 

berg type in a lattice space with a finite number of points. The 

dimension of the Hilbert space is then also finite. Its metric is 

positive definit. The coupling constant JV is assumed to be of the 

order of magnitude VZ3 (Z3 = number of lattice points), cor- 

responding to a finite coupling constant in a continuous space. In 

this case the inverse perturbation theory, H0 = Hint, Hj = HUn, 

is very useful. The exact solution of the elementary second order 

perturbation equations is given for the ground state of the Dirac 

sea with interaction. It can be shown by more advanced methods 

that the second order result is nearly exact in the limit Z �> 00. 

By the way we obtain a rather complicate global excitation 

spectrum, so to say, of static plasma states. The backbone is a 

nearly equidistant line spectrum with a splitting of 12 JV = 

= O (yZ3). Each of this lines is a ground state of a quasi contin- 

uous spectrum which is overlapping most of the higher lying 

energy bands. The band width equals ZAJ^ JV � O (Vz6). The 

line distances within each band are Z/4 JV = O ( 1 }VZ). They 

are vanishing in the limit. The energy of the proper ground state is 
ZK 

E0 = � 4JVZ3 jy . The state vectors can be given for all these 

states. They are unsymmetric under Touschek-transformation, as 

Heisenberg has pointed out it for the ground state. For each 
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energy we obtain pairs of states connected by a certain Touschek- 

transformation. It is probable that, in particle physics, only the 

lowest not overlapping part of the continuous spectrum is rele- 

vant. In any case we must expect a coupling between the particle 

and the plasma states. But up to now we have not yet dealt with 

particle states. 

1. Einführung 

Der Raum sei wie früher angegeben [1] bei Einbettung in einen 

Euklidschen Raum ein einfach kubisches Gitter in einem end- 

lichen Kubus. Die Zahl der Gitterpunkte längs der Kante des 

Raumkubus sei Z. Die Zahl der Gitterpunkte Z3 ist also endlich. 

Danach ist der Hilbertraum für Spinorfeldtheorien endlich dimen- 

sional. Bei vierkomponentigen Spinoren ist seine Dimension 

gleich i6z\ 

Das euklidsche Maß der Gitterkonstante sei a � . Darin 
Yz 

ist / eine universelle Längenkonstante, von der wir vermuten, daß 

sie von nuklearer Größe sei, über deren wahre Größe wir aber zu- 

nächst keine Annahme machen. Diese muß sich vielmehr z. B. 

aus den Größen der Massen ergeben. Wir wählen diese Länge 

und außerdem % und c als Einheiten, so daß alle Größen dimen- 

sionslos sind. 

Die Annahme a = -L=- führt dazu, daß die Gitterkonstante 
Yz 

im Limes Z �- oo verschwindet und daß die Gitterausdehnung 

über alle Grenzen wächst, vorausgesetzt daß / beim Grenzüber- 

gang konstant bleibt. Das Gitter wird also zugleich beliebig fein 

und beliebig ausgedehnt. 

Selbst wenn das Gitter nur dazu dient, den Grenzübergang zum 

Kontinuum zu definieren, geht in die Theorie eine natürliche 

Länge ein, die auch im Limes ihre Bedeutung bewahrt, da sich 

physikalische Größen wie Massen, Wirkungsquerschnitte u. dgl. 

an ihr messen. Hier betrachten wir den Gitterraum nur als metho- 

disches Hilfsmittel. Doch wollen wir die Möglichkeit nicht ganz 

aus den Augen verlieren, daß der wirkliche Raum im Kleinen 

nichteuklidisch sein könnte. In diesem Fall wäre ein endlicher 

Wert von Z ein Maß für die Nichteuklidizität, wie grob auch 
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immer der Gitterraum als Modell eines im Kleinen nichteuklidi- 
schen Raumes sein mag. Bei solcher Auffassung muß Z eine sehr 

große Zahl sein: ^/~Z wäre etwa gleich dem Verhältnis von Welt- 
radius zu Nukleonenradius (also Z » io82). 

Unter den Spinorfeldtheorien wählen wir wegen ihrer hohen 
Symmetrie die Heisenbergsche als Modell [2]. In Schrödinger- 
darstellung[3] lauten der Wechselwirkungsoperator: 

H,„:= H0 = W £ ^ O) ß‘ V (») (") ßi V ("). 

(ßi, ß*, ßs, ˜) = \ß\ ß\ ß3, - ß4) = («, <?i) 

und der Bewegungsoperator: 

(2) HB: =H1 = £ s yfi (n) Qlak y)(n + set), s = ± 1. 
n, k, s 

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren y>J (n), rpM (re) ge- 
nügen den Jordan-Wignerschen Vertauschungsrelationen. Die 
Bezeichnungen sind dieselben wie früher (1. c. x). 

Der Hilbertraum ist anders als bei Heisenberg positiv definit. 
Als endlich dimensionaler ist er vollständig durch die Fockdar- 
stellung gegeben: 

(3) I <P> = I O). 

Darin ist | 0) der Vakuumvektor: 

(4) V>ß(n) I °y = O, 

und -F(yß) sind beliebige Polynome von ip^ (’re). Die Teilchen, die 
durch rp^ (re) in | O') erzeugt und durch ip^ (re) vernichtet werden, 
nennen wir Urfermionen. 

Es ist bekannt, daß sowohl das Vakuum | O) als auch die 
Urfermionen keine unitärinvariante Bedeutung haben. Man strebt 
darum an, von einem unitär invariant definierten Zustand auszu- 
gehen, dem physikalischen Vakuum, wie man sagt. Doch ist dieser 
Zustand in Strenge nicht bekannt. Auch haben dahin führende 
Transformationen die Eigenschaft, daß sie die einfache Struktur 
der Operatoren in (1) und (2) verschleiern. Da im endlich dimen- 
sionalen Hilbertraum alle Darstellungen unitär äquivalent sind, 
macht es keine Schwierigkeiten, und es ist im Gegenteil recht 
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empfehlenswert, bei der Urfermionendarstellung zu bleiben. Doch 

sei nachdrücklich betont, daß wir in den Urfermionen keineswegs 

so etwas wie Urmaterie sehen. Würden wir z. B. zur Dürr�schen [4] 

Darstellung übergehen, so würden gewisse Zustände, die hier aus 

zwei Urfermionen bestehen, Null- oder Vier-Teilchen-Zustände 

sein (H. Frank)*. Die Begriffe Vakuum und Urfermion sind also 

auf eine spezielle Darstellung bezogen, die bequem ist, weil sich in 

ihr das das Geschehen beherrschende Gesetz einfach formulieren 

läßt. 

Natürlich bleibt die Aufgabe, den Grundzustand zu definieren 

und zu berechnen. Das soll hier geschehen. Die Gesamtzahl der 

Urfermionen ist konstant. Die Welt besteht also aus einer be- 

stimmten Zahl von Urfermionen. Von dem gesamten Hilbertraum 

hat daher nur der mit einer bestimmten Zahl von Urfermionen 

Realbedeutung. Dirac folgend nehmen wir an, daß von den 4Z3 

Plätzen die Hälfte besetzt ist. In einem �Hotel mit endlich vielen 

Zimmern�1 ist das wohldefiniert. Wir betrachten also die Welt als 

einen Diracsee mit 2Z7, Urfermionen. Die Dimension des Unter- 

raumes mit 2 Z3 Teilchen ist gleich (4 Z3) I 
((2 z3

)\y- 
. Sie ist größer 

als bei jeder anderen Teilchenzahl. 

Von diesem System suchen wir den Zustand oder die Zustände 

kleinster Energie. Wir nennen sie �wahre Grundzustände des 

Diracsees�. Es wird sich zeigen, daß es tatsächlich mehrere Zu- 

stände kleinster Energie gibt, von denen einer in dem Maße zur 

realen Welt gehört, in dem wir mit dem Ansatz in den Gl. (1) und 

(2) die reale Welt erfassen. Auf die Frage, ob und wie weit das der 

Fall ist, gehen wir nicht ein, weil wir uns hier nicht für die Frage 

interessieren, ob wir mit dem Heisenbergschen Ansatz bereits alle 

Symmetrien im Griff haben oder nicht. Es kommt uns vielmehr 

darauf an, die Dynamik besser zu beherrschen als bisher, weil das, 

wie wir meinen, die Voraussetzung zur abschließenden Beurtei- 

lung von Symmetrieproblemen ist. 

* 1. c. 7. 
1 D. Hilbert hat schon 1934 gesprächsweise zu bedenken gegeben, ein 

Hotelier mit unendlich vielen Zimmern könne nicht sagen, seine Südzimmer 
seien besetzt, weil jeder Gast in das nächste Zimmer ziehen könne�). 
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Spinorfeldtheorien mit endlicher Kopplungskonstante im Kon- 

tinuum führen im Gitterraum zu Kopplungskonstanten von der 

Größenordnung [8] W = O (Vz3). Nach den Gl. (1) und (2) 

folgt daraus, daß der Bewegungsoperator klein gegen den Wech- 
selwirkungsoperator ist. Man sollte also meinen, daß die umge- 

kehrte Störungsrechnung, bei der man mit den Eigenlösungen 

des Wechselwirkungsoperators beginnt, angemessen sei. Doch 

sind bisherige Versuche in dieser Richtung nicht gerade ermuti- 

gend [5]. Das kann verschiedene Gründe haben. Erstens hat man 

bei Beschränkung auf Bosonen stets einen unendlich dimensio- 

nalen Hilbertraum. Zweitens weiß man, daß es beim Vielkörper- 

problem nicht allein auf die Kleinheit der Störung ankommt. Viele 

kleine Störungen können sich insbesondere bei höheren Ordnun- 

gen zu überwältigenden Beiträgen aufsummieren. 

Ob das die entscheidenden Hindernisse sind, wissen wir nicht. 

Doch ist es ein Faktum, daß die umgekehrte Störungsrechnung in 

Verbindung mit Summationsmethoden zu überraschend guten 

Ergebnissen führt. H. Frank [7] hat eine strenge Lösung der 

Heisenberg-Theorie im Gitterraum angeben können, die bei hin- 

reichend großem W tiefer liegt, als alle Näherungen, die man von 

der gewöhnlichen Störungsrechnung herkommend erreicht hat. 

Zugleich zeigen seine Ergebnisse, daß es noch tiefere Zustände 

geben muß. Diese kann man mittels einer umgekehrten Störungs- 

rechnung zweiter Ordnung in den Griff kriegen, zunächst aller- 

dings ohne zu wissen, wie gut die so erreichte Näherung ist. 

Bisher haben wir angenommen, daß W = O (V~Z3’) ist. Nun 

sprechen frühere Rechnungen mehr für die Annahme, daß W 

wesentlich kleiner ist, nämlich W = O (VZ) [1,8]. So konnte 

unter der speziellen Voraussetzung W ä? �� VZ gezeigt werden, 

daß man mit direkter Störungsrechnung (H0 = HB, Hx = Hw) 

schon bei Beschränkung auf die Hartree-Fock-Näherung zu einer 

endlichen Masse gelangt. Die tiefste Energie von H, die man im 

Rahmen der Hartree-Fock-Näherung erhält, liegt jedoch für alle 

W > yZ höher als die Energie, die wir durch die inverse 
4 

Störungsrechnung (H0 = Hw, Hx = HB) gewinnen konnten. An 

Hand der Figur 1 lassen sich die Verhältnisse unmittelbar über- 
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blicken. Dabei erweist sich in dem Gebiet, in dem direkte und die 

inverse Störungsrechnung konkurrieren, die folgende Einheiten- 

wahl als zweckmäßig 

4 W E 
x = �== y � -7=- 

Yz Vz1 

Fig. 1 : Die Energie verschiedener Näherungen für den Grundzustand in Ab- 
hängigkeit von der Kopplungskonstanten ]V 

Die Kurve (A) gibt die Energie des Grundzustandes von H0 � Hw 

in den neuen Einheiten wieder:* 

y � �a:. 

Die Gerade (B), 

y = � 2.3876 �x, 

* Zugleich stellt sie die Energie der von H. Frank gefundenen strengen 
Lösungen der Heisenberg-Theorie im Gitterraum dar. 
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stellt, wie früher nachgewiesen wurde, eine absolute untere 

Schranke für die Eigenwerte von H dar (1. c. l). Der Punkt P, 

entspricht exakt der tiefsten Energie von 2Z3 Urfermionen ohne 

Wechselwirkung. 

Der tiefste Erwartungswert von H in der Hartree-Fock-Nähe- 

rung (C) wird für die Grenzfälle x <. 1 und;r 1 durch die nach- 

stehenden Formeln beschrieben: 

In Figur 1 wurde zwischen den beiden Grenzfällen graphisch 

interpoliert. Der genaue Verlauf läßt sich aus den in einer frühe- 

ren Arbeit (1. c. 1) angegebenen Tafeln bestimmen, spielt hier 

aber keine Rolle. 

stellt das Ergebnis einer Variationsrechnung mit einem Testan- 

satz dar, der aus dominanten, nach demselben Prinzip aufgebau- 

ten Termen jeder Ordnung der inversen Störungsrechnung gebil- 

det ist (vgl. Ziff. 4, 5). Das Ergebnis der inversen Störungsrech- 

nung 2. Ordnung wird von der Kurve (E), 

wiedergegeben (s. Ziff. 3). Zugleich beschreibt sie das asympto- 

tische Verhalten der Kurve (D). 

Die inverse Störungsrechnung verliert, wie aus Figur 1 unmit- 

telbar hervorgeht, unterhalb eines bestimmten Wertes der Wech- 

selwirkungskonstante ihre Gültigkeit. Wie nahe der oben ange- 

gebene Wert W = /ZT dieser Grenze schon kommt, hängt 

wesentlich von der Güte der Lösung (D) ab. In jedem Fall liegt 

y = � 2.3876, x = o, 

y � � 2.3876 + �x, x < 1, 

X » 1. 

Die Kurve (Z?), 
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der Wert W = -^-V.Z, bei dem im Rahmen der Hartree-Fock- 
4 

Näherung eine endliche Masse auftritt, an der Grenze des Gültig- 

keitsbereiches dieser Näherung. Die Wahl kräftefreier Teilchen 

als Ausgangspunkt von Näherungsverfahren ist also olfensichtlich 

nur für kleine W (W < 0.4 VZ) günstig, speziell folgt für Kon- 

tinuumstheorien mit endlicher Kopplungskonstante, daß sie we- 

gen W = 0 (VZ3) weit jenseits dieses Bereiches liegen. 

E. Weidemann [9] und H.-L Winter haben die umgekehrte 

Störungsrechnung mit der Methode der Greenfunktionen durch- 

geführt und dabei insbesondere den Fall W = 0(V~Z) ins Auge 

gefaßt. Unsere Rechnungen sind mehr der konventionellen An- 

nahme W = O Qf Z3) angepaßt, doch erstreckt sich ihre Gültig- 

keit auch noch in das Gebiet W = OQfZ). Wo der wirkliche 

Wert von W liegt, bleibt im folgenden noch eine offene Frage. Es 

sei aber erwähnt, daß Untersuchungen von H. Müller [10] und 

M. Löwer [11] für die Annahme W = O (V^Z3) sprechen. 

Nach orientierenden Rechnungen mit elementarer Störungs- 

rechnung und mit der Variationsmethode haben wir zunächst die 

Resolventenmethode benutzt. Dabei hat sich gezeigt, daß im 

^Zz-Fall verschiedene Teilsummen in ihrer Größenordnung so 

verschieden sind, daß man nur wenige Teilsummen wirklich be- 

rechnen muß. Für W � O (}^Z3), � also auch bei endlichen 

Kopplungskonstanten g im Kontinuum, - ist sozusagen die 

Kopplung immer stark, wie klein der Zahlenwert von g auch 

sein mag. 

Die Teilsummen haben sich ausrechnen lassen. Dabei ist man 

zu Ausdrücken gelangt, die man ohne die Mühe der Summationen 

direkt aus der Schrödingergleichung gewinnen kann. Diesen Weg 

schlagen wir hier ein. Es ist nicht unwahrscheinlich, daß man auf 

solche Weise Ergebnisse erhalten kann, die im Limes Z �> 00 

exakt gelten. Wie weit wir dies im folgenden bereits erreicht 

haben, wird noch genauer gesagt. Sicher liegt der erreichte 

Wert tiefer als alle, die uns bekannt sind, auch tiefer als der 

Franksche. 

Ferner erhält man auf dem eingeschlagenen Weg nicht nur den 

Grundzustand, sondern ein mehrfach gegliedertes Spektrum von 
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globalen Anregungen, (statischen Plasmaanregungen) des Di- 

racsees, die noch nichts mit Teilchenanregungen (Quasiteilchen) 

zu tun haben. Erstens gibt es Anregungen, die dem Spektrum 

des Wechselwirkungsoperators entsprechen. Zweitens werden 

diese Terme im V"z3-Fall wie in der Festkörperphysik zu quasi- 

kontinuierlichen Bändern auseinandergezogen, die sich überein- 

anderschiebcn. In diese Bänder sind die Teilchenspektren einge- 

bettet. Die Termstruktur ist hiernach ziemlich verwickelt. Man 

wird sie wohl bei der Berechnung der Teilchenspektren berück- 

sichtigen müssen. 

Fast harmlos erscheint demgegenüber, daß der Grundzustand 

zweifach entartet ist. Dies ist auch im Einklang mit den Ergeb- 

nissen von Heisenberg [2]. Schon die bereits erwähnten exakten 

Lösungen von H. Frank sind zweifach entartet. 

Schließlich ist zu bemerken, daß das Lösungsverfahren nicht 

nur die Energie des Grundzustandes liefert, sondern auch einen 

geschlossenen Ausdruck für den zugehörigen Zustandsvektor.* 

Diese weitreichenden Ergebnisse werden dadurch erzielt, daß wir 

zwar in den einzelnen Ordnungen der Störungsrechnung nahe- 

liegende Näherungen machen, daß wir aber im übrigen zu Störun- 

gen unendlich hoher Ordnung fortschreiten. Die Näherungen in 

den einzelnen Ordnungen kommen dadurch zustande, daß man 

jeden Zustandsvektor in Teile zerlegen kann, die zu bestimmten 

Energien des Wechselwirkungsoperators Hw = H0 gehören und 

daß diese Projektionen Summen sind, die sich in der Zahl ihrer 

Summanden um Z-Potenzen unterscheiden. Im Limes ist also die 

Zahl der Summanden unendlich verschieden. Da wir die Stö- 

rungsreihen vollständig aufsummieren und die Näherung nur da- 

durch hereinkommt, daß wir unter den genannten Projektionen 

eine Auswahl treffen, können wir von einer Projektionsmethode 

sprechen. Die auf diese Weise gewonnene tiefste Energie stellt, 

da die Projektionsmethode im wesentlichen äquivalent einer 

Variationsrechnung mit einer entsprechenden Testfunktion ist 

(vgl. Ziff. 5), eine obere Schranke für die Grundzustands- 

energie dar. 

* Auch für die Zustandsvektoren der globalen Anregungen lassen sich ge- 
schlossene Ausdrücke angeben. 
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2. Grundzustände des Wechselwirkungsoperators 

Bereits früher (1. c. l) haben wir das lokale Energiespektrum 

des Wechselwirkungsoperators in Gl. (l) bestimmt. Das Ergebnis 

ist aus folgender Tafel zu entnehmen: 

Energie Teilchenzahl Entar- 
tungsgrad A nhebung Zustandsvektor 

E= + SW 

+ 2 W 

o 

� 4 W 

N= 2 

1 ; 3 

° ;2 ; 4 

2 

12 W 

61V 

4ÏV 

o 

ipt$ ipft I Q y 

alle 

|<9>; v»
+
 ßi V»

tt
 |ö>; 

vivtvWi I °y 
V+ Qi|0>, i = 2,3 

Danach ist 

(6) |^2> = i7V)t(�)^|v,tt(�)|(9> 

einer der Grundzustände von Andere erhält man, in- 

dem man p2 in beliebigen Faktoren durch Q3 ersetzt. Das sind 2
ZJ 

linear unabhängige Zustände, die man noch beliebig linear kom- 

binieren kann. 

Diese Zustände kann man mittels der Operatoren 

(7) I(n) =\ipi(n)Q1tp(n) 

aus I F2) erzeugen. Aus 

U
t
0l^

t
p23ü

1+
 | O) = 2i / Pa | O> 

Qi f yJ 03 yft | O') — � 2i yft Q2 yft | O) 

folgt, daß I(n) vor | A2) die Matrix Q2 an der Stelle n in ïQ3 

verwandelt und daß 

(9) /(»)2|^2>=|^> 

ist. Bezeichnen wir gemäß 

(10) /: = {/(»)} 
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die Gesamtheit aller /(/*) mit I, so ist der Hilbertraum der Grund- 

zustände von H0 durch 

(11) !/>=/(/) I^2> 

bestimmt. Darin ist /(/) ein beliebiges multilineares Polynom. 

Wegen (9) kommt I(n) in jedem Summanden höchstens einmal 

vor. Beispielsweise ist 

(12) I ^s) = TI I(n) I A2> 
n 

derjenige Zustandsvektor, der aus (7) hervorgeht, indem man 

alle g2 durch Q3 ersetzt. 

Sämtliche Zustände | /) gehören zum Eigenwert 

(13) E0 = -AWZ* 

von H0 = Hw\ 

(H) H0 I/> = E0 I/>. 

Bei allen verschwindet die mittlere kinetische Energie 

05) Ekin = {f\H1\f) = 0. 

Im allgemeinen sind jedoch die |/) keine Eigenlösungen von 

Hv H. Frank (1. c. 7) hat gezeigt, daß die beiden speziellen Zu- 

stände 

(16) I F± > = n (^-(t– /(»))) \FÙ 

auch Eigenlösungen von H1 sind. Nach (15) muß dann 

(17) H1\F±y=0 

sein. Folglich sind j E±y Eigenlösungen von H: 

(18) H\F±) = (//0 + HJ\E±y = £0\E±). 

Nach Ausmultiplikation lauten die beiden Frankschen Lösungen 

(19) ( A–> = nw\n) vtt(n) ( oy 

Andere Zustände | /), die keine Eigenlösungen von Hl sind, 

müssen nach (15) Zustände enthalten, die zu einer tieferen Energie 

8 München Ak. Sb. 1970 
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gehören. Darum ist der Franksche Zustand notwendig vom 

Grundzustand verschieden. Wir wollen versuchen, solche tiefer 

liegende Zustände zu ermitteln. Dabei werden uns folgende Zu- 

stände begegnen: 

(20) I j(n)> = n 1 + e*) 1 Fiy 
n,k 

2 

Darin bilden die ek das Dreibein der Gitterbasis. Durch die 

Funktion s(n) wird jedem Gitterpunkt ein Vorzeichen zuge- 

ordnet. Es gibt 22� verschiedene Möglichkeiten. Aber nicht 

alle führen zu unabhängigen Zustandsvektoren. Da beim Aus- 

multiplizieren der Produkte nur Glieder mit gerader Faktorenzahl 

Vorkommen, gibt es nur halb so viele unabhängige Vektoren. Die 

andere Hälfte erhält man bei ungeradem* Z, indem man von 

l^3> ausgeht. Beide Hälften gehen gemäß 

1 � fgi 

Y1 Qi 
1 + fgi 

V 2 
= Qa 

durch eine Touschek-Transformation auseinander hervor. Was 

wir aus Gl. (20) ableiten werden, gilt entsprechend, wenn wir 

I A2) durch I F3) ersetzen. Danach bilden beide Hälften zu- 

sammen wiederum eine vollständige Basis des Hilbertraumes der 

Grundzustände von H0. Die Bedeutung der Zustandsvektoren 

in (20) und der entsprechenden mit | V3) beruht darauf, daß 

sie auch nach Einschaltung der Störung Eigenfunktionen** 

sind. Nach Gl. (15) tritt die partielle Aufhebung der Entartung 

erstmals in der Störungsrechnung 2. Ordnung auf. 

3. Störungsrechnung zweiter Ordnung 

Wir gehen von den Grundgleichungen der Störungsrechnung 

zweiter Ordnung aus : 

* Bei geradem Z ist die Betrachtung ein wenig komplizierter, so daß wir uns 
im weiteren auf ungerade Z beschränken. 

** In Strenge ist dies nur bei der Störungsrechnung 2. Ordnung richtig, 
doch mischen sich die Zustände in (20) auch bei Störungsrechnung höherer 
Ordnung nicht mehr. 
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(21) 
(Po - E0) I cPo) = O, 
(H0 HQ) I <Pi ) = � � (Hi El} I <fo y > 

(H0 Ho) \rPz) = (H1 Ej) I <pi y + E2 I <fo) =

Es sei 

(22) \vo)= K»)>, E0 = -Awz*. 
Daraus erhält man mittels (15): 

(23) Ei = O. 

Die verbleibende Gleichung 

(
24) cH0 E0) 19^1) = //i [ <pay 

läßt sich leicht in Strenge auflösen. Der Zustand Hx \ cp0’) be- 

steht nämlich nach der Gleichung (2) aus einer Summe von Zu- 

ständen, die außer in zwei Punkten mit den lokalen Grundzustän- 

den identisch sind. In einem der Ausnahmepunkte haben wir drei 

Urfermionen, im anderen nur eines, nach unserer Energietafel 

also die Energieanhebung um 2 � 6 W = 12 W. Folglich ist 

(H0 � E0) Hi I 9?0> = 12 WHi I (pQ >. 

Daraus folgt als Lösung von Gl. (24): 

(25) I 9h) = 12 j,y Hi I <poy. 

Die Energiestörung zweiter Ordnung ist also in Strenge gleich : 

(2^) E2 = 12 ff/ (Vo I Hi I cp0). 

Klarerweisc ist es eine Energieabsenkung. 

Mit dem Operator aus Gl. (2) erhalten wir explizite (Summation 

über nv kv sv n2, k2, s2) : 

(27) E2 = 2" sLs2 <<p0 I yJ(ni) 6l oki y> (nx + sx ej 

=y>Hn2) Qi <*k, v (n2 + ** ek) I <p0y- 

Offensichtlich sind nur solche Summanden von O verschieden, 

die zu keiner Verlagerung der Urfermionen führen. Darum ist 

8* 
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(28) n2 = nx + Sj_ eh, nx = n2 + J2 ev 

Daraus folgt 

(29) s : = J2 = � sv k: = k2 = klt 

und Gl. (17) vereinfacht sich wie folgt 

(30) E2 = � -g^r z Wo I O) ei «i K« +se*) 

V+(B + Je^ei^vC») ! 9k> >� 

Die Produkte y>\(n) y>„(n) kann man umformen; es ist nämlich 

(31) fl Wv = -j Z Vu? ^ Yi V- 

Darin läuft der Index i von 1 bis 16 und die yi sind in irgendeiner 

Reihenfolge die Matrizen 1, Q{, ok und Qiai. Wir verifizieren 

diese Gleichung durch Matrixmultiplikation mit (y4 ,) und Spur- 

bildung. Dafür erhält man 

V»1- Yk V = J Z Spur (Yi Yi) V+ Yi V. 

was wegen 

Spur (y,- yé) = 4 ôik 

richtig ist. Wegen der Vollständigkeit der Matrixbasis gilt auch 

die Umkehrung. Mit Rücksicht auf die Vertauschungsrelationen 

folgt aus (31): 

(3
2
) V„ wt = <V � T Z Yiiiv V+

 Yi V 
^ i 

Durch Substitution in (30) erhält man für den Operator zwischen 

BRA und KET: 

+ -7 Z Spur (7.6l ok Ql er*) (v>
+
 (n) y =yj (n)) 

^ », k, 

TZ Z Spur (Yi Qi ai Yk' Qi ak) (>+(n) YiV>(n)) 
i,k',k 

(y*(n + set) yk. y> (n + set)). 
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Wenn die Matrizen yi von 1 und p! verschieden sind, machen 

sie aus dem KET-Vektor einen, der gleich O oder zum BRA- 

Vektor orthogonal ist. Wir brauchen also nur die Matrizen y = 1 

und y = Qi zu berücksichtigen. Darum bleiben von den letzten 

Ausdrücken, da außerdem yf*’ (n) y>(n) vor | <p0> gleich 2 ist und 

einige der Spuren verschwinden, nur folgende übrig 

(33) + 2 � 1 � I(n) I(n + sek) = + 1 � I(n) /(n + jeJ. 

Nun ist 

1 � I(n)I(n + set) _ 1 �s(n)I(n)/(n + sek) 

2 2 
(34) 

  1�s{n)I{n)I(n + se£) 1 + s(n) 
2 2 

Damit folgt aus (30) und (33) 

24 W Z 
n, k, s 

1 + s(n) 

Das sind 6Z3 Summanden. Führen wir den Mittelwert der Vor- 

zeichenfunktion s(n) ein, sozusagen das mittlere Vorzeichen: 

(35) = Z = -y Z s(n), 
n, k, s 

das von -f- 1 bis � 1 läuft, so erhalten wir als Störungsenergie 

zweiter Ordnung: 

(36) Z4 1 + j 

4 W 2 � 

Das Ergebnis ist in zweiter Ordnung der Störungsrechnung 

streng. Das Spektrum reicht von der maximalen Absenkung 

� -Z’4/4 W bis zur Absenkung O. Die Energie des Grundzustands 

lautet in dieser Näherung: 

(37) E = = OQTZ*) für w= o(Vz>). 

Wir haben schon betont, daß die Störungsrechnung zweiter Ord- 

nung nicht zulässig sein muß. Das zeigt sich z. B. darin, daß die 

Norm des in erster Ordnung korrigierten Zustandsvektors 

I ?>> = I Po) + I <Pi> = (i � #i) I ˙�o) (38) 
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sehr groß wird. Ohne neue Rechnungen findet man für den Grund- 

zustand [ 9?0) : = I F’) mit s(n) = i, s � l : 

was im Falle W= 0(V Z3) von der Größenordnung Z ist. Das 

Ergebnis erscheint hiernach sehr fragwürdig. Doch wird es durch 

die folgende, sehr viel genauere Rechnung nicht mehr korrigiert. 

Die Einfachheit der Störungsrechnung zweiter Ordnung be- 

ruht darauf, daß H1 | <pa) Eigenlösung von H0 ist. Würde das 

auch für höhere Potenzen von Hl gelten, so erhielten wir bei 

Fortsetzung der Störungsrechnung in Strenge eine Potenzreihe 

in Hx. Nun sind die Zustände H[ \ CPQ’) sicher keine exakten 

Eigenzustände von H0, doch besitzen alle einen stark dominieren- 

den Term, der Eigenzustand von H0 ist. So gehören in H\ I <p0> 

nach Gl. (27) alle Summanden zu demselben Eigenwert von 

H0 � E0, nämlich 24 W, für die die vier Argumente nv n2, 

nx -f- sxeit n.2 -f- voneinander verschieden sind. Deren An- 

zahl ist von der Größenordnung Z6, während die Anzahl der 

übrigen von der Größenordnung Z3 ist. Man kann also erwarten, 

daß die Potenzreihe 

eine gute Näherung liefert, wenn man unter {H[} versteht, daß 

nach Ausmultiplikation der Summen nur diejenigen Summanden 

beibehalten werden, die lauter verschiedene Argumente haben. 

Das ist ein wohldefinierter Ansatz, der den allgemeinsten Zustand 

in dem Unterraum darstellt, der von den Zuständen {H[} \ <p0) 

(l=o, 1,2 ...) aufgespannt wird. Bezeichnen wir mit P den 

Projektionsoperator auf diesen Unterraum,* so gilt: 

4. Grundzustand und globale Anregungen 

(40) [ r) = Z7 ai \H[\ I <p0) 
l = 0 

(40 a) P\<P> =-- k>; (1 �k> = o. 

* Den Unterraum selbst bezeichnen wir mit {Z5}. 
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Die auf diesen Unterraum reduzierte Schrödingergleichung lautet 

dann : 

(41) PH1\<p’> = (E � H0)\<p’> 

Bei geeigneter Wahl der Koeffizienten ist der Ansatz (40) für 

[ 99) eine exakte Lösung der Gleichung (41). Wegen (40a) ist 

unmittelbar erkennbar, daß die Lösung der reduzierten Schrö- 

dingergleichung im wesentlichen äquivalent mit dem Ergebnis 

einer Variationsrechnung mit | 99) als Testzustand ist. Damit ist 

gesichert, daß der tiefste Eigenwert der Gleichung (41) eine obere 

Schranke für die wahre Grundzustandsenergie darstellt. 

Die rechte Seite der Gleichung (41) läßt sich leicht angeben, 

führt doch der Operator (E � H0) nicht aus dem Unterraum 

heraus : 

(42) (E � H0) \ cp) = � £ at(e + 12W/) {H[} \ <p0) 
i = 0 

Darin bedeutet 

(43) e = �(E + 4 WZ*) 

die Energieabsenkung. Mit den Bezeichnungen 

(44) CO = 12 W) E = Ad) 

läßt sich (42) übersichtlicher schreiben: 

(45) (E � H0) I <p) = � co Z a, (A + /) {H[) \ <p0) 
/= 0 

Weniger einfach ist die Berechnung der linken Seite von 

Gleichung (41): 

(46) PH1 I cp) = ^ asPHx {H[} I <p0), 
i = 0 

denn der Operator/^ liefert bei Anwendung auf | 99) auch Terme 

außerhalb des Unterraums {P}. Unter den Summanden von H1 

finden sich offensichtlich solche, die in das Klammersymbol auf- 

genommen werden können. Diese bilden den Zustand 
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(47) Z <*/ P {#i/+1} ko) = Z {^i/+1} I <Po) 

der klarerweise zum Unterraum gehört. 

Zu jedem der übrigen Summanden des vor der geschweiften 

Klammer stehenden Hx findet sich unter den Summanden der Hx 

aus der geschweiften Klammer mindestens einer, der in einem 

oder zwei seiner Argumente mit einem oder zwei Argumenten 

des Summanden vom äußeren Hx übereinstimmt. Damit fällt in 

jedem Fall wenigstens eine Gittersumme weg. Die meisten dieser 

Zustände liegen nicht im Unterraum {P}, werden also in (46) 

unterdrückt. Freilich würden diese Zustände auch Beiträge zum 

Unterraum {P} liefern, wenn wir die Schrödingergleichung statt 

im Unterraum {P} im ganzen Hilbertraum lösen würden. Doch 

müßte dazu der Operator Hx unter Wegfall einer weiteren Gitter- 

summe abermals ins Spiel kommen. Als 1. Näherung ist deshalb 

sicher gerechtfertigt, die Zustände aus dem Unterraum {1 �P} 

in der Reihe (46) zu vernachlässigen, nachdem der Einfluß der 

großen Zahl von Urfermionen durch die Reihen (47) und (51) 

aufgefangen wird. 

Unter den Termen, bei denen Argumente der Summanden des 

äußeren Hx mit Argumenten von Summanden der inneren Hx zu- 

sammenfallen, befinden sich aber auch solche, die zum Unter- 

raum {P} beitragen. Sie stecken in denjenigen Summanden, bei 

denen die Operatoren yft und y des vor der geschweiften Klam- 

mer stehenden Hx und die ip* und ip von je einem Hx aus der ge- 

schweiften Klammer paarweise gleiche Argumente haben: 

Mit der Relation (31) läßt sich der kontraktionsartige Ring HXHX 

n, j, k 

in folgender Weise schreiben 

48 b) 

HXHX = 
eh 11 

76 Z Spur (y- Qxat yJ QXO^ wHn + set) y{ y>(n + set) 
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= x Z (v
+

C
n
 + J«J) v>(n + 

sek) 
^ n,stk’ 

� V
+
(» + j e^) y,- ¥>(re + y

+
(
n

) y,- K»)) 

mit 

yl. = 1 + 1 fÜr 7>’: y»-]- = ° 
� (�1 für 7,.: [ßi^, 7,.]+ = o. 

Da sich das äußere mit jedem der inneren //u also im Fall 

H1{H[} \<p0’) /-mal, zu einem Ring HXHX zusammenschließen 

kann, erhalten wir zur Reihe (46) den folgenden Beitrag 

(49) XlalP\H1HxH[-’\\<p0’). 
1 = 1 I LJ I 

Innerhalb des Klammersymbols läßt sich nach rechts 
I ih 1 

durchschieben, so daß es unmittelbar auf | q?0) wirkt. Beachtet 

man die Definition von | ç?G) (s. Gl. (22), (20)), so erkennt man, 

daß nur die Terme von H, H, mit y, = 1 und y- = p, nicht aus 
I CI 1 

dem Unterraum herausführen, bilden sie doch | <p0) bis auf einen 

Faktor auf sich selbst ab. Die Größe des Faktors ist wie früher bei 

der Störungsrechnung 2. Ordnung wesentlich durch die Zahl der 

Paare (re, n -(- sek) bestimmt, über die in HXHX zu summieren ist. 

Da Z/j//i jetzt innerhalb der geschweiften Klammer steht, unter- 

liegen seine Summen � im Gegensatz zu früher - Summations- 

beschränkungen. Diese sind außerdem, wie später (vgl. Ziff. 5) 

noch näher ausgeführt wird, nicht für alle Produkte gleich, die bei 

der Ausmultiplikation der Summen der übrigen (/ �- 1) inneren 

H1 entstehen. 

Für jedes / existiert jedoch eine ausgezeichnete Beschränkung 

der Summen von H,H-, innerhalb der geschweiften Klammer 

j//( 1 .}� Zu ihr gehören wenigstens K-mal* mehr Summan- 

den des Produktes//^-1 als zu jeder anderen Summationsbeschrän- 

kung von //,//,. Deshalb ist der Zustand P {Hl-1 H-.HA \ wny 
I idi 1 ’ 

1 |_oj � 1 u 

* Die Vernachlässigung ist von derselben Größenordnung, wie die Zahl der 
in die einzelnen Glieder der Reihe (40) nicht aufgenommenen Zustände. 
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zumindesten näherungsweise bis auf einen Faktor gleich dem 

Zustand | 9?0). Bleiben die Summationsbeschränkungen 

zunächst einmal unberücksichtigt, so erhält man als Faktor 

genau wie in der Störungsrechnung 2. Ordnung: 

(50) 7= 3Z*––1 = co2a = - COE2. 

Damit ergibt sich für die Reihe (49): 

(51) acu2 27 I To)- 
i = 1 

Aus den Formeln (45), (47) und (51) sowie der Schrödinger- 

gleichung (41) gewinnen wir durch Vergleich der Koeffizienten 

der linear unabhängigen Zustände {} | q?0) schließlich die 

Rekursionsformel* : 

(52) + C0(A + /) (Z; -)- aft)2(/ -f- 1) ö/+ x = O. 

Das Eigenwertproblem der Schrödingergleichung (41) wird 

jedoch durch die Rekursionsformel (52) allein nicht vollständig 

erfaßt. Es fehlen noch die für die Bestimmung der Lösungen 

wesentlichen Randbedingungen an die Amplituden ar Die untere 

Randbedingung ergibt sich unmittelbar aus dem Potenzreihen- 

ansatz (40) für I (p) : 

(53) tf-i = O. 

Nach der Rekursionsformel (52) verschwinden damit alle Ampli- 

tuden almit negativem /. Die obere Randbedingung ist eine Folge 

des endlichen Gitterraumes. Bei Zz Gitterpunkten gibt es maxi- 

mal L Paare (n, n -)- se^), deren Argumente alle voneinander 

verschieden sind. Dabei ist L die größte ganze Zahl, die kleiner 

oder gleich Z3/2 ist: 

(54) � � 1 <L<~- 

* Bei einer Variationsrechnung mit | ç>> (40) als Testzustand erhält man bis 

auf den Faktor (/ + 1) aco2 dieselbe Rekursionsformel. An die Stelle dieses 
Faktors tritt: 

<Vo I {ZV{> Hx {A/+1} \ ’Po’>-{<<Po \ {V{} {H[} I <Po’>)~1 
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Infolgedessen verschwinden nach der Definition des Klammer- 

symbols alle Zustände jH1^ \ <pQ) für / > L. Auch kann die 

Amplitude aL nur noch an die Amplitude aL_x koppeln: 

(55) aL � \ + Q- + -£) �aL = O. 

Die unserem Problem entsprechenden Lösungen der Rekursions- 

formel (52) müssen also nach Gl. (55) der nachstehenden, oberen 

Randbedingung genügen: 

(56) aL + 1 = O. 

Wie im Anhang näher ausgeführt wird, folgt aus den beiden 

Randbedingungen (53) und (56) für die physikalisch allein rele- 

vanten, niedrigen Eigenwerte in ausgezeichneter Näherung: 

(57) À = a � m, m = 0, 1,2,  , 

also nach Gl. (43), (44) und (50): 

(58) Emr = - 4 WZ* - ^ =––1 + 12 Wm 

24 
mit 1, 1 =^3 , 1 ^/3 j   

Mit Hilfe des Klammersymbols {} lassen sich die zugehörigen 

Eigenzustände | m, J) in geschlossener Form angeben: 

mit 

(60) s = £ s(n). 
n 

Die Zustände | m, s) sind nach Gl. (60) in bezug auf ? noch 

hochgradig entartet. 

Die Grundstruktur des Spektrums ($8) bildet ein Linienspek- 

trum mit einem Linienabstand von 12 W, d. h. mit demselben 

Termabstand wie das im Ansatz (40) für | <p> herausgegriffene 

Spektrum von H0. Jede Linie stellt im Fall W � O (J^Z3) die 
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untere Bandkante eines Quasikontinuums dar, dessen Bandbreite 

� = O (V~Z3) .Z-mal größer ist, als der Linienabstand 12 W = 

= 0(]^Z3). Der Termabstand zweier benachbarter Niveaus in 

jedem der Quasikontinua ist nach (58) = O Das Ener- 

giespektrum (58) besteht also aus einer Fülle sich übereinander- 

schiebender Quasikontinua, von denen einige in Figur 2 neben- 

einandergezeichnct sind 

Fig. 2: Energiespektrum globaler Anregungen einer Spinorfeldtheorie vom 
Heisenberg-Typ im Gitterraum 

Bei der Diskussion des Spektrums (58) haben wir zunächst den 

Fall W = 0(yrZ3), entsprechend einer endlichen Kopplungs- 

konstante in einer Kontinuumstheorie, ins Auge gefaßt. An Hand 

der folgenden Tabelle lassen sich die Verhältnisse für andere 

Größenordnungen der Kopplungskonstanten W sofort überblik- 

ken. 
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Wechselwirkungskonstante W � 

Linienabstand 12»L 

yz3 

Y z3 

z Yz 

Yz 

Bandbreite 
Z4 

4 IV Yz5 z3 

Niveauabstand innerhalb Z 

eines Bandes 4 W Yz 

Y Z�1 

Yz 

Tabelle: Spektraldaten in Abhängigkeit von der Größenord- 

nung der Wechselwirkungskonstanten W. 

Das tiefste Band des Spektrums (58) stimmt exakt mit dem 

Ergebnis der Störungsrechnung 2. Ordnung überein. Der charak- 

teristische Unterschied gegenüber früher ist jedoch, daß in die 

Berechnung der Eigenwerte jetzt keine Voraussetzungen mehr 

über die Norm des Zustands eingehen. Mit der Beschränkung 

auf den durch die Zustände {//(} \ <p0) aufgespannten Unter- 

raum {P} haben wir einerseits die Kleinheit der Störung ZZ-L ausge- 

nutzt, andererseits aber auch der großen Teilchenzahl Rechnung 

getragen. 

5. Die Güte der Grundzustandsapproximation 

Vergleichen wir die verschiedenen Näherungen für die Grund- 

zustandsenergie einer Spinorfeldtheorie vom Heisenberg-Typ im 

Gitterraum, die in Fig. 1 als Funktionen der Kopplungskonstan- 

ten W dargestellt sind, so sehen wir, daß die untere Bandkante 

vom tiefsten Band des Spektrums (58), deren Abhängigkeit von 

der Kopplungskonstanten die Kurve (Zf) beschreibt, für alle W 
tiefer liegt als die anderen uns bekannten Näherungen. Die 

Energie des Grundzustandes senkt sich jedoch nach dieser Nähe- 

rung, wie der monotone Anstieg der Kurve (Z?) für W < ~ YZ 

zeigt, mit verschwindender Kopplungskonstante immer stärker 


