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Untersuchungen zur allgemeinen Theorie der Potentiale
von Flichen und R#éumen.

Von A. Keorn.

(Bingelaufen 13. Janwar.)

I. Abschnitt.

Verallgemeinerung einiger Sitze iiber Potentiale von
Doppelbelegungen.

Die folgenden 3 Sitze bilden eine Verallgemeinerung einiger
fritherer Sitze,?) durch welche der allgemeine Beweis der Neu-~
mannschen Methode des arithmetischen Mittels ermoglicht wurde.
Der verallgemeinerte Satz II dieser Abhandlung ist bereits von
Liapounoff?) bewiesen worden; wenn ich auch diesen hier noch
einmal beweise, so geschieht dies, um zu zeigen, da die Hilfs-
mittel, mit denen der Beweis des urspriinglichen Satzes von
mir gegeben wurde, auch fiir die Verallgemeinerung ausreichen.
Die Beweise der Sitze I und III in ihrer neuen allgemeinen
Form werden in dieser Abhandlung zum ersten Male gegeben.

Wihrend fiir den Beweis der Neumannschen Methode des
arithmetischen Mittels diese Verallgemeinerungen nicht notig
waren, sondern die ursprilnglich von mir gegebenen Sitze3)

1) A. Ko, C. r. 180, p. 1288, 1900; Abhandlungen zur Potential-
theorie 1 (Ferd. Dimmlers Verlag, Berlin 1901); Einige Siitze iber die
Potentiale von Doppelbelegungen (diese Ber. 83, S. 3, 1903).

?) Liapounoff, Comm. de la Soc. Math. de Kharkow 1902.

%) A. Korn, Abhandlungen zur Potentialtheorie 1, Sate I—III, 8.5—11.

1'
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ausreichten, sind diese verallgemeinerten Siétze sehr niitzlich
fiir den Beweis einer der Neumannschen analogen Methode in
der Theorie des elastischen Gleichgewichts; aus diesem Grunde
war ich gezwungen, noch einmal auf diese Siétze zuriickzu-
kommen und sie in der Form zurechtzulegen, in der sie fiir
diese neue Methode in der Elastizititstheorie geeignet sind.

§ 1.

L.Y) Ist die Funktion » der Stelle auf einer stetig
gekriimmten, geschlossenen Fliche w derart stetig, daB
ihre absoluten Funktionsdifferenzen in zwei Punkten 1
und 2 in genfigend kleiner Entfernung r,

" A endliche Konstante,

< 4-ny, 4 irgend ein echter Bruch,

und setzen wir:

1) W =[x 220 gy,

so sind bereits die ersten Ableitungen (sowohl die
tangentialen, als auch die normalen) der Funktion:

2) W= [t W) =0 g,

an der Oberfliche (sowohl an der Innenseite, als auch
an der AuBenseite) derart stetig, da, wenn o eine
beliebige Richtung bedeutet, fiir zwei Punkte 1 und 2
der Fliche w in geniigend kleiner Entfernung r,:

. [ 20! |2,

| 96 |2 0 1] < (C;A + Cy abs. Max. x) r‘}!, (14 <1)

wo ¢, und ¢, zwei endliche Konstanten vorstellen, die
lediglich von der Gestalt der Fliche w und den Zahlen 44’
abhingen, A’ einen beliebigen echten Bruch <2 (in
strengem Sinne).

1) Beil#ufig sei bemerkt, daB sich der Satz auch fir i’ = 1 beweisen
186t, doch gentigt die hier gegebene Fassung des Satzes fiir unsere Zwecke.
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Wir beweisen zunichst, daf die ersten tangentialen
Ableitungen der Funktion:

3) Wo=1§}(W.+ W)

fir zwei Punkte 1 und 2 der Fliche in gentigend kleiner Ent-
fernung r,, die Eigenschaft haben:

4) abs, [IaW| lan

wo @, und a, zwei endliche Konstanten vorstellen, die ledig-
lich von der Gestalt der Fliche w und den Zahlen 11" ab-
hingen, 4’ einen beliebigen echten Bruch <1 (in strengem
Sinne).

Wir bilden zum Beweise die Ableitung von W, nach
irgend einer tangentialen Richtung () in den Punkten 1 und 2:

) < (a, A + ay abs. Max. x) i, 4" <1,

12?

| ah . f(x ) conhy) — 3:,3s(rh,)cos(rv) o

5)

B4 L*‘f () 2R =2ep R el g,

(eine strenge Begrﬂndung dieser Formeln s. diese Berichte 33,
S. 13—18).

Wir denken uns um den Mittelpunkt O der die Punkte 1
und 2 verbindenden Graden eine Kugel mit dem Radius

Tasi
die Schnittkurve ¢ dieser Kugelfliche und der Fliche w zer-
legt @ in einen Teil w,, der 1 und 2 enthdlt, und einen
Teil w — w,.

Wir konstruieren ferner um O als Zentrum eine Kugel
mit dem Radius R [der gréfer ist, als eine bestimmte end-
liche Lénge], deren Schnittkurve 2’ mit o die Fliche o in
einen Teil w, + w,, der 1 und 2 enthdlt, und einen Teil
0 — w, — w, zerlegt, so daB man fiir den von , 4+ w; her-
rithrenden Teil in den Integralen 5).

1) cos (hyz) = cos (hy ) + 2 . ., wobei |&| < endl. Konst. ry,..
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|x—=x,| < 47,
6) | —2xy| < A -1,

|cos (vhee) | < rf,

|cos (rv)| < r F

(f und F endlich) setzen kann.
Es folgt dann zuniichst fir die von w, herrithrenden

Integrale 5):
cos (‘l’ h](g)) — 3 cos (f' k](g)) cos (" ‘V) do

f(x — %1(9)) o
N
< endl. Konst. 4 - rg-‘-l-—-_“;, )

7)
@y
< endl. Konst. 4 -7%,").

Andererseits ist:
cos (vh,) — 3 cos (rh,)cos (r») do

f(" — %) 73

3 cos(vh,)— 3cos(rh,)005(’;’)ldw ds,
)

abs.

J [ilx@ns) - x@ya)l+arip) 2

wobei das Integral f (—) ds tber eine zwischen 1 und 2 auf
1

o, beliebig verlaufende Kurve s zu erstrecken ist, deren Ab-
stinde von w, kleiner als 7,, sind. Somit ist:
3 cos (rh,) cos (r»)

A do

< endl. Konst. 4 - j{ fﬁ 7+ ,2fdw: ds,

< endl. Konst. 4 - { =+ — T }fds, D)
Tis )y

l2

f("_" ) cos(vh,) —
‘.. 1

< endl. Konst. 4.7,

1) Mit Beriicksichtigung der letzten Formel S.292 meines Lehr-

buchs der Potentialtheorie I.
3) Mit Rticksicht darauf, daf rys ‘kleiner als jedes r.
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und wir erhalten weiter:

abs. (xy — ;)| [o28.CP) — Bcos cos (rhy) 0512 g,
wg
1
< endl. Konst. 4.7, f do 1)
< endl. Konst. 4- 12,') (}," <2).
Ferner ist:
abs. f(x- [cos(vh,)-3cos(rh’ cos(rv) 003("":)‘3(’0:(’}& )cos(rv)]
r 2
< endl. Konst. 4 - r, 32'
2

< endl. Konst. 4 -7i,, )
und es folgt aus den drei letzten Formeln:

e[| [ — ) 020k — Boos (rhy) cos rs) l |

aba l J: (x — %) = o|
8 cos (vh,) — Bcos (rh,) cos (rv)

_lf(x—-x;) = ““’U |

< endl. Konst. 4 .74,

Schlieflich ist, da die Entfernungen des Flichenteiles
o —w,—w, von 1 und 2 gréfer sind, als eine bestimmte,
endliche Linge:

abs.[ f(,, —x,) cos (vh) — 3 ct:s (rh,) cos(ry) do
@—0y—oyg 0
| for ) OB = 3(::s(rh)cog(n)d ]
9) o—ay—ay .

<& endl. Konst. abs. Max. x - r,,
cos (vhy) — 8 cos(rh,) cos(r»)
"l)‘['(’) r'(! ( do

w-oy—og 2

< endl. Konst. 4 - r},,

(g —

) Vgl. Anm. 1 u. 2 auf Seite 6..
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und die Addition der Ungleichungen 7), 8), 9) ergibt die be-
hauptete Ungleichung 4).

Um mit Hilfe der Ungleichung 4), die wir jetzt bewiesen
haben, die eigentliche Behauptung unseres Satzes zu beweisen,
milssen wir uns noch zwei Hilfssiitze zurecht legen:

Hilfssatz 1.') Das Flichenpotential:
10) v=[ HdT“’,

in dem H lediglich als eine endliche?) Funktion der Stelle
auf der Fliche vorausgesetzt wird, hat die Eigenschaft, daB
fiur zwei Punkte 1 und 2 der Oberfliche in geniigend kleiner
Entfernung r,,:

11) abs. [V} <+ A-abs. Max. H-rd

127
wo A einen beliebigen echten Bruch, und A eine endliche
Konstante vorstellt, die lediglich von der Gestalt der Fliche w
und der Wahl des echten Bruches 4 abhiingt.

Hilfssatz 2.%) Die ersten Ableitungen des Flichenpoten-
tials:

V=!H%9,

in dem H als eine derart stetige Funktion der Stelle auf der
Fliche w vorausgesetzt wird, daB fiir zwei Punkte 1 und 2
der Fliache in geniigend kleiner Entfernung r,,:

A endlich,

12)  abs. (H,—H,) < 4 -7, 4 ein echter Bruch,

1) Allgemeinere Fassung eines bereits friher von mir bewiesenen
Satzes (Lehrbuch der Potentialtheorie I, S. 888).

%) Endlich im Sinne von ,endlich und integrabel®.
3) Erweiterung eines Satzes von Holder (Beitrige zur Potential-
theorie, Stuttgart 1882). Beiliufig sei bemerkt, daf sich der Satz auch

far A' = 4 beweisen lifit, doch geniigt die hier gegebene weniger allge-
meine Fassung fiir unsere Zwecke.




A. Korn: Potentiale von Flichen und R#umen. 9

sind selbst auf der Fliche derart stetig, da fir zwei Punkte
1 und 2 der Innen(Aufen)seite von w in geniigend kleiner
Entfernung r,:

13) abs. (‘ ¥

9o
wenn o eine ganz beliebige (tangentiale oder normale oder
irgend eine andere) Richtung vorstellt, B, C endliche Konstan-
ten, die lediglich von der Gestalt der Fliche w und den
Zahlen A2 abhéngen.

Zum Beweise des Hilfssatzes 1 denken wir uns um den
Mittelpunkt O der Graden 1, 2 eine Kugel mit dem Radius r,,,
die @ in der Kurve ¢ schneidet und in einen 1 und 2 ent-
haltenden Teil w, und einen Teil w —w, zerlegt. Dann ist
der von w, herrithrende Teil der Differenz | ¥V, — ¥, |

)4

2o

1) < (BA+ Cabs.Max. H)ri,, (A'<2)

- dw
2z -
abs. | Vo, |,<2J'H 2,
@y d
— w
<2abs.Max.H.m{—r——,

< 2 abs. Max. H-r,?%)
der von w — w, herrithrende Teil der Differenz | ¥, —V, |

abs. | V_w, | 2 Z endl. Konst. abs. Max. H-r,- Max. [22
oy | ] 12 r3

auf der Graden 1, 2, o

< endl. Konst. abs. Max. H-r,- ’Tl_z )

12
wo A einen beliebigen echten Bruch vorstellt. Durch Addition
der beiden Ungleichungen ergibt sich aber die Behauptung
des Hilfssatzes 1.

Zum Beweise des Hilfssatzes 2 bedenken wir zunichst,
dai, wenn z eine beliebige Richtung vorstellt:

1) Formel 46) oder 47) S. 88 u. 39 meines Lehrbuchs der Potential-
theorie I.

%) Mit Racksicht auf die letzte Formel 8. 392 dieses Lehrbuchs.
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Ha ( dm) fcos(vx) cos (1) _J‘K_co:(v_z)dw’

K Kr{lmmungsmab von dw,
daB somit, da
—J cos(vx)

cos(r») do = +2ncos(vz)—

fcos(m)%:’) dw

(] «

mit Ricksicht auf die Ungleichung 4) sogar stetige erste
Ableitungen auf @ hat, und nach dem Hilfssatz 1:.

bei geniigend kleinem r,,,

IJ'Kcos(vx)d —
 <97i2| 4 beliebiger echter Bruch, @ endlich
auch
14)  abs, f——’ < endl. Konst. r{, 4 beh;‘::i;r echter
, .

Zum Beweise des Hilfssatzes 2 haben wir daher nur die Un-
gleichung :

15) abs.| P|2 < (endl. Konst. 4+endl. Konst. abs. Max. H)r{,, (4'<2)
nachzuweisen, wenn wir

cos (rz)

16) Twz)— H (zy2)} do

Il @
setzen.

Wir teilen die Fliche @ in drei Teile: Wir denken uns,
dhnlich wie wir dies schon einmal gehabt haben, um den
Mittelpunkt O der die Punkte 1 und 2 verbindenden Graden
eine Kugel mit dem Radius r,,; die Schnittkurve ¢ dieser
Kugelfliche und der Fliche w zerlegt @ in einen Teil w,,
der 1 und 2 enthilt, und einen Teil w — w,. Wir konstruieren
ferner um O als Zentrum eine Kugel mit dem Radius R (der
grofer ist als eine bestimmte, endliche Liinge), deren Schnitt-
kurve 2 mit o die Fliche @ in einen Teil w, + w,, der 1
und 2 enthdlt, und einen Teil w — w, — w, zerlegt, so daB

1) Mit Ricksicht auf Formel 64) S. 42 dieses Lehrbuchs.
2) Anm. 2 S.9.
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man fir den von o, - o, herrilhrenden Teil in den Inte-
gralen 16):
| H—Hg | <47
setzen kann.
Es folgt dann zuniichst fiir den von w, herrithrenden Teil
der Differenz | ¥ | 3.

—z

abs. | ¥,, |2 < endl. Konst. A{‘f

17)
< endl. Konst. 4.7

127

fir den von w, herrithrenden Teil der Differenz | ¥}
abs. I!F I2
fcos(r:c) I
1

< abs. I J‘ (E-H)““(") dw
< endl. Konst. 4 |r,, {’-.i—’_-i+ '%:} + r}’], @<ny

< endl. Konst. 4 v, ,

18)

schlieBlich fir den von @ — w, — w, herrfthrenden Teil der
Differenz |¥|2, da die Entfernungen der Fliche w — w,— w,
von den Punkten der Graden 1, 2 griofer als eine bestimmte,
endliche Linge sind:

i cos(rz) , | | o cos(rz)
abs.lljgl—H,)——r;——dwlz ‘fff) ¢ dw{l]
Ww—wy—wng 0—wyg—

19) < endl. Konst. abs. Max. H-r,,

abs. (E,—Ii)f@,gri) dw < endl. Konst. 4-13,,
w—wy -y
und die Addition der Formeln 17), 18), 19) ergibt die Un-

gleichung 15) und damit auch die Behauptung des Hilfs-
satzes 2.

1) Man vergleiche die analoge Untersuchung S. 7.
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Wir werden nunmebr leicht zeigen konnen, dab die Un-
gleichung 4) die Behauptung unseres eigentlichen Satzes I
nach sich zieht, dag die ersten Ableitungen der Funktion:

20) w, = [w. °°sr(,") dow

auf der Oberfliche w derart stetig sind, daB, wenn o eine
ganz beliebige Richtung vorstellt, fir zwei Punkte 1 und 2
der Fliche w in genﬂgend kleiner Entfernung r,,:

21) abs. IIQQW’ ] < (¢, A + c, abs. Max. x)

|3o

wo ¢, und ¢, zwei endliche Konstanten vorstellen, die lediglich
von der Gestalt der Fliche w abhingen und von den Zahlen 41’
A’ einen beliebigen echten Bruch <1 in strengem Sinne.
Es ist in der Tat:
aW J‘?W cos(:rw) do
22)")
3W cos(rz) oW, cos(ry) oW, cos(rz)]d
311 r 36‘

cos(vo){
d. h. es setzt sich _3‘% aus ersten Ableitungen von Flichen-
potentialen
fute
J r

additiv zusammen, in denen die Funktion H die Voraussetzung
des Hilfssatzes 2 erfilllt. Der Hilfssatz 2 beweist somit un-
mittelbar die Behauptung unseres eigentlichen Satzes L.

1) Formel 59 S. 46 meines Lehrbuchs der Potentionltheorie 1., wenn
wir allgemein durch Uberstreichung einer Richtung b die tangentiale
Richtung mit den Richtungskosinussen:

cos (hz) = cos (hx) — cos (h¥)cos(»x), cos(hy) = cos(hy) — cos (h»)cos(ry),

cos (hz) = cos (h£) — cos (h¥) cos (v2),
andeuten.
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§2.

II. Die Werte des iiber eine stetig gekriimmte,
geschlossene Fliche w zu erstreckenden Integrales:

23) W=fn9%'i)dw,

in dem x eine (abteilungsweise) stetige Funktion der
Stelle auf w vorstellt, auf der Fliche selbst:

24) Wo=3(W.+ W)

sind selbst auf der Fliche w derart stetig, daB fiir
2 Punkte 1 und 2 in geniigend kleiner Entfernung r,:

25) abs. | W, |3 < a abs. Max. x-{

129
wo A einen beliebigen echten Bruch darstellt und a
eine endliche Konstante, die lediglich von der Gestalt
der Fliche und der Wahl des echten Bruches 4 ab-
héingt. :

Der Beweis ist dem Beweise des Hilfssatzes 1 des § 1
einigermafien analog. Wir teilen die Fliche w in drei Teile:
Wir denken uns, dhnlich wie wir dies bereits getan haben,
um den Mittelpunkt O der die Punkte 1 und 2 verbindenden
Graden eine Kugel mit dem Radius 7,,; die Schnittkurve ¢
dieser Kugelfliche und der Fliche  .zerlegt die Fliche w in
einen Teil w,, der 1 und 2 enthilt, und einen Teil w — w,.
Wir konstruieren ferner um O als Zentrum eine Kugel mit
dem Radius R (der grdfer ist als eine bestimmte, endliche
Lange), deren Schnittkurve & mit w die Fliche w in einen
Teil w, + w,, der 1 und 2 enthilt, und einen Teil w — w, — w,
zerlegt, so daf man filr den von w, + w, herrithrenden Teil

in den Integralen:
f" _cos(r) do

Wm, 1(2) = r,

@ w,1(2)

den Werten von W, in 1 und 2 aﬁf der Fliche
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26) | cos(r») | < endl. Groke - ry,

setzen kann.
Es folgt dann zunéichst fiir den von w, herrithrenden

Teil der Differenz |W,, $:
dow do
[+
ay 1 oy 2

< endl. Konst. abs.Max. x:7,, (Vgl. Anm.?) 8.9),
fir den von w, herrithrenden Teil der Differenz | W, |} :

abs.| W, |2 < endl. Konst. abs. Max. » {

27)

abs. | Wo, |3 < endl. Konst. abs. Max. x - r,, - Max. Jd-??

g
28) auf der Graden 1, 2,

< endl. Konst. abs. Max. x - &, (A4 beliebiger
echter Bruch, vgl. S.9);

schlieflich fiir den von w—w,—w, herrithrenden Teil der
Differenz | W,, [}, da die Entfernungen des Gebietes w—w,—w,
von der Graden 1, 2 grofer sind, als eine bestimmte, endliche
Léinge:

29)  abs.|Wu_w— | < endl. Konst. abs. Max. x - r,y,

und die Addition der Formeln 27), 28), 29) ergibt die Be-
hauptung 25). Wir wollen diesem Satze den folgenden als
Zusatz anfiigen, obgleich er eigentlich bereits in die Theorie
der Raumpotentiale gehort:

Zusatz zu II. Das Raumpotential:
30) V= f‘i—t ilber den Innenraum von w
‘

hat an der Oberfliche w zweite Ableitungen, die an
der Innen(AuBen)seite von w derart stetig sind, daB
fir zwei Punkte 1 und 2 in geniigend kleiner Ent-
fernung r,:

31) bs.| 227 = endl. Ko tr‘"
a '|8h13h,1<en . Konst. r4
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wo h, h, zwei beliebige Richtungen vorstellen, 4 einen
ganz beliebigen echten Bruch und b eine endliche
Konstante, die lediglich von der Gestalt der Fliche w
und der Wahl des echten Bruches 4 abhiingig ist.

Wir bedenken, daf infolge einer einfachen Greenschen
Umformung :

21 3V _ [costvh)
32)1) 3% = J , dw,
daraus folgt unmittelbar die Behauptung unseres Zusatzes mit -
Hilfe des Hilfssatzes 2 des § 1.

Man kann den Zusatz auch direkt aus dem Satze II her-
leiten, aus diesem Grunde fiige ich denselben in diesem § hinzu,
fir uns war aber die Herleitung mit Hilfe des bereits be-
wiesenen Hilfssatzes 2 des vorigen § einfacher.

§ 8.

ITI. Ist 6 die Lésung des Dirichletschen Problems
fir den Innenraum einer stetig gekrtimmten, geschlos-
senen Fliche w mit den gegebenen Randwerten 6,
welche auf der Fliche derart stetig vorausgesetzt
werden, daB fiir zwei Punkte 1 und 2 der Fliche in
geniigend kleiner Entfernung 7,

) l A endlich,
12
| 4 echter Bruch,

dann ist allgemein fiir zwei Punkte 1 und 2 des Innen-
raumes in geniigend kleiner Entfernung r,:

33) abs. |0} < 4

34) abs. |0 2 Z (a 4 + b abs. Max. 6) %,

wo a, b endliche Konstanten vorstellen, die lediglich
von der Gestalt der Fliche und der Zahl 1 abhingen.

1) Vgl. z. B. Formeln 88, S. 62 meines Lehrbuchs der Potential-
theorie I
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Wir beweisen zuniichst, daB das Potential der Doppel-
belegung :

35) W=f5(£§g—")dw

im Innenraume derart stetig ist, dak filr zwei Punkte 1 und 2
in genligend kleiner Entfernung r,,

36) abs. | W |2 Z (endl. Konst. 4 + endl. Konst. abs. Max. 6) r%,.
] 12

Sobald die Entfernung der beiden Punkte 1 und 2 von
der Fliche grofer ist, als eine bestimmte, endliche Liinge,
sind ja alle Ableitungen von W stetig, wir haben daher nur
zu beweisen, daf man um jeden Punkt der Oberfliche einen
Raum abgrenzen kann, in dem die gréfite Entfernung zweier
Punkte kleiner (gleich) ist, als eine bestimmte, endliche Linge,
und in dem fiir zwei Punkte 1 und 2 in genfigend kleiner
Entfernung r,,:

37) abs.|W[¥Z (a 4+ B abs. Max. 6) %, | a, 8 endlich.
Die Voraussetzung 33) bestehe fir
7 <0,
wo o grofer sein soll, als eine bestimmte, endliche Linge; wir

schlagen um den Mittelpunkt O der Graden 1,2 eine Kugel mit

dem Radius %’ , wo ¢ einen echten Bruch vorstellen soll und
bezeichnen mit 3 den Punkt der Fliche w, der von der Ver-
bindungsgraden 1, 2 die kiirzeste Entfernung hat. Zerlegen

wir den Teil von w, dessen Entfernungen von 0 kleiner sind
als g noch in zwei Teile w, und w, so, dak w, alle Punkte

enthalte, deren Entfernungen von den Punkten 1 und 2 gréGer
sind, als r,, — w, kann sich auch auf null reduzieren —,
dann ist der von w, herrithrende Teil der Differenz

W=yt =| [ 6—6) a0,
o 1

o
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l abs. W—W,|o,?
: dl. Konst. A7 [ leos (rv)| ; cos(r)] 4 ]

< endl. Konst. 474

12
der von w, herrithrende Teil der Differenz |W — W, 2
abs. |[W— W, |.,2

¢ 9
< | |(0(¢ns) — by) 5dwds?),
39) ?[‘!, "

( v
< JJendl. Konst. '—3 dwds < endl. Konst. A:'f ,3
L " Tl

endlich, da alle Punkte der Fliche w —w,—w; von den
Punkten der Verbindungsgrade 1, 2 groBer sind, als eine be-
stimmte, endliche Linge, der von w—w,— w, herrithrende
Teil der Differenz |W — W,|2:

40) abs. |W— Wy lo—w—ag; < endl. Konst. abs. Max. 8- Yigs

und es folgt die Formel 37) durch Addition der Ungleichun-
gen 38), 39), 40).

Damit ist aber auch die Behauptung 36) fiir irgend zwei
Punkte des Innenraumes von  in geniigend kleiner Ent-
fernung r,, bewiesen.

Nach der Methode des arithmetischen Mittels ist nun
41) a=+§1;f6&f_f”_)dw+w,

wo w das Potential einer Doppelbelegung darstellt, deren erste
Ableitungen nach dem Satze I bereits im ganzen Innenraume
stetig sind. Durch die Formel 36) ist daher die Behauptung
des Satzes III mitbewiesen.

) Das Integral ‘f (—)ds, analog fritheren Betrachtungen, iiber die
1

Verbindungsgrade 1,2 zu erstrecken.
) Man vgl. 8. 6.
1908, Bitzungsb. d. math.-phys. Kl 2
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Zusatz 1 zu IIIl. Ein jedes Flichenpotential
42) V= _f HJT“’

ist, wenn man iiber die Funktion H lediglich voraus-
setzt, daB sie endlich?) ist, im ganzen Innenraume
und AuBenraume derart stetig, daB fir zwei Punkte
1 und 2 in geniigend kleiner Entfernung r,:

A beliebiger echter
Bruch.

Der Zusatz folgt unmittelbar nach dem Hilfssatz 1 des
§ 1 und dem Satze III.

Zusatz 2 zu lII. Das Raumpotential?)

d
44) v=|=

r

43) abs. ¥V ] < endl. Konst. abs. Max. H-r!.

T

besitzt zweite Ableitungen, welche im ganzen Innen-
(AuBen)raume derart stetig sind, daB fiir zwei Punkte
des Innen(AuBen)raumes 1 und 2 in geniigend kleiner
Entfernung r,,:
I a2 2
. *V T
4{)) abs. ! ah,—ah’ .1< arfz

wenn h, und h, zwei ganz beliebige Richtungen vor-
stellen, A4 einen beliebigen echten Bruch und a eine
endliche Konstante, die lediglich von der Gestalt der
Fliche w und der Wahl des echten Bruches 4 abhingt.

Der Zusatz folgt unmittelbar aus dem Zusatz zu dem
Satze II und dem Satze III.

Zusatz 3 zu III. Besteht die Voraussetzung des
Satzes III:

46) abs. |02 < A7,
') Im Sinne von ,endlich und integrabel®.

?) Eine Verallgemeinerung dieses Satzes findet man im zweiten
Abschnitt.
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fir
47) re, <o, '

wo ¢ groBer ist als eine bestimmte, endliche Linge,
und konstruieren wir um irgend einen Punkt der
Oberfliche als Zentrum eine Kugel mit dem Radius

1—a3

wo 4 eine beliebig kleine Zahl vorstellt, so ist fiir
zwei Punkte 1 und 2 des Raumes 7, den diese Kugel
und der Innenraum von w gemeinsam haben:

48) abs.|6 2 < (endl. Konst. 4 + ‘i“—d-lﬁg'l‘"ﬁ abs. Max. 6) 2

Wir haben in dem Beweise von III nur den echten Bruch
¢ = 1—4 zu setzen; die beiden Ungleichungen 38) und 39)
bleiben ungeiindert, die Ungleichung 40) schreiben wir:

abs. ! W~ W, 'o—wy-wy 2 < endl. Konst. abs. Max. 6.7, Max. f i_(:’
auf der Strecke 1, 2, e
und es folgt die Behauptung, wenn wir noch bedenken, daf

das Integral rechts
endl. Konst.")

< kleinste Entfernung der Fliche @ —w,— w, von 1 und 2

— endl. Konst.
< 4.0

also

49)  abs. | W— W o—u-w® < endlAKo_nsii abs. Max. 8.7,

durch Addition von 38), 39) und 49).

Zusatz 4 zu III. Sind auBer 6 die ersten tan-
gentialen Ableitungen von 8 auf der Fliche w derart
stetig, daB fiir zwei Punkte 1 und 2 der Fliche o in
geniigend kleiner Entfernung r,:

1) Vgl. Anmerkung !) S. 6.
2'
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A echter Bruch,

50)  abs. A endliche Konstante,

3072
Skl <A

wo h') eine beliebige tangentiale Richtung vorstellt,
so sind die ersten Ableitungen der Potentialfunktion 6
im ganzen Raume i derart stetig, daf fiir zwei Punkte
1 und 2 des Raumes i in geniigend kleiner Ent-
fernung 7,,:

a0 . L
l<(aA+babs.Max.0)r}2, <)

51) abs. 5(‘,‘

wo o eine ganz beliebige Richtung vorstellt, a, b end-
liche Konstanten, die lediglich von der Gestalt der
Fliche w und den Zahlen i1’ abhiingen.

Es folgt zuniichst die behauptete Stetigkeit der ersten
Ableitungen von W von der Art 51) genau in derselben Weise,

wie die Behauptung des Satzes I aus der Ungleichung 4) S. 5.
SchlieBlich ist nach der Methode des arithmetischen Mittels:

30 1 aW | 3w,

52) % 2290 T 20’
wo w, das Potential einer Doppelbelegung darstellt, deren erste
Ableitungen bereits im ganzen Raume i nach Satz I von der

Art 51) eindeutig und stetig sind. Damit ist auch der Zu-
satz 4 bewiesen.

1) cos (hgx) = cos (hyz) + ¢, . ., wobei |& < endl. Konst. rys.
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IO. Abschnitt.

Einige Sitze iiber Raumpotentiale.

Ein bekannter Satz von Holder!) sagt aus, daB die zweiten
Ableitungen des Raumpotentials:

1 V=1E?

eindeutig und stetig sind, im ganzen Innenraume sowohl, als
auch im ganzen AuBlenraume, falls die absoluten Funktions-
differenzen von E in zwei Punkten 1 und 2 des Raumes t

?A‘ﬁz

sind, bei geniigend kleiner Entfernung r,, der beiden Punkte,
wo A eine endliche Konstante, 4 eine positive, von null ver-
schiedene Zahl vorstellt.

Er sagt ferner aus, daf die Spriinge der zweiten Ab-
leitungen bei dem Durchgange durch die Oberfliche des Ge-
bietes t dieselben sind, wie bei der Voraussetzung endlicher
erster Ableitungen von E, und daB schlieBlich auch die obige
Bedingung fiir E fur die Giiltigkeit der Formel:

AV = —4nE
in jedem Punkte des Innenraumes hinreichend ist.

Ich werde in diesem zweiten Abschnitt vier Sitze be-
weisen, von denen der erste eine Erweiterung des Holderschen
Satzes ist; die drei anderen Sitze beziehen sich auf ein diesem
Satze verwandtes Gebiet der Potentialtheorie, und es sei hervor-
gehoben, dab dieselben in meinen Abhandlungen zur Elasti-
zititstheorie eine ganz auBierordentlich wichtige Rolle spielen
werden.

') Holder, Beitriige zur Potentialtheorie, Tiibingen 1832.
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§ 1.

I. Erfiillt die Funktion E der Stelle des Raumes 7
die Bedingung,. daf die absoluten Funktionsdiffe-
renzen fiir zwei Punkte 1 und 2 in geniigend kleiner
Entfernung r,: i

< A"iz
sind, wo A eine endliche Konstante, 4 einen echten
Bruch vorstellt, so sind auch die zweiten Ableitungen
des Raumpotentiales:

V=IE%

sowohl im Innenraume, als auch im AuBenraume der-
art stetig, daB die absoluten Funktionsdifferenzen
fiir zwei Punkte 1 und 2 des Innen(AuBen)raumes in
geniigend kleiner Entfernung r,

< (@A + babs. Max. E) i,

sind, wo @ und b endliche Konstanten vorstellen, die
lediglich von der Gestalt des Gebietes r abhingig
sind und von der Zahl A

Es seien 1 und 2 zwei Punkte des Innenraumes in der
. Entfernung r,,, wir beschrinken uns auf die Betrachtung im
Innenraume, die Betrachtung im Aufenraume ist Schritt fiir
Schritt dieselbe. Wir denken uns um den Mittelpunkt O der
Graden 1, 2 eine Kugel mit dem Radius r,; und nennen das
Gebiet, welches z und diese Kugel gemein haben, 7,, dann ist,

wenn wir
Vll

¥ = [l — B + [Eew) - B) T + BT,

2)v.= V___fE|(§;E,

. dr
vi=[[EEn) — E@y]
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setzen, mit D, irgend eine zweite Ableitung bezeichnen und 7,q
geniigend klein annehmen:

ar
L5} ﬂ_l 1

I

f H
D,V Z24
i1

D,V | <H4Urs_h

wobei durch den Index r, angedeutet werden soll, daf das
Potential ¥ nur tber den Raum 7, erstreckt werden soll,

)

Aus der durch eine emfache Green'sche Umformung fol-
genden Formel:

3) J‘r‘ = J‘cos(rr) ,

abs.

b7, <

—2A r,_

w, Oberfliche von 7,
v innere Normale von dw,

ergibt sich:
! cos(rv) =1 cos(rv)
f < f do | r"<l_r§*f_7“—dwe’
wy
somit :
L2 _16x P
abs. | D, V| < = Arg, abs. | DV, ’ < endl. Konst. 474, 1)
! h 5 !
und:

abs. | D, (V—V') 2 + abs.
4 < endl. Konst. 4-r!, + endl. Konst. abs. Max. E- 7}, ?).

Wir schlagen jetzt um O eine zweite Kugel mit dem
Radius R; wir koonen denselben so wihlen, dag derselbe grifer

1) Da Dz‘[dTr stets endlich ist.
L1 ]

2) Da stets bei gentigend kleinem 1y,: abs.

2
1),‘[(—1"—t ' < endl.Konst. rfgp
1
T

wo A einen beliebigen echten Bruch darstellt. (Zusatz 2 zu Satz III
des I. Abschnitts.)
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ist, als eine bestimmte, endliche Liinge, aber dennoch geniigend
klein so, daf die Oberfliche w, dieser Kugel den Raum r—rt,
in zwei Teile v, und t—7,—7, zerlegt, und daf fiir je zwei
Punkte 1 und 2 des Raumes 7, 4 7,:

abs. |[E2Z A-7i,.
Es ist dann:

abs.| D, 1 < [ 1| B9 — EGaya)| + 4y P2

drds,

wobei wir durch den Index 7, andeuten, daf das Potential V*
nur ilber den Raum 7, erstreckt werden soll, und unter ds

ein Element der Graden 1, 2') verstehen, und es ist auf der
Graden 1, 2:

1 d
j[[E(Eq;)—E(zyz)§+Aﬁ]afs d<6Af .+ 647 J':

oder, da entsprechend der Formel 3):
J‘cos(rv) do. | ? die in das Gebiet 7z, hinein-

r‘—‘ i—1J -1 gehende Normale von dw,
) wytwg
= 124 1 124 1
<Tg gyttt A
27 ) 2Ty
daraus folgt:
aD,! —
S[|E@ns) — E@y2)| + Art,] |' e 4T <4 ?ST(?_A_D A-r,
3
somit:
5) abs. | D,V 22 an B ED g

SchlieBlich ist, da R griBer ist als eine gegebene end-
liche Lange

1) Falls die Verbindungsgrade 1, 2 nicht ganz im Innenraume ver-
laufen sollte, kann dieselbe durch eine andere zwischen 1 und 2 ver-
laufende, ganz im Innenraume liegende Kurve s ersetzt werden.
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6) abs.iD, ¥V  _ |} < b’ abs. Max. E-r,y, (b’ endlich),
und es folgt durch Addition von 4), 5), 6) die Behauptung:
7 abs. | D,V |2 < (@4 + b abs. Max. E) ri,.
§ 2.
II. Die ersten Ableitungen des Raumpotentiales:
dr

in dem E lediglich als endlich') vorausgesetzt wird,
sind im ganzen Raume derartig stetig, daB ihre abso-
luten Funktionsdifferenzen filr zwei Punkte 1 und 2
in geniigend kleiner Entfernung r,,

< A abs. Max. E - #

12

sind, wo man fiir 4 einen beliebigen echten Bruch
setzen kann und A eine endliche Konstante vorstellt,
die lediglich von der Gestalt des Gebietes = und der
Wahl des echten Bruches 4 abhiingt.

Es seien 1 und 2 zwei Punkte des Raumes in der Ent-
fernung r,,; wir denken uns um den Mittelpunkt O der Graden 1,2
eine Kugel mit dem Radius r,; und nennen wieder das Gebiet,
welches v und diese Kugel gemein haben, 7,, dann ist, wenn
wir mit D,V irgend eine erste Ableitung von ¥ bezeichnen
und r,, geniigend klein annehmen:

'D, V!, < 4nabs. Max. E-vi;, | D,V,, |, < 47 abs. Max. E- 7,
somit :
8) abs. | D, V., |2 < 87 abs. Max. E - r},.

Es ist ferner:
2

- (e DV,
272 bt I .
abs.|D,V,_,,|l<J'| 5 ds

1) Endlich im Sinne von endlich und integrabel.
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wenn wir wieder unter ds ein Element der Graden 1, 2 ver-
stehen, und es ist auf der Graden 1, 2:

‘aD Vs, dr — ,abs. Max. EJ‘ dt

< a abs. Max. Ej—_ﬂ perrl

T—T rT—7

a, f endliche Konstanten,
oder, da entsprechend der Formel 3):

ds rl—‘1

dr 1 cos (r7) ww, Oberflichen von 7, 7,,
f;zﬂ = -IT/IJ‘ ~@®, 1y die in das Innere von r—,
T~ oty l gehenden Normalen,
auch:

daraus folgt:

J‘laD V'_" -1—8—~— abs. Max. E - r4,,
und:
9) abs. | D,V |2 < 1 abs. Max. E- i,
somit, durch- Addition von 8) und 9) die Behauptung:
10) abs. | D,V |2 < A abs. Max. E - rl,.
§ 3.

III. Verstehen wir unter 8 eine Funktion der Stelle
auf einer Kugelfliche vom Radius R, die derart!)
stetig ist, daB die absolute Funktionsdifferenz fiir
zwei Punkte 1 und 2 der Kugelfliche in genfigend
kleiner Entfernung 7,

éA'rfgs

1) Es ist méglich, daf man die Voraussetzung des Satzes:
abs. |6t g A-r;'2
entbebren kann, und daB die Stetigkeit von 6 auf der Kugelfliche hin-

reichend ist; doch ist der Satz in der obigen Form fiir die Zwecke, fur
die wir ihn brauchen werden, ausreichend.
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wo A eine endliche Konstante, 4 einen echten Bruch
vorstellt, und ist 6 die Losung des Dirichletschen
Problems fiir den Innenraum der Kugel bei den Rand-
werten 0, so sind die zweimal nach der Normalen ge-
nommenen Ableitungen des Raumpotentials:

11) V=joi"1
._ r

an der inneren (iuBeren) Seite der Kugelfliche in fol-
gender Weise darstellbar:

a'V_ cos(rv)
=27 o+lfo do 2Ravjo , auben,
12) {*V cos (r») af T .
3_7’——4 0+ fﬂ ————d ﬁévior » lnnen,
» innere Normale.

Wir denken uns zum Beweise die Funktion 0 auf der
Kugelfliche nach Kugelfunktionen entwickelt, was ja bei der
Voraussetzung des Satzes gestattet ist:

13) 6= X Y; (s, )
0

0 = )o: ( 1}—) Y;(u, @,) fiir jeden Punkt (v, 4, @,) in der Kugel,

V=‘jo = 2 Ty o B

fir jeden Punkt (o u ) des Aufienraums,
*V v, G+DGE+2)
W P eirneiTe v
auBen an der Kugelfliche.

Da ferner:
1 3V it j+1
A R NSV e A
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und:
~ cos (r»)
J'o—r—,—dw —da sz +1Y;(ﬂ,¢)
aufien an der Kugelfliche,

so folgt die erste Formel 12) unmittelbar aus 13), 14), 15)
und 16).

Die zweite Formel 12) ergiebt sich, wenn man bedenkt, daG:
a‘V]
v’

’fﬁ c_?Er(:L) dm! 4n0+lf0 cos(rv)d !

16)

§ 4.

IV. Verstehen wir unter 6 eine Funktion der Stelle
aufeiner beliebigen, geschlossenen, stetig gekriimmten
Fliche w, und zwar eine derart stetige Funktion, daf
die absoluten Funktionsdifferenzen fiir zwei Punkte 1
und 2 der Fliche in geniigend kleiner Entfernung r,,

<Adr,, (r,<o),
wo A eine endliche’Konstante, 4 einen echten Bruch
vorstellt, und ist 0 die Losung des Dirichletschen
Problems fiir den Innenraum von w bei dem Rand-
werten 6, so ist die Funktion:

1is [, d
w3ty r |,

17) f=6—=

der Stelle an der AuBienseite der Oberfliche w derart
stetig, dafi die Funktionsdifferenzen fiir zwei Punkte 1
und 2der Oberflichein gentigend kleiner Entfernung r,,

2—[3011 + (c, + f;,) abs. Max. o] A, (re<(1—9)oa),

wo ¢, und ¢, zwei endliche Konstanten vorstellen, die
lediglich von der Gestalt der Fliche w und der Zahl
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abhingen, &8 eine Zahl, die beliebig klein gewihlt
werden kann, ¢, und ¢ zwei Konstanten, die mit ab-
nehmendem o bezw. é zu null konvergieren, aber stets
bestimmte, von null verschiedene positive Werte haben,
sobald ¢ und 4 von null verschiedene positive Werte
besitzen.

Zum Beweise seien 1 und 2 zwei Punkte der Oberfliche w
in der Entfernung r,;, und wir denken uns zwei Kugeln mit
einem Radius R, der grofier ist als eine bestimmte, endliche
Linge, aber doch klein genug, da& die beiden Kugeln, welche
bezw. die Fliche w in 1 und 2 berithren sollen, ganz in dem
Innenraume von ® liegen. Auf dem Schnittkreise der beiden
Kugeln, die wir in der Folge als erste und zweite Kugel be-

L2

zeichnen wollen, markieren wir den Punkt 3, der von der
Graden 1, 2 den kiirzesten Abstand hat, und wir konstruieren
um diesen Punkt 3 als Zentrum eine Kugel mit dem Durchmesser

o (1 — 4),

wo 4 eine beliebig klein gewithlte Zahl sein mag. Den Teil
der Kugel, der im Innenraume von w, aber auBerbalb der
beiden zuerst konstruierten Kugeln liegt, wollen wir mit 7'
bezeichnen. T ist in der Figur schraffiert. Der Gang unseres
Beweises wird nun folgender sein:
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Wir werden zeigen, daf die Funktion:
v nach Belieben eine der

a? - dr
3_—1"‘! 1('0 —0) r 4 Richtungen:
18) innere Normale von w in 1 oder 2,

innere Normale der beiden zuerst konstruierten Kugel-
flichen in 3,

die Ungleichungen erfiillt:

F=o—21

T

19a) absr |Fi2< {ea A +(b + E—JE(—,) abs. Max. b’ i 1< (1—0)0,

b, ¢, B, y endl

. 14 P
19b) abs. | F3 < {eﬂ A4+ (ﬂ + ;a—") abs. Max. 0} "112 'I Konstanten,

und daB die Funktion:
* — dr
!37‘3!(”‘”')7

in den beiden Punkten 1 und 2 Werte besitzt, deren absolute
Differenz

a

< (%A + (B + g) abs. Max. 5) %, (B, C endl. Konstanten),

und daraus wird sehr leicht die Behauptung folgen.

Wir wollen zuerst zeigen, daB

? — drt
a-—y,!(o —6,) Tl

die zuletzt behauptete Eigenschaft besitzt.

Wir bemerken hierzu zunichst, daB bei der Voraussetzung
unseres Satzes {iber 0:
fir zwei beliebige Punkte
des Innenraumes in geniigend
kleinem Abstand p,,,

20)") abs. |62 < endl. Konst. o},

1) Satz 1II des I. Abschnitts.
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und im Besonderen in dem Raume 7':

endl. Konst.

21)") abs.|6)}< (endl Konst. 4 + o

abs. Max. 6) [

Wir teilen ferner das Gebiet 7' noch in zwei Teile (1) und
(2), so daB (2) alle Punkte von 7' enthilt, deren Abstand von
den Punkten der Verbindungsgraden 1, 2 griker als r,, ist —
das Gtebiet (2) kann sich auch auf Null reduzieren. Dann ist:

:%J[o(fno—o(zymd{
1)

(endl Konst. A 4 ﬂ—K:LSt abs. Max. O)I’gt
m

oder, da entsprechend der Formel 3) dieses Abschnittes:

— cos (r »)
[t
auch:

(endl Konst. 4 + __endlA K:nst )J.CO§ e v)

oy

wenn wir mit w, die Oberfliche von (1) bezeichnen. Nun ist
fir die Teile von w,, welche der Fliche w und den beiden
zuerst konstruierten Kugelflichen angehoren:

cos (r») < endl. Konst. r,g

fiir den ubrigen Teil ist:

cos (r v) | cos (r ).
i S [ e
und gleichfalls:

J' |_°9_3r(:'i| dw < endl. Konst. r,,.

1) Zusatz 3 zu III des I. Abschnitts.
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Es ist somit jederfalis:

cirs rY)
j .. dw < erdl Konst. riJ*
-
e

und folglich:
3t .. dr
abm. 5""5.1‘1_0‘;1;,'—— 6'[,2_-] —;

endl. Konst

< [r,. A+ j— abs. Max. 5] ri,. sowohl in 1,

als auch in 2.

Da wieder infulge einer einfachen Greenschen Transfor-
mation:

* rdr 3 man vgl. z. B. Formel 83)
3,2".7 = JCOS"'V') a-"—, do' . S. 62 meines Lehrbuchs der
ot @ . Potentialtheorie L,

ferner wiederum fiir die Teile von w,. welche der Flache w
und den beiden zuerst konstruierten Kugelflichen angehdoren:
cos(rv')= 1+ e. ¢ < endl. Konst. r,,,

fir den iibrigen Teil:

J' ,_gos;r(’rv_) dw < endl. Konst. L

so ist sowohl in 1, als auch in 2:

3 d _
abs, ° N ! < endl. Konst. r,,
v & r.,
somit:

- "9t dr - —
6, —0,) 3 f? < endl. Konst. abs. Max. 8- r,,
m e

und es folgt:

a7, [l0€n0 — 1571

)
2 _
) < (e, A4+ (f :ndl. Konst. 4 gnil_;(onst) abs. Max. 0) i

(sowohl in 1, als auch in 2).
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Andererseits ist:

abs.

* - dr|?
3_1".[‘(0 = 6) r

@ 1

2
~ endlL.K. Ch
zf {,0($')C)—0(xyz): (endlKA+————ab Mo) IQ}ayTasdrds,

1@

wenn wir mit ds ein Element der Verbindungsgraden 1, 2?)
bezeichnen, somit:

(endl KomtA+"“d“‘°“—t abs. Max. o) ﬂ f S, ;i:}ds;
(2)

da entsprechend der Formel 3) dieses Abschnitts:
| wy Oberfliche von (2),

,4—1 i1 _fcos ) dow, l » die in das Innere von (2) hinein-
gehenden Normalen,

auch :

(endl Konst. 4 + ﬂl}_!(:n_st

abs. Max. @)

f { J"cos (r v) J‘cos (r v) }

Wieder ist fiir die Teile der Fliche w,, welche der
Fliche w und den zuerst konstruierten Kugelflichen angehdren:

cos (rv) < endl. Konst. o.
Fir den iibrigen Teil ist:
j '—‘—:o—i(;rl)—' dw < endl. Konst. o,
es folgt somit: '

r
f s 2 (r ?) do+1 f cos (r ) dw < endl. Konst. o -=

LAY

1) Vgl. Anmerkung ?!) 8. 24.
1906. Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. 3
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2 fo—8)?

(2)
Durch Addition von 22) und 23) ergibt sich:

? - drt?
a—v,‘!(o—o;)';

l'< (e,A + (endl. Konst. + endl. lliionst.) abs. Max. l_)) rl,.

Wir gehen jetzt zum Beweise der Formel 19a) tiber. Wir
teilen zum Beweise derselben das Gebiet i — T in vier Teile,

1. in die Kugel T,, deren Oberfliche w in 1 beriihrt, 2. in
den Teil T, von i—T—T,, welcher auierhalb der Kugel mit

dem Radius — (l—A) um den Punkt 3 als Zentrum liegt,

drittens in den Teil T von i — T — T, — T,, dessen Abstinde

von den Punkten der Verbindungsgraden 1, 3 groBier sind, als

7,9, und viertens in den ibrig bleibenden Teil 7, von i — T.
Dann ist zuniichst analog 22) und 23):

3* ~ drt|3
bs. a—y,f(o-ﬂ,)?

1
a

und:

23) abs. ( +‘-’“ﬂ§@ abs. Max. 0)1-‘.

l abs.

24)

25) dl. Konst.
> (e,A + (endl Konst. + "% 00 ) abs. Max. b‘) ",
* dz
abs. i J(O —6,)—-
26) !
( endl Konst: Jhe. Max, b) ”
es ist ferner:
_7t_|3v’_‘ r(()*a)_—

abs.
27
< endl. Konst. abs Max. 6 - r‘, )

nach dem Satze III dieser Abhandlung.

Y Mlt Rucksuht auf Satz II dieses Abschnitts und Satz II des
I. Abschnitts,
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a,)f(o .)-—

28) 1< endl. Konst. abs. Max. 6 - ,p‘j

(I—A)—%r“ "
— endl. Konst. _
L< D-o_(f; 4) abs. Max. 87y, (r; <o(1—4)(1—D)).

Aus 25), 26), 27), 28) folgt nunmehr uunmittelbar die
Formel 19a), und analog die Formel 19Db).

Bertiicksichtigt man, daB nach Zusatz 2 zu Satz II des
I. Abschnitts:

Schliefilich ist:

abs.

. - |3 pdr]P__ = 4
29) abs. 0, E JIT l< endl. Konst. abs. Max. 6 - r4,

bei geniigend kleinem 7,4, A ein ganz beliebiger echter Bruch,
so ergibt sich aus 19a), 19b) und 24) unmittelbar die Be-
hauptung unseres Satzes, wenn wir noch zeigen konnen, daB
tatsiichlich die Formeln 19a), 19b) bestehen, welche Richtung
von den 4 Richtungen

innere Normale von @ in 1 oder 2,

innere Normalen der beiden ersten Kugelflichen in 3
wir auch wilhlen mogen.

Wir bemerken hierzu, daB die Fehler, welche wir machen,
wenn wir eine dieser Richtungen durch eine andere derselben

ersetzen, _
< U - endl. Konst. 7,

sind, wenn ¥ den absolut grofiten Wert bezeichnet, den irgend
eine der zweiten Ableitungen von
J’ p (hinerstreckt tiber eine der beiden
zuerst konstruierten Kugeln)
haben kann, da nur in 27) ein Fehler entstehen kann.

1) Da d;t auf der Verbindungslinie 1, 8 kleiner als

3 endl. Konst. .
kiirzester Abstand von T; nach dieser Verbindungslinie’

3‘
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Nun ist, wie bereits aus den Hélderschen Untersuchungen
hervorgeht :

— endl. Konst. = A’ ein beliebiger,
AN<e, 4+ — abs. Max. 69, " echter Bruch,

somit auch der gemachte Fehler

enﬂ. »l_(on_sﬁ.
o

< (s A+ abs. Max. 6) r,,,

und damit ist unser Satz vollstindig bewiesen.




