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Moduln mit Koprimarzerlegung

Von Helmut Zoéschinger

Vorgelegt von Otto Forster in der Sitzung vom 15. Dezember 1989

Einleitung

Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M heit koprimdr,
wenn M =# 0 ist und wenn fiir jedes x € R entweder x M = M oder
x° M =0 ist fiir ein e > 1. M heiBt darstellbar, wenn M Summe von
endlich vielen koprimiren Untermoduln ist. Eine Darstellung
M=U, +...+ U, inder alle U; koprimir sind, heiBt nach Kirby
[2] eine Koprimdrzerlegung, nach MacDonald [3] auch eine Sekun-
dirdarstellung von M. Beide Autoren untersuchen die Existenz und
Eindeutigkeit einer solchen Darstellung — analog zur klassischen
Noecther-Lasker-Theorie der Primirzerlegung von noctherschen
Moduln. Sie zeigen insbesondere, daB jeder artinsche Modul darstell-
bar ist. Nach Sharp ([4] Theorem 2.3) ist iiber einem noetherschen
Ring auch jeder injektive Modul darstellbar.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, {iber einem noctherschen
Ring R weitere Klassen darstellbarer Moduln anzugeben und sie im
1-dimensionalen Fall vollstindig zu beschreiben. Dabel erweisen sich
die beiden folgenden Reduktionen als sehr niitzlich:

(1.5) Sei M ein R-Modul und P(M) der radikalvolle Anteil von M (d.h.
der grifite Untermodul von M, der keine maximalen Untermoduln
besitzt). Genau dann ist M darstellbar, wenn P(M) darstellbar ist und
wenn es ein Ideal b von R gibt, so dafl R/b artinsch ist und Annyy(b) +
P(M) = M.

(1.7) Sei M ein R-Modul und S eine multiplikative Teilmenge von R, so
daf alle Elemente von S bijektiv auf M operieren. Genau dann ist M
als R-Modul darstellbar, wenn Mg als Rg-Modul darstellbar ist.

Obwohl beide Aussagen einfach zu beweisen sind, liefern sie eine
Fiille bisher nicht bekannter Beispiele, und die zweite erlaubt die
Behandlung aller R-Moduln von endlicher Goldie-Dimension:
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(2.4) Ein R-Modul M von endlicher Goldie-Dimension ist genau dann
darstellbar, wenn auf jedem Faktormodul von M die Nichtnullteiler
bijektiv operieren.

Insbesondere ist jeder radikalvolle Minimax-Modul darstellbar.

Mit Hilfe der Menge Att(M) = {p € Spec(R) | p ist Annullator eines

Faktormoduls von M } erhilt man folgendes hinreichende Kriterium:

(3.2) Sei M ein R-Modul, so dafp Att(M) diskret ist (d. h. aus py < py in
Att(M) stets folgt py = ). Dann ist M darstellbar.

Mit ihm folgt, daB im Falle dim(R) £ 1 jeder radikalvolle R-Modul
darstellbar ist, also in der obigen Aussage (1.5) nur mehr die Existenz
des Ideales b gefordert werden muB. In diesem Falle ist auch die
Klasse aller darstellbaren R-Moduln gegeniiber Gruppenerweiterun-
gen abgeschlossen (fiir ein Gegenbeispiel bei dim(R) > 1 siche 3.5).

Jeder darstellbare R-Modul besitzt nach ([3] p. 34) cine Komposi-
tionsreihe mit koprimiren Faktoren, und fiir die Charakterisierung
dieser (im Fall dim(R) > 1 schwicheren) Eigenschaft erinnern wir an
folgende Begriffe: Fiir jeden R-Modul M ist Koass(M) = {p €
Spec(R) | p ist Annullator eines artinschen Faktormoduls von M} (sie-
he [7] p. 16), und fiir jede Gabriel-Topologie & auf R (siche [5]
p. 146) ist Hs (M) = n {a M | a € §}. Damit zeigen wir in

(4.2) Fiir einen R-Modul M = 0 sind dquivalent:

(1) M besitzt eine Folge von Untermoduln 0 = My S M, £ ... &
M, = M, in der alle Faktoren M,/M;_, koprimdr sind.
(11) Koass(M) ist endlich, und fiir jedes Ideal a von R ist die absteigen-
de Folge M > a M > > M > a®> M > ... stationdr.
(1) Zu jeder Gabriel-Topologie & auf R gibt es ein b € & mit
HQ; (M) =b M.

Die in (ii) auftretende absteigende Kettenbedingung spielt in der
ganzen Arbeit eine zentrale Rolle, und abschliefend beschreiben wir
im Falle dim(R) £ 1 alle R-Moduln, die ihr geniigen.

R ist stets ein kommutativer noetherscher Ring. Die modultheore-
tischen Bezeichnungen sind so, wie sie in ([7] p. 2-3) vereinbart wur-
den.
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1. Grundtatsachen iiber koprimire und darstellbare Moduln

Fiir jeden R-Modul M gilt Koass(M) < Att(M), und wir zeigen in
(1.4, a), daB bei darstellbaren Moduln beide Mengen {ibereinstim-
men. Weil jeder Primdivisor des Ideales Anng(M) ein Element
von Att(M) ist, gilt N At ]\/I) \/AnnR(]\/I) wihrend fir a=
N Koass(M) im allgemeinen nur m a' M = 0 ist. Mit Hilfe der Menge

Att(M) lassen sich die koprlmaren R-Moduln sehr einfach beschrei-
ben:

Lemma 1.1. Fiir einen R-Modul M und ein Primideal p von R sind
dquivalent:
(1) M ist p-koprimadr.
(i) Ane(M) = {p}.
(ili) Koass(M) = {p} und p* M =0 flirein e > 1.

Beweis. (i—1i) Fiir jeden koprimiren Modul M ist \/Anng(M)
ein Primideal, sagen wir p, und M heill¢ dann p-koprimdr. Ist nun q €
Att(M), g = Anng(M/U), folgt Anngp(M) < qund x M =% M fiir alle x
€ q, alsop @ qund q < p. (ii — ii1) Nur die zweite Aussage ist noch zu
zeigen, und die folgt aus p = VAnng(M). (iit — 1) Fiir jeden R-Modul
N gilt U Koass(N) = {x € R|x N % N}, so daB hier aus x M + M
stets folgt x* M = 0, also M koprimir ist und VAnngp(M) = p.

Folgerung 1.2. Sei M ein R-Modul und p ein Primideal von R. Dann
gilt: (a) Istp ein maximales Element von Att(M), so sind die Faktormoduln
MM M (i=1, 2, 3,...) alle p-koprimdr. (b) Ist U ein Untermodul von
M, so daff U und M/U p-koprimdr sind, so ist auch M p-koprimdr. () Ist
M die injektive Hiille von R/p und a ein Ideal von R, so gilt fiir
U = M [a] =Anny(a): Genau dann ist U p-koprimdr, wenn p ein minima-
ler Primdivisor von a ist.

Beweis. (a) folgt sofort mit (if), ebenso (b) wegen Att(M) <
Att(U) v Act(M/U). Bei (¢) ist U = Hompg(R/a, M), also nach dem

Beweis von ([7] Folgerung 3.3) Att(U) = {q € Ass(R/a)|q = p}, so
daB Att(U) = {p} iquivalent ist mit a = p und h(p/a) =

Die nichste Folgerung wurde fur den Spezialfall A = R von Sharp
n ([4] Theorem 2.3) bewiesen:
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Folgerung 1.3. Ist M ein injektiver und A ein endlich erzeugter R-
Modul, so ist Homg(A, M) darstellbar.

Bewels Bei A # 0 kann man irreduzible Faktorcn A/A; wihlen,
so daf3 m A; = 0ist, und der Monomorphlsmus A— H (A/A)) indu-
ziert einen Epimorphismus I_T Hompg(A/A;, M)— HomR(A M). Fir
jedes H Homp(A/A;, M) ist wieder nach (7] Folgerung 3.3)
Att(H) ={q € Ass(A/A)|M[q] # 0}, wegen|Ass(A/A)|=1
also | Att(H‘ )| £ 1, d.h. nach dem Lemma H; Null oder koprimir.

Damit ist I:‘I’ H; darstellbar, also auch der Faktormodul Hompg(A, M).

Lemma 1.4. Fiir jeden darstellbaren R-Modul M gilt:

(a) Koass(M) ist endlich und stimmt mit Att(M) tiberein.

(b) Zu jeder Zerlegung Koass(M) =X w Y gibt es einen darstellbaren
Untermodul U von M mit Koass(U) = X und Koass(M/U) =Y.

(¢) Zu jedem Ideal a von R gibt es ein e > 1 mit M[a‘] + a M = M.

(d) Der radikalvolle Anteil P(M) ist wieder darstellbar und der reduzierte
Anteil M/P(M) ist koatomar und halbartinsch. Anferdem ist P(M)
koabgeschlossen in M.

Beweis. Fiir M = 0 sind alle Aussagen klar, so daf gleich M=+ 0
seiund M= U; + ...+ U, eine Koprimirzerlegung von M, in der
kein U; tiberfliissig ist.

(a) Mit  p; = VAnng(U) behaupten wir, daB Koass(M)
= Att(M) = {py, ..., b, } ist. Der Epimorphismus U; X ... X U, —
M liefert fiir jedes q € Att(M), daB q € Att(U)) = {p;} ist fir cin j €
{1, ..., n}, also Koass(M) = Att(M) c {py, ..., p,}. Bein=11ist
man fertig. Bei n = 2 gilt firjedesie {1,...,n} mit A;= U; +
+ U +...+ U, daB M/A; # 0, also als Faktormodul von U; eben-
falls p- koprlmar ist, und es folgt { p;} = Koass(M/A)) = Koass(M).

(b) Schreibt man Koass(M) = {4, ..., . } mit paarweise verschie-
denen g;, so ist fiir jedesj € {1, ..., k} der Untermodul V; =%
{Ulie{1,...,n}undp; =q} cbenfalls g~koprimir und M v
+ ... 4+ V.. Bei der angegebenen Zerlegung von Koass(M) kénnen
wir gleich X ={q;, ..., q,}und Y= {q,4, ..., 9 } annechmen, und
dann leistet U =V} + ... + V, das Gewtinschte: Die Epimorphis-
men Vi X ... X V= Uund Vi1 X ... XV, — M/U zeigen, dall
Koass(U) = X und Koass{M/U) < Y ist, und darin gilt beide Male
Gleichheit (wegen Koass(M) < Koass(U) U Koass(M/U)).



Moduln mit Koprimirzerlegung 9

(c) Man kann gleich a M # M annchmen und dann die U; so
numerieren, daB a U; % Ujist fiiri € {1, ..., s} und a U; = U, fiir die
restlichen i. Es folgt a © VAnng(U)), also U; = M [a°] fiir ein gemein-
sames ¢ > 1 und alle { £ 5, und daraus M [a] +a M = M.

(d) Sei gleich P(M) # M und Uj, ..., U nicht radikalvoll, U;
radikalvoll fiir alle i > 5. Zu jedem i £ s gibt es dann ein maximales
Ideal m; und ein ;2 1 mit mf’, U; =0, mitb =m{' ... m folgt U,

M[b] fir alle 1 £ 5, mit B = Z U; also M [b] + B M Weil R/b
artinsch ist und P(M)/B durch b annulliert wird, folgt bereits B
= P(M), also die erste Behauptung, und als Faktormodul von M([b] ist
auch M/P(M) koatomar und halbartinsch. Ist schlieflich A ein Un-
termodul von P(M) und P(M)/A klein in M/A, wird M/A als wesent-
liche Uberdeckung von M/P(M) ebenfalls koatomar, hat also nach
([6] Lemma 1.1) keine radikalvollen Untermoduln, und es folgt
P(M)/A = 0, d.h. P(M) ist koabgeschlossen in M.

Folgerung 1.5. Ein R-Modul M ist genau dann darstellbar, wenn P(M)
darstellbar ist und wenn es ein Ideal b von R gibt, so daf} R/b artinsch ist und
M[b] + P(M) = M.

Beweis. Ist M darstellbar, so haben wir bet P(M) = M im letzten
Teil (d) ein solches Ideal b konstruicert, und bei P(M) = M sctze man b
= R. Bei der Umkehrung bleibt zu zeigen, dal N = M [b] darstellbar
ist: Fir jedes m € Q ist L, (N) = Z N [m] héchstens dann ungleich
Null, wenn b < mist, und mit m* + b=m*1+5b folgt, daBB m*- L,(N)
radikalvoll, also Null ist. In der Zerlegung N = mE:)Q L,(N) sind also
fast alle Summanden Null und die restlichen koprimir.

In dem Spezialfall, daB M reduziert, d.h. P(M) = 0 ist, erhilt man:

Folgerung 1.6. Ein reduzierter R-Modul M ist genau dann darstellbar,
wenn R/Anng(M) artinsch ist.

Bemerkungen zum Lemma. 1) Aus Punkt (b) folgt fiir einen be-
liebigen R-Modul M: Ist Y.cine endliche Teilmenge von Koass(M), so
gibt es einen Untermodul U von M mit Koass(M/U) = Y. (Zum
Beweis wihle man einen artinschen Faktormodul M/M, mit Y <
Koass(M/M,) und wende auf ithn (b) an.) Aber fiir unendliche Y gilt
das nicht mehr. Ist z. B. (R, m) cin lokaler Integrititsring mit dim(R)
>1lund M= .-13 R/m', so gibt es unendlich viele, paarweise verschie-
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dene Primideale py, p5, p3, ... der H8he 1, Y = { py, Py, b3, ... } ist
eine Teilmenge von Koass(M) = Spec(R), aber nach ([8] Folgerung
1.6) existiert {iberhaupt kein R-Modul N mit Koass(N) = Y. Ist
schlieBlich X eine nichtleere Teilmenge von Koass(M)\{m}, so gibt
es, weil M reduziert ist, keinen Untermodul U von M mit Koass(U)
= X.

2) Definiert man die zwei folgenden Klassen .2 und .-2' von R-
Moduln durch M € .4 &> Zu jedem Ideal a von R gibt es ein e > 1 mit
Mial+aM=M,Me ¢ & Zujedem Ideal a von R gibt eseine > 1
mit a° M = a**! M, so gehdrt nach Punkt (c) jeder darstellbare R-
Modul zu .Z, und natiirlich ist .# < .#'. Der Hauptvorteil der Klasse
A ist, daf} sie gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist
(nicht aber %, siche Beispicl 3.5). Genauer zeigen wir in Abschnitt 4,
daB fiir den Ring R dquivalent sind: (i) .2 = Z'. (ii) .Z ist gegen-
iiber Gruppenerweitcrungen abgeschlossen. (i) dim (R) £ 1. — Ist
M e #, folgt aus M{x] = 0 auch xM = M, d. h. auf M operiert jeder
Nichtnullteiler bijektiv.

Lemma 1.7. Sei M ein R-Modul und S eine multiplikative Teilmenge
von R, so daff alle Elemente von S bijektiv auf M operieren. Genau dann ist
M als R-Modul koprimdr (darstellbar), wenn Ms als Rs-Modul koprimdr
(darstellbar) ist.

Beweis. Bei beliebigem S ist die Abbildung Attg (Ms) 3 7 [—
% N R € Atty(M) wohldefiniert und injektiv. Falls also Mg % 0 und
M p-koprimir ist, muf nach (1.1) p n S = @ und M; als Rs-Modul
p Rs-koprimir sein (siche auch [3] p. 27). Falls aber M ecine Darstel-
lung M = U; + ... + U, mit koprimiren U, besitzt, sind in Ms =
Usis + ... + U,s wic eben alle U;s Null oder koprimir, so daf Mg
auch als Rs-Modul darstellbar ist.

Operieren nun alle s € S bijektiv auf M, wird die obige Abbildung
Attp (Ms) — Attp(M) auch surjektiv, und wieder mit (1.1) folgt die
Behauptung iiber , koprimir®. Hat aber My eine Darstellung Mg =
Xy + ... + X, mit koprimiren Re-Untermoduln X, folgt mit U; =
{aeM|1e X },daB M= U+ ...+ U,ist, daB jedes U, ein S-
teilbarer Untermodul von M mit U;s = X;ist, also wie eben U, als R-
Modul koprimir und damit M darstellbar ist.

Folgerung 1.8. Jeder radikalvolle unzerlegbare R-Modul ist koprimdr.
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Beweis. Ein Modul M heilit bekanntlich unzerlegbar, wenn M =+ 0
ist und aus M = U + U, stets folgt Uy = M oder U, = M. In diesem
Fallistp = { x € R|x M # M } ein Primideal und Koass(M) = {p},
auBerdem gibt es ein m € £2 derart, daf ftir alle 0 & g € M der Ring R/
Anng(a) lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m ist (siche [7] p. 3).
Damit erfillt S = Rum die Voraussetzungen im Lemma, denn zu
jedem a € M und s € S ist (s) + Anng(a) = R, d.h. a = r 5 a fiir ein
r € R. Ist M zusitzlich radikalvoll, zeigt die letzte Formel, dall auch
M als Rs-Modul radikalvoll und unzerlegbar ist, mit Koassp (Ms) =
{7} folgt jetzt, weil Rg lokal ist, nach ([8] Folgerung 1.3) &7 M =
0, so daff My als Rg-Modul koprimir ist, also auch M als R-Modul.

Folgerung 1.9. Sei M ein R-Modul von endlicher Goldie-Dimension,
sei Ass(M) diskret und operiere auf M jeder Nichtnullteiler bijektiv. Dann
gilt fiir jeden endlich erzeugten R-Modul A, daff Homp(A, M) darstellbar
ist.

Beweis. Jedes Element von S = R\UAss(M) operiert auf M bijek-
tiv, also auch auf H = Hompg(A, M). Nach dem Lemma geniigt es zu
zeigen, daB Hg als Rg-Modul artinsch ist: Klar ist auch Mg als Rs-
Modul endlich-dimensional, und weil Ass(M) endlich und diskret ist,
ist jedes 7€ Assp (M) ein maximales Ideal im Ring R, d.h. Mg
halbartinsch. Nach Matlis ist deshalb My sogar artinsch, also auch
Hompg (As, Ms) = H.

Folgerung 1.10. Sei p ein Primideal von R, M die injektive Hiille von
R/p und S = R\p. Ein Untermodul U von M ist genau dann darstellbar,
wenn U S-gesdttigt in M ist.

Beweis. Weil jedes s € S auf M bijektiv operiert, ist nach dem
Schlangenlemma (M/U) [s] = U/s U. Allein aus U € #’ folgt daher,
daB M/U S-torsionsfrei, d.h. U S-gesittigt in M ist, und aus dem
letzteren folgt mit A = R und U statt M in (1.9), daB8 U darstellbar
ist. (Es entsprechen also die darstellbaren Untermoduln von M gera-
de den R-Untermoduln von M,, und mit Hilfe von (1.1) sicht man
jetzt sofort, daB die p-koprimiren Untermoduln von M gerade den
endlich erzeugten R,-Untermoduln = 0 von M, entsprechen.)
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2. Darstellbare Moduln von endlicher Goldie-Dimension

Auf jedem darstellbaren R-Modul M operieren die Nichtnullteiler
bijektiv, und in Spezialfillen (siche 1.9) ist diese Eigenschaft sogar
charakteristisch. Im allgemeinen ist sie aber viel schwicher, z.B.
besitzt sie iiber einem lokalen Ring (R, m) jeder R-Modul M mit
Ly(M) # 0. Definiert man die folgende Klasse .7 ” von R-Moduln
durch M € A4 " & Auf jedem Faktormodul von M operieren die Nicht-
nullteiler bijektiv, so gilt nach der Bemerkung 2 zu (1.4) A4 < 2 ",
und das Hauptergebnis von Abschnitt 2 lautet, daBl jeder Modul
M e 2" von endlicher Goldie-Dimension bereits darstellbar ist. Zu-
sitzlich wollen wir in (2.4) die Darstellbarkeit von M durch dic Lage
von M in seiner injektiven Hille Q beschreiben. — Mit L (M) = s
M [x'] gehort M genau dann zu # 7, wenn L (M) + x M = M ist flir
alle x € R, d.h. wenn es zu jedem x € R und a € M eine Gleichung
x"a—x b) = 0 gibt mit b€ M, n> 1. Aus dieser clementwecisen
Beschreibung folgt sofort, dal die Klasse .2 " gegeniiber Gruppen-
erweiterungen und belicbigen direkten Summen abgeschlossen ist
und jeder halbartinsche Modul (als Summe seiner artinschen Unter-
moduln) zu ihr gehdrt. — Auch fiir nichtzyklische Ideale a definieren
wir Ly(M) = Z M [d], und bekanntlich heiBt M a-torsion (bzw. a-
torsionsfret), wenn L M) = M (bzw. L (M) = 0) ist.

Lemma 2.1. Fiir jeden R-Modul M € .# " gilt:
(a) N Koass(M) < 0 Ass(M).
(b) Jeder koatomare Faktormodul von M ist halbartinsch.
(c) Fiir jede Erweiterung M c N und jedes zyklische Ideal a von R gilt
L(N/M) = (L(N) + M)/M.
(d) Ein Untermodul U von M gehirt genau dann zu 4 ", wenn fiir jedes
zyklische Ideal a von R gilt L,(M/U) = (L,(M) + U)/U.

Beweis. (a) Zu p e Ass(M), also R/p=U < M, wihle man in
der Menge { V= M|V n U =0} ein maximales Element V,, und
aus Ass(M/V,) = { p } folgt fiir jedes s € R\p nach Voraussetzung
s-M/V, = M/V,, fiir jedes q € Koass(M/V,) also q < p, insbesondere
N Koass(M) < p.

(b) Man kann gleich M als koatomar annehmen, und wihlt man
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zu p € Ass(M) die Untermoduln U und V, wic in (a), folgt aus Koass
(M/Vo) = £ spezicll p € £.

(©) zu ae Ly(N/M), d.h. x* a € M fiir ein e> 1, gibt es nach
Voraussetzung eine Gleichung x"(x*a — x°b) = Omitbe M, n>1,
und damit ist @ — b € L(N), also a € (L(N) + M)/M.

(d) Gelte Ly(M/U) = (L(M) + U)/U fiir alle zyklischen Ideale a.
Um U e 4" zu zeigen, sei x € R und a € U: Nach Voraussetzung
gibt es einc Gleichung x"(a — x b) = 0 mit be M, n>1, aus
be L (M/U) = (L{(M) + U)/U folgt x"(b — b)) = 0 mit b € U,
m > n, und daraus wie gewlinscht x"(a — x b;) = 0. Die Umkehrung
folgt sofort mit (c).

Die ,,Rechtsexaktheit” von L, in Punkt (¢) kann man nicht fiir alle
Ideale a von R zeigen: In Beispiel (3.5) wird ein lokaler Integrititsring
(R, m) und eine Erweiterung M = N angegeben, in der M teilbar (also
gewill aus 7 ") ist und L,(N) = 0, Lo(N/M) =% 0. Unter folgender
Zusatzbedingung an Ass(M) erhilt man aber:

Lemma 2.2. Ist M € A4 " und Ass{(M)N\Q endlich, so gilt fiir jedes Ideal
avon R:
(a) Lo(M) + aM = M.
(b) Ly(N/M) = (L(N) + M)/M fiir jede Erweiterung M < N.

Beweis. (a) folgt unmittelbar aus (b), denn mit M, = a M ist auch
M, e Z " (als Faktormodul von M™) und Ass(M,)\& endlich, also
(L(M) + M,)/M, = L,(M/M,) = M/M,.

Beim Beweis von (b) seiim 1. Schritt sogar Ass(MN\Q = @, d. h.
M halbartinsch. Dann gilt fiir jeden Untermodul U von M, dafBl
Ass(M/Ly(M) + U) < Ass(M/L(M)), also M/L,(M) + U a-torsions-
frei ist, d.h. L(M/U) = (L(M) + U)/U. Um die entsprechende
Formel fir M < N zu zeigen, sei Ni/M = L,(N/M) und V, ein maxi-
males Element in der Menge { V= Ny | Vn M =0}. Ass(N,/V,) =
Ass(M) < £ zeigt, daB auch N;/V, halbartinsch, also nach dem vor-
hergehenden L (Ny/V,) + (M + V))/V, = N}/V, ist. Mit N,/ V, =
Ly(N;/V,) heilit das N> + M = N, und weil die kanonische Abbil-
dung N; = N,/V, X Ni/M injektiv ist, ist auch N, a-torsion, also
Lo(Ny) + M = Ny

Seiim 2. Schritt nur M € .# " und Ass(M)\Q endlich. Fiir jedes
e>1 sei N/M = (N/M) [a], und kénnten wir L(N,) + M = N,
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zeigen, folgte aus Ly(N) + M o N, flir alle e > 1 auch (L(N) + M)/M
=) Z (N./M) = L(N/M) wie gewlinscht. Statt N, schreiben wir ab
_]CtZt 'wieder N und wollen zusitzlich a°- N/M = 0 annehmen. Mit
dem gréBeen halbartinschen Untermodul L(M) = @ L, (M) von M
ist nach Voraussetzung Ass(M/L(M)) endlich, mit M,/L(M) = L,(M/
L(M)) also auch Ass(M/M;) endlich, und weil M/M; a-torsionsfrei
ist, gibt es ein x € a, das kein Nullteiler auf M/M; ist. Wegen M
€ 4 " operiert x, also auch x* bijektiv auf M/M,, es folgt Exth(N/M,
M/M;) = 0, und in V/M; @ M/M, = N/M, ist a*- VV/M; = 0, also
auch V/L(M) e-torsion. Nach dem ersten Schritt ist Lo(V) + L(M) =
7, also Ly(V) + M = N wie gewiinscht.

Bemerkung. Im Fall dim(R) £1 ist die Zusatzbedingung an
Ass(M) automatisch erfiillt, so daB fiir jeden R-Modul M € .Z " die
Punkte (a) und (b) gelten (siche auch 3.9).

Lemma 2.3. Ist U ein artinscher Untermodul von M und M/U darstell-
bar, so ist auch M darstellbar.

Beweis. Sei zuerst M/U g-koprimir. Fiir ein Komplement V,
von Uin M, d.h. ein minimales Element in der Menge { V= M| V
+ U= M} gilt dann Koass(V,) = Koass(M/U) = { q }, insbeson-
dere n q' V,=10. Aus q°- M/U = 0 folgt aber auch ¢* V, = U, daraus
IV, = '0 fiir ein f> ¢, und nach (1.1) bedeutet das, daB V, g-koprimir
ist, also mit U auch V, + U = M darstellbar ist.

Ist M/U nur darstellbar, folgt mit einer Koprimirzerlegung M/U
= M,/U+ ...+ M,/U, daB nach dem ersten Schritt alle M; darstell-
bar sind, also auch M = M, + ... + M,.

Satz 2.4. Fiir einen R-Modul M von endlicher Goldie-Dimension sind
dquivalent:
(i) M ist darstellbar.
(i) Me 2",
(i11) Ist Q die injektive Hiille von M, so gilt L,(Q/M) = (L (Q) +
M)/M fiir alle Ideale a von R.

Beweis. (1—ii) ist klar, ebenso (ii — iii) nach (2.2, b), denn
Ass(M) ist endlich. Weil Q als injektiver Modul zu .7 " gehére, folgt
(iii — ii) nach (2.1, d), und es bleibt (ii — i) zu beweisen:
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Wegen M € .4 " operieren alle Elemente von § = R\U Ass(M) auf
M bijektiv, so daB es nach (1.7) geniigt zu zeigen, dal M als Rs-
Modul darstellbar ist. Klar ist M als Rs-Modul wieder aus .2 ” und
endlich-dimensional, auBerdem der Ring Ry semilokal, so dafi wir
statt Rs wieder R schreiben und einen Induktionsbeweis tiber n =
dim(R) fiihren kénnen. Bei n = 0 ist M sogar artinsch. Bei n>1
betrachten wir zuerst N = M/L(M) und T = R\u Ass(N): Weil cine
Primidealkette p, £ p1 & ... F p, mit p, N T = @ unmdglich ist
(sonst wire p, ein maximales Ideal in R und p, € Ass(N)), ist dim(R )
< n, also nach Induktion Nt als Ri~Modul darstellbar, so daff nach
(1.7) auch N = M/L(M) als R-Modul darstellbar ist. Weil aber L(M)
artinsch ist, folgt mit (2.3) die Darstellbarkeit von M.

Folgerung 2.5. Sei M ein radikalvoller R-Modul, der der Minimalbe-
dingung fiir radikalvolle Untermoduln geniigt. Dann ist M darstellbar.

Beweis. Nach ([7] Satz 2.3) ist M von endlicher Goldie-Dimen-
sion, und flir jedes x € R ist die absteigende Folge M > x M o x* M
o ... stationdr, d.h. M [x] + x M = M fiir ein e> 1. Also ist
Me 2", und (it — 1) liefert die Behauptung.

Ein Modul M heifit bekanntlich Minimax-Modul, wenn M einen
endlich erzeugten Untermodul B besitzt, so dal M/B artinsch ist.
Dann sind in jeder absteigenden Folge M o Uy U, > U; o ... von
Untermoduln fast alle Faktoren U/U; . endlich erzeugt, so daB M
insbesondere die Minimalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln
erfiillt. Als Spezialfall von (2.5) erhilt man also:

Folgerung 2.6. Jeder radikalvolle Minimax-Modul ist darstellbar.

3. Moduln, fiir die Att(M) diskret ist

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes lautet, dal die in der Uber-
schrift angegebenen Moduln darstellbar sind. Mit seiner Hilfe wird
dann die Klasse aller darstellbaren R-Moduln im Falle dim(R) £ 1
niher beschrieben.

Lemma 3.1. Sei M ein R-Modul und p € Spec(R) gleichzeitig minima-
les und maximales Element von Att(M). Dann gilt fiir V=n {sM|s €
R\p }:
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(a) Vist der grifite p-koprimdre Untermodul von M.
(b) V ist das einzige Komplement von p M in M.
(c) Esgibteine> 1mitp" M =p** ! M, und damit ist V= Anng (p* M) - M.

Bewecis. Weil R noethersch ist, gibt es ein e > 1 mit Anng(p* M) =
Anng(d*! M), und wir behaupten, daB p kein Primdivisor von ¢ =
Anng(d M) sein kann: Andernfalls hitte man p = Anng(r) fiir cin
re R/c, aus r# 0 folgte r ¢ Annp(p*' M), d.h. rt ¢ ¢ flirein ¢ € p,
und das ist unméglich.

Ist nun p minimales und maximales Element von Att(M), folgt ¢ M
+ p M = M: Andernfalls hitte man ein q € Att(M) mit ¢ + p < q, aus p
= q folgte ¢ < p, so daB p auch minimal {iber ¢ wire im Widerspruch
zur Vorbemerkung. Insbesondere erhilt man aus cp* M = 0, dall p* M
= p"*! M ist. ¢ M ist sogar ein Komplement von p M, denn aus X <
cM, X +pM= M folgt¢c X =cM, also X = ¢ M, und derselbe Be-
weis zeigt, dafl ¢ M das einzige Komplement von p M ist. Wegen
Koass (¢ M) = Koass(M/p M) = { p } ist ¢ M nach (1.1) p-koprimiir,
insbesondere ¢ M < V, und wegen ¢ ¢ p hat man noch ein s, € ¢ N
R\p, so daB aus V' < 5, M < ¢ M folgt IV = ¢ M und alle drei Punkte
bewiesen sind.

Satz 3.2. Ist Att(M) diskret, so ist M darstellbar. Genauer gilt bei M = 0:
Sind qq, . . ., Qi die paarweise verschiedenen Elemente von Att(M), so ist V;
=N {sM|se R} der grifte a-koprimire Untermodul von M (1 £ i
Lkjundesist M=V, + ...+ V.

Beweis. Nach (3.1, a) ist nur noch die letzte Behauptung zu
zeigen, und dazusei M’ = V) + ... + V. Nach (3.1, b) gilt V; + qsM
= M fur alle {, mita = q; ... qpalso M + a M = M. Aus a
N Att(M) = VAnng(M) folgt aber a" M = 0 fiir ein n > 1, also M’ =
M.

Zusatz. Ist Att(M) diskret und a ein Ideal von R, so hat aM genau
ein Komplement V' in M, namlzch V= Annpg (r\ a' M) - M. Speziell ist
Anng (P(M))- M@ P(M) =

Beweis. Weil M darstellbar ist, gibteseine > 1 mita* M =a“*' M,
soda a M und U = ,(51 @’ M = a° M dieselben Summanden in M
haben. Mit V' = Anng (U)-M folgt V' + U = M: Andernfalls hitte
man ein g € Att(M) mit Anngp(U) + o < g, es folgte q € Att(U) (weil
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g minimal iiber Anng(U) ist) sowic g U = U, und das ist unmdglich.
Fiir jeden weiteren Summanden X von U in M gilt aber Anng(U) - X
= Anng(U)-M, also V < X, so daB} V wie behauptet das einzige
Komplement von U in M ist.

Speziell zu P(M) gibt es nach (1.5) cin Ideal b mit b M = b M
= ... = P(M), so daB nach dem vorhergehenden V =
Anng(P(M)) - M das einzige Komplement von P(M) in M ist. Bleibt
IV n P(M) = 0 zu zeigen: Bei P(M) = 0 oder P(M) = M ist das klar,
im nichttrivialen Fall aber wihle man die Numerierung der q; in (3.2)
so, daB dicqy, ..., q. € Qsindund die 41, - . ., G € 2. Mit A = I}
+ ...+ V.und B= Vi1 +... + V,gilt dann A+ B = M und
Anngp(A) + Anng(B) = R, also sogar A (@ B = M. Es folgt B = P(M)
und Anng(P(M))- A = V, also auch A = V' wie gewlinscht.

Lemma 3.3. Sei U ein Untermodul von M, so daff U und M/U darstell-
bar sind. Gelte zusdtzlich, daff aus p € Koass(U), q € Koass(M/U) und p
< q stets folgt b = q. Dann ist auch M darstellbar.

Beweis. Seizuerst M/U q-koprimir. Falls q ¢ Koass(U), folgt mit
V' = Anng(U)-M, daB V+ U = M ist: Andernfalls hitte man
Anng(U) < q, dazu einen minimalen Primdivisor p von Anng(U) mit
p < q, und p € Att(U) = Koass(U) lieferte nach Voraussetzung v = q,
entgegen der Annahme. Nun gibt es aber einen Epimorphismus
(M/U)" — Anng(U) - M, so daBl mit M/U auch V q-koprimir ist, also
I+ U = M wie behauptet darstellbar. Falls q € Koass(U), gibt es
nach (1.4, b) einen darstellbaren Untermodul U; von U mit Koass
(Uy) = Koass(U) \ {q}, Koass(U/U;) = {q}. Nach (1.2, b) ist dann
M/M, q-koprimir, aus p € Koass(U)), p < q folgt stets p = q, so daB}
wegen q ¢ Koass(U;) nach dem ersten Fall M wieder darstellbar ist.

Ist nun M/U darstellbar = 0, wihle man cine Koprimirzerlegung
M/U = M/U+ ... + M,/U, in der kein M;/U Gberfliissig ist. Fiir
Koass(M;/U) = {q;} gilt dann q; € Koass(M/U) nach dem Beweis
von (1.4, a), so daB aus p € Koass(U), p < q; stets folgt p = q;. Nach
dem ersten Teil sind daher alle M; darstellbar, also auch M = M,
+ ...+ M,

Die Zusatzbedingung im Lemma ist z.B. dann erfiillt, wenn
Koass(U) nur aus maximalen Idealen besteht, d.h. man erhilt als

Spezialfall:
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Folgerung 3.4. Sei U ein Untermodul von M, so daff R/Anng(U)
artinsch und M/U darstellbar ist. Dann ist auch M darstellbar.

DaB man ohne die Zusatzbedingung in (3.3) nicht auskommt, zeigt
das folgende Beispiel 3.5. Sei R ecin lokaler Integrititsring mit
dim(R) = 2, se1k = R/m der Restklassenkorper, K der Quotientenkdr-
per und T die globale Transformation von R, d.h. T/R = L,(K/R).
Dann ist Exti(k, T) = 0 fiir i = 0,1 und Exti(k, T) = 0, also auch
Exti(k, K/T) = 0, d.h. es gibt eine nicht-zerfallende exakte Folge

00 kT2 ubB 0,

in der dann U = Bi a 0-koprimir und M/U m-koprimir ist. Weil aber
U nicht direkter Summand, also groB} in M ist, folgt aus L (K/T) =0
auch L,(M) = 0, insbesondere M[m] + mM =% M fiir alle e > 1, so daB
M nicht darstellbar ist. (Genauer ist M & .#, aber natiirlich M e .#'.
Die Ungleichung L, (M) + mM % Mund (2.2, a) zeigen liberdies, daB
Ass(M) unendlich sein muB. Tatsichlich gehdrt jedes Primideal der
Hohe 1 zu Ass(K/T), und davon gibt es nach dem Krull’schen
Hauptidealsatz unendlich viele).

Satz 3.6. Ist dim(R) £ 1, so gilt:
(a) Jeder radikalvolle R-Modul ist darstellbar.
(b) Ist M darstellbar und U ein Untermodul von M mit So(M/U) = 0, so
ist auch U darstellbar.
() Ist U ein Untermodul von M, so dafy U und M/U darstellbar sind, so ist
auch M darstellbar.

Beweis. (a) Ist M radikalvoll, hat jedes p € Att{M) die Héhe Null,
so dal M nach (3.2) darstellbar ist.

(b) Sei zuerst M radikalvoll und So{M/U) = 0. Dann ist auch U
radikalvoll, denn zu jedem m € € gibt es ein r € m derart, daBl R/(r)
artinsch ist, und aus r M = M, (M/U)[r] = 0 folgt dannr U = U, also
erst recht mU = U. Ist aber M nur darstellbar, also M[b] + P(M) = M
wie in (1.5), folgt wegen M[b] = U auch Ulb] + P(M) n U = U,
darin ist P(M) n U nach dem ersten Schritt radikalvoll (also gleich
P(U)), und mit (a) folgt die Behauptung.

(c) Wie in den Beweisen von (2.3) und (3.3) kann man gleich M/U
als g-koprimir annchmen. Falls q ¢ €, ist die Zusatzbedingung in
(3.3) erfiillt, also M darstellbar. Falls q € €2, gibt es ein Ideal b, so daB3
R/b artinsch und P(M) = b M ist (weil das nach (1.5) fiir U gilt und
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q°- M/U = 0 ist), dazu ein r € b, so daB auch R/(r) artinsch ist, und es
folgt P(M) = r M = ¥ M, M[r] + P(M) = M, also wicder mit (a) die
Behauptung.

Zusatz. Jede der drei Aussagen im Satz ist charakteristisch fiir dim(R) £
1. Betrachten wir zum Beweis etwas allgemeiner die folgenden drei Ringei-
genschaften: (a) Jeder radikalyolle R-Modul gehort zu A", (B) Ist M ein
injektiver R-Modul und U ein Untermodul von M mit So(M/U) = 0, so
Sfolgt U € A". (y) Ist M ein R-Modul, U ein maximaler Untermodul von
M und U darstellbar, so folgt M € 4. Dann behaupten wir, daff aus jeder
von ihnen dim(R) £ 1 folgt.

Beweis. (a) Seip € Spec(R)\ £2und M die injektive Hiille von R/p.
Mit § = R\p ist dann My als Rs-Modul artinsch, d.h. M erfiillt die
Minimalbedingung fiir S-gesittigte Untermoduln. Nach Vorausset-
zung ist nun jeder radikalvolle Untermodul U von M S-teilbar, d. h.
S-gesittigt in M, und die Minimalbedingung fir radikalvolle Unter-
moduln impliziert nach ([7] Satz 2.3) dim(R/p) = 1.

(B) Sind p, M und S wie in Teil (a), so ist jetzt jeder Untermodul U
von M, mit So(M/U) = 0, nach Voraussetzung S-gesittigt in M. Aus
der Minimalbedingung fiir Untermoduln U mit So(M/U) = 0 folgt
aber nach ([7] Satz 1.6) dim(R/p) = 1.

(y) Wir zeigen im 1. Schritt flir jeden darstellbaren R-Modul A:
Ist A{m] = 0 fiir ein m € Q, folgt Exth(R/m, A) = 0 fiir alle i > 1. Bei
i = 1 gilt nimlich fiir jede Erweiterung A « B mit B/A = R/m, daB
nach Voraussetzung B € _#, insbesondere B[m‘] + m B = B st fiir cin
e > 1, und weil A m-teilbar, also schon A = m Bist, folgt B[m] @ A
= B wie verlangt. Bei7 > 1 wihle man eine injektive Hiille A = Q, fiir
die ebenfalls Q[m] = 0 ist, mit Exty(R/m, A) = 0 folgt (Q/A)[m] = 0,
so daB fiir den darstellbaren Modul Q/A nach Induktion Ext }(R/m,
Q/A) = 0ist, also Extz(R/m, A) = 0 wie behauptet.

Seiim 2. Schritt p € Spec(R)\ Q, M die injektive Hiille von M,
= R/pund My = U < M definiert durch U/My = L(M/M,). Fiir jedes
m € LQist dann (M/U)[m] = 0, also nach dem ersten Schritt Exth(R/m,
M/U) = 0 fiir alle i > 1. Aus Exth(R/m, U) = 0 fiir alle i > 0 folgt
aber nach Foxby ([1] Corollary 1.5) m U = U. Damit ist U radikal-
voll, und weil U Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen
halbartinschen Modul ist, folgt nach ([7] Lemma 1.1, ¢) dim(R/p) = 1.
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Folgerung 3.7. Ist dim(R) £ 1 und M ein radikalvoller, sockelfreier R-
Modul =% 0, so gilt mit den Bezeichnungen von (3.2) M= 11 ® ... D
V.

Beweis. Auch ohne Bedingung an den Sockel gilt mit U; = I/, +
o+ Vi + Lo+ Vg, daB Vi U halbartinsch ist, denn aus p € Ass
(Vin Uy folgt q; « pund g; < p fiir einj % i, also h(p) + 0, p € Q. Bei
So(M) = 0 ist also die Summe M = IV} + ... + V direkt.

Durch einfaches Zusammenfassen von (3.6, a) mit (3.4) und (2.2, a)
erhilt man schlielich die beiden folgenden Charakterisierungen:

Folgerung 3.8. Ist dim(R) £ 1, so ist ein R-Modul M genau dann
darstellbar, wenn M einen Untermodul U besitzt, so daff R/Anng(U)
artinsch und M/U radikalvoll ist.

Folgerung 3.9. Ist dim(R) £ 1, so gehdrt ein R-Modul M genau dann
zur Klasse A", wenn M/L(M) radikalvoll ist.

4. Die Klasse . #’

Wihlt man in einem darstellbaren Modul M # 0 cine Koprimirzer-
legung M = U; + ... + U, derart, daB kein Uj; Giberfliissig ist, so
erhilt man mit M; = Uy + ... + Uj cine Folge von Untermoduln 0 &
M E M E ... M,= M, in der alle Faktoren M;/M;_; koprimir
sind. Es crhebt sich die Frage, wann ein R-Modul M solch eine
Kompositionsreihe mit koprimiren Faktoren besitzt. Nach dem Bei-
spiel in (3.5) braucht M nicht darstellbar zu sein, aber es ist sofort zu
sehen, daBl Koass(M) endlich ist und dal es zu jedem Ideal a von R ¢in
e>1gibtmita*M=a"""M,d.h. Me #ist. Wir zeigen in (4.2),
daf diese beiden Bedingungen auch hinreichend sind und fligen eine
weitere Charakterisierung durch die Untermoduln Hg(M) =
N {aM|a € 8} (& cine Gabriel-Topologie auf R) hinzu. Im Rest
dieses Abschnittes untersuchen wir die Klasse .2’ speziell iiber
1-dimensionalen Ringen, zeigen, daB sie dort mit .7 iibereinstimmt
und geben eine explizite Beschreibung ihrer Elemente an (4.7).

Lemma 4.1. Fiir jeden R-Modul M € 7' gilt:
(a) Jedes attachierte Primideal ist Durchschnitt von koassoziierten.
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(b) Ist & eine Gabriel-Topologie auf R und ist Koass(M) N & endlich, so
gibt es ein b € & mit Hy (M) = b M.

(c) Ist M durch fast alle maximalen Ideale teilbar, so gibt es ein Ideal b von
R, so daff R/b artinsch ist und P(M) = b M.

Beweis. (a) Seip € Att(M), d. h.p= Anng(M) mit M = M/U. Zu
a= mKoass(M)g1btesc1ne>lm1ta M=a*'M, aus r\ ¢ M=0
folgt a* M = 0, und in a < p gilt dann Gleichheit.

(b) Falls Koass(M) n & = @, gilt a M = M fiir alle a € &, und man
kann b = R wihlen. Falls Koass(M) n 8 = {q,, ..., q,} (paarweise
verschieden), gilt nach Voraussetzung ¢ M = ¢ *! M (1 £i £ ) fiir
cin gemeinsames e = 1, und dann leistet b = (q; ... q,)° € & das
Gewiinschte: Klar ist Hg (M) < b M, und fiir die Inklusion > seia 3
8, a M %+ M. Dann ist Koass(M/a M) = {py, ..., b, } mit paarweise
verschiedenen p; € {qy, ..., 4.}, also q; ... q, = P ... b, auBerdem
Ap = VAnng(M/a M) nach (a), also (p; . .. p)™ = Anng(M/a M) fiir
Je—ih m = 1, und zusammen folgt " M < a M. Nun ist aber q; b M =
b M fiir alle 1 £ i £ n, also schlieBlich ® M =b M, und b M ca M
war zu zeigen.

(c) Fiir die Gabriel-Topologie 8 = {a = R|R/a ist artinsch } gilt
stets P(M) = Hg(M). Nach Voraussetzung ist Koass(M) N & endlich,
also nach (b) Hg (M) = b M fiir ein b € &, und weil dann b M
radikalvoll ist, folgt P(M) = b M.

Satz 4.2. Fiir einen R-Modul M = 0 sind dquivalent:

(1) M besitzt eine Folge von Untermoduln 0 = My E M S ... M, =
M, in der alle Faktoren M;/M;_, koprimdr sind.
(1)) M € 4" und Koass(M) ist endlich.
(111) Zu jeder Gabriel-Topologie & auf R gibt es ein b € & mit Hy (M) =
b M.

Erfiillt M diese dquivalenten Bedingungen, so ist Koass(M) = Att(M),
und fiir jedes minimale Element p von Att(M) gilt, daf V = {s M|s €
R\p} der grofte p-koprimdre Untermodul von M ist.

Beweis. (i— ii) Jeder koprimire Modul gehdrt zu .#', und weil
7" gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist, folgt M €
A" Mit Koass(Mi/M;—;) = {p; } (1 £i £ n) gilt auch Koass(M) c
{ P, ..., P }. (i—> i) Nach (4.1, a) ist Att(M) = Koass(M), so daB
wir einen Induktionsbeweis iiber d = | Att(M) | fithren kénnen. Bei
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d = 1 ist M nach (1.1) selbst koprimir. Bei d > 1 wihle man ein
maximales Element q in Ate(M), und mit M’ = m 9 M = q° M ist
dann M/M' nach (1.2, a) koprimir, wihrend M als Faktormodul
von M™ wieder aus . 2" ist mit Att(M') < Att(M). Wegen q ¢ Att(M')
ist diese Inklusion echt, so daB es nach Induktion eine Folge 0 = M, §
Mys o0 § M, = M gibt mic koprimiren M/M;_,.

(it — 111) Das ist ein Spezialfall von (4.1, b). (iii— 1i) Es ist M € .#',
denn fuir jedes Ideal a enthilt die von a erzeugte Gabriel- Topologic S
(siche [5] p. 150) nach Voraussetzung ein Ideal b mit n a M=bM,
und mit a° < b folgt a* M = a** ! M. Mittels der Abblldung Spec(R) >
| h (1) € N sicht man, daB cine Teilmenge Y von Spec(R) genau
dann endlich ist, wenn jede diskrete Teilmenge von Y endlich ist.
Wire also Koass(M) nicht endlich, gibe es paarweise unvergleichbare
Pre B B3, ... € Koass(M), und die von den p; erzeugte Gabriel-
Topologie & enthiclte nach Voraussetzung ein Ideal b mit Hg (M) =
b M. Mit (py ... p)° < b folgte pn+y b M = b M, also p,,+; ¢ Koass
(& M), pp+1 € Koass(M/b M), daraus b < p, 41, P © Py flirein i 3
{1,..., m}, und das ist der gewiinschte Widerspruch.

Im Zusatz haben wir Koass(M) = Att(M) bereits bewiesen. Ist aber
p ein minimales Element von Att(M) und S = R\, folgt fir die
Gabriel-Topologie 8 = {ac R|an S+ @ } und V" = Hg(M), daB
es ein s, € S gibe mit V= 5, M. Damit ist } S-teilbar # 0, fiir jedes g
€ Att(V) 1stg n S = @ und q € Art(M), so daB in g = p Gleichheit
gile, und Atwe(V) = { p } bedeutet nach (1.1), daB ¥ p-koprimir ist.
Weil schlieBlich jeder p-koprimire Untermodul von M S-teilbar ist,
also in I liegt, ist alles gezeigt. (Unter der stirkeren Voraussetzung,
daB M darstellbar ist, wurde die letzte Aussage Gber V' = n s M auch
m ([2] p. 574 und [3] p. 31) bewiesen.)

Folgerung 4.3. Besitzt ein R-Modul M die Minimalbedingung fir alle
Untermoduln der Form U = a M, so erfillt M die dquivalenten Bedingun-
gom in (4.2)

Beweis. Um (iii) zu zeigen, wihle man in der Menge {a M |a €
G )} ein minimales Element a, M, und dafiir folgt He (M) = @, M.
Um die Klasse .Z2" niher zu beschreiben, miissen wir als erstes

zeigen, daB die Bedingung o* M = o** "M nidht fiir alle Ideale a zu
testen ist:
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Lemma 4.4. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:
(i) Me A
(i) Zu jedem x € R gibt es ein e > 1 mit x* M = x**! M.
(iii) Zu jedem p € Att(M) gibt es ein e > 1 mit p* M = p*1 M.

Beweis. Klar ist (i — ii) und (i — iii), und zur Umkechrung
betrachten wir fiir einen beliebigen R-Modul M die Idealmenge A
(M) ={ac R|esgibteine>1mita°M=a"*' M }. Fiir sic gelten
folgende Rechenregeln, deren Beweis dem Leser tiberlassen sei: (1) a
eAM) & Vae A M) & at Anng(M) € A(M). @a, be A(M)
>a+b,ab,anbe (M) Bei(ii— i) ist also a € A(M) fiir alle Ideale
a von R zu zeigen, und das geht durch Induktion tiber die Erzeugen-
denanzahl sofort mit 2). Bei (iii — i) nehmen wir M ¢ .#" an, und
dann hat die Menge aller Ideale a ¢ A(M) ein maximales Element a,,
Nach Dista, F Va, unmoglich, ina, = p; n ... N p, muB dann nach
@) cin p; mit q, {ibercinstimmen, d.h. g, ist ein Primideal. Fiir b, =
Annp(M/a,M) gilt nun a,M = b,M, also auch b, ¢ A(M), so dall ina,
c b, Gleichheit folgt, und a, € Att(M)NA(M) steht im Widerspruch
zur Voraussetzung (ii1).

Zusatz. In (iii) geniigt es, alle p € Att{M) zu testen, die nicht minimal
iiber Anng(M) sind.

Beweis. Ist M # 0, so zeigen wir zuerst fiir jeden minimalen
Primdivisor q von Anng(M), daB M = M/qM aus _#' ist: Nach (4.4)
ist nur p € A (M) fiir alle p € Att(M) zu zcigen, und bei g = p ist sogar
pM=0, beig < p gilt nach Voraussetzung p* M = p**! M fiirein e =
1, also auch p* M = p** ' M.

Seien nun q, ..., 4, alle minimalen Primdivisoren von Anng(M).
Dann gibt es ein m > 1 mit (9; ... g,)" < Anng(M), und weil alle

M/q; M aus 4’ sind, gilt das auch fiir M/(a; ... 9,)" M, d.h. fir M.

Folgerung 4.5. Sei dim(R) £ 1, M ein R-Modul und U ein Untermo-
dul von M.
(@) Genau dann ist M € 4, wenn es zu jedem maximalen Ideal m von R
eine>1gibt mitm* M =m**? M.
(b) Ist M € A" und SofM/U) =0, so ist auch U € .Z".

Beweis. (a) folgt unmittelbar aus dem Zusatz, und auch in (b) ist
nur jedes m € £ zu testen: Es gibt ein r € m, so daB R/(r) artinsch ist,
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dazu ein n > 1 mit ¥ M = #*' M, und wegen (M/U)[7"*'] = 0 folgt
7" U ="t U. Weil aber U; = U[r"] darstellbar ist, gibt es ein e > 1
mit Uy[me] + m U; = Uy, und aus Uy + r U= Ufolgt Um ]+ m U =
U, m¢ U=m*! U wie gewiinscht. (Beide Aussagen sind charakteri-
stisch fiir dim(R) £ 1, wie die Zusitze (@) und (B) nach (3.6) zeigen.)

Lemma 4.6. Sei U ein koatomarer Untermodul von M und sei U € A4,
M/U € 4. Dann folgt M € A.

Beweis. Wir zeigenim 1. Schritt flir einen beliebigen R-Modul
M: Ist a* M = a°*! M koatomar, so folgt bereits M [a°] P a° M = M.
Zum Beweis seib = a° = (x4, . . ., x,). Dann gibt es einen Monomor-
phismus M/M[b] — (b M)™, und weil das Ziel koatomar und b-teilbar
ist, sind auch alle Untermoduln b-teilbar ([6] Lemma 1.1), insbeson~
dere M/M(b], d.h. es ist M[b] + b M = M. Auch M[b] n b M ist b-
teilbar, auBerdem durch b annulliert, also wie behauptet Null.

Seiim 2. Schritt U c M wie angegeben. Zu jedem Ideal a von R
hat man ein e > 1 mita° U= a°*' U, weiter ein f> 1 mit (M/U) [¢] +
a-M/U = M/U, und mit (M/U)[¢/] = M,/ U folgt o M; < U, a**/ M,
= a**/*1 M,. Nach dem ersten Schritt bedeutet das M;[a**/] @
a¢*f M, = M,, und Addition von a M liefert M;[a**/] + a M = M.

Satz 4.7. Ist dim(R) £ 1, so sind fiir einen R-Modul dquivalent:
) Me 2.
(i) M e A
(i) M besitzt einen koatomaren, halbartinschen Untermodul U, so daf
M/U radikalvoll ist.

Beweis. Klar ist (ii — i), und bei (i — iii) ist nach (4.5, b) auch

L(M) € A Mlt.Q—{mlzGI}X Lyi(M) folgt aus L(M) = @
X;, daB jedes X; € 2 ist, und der Beweis von (4.5, b) zeigte genaucr
dal es zu jedem i € Ieln e; > 1 gibt mit Xj[m{] + P(X;) = X;. Damit
ist U = @ X{mf] koatomar und L(M)/U radikalvoll, und weil nach
(2.2, a) M/L(M) radikalvoll ist, gilt das auch fir M/U.

(iii— ii) Ist U = M wic angegeben, so hat man fiir jedes m € £ eine
Zerlegung U = L (U) ® U’ und ein e > 1 mit m*- L(U) = 0 ([6]
Lemma 1.2), so daB wegen m U’ = U’ folgt m* U = m**! U. Nach
(4.5, a) ist deshalb U € .Z', nach (3.6, a) aber M/U sogar darstellbar,
also nach (4.6) M € Z wic behauptet.
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Bemerkung. Aus der Aquivalenz (i< ii) folgt insbesondere, daB
im Falle dim(R) £ 1 die Klasse .Z gegeniiber Gruppenerweiterungen
abgeschlossen ist. Nach dem Zusatz (y) bei (3.6) ist diese Eigenschaft
sogar charakteristisch flir dim(R) < 1.
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