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■iiWährend ich Tersuchte, mittelst der Elastizitätstheorie des Lichtäthers die Gesetz­
erklären,') haben andere die Theorie der I-Smäßigkeiten in den Spektren der Elemente zu 

Elektronen zu diesem Zwecke herangezogen. Da die Ausbreitung der elektrischen Xraft 
Zeit erfordert, so wird ein bewegtes elektrisches Teilchen (sei es ein geladenes materielles 
Teilchen oder ein Quantum von Elektrizität ohne materielle Unterlage) im allgemeinen 
auf sich selbst Kräfte ausiiben, welche die Bewegung beeinflussen. Als Eigenschwingungen 
werden solche schwingende Bewegungen des Elektrons angesehen, bei denen diese Kräfte 
verschwinden, sogenannte kräftefreie Schwingungen. Um diese Bestrebungen mit meinen 

vergleichen, mußte ich die betreffende Literatur eingehend studieren.
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Untersuchungen zu
Besonders hat Sommerfeld sehr allgemeine Untersuchungen Uber die von bewegten Elek­
tronen auf sich selbst ausgeübten Kräfte angestellt, und aus seinen 
sonderen Fall der konstanten Geschwindigkeit das auch sonst schon abgeleitete Resultat 
bestätigt, daß die Bewegung eines Elektrons mit konstanter Unterlichtgeschwindigkeit 
kräftefrei sei.
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Eine Änderung der Geschwindigkeit bedingt dagegen das Auftreten von Kräften, und 
so kommt man zu der Anschauung, daß das masselose Elektron sich verhält wie ein träges 
Massenteilchen, w'obei sich dann allerdings die Masse als Funktion der Geschwindigkeit 
ergibt; und auf Grund dieser Resultate konnte man dazu übergehen, die Trägheit der 
materiellen Massen umgekehrt durch die scheinbare Trägheit der Elektronen zu erklären, 
so daß sich die Masse aus Elektronen zusammensetzt und nur de.shalb konstant zu sein 
scheint, weil die in der Mechanik vorkommenden Geschwindigkeiten nicht groß genug sind,

lassen. Die fundamentale Wichtigkeit dieser neuen 
Auffassungsweise der Mechanik erfordert vor allem eine volle Klarlegung der Grundgesetze
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um die Abweichungen hervortreten zu
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1) Zur Theorie der Spektrallinien, Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der E. Bayer. Akademie 
der Wissenaobaften, Bd. XXI, 1901 und Bd. XXII, 1903. Ks sei bei dieser Gelegenheit bemerkt, daß ich 

Schlüsse der letzteren Abhandlung in den asymptotischen Werten bei der Korrektur irrtümlicher Weise 
eine Quadratwurzel durch eine vierte Wurzel ersetzt habe. Unter Benützung genauerer asymptotischer 
Entwicklungen habe ich inzwischen die Untersuchungen fortgesetzt und Formeln erhalten, die sich den 
Beobachtungen besser ansohließen; die Resultate sind 'porläufig zusammengestellt in meiner Rektoratsrede: 
Gestalt und Spektrum der Atome, Süddeutsche Monatshefte, 2. Jahrg. 1905 (englische Übersetzung in 

The Monist, vol. 16, Chicago 1906).
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für die Bewegung eines Elektrons, und eine solche versuche ich im folgenden auf Grund 
der partiellen Differentialgleichungen der Elektronentheorie zu geben.

Die dabei gewonnenen Resultate sind von den bisher erhaltenen wesentlich verschieden. 
Ich knüpfe zunächst an
in den Aufsätzen des letzteren kommen verschiedene Entwicklungen vor 
mathematischen Gründen nicht haltbar erscheinen. Ich habe deshalb seine ganze Unter­
suchung von neuem durchgeführt und dabei möglichst ausführlich alle zweifelhaften Stellen 
erörtert. Schliefdich habe ich in § 16 die betreffenden Stellen eingehend bezeichnet und 
besprochen, zu
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f den allgemeinen Ansatz an, den man Sommerfeld verdankt;

die mir aus
i ■' ,/
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r
gleich auch klarzulegen versucht, weshalb die ältere Behandlung der Be- 

mit konstanter Geschwindigkeit (nach Lorentz und Abraham) dazu führte, diese
'i '

wegung
Bewegung als eine kräftefreie anzusehen.

Die vorliegende Arbeit behandelt nur die reine Translation, und zwar für den Fall, 
daß die Bahn des Elektrons und die Geschwindigkeit willkürlich gegeben sei; es wird 
ganz allgemein die durch das Elektron erzeugte Kraft berechnet. Erläutert ist die allge­
meine Theorie durch den Pall konstanter Unterlichtgeschwindigkeit (§ 12), wobei sich die 
Kraft nicht gleich Null ergibt und der Grenzfall der Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit 
ohne Schwierigkeit erledigt wird, 
die Erklärung der Trägheit materieller Massen aus

Hypothesen aufrecht erhalten lassen. Auch die Vorstellung, daß ein

H.

I ■i-1
.

; Hiernach dürften die erwähnten Vorstellungen über
der Elektronentheorie sich nur unter*■

i Hinzufügung neuer
konstanter elektrischer Strom der Elektronenbewegung mit konstanter Geschwindigkeit (dem 
konstanten Konvektionsstrom) äquivalent sei, ist nur qualitativ, nicht quantitativ zutreffend, 
da ein konstanter Strom keine Selbstinduktion zeigt, ein konstant bewegtes Elektron

r
h. ...i'

! fi'.
i J r dagegen auf sich selbst Kräfte ausübt.

In gleicher Weise ist die Bewegung mit konstanter Überlichtgeschwindigkeit 
behandelt (§ 13), wobei der Grenzübergang zur 
vollziehen läßt und zu demselben Resultate führt, wie beim Ausgange von Hnterlicht- 
geschwindigkeit. Weiters sind die allgemeinen Formeln zur 
beschleunigten oder verzögerten Bewegung verwandt; dabei zeigt sich, daß der allmähliche

Überlichtgeschwindigkeit und umgekehrt sich ohne jede Schwierig-

r
Lichtgeschwindigkeit sich ohne Anstand

1'
/ Behandlung der gleichförmig,..Vl ,,Z

's-;,
Übergang von Unter- zu 
keit vollzieht.1 •' 

4.1 Alle Untersuchungen beziehen sich auf Volumladung, d. h. es wird vorausgesetzt, 
daß das bewegte (kugelförmige) Teilchen sich wie ein Nichtleiter verhalte, dessen ganzes 
Innere elektrisch geladen ist. Die Voraussetzung bloßer Oberflächenladung kann durch 
Grenzübergang leicht erledigt werden. Ich werde darauf in einer Fortsetzung der vor­
liegenden Arbeit zurückkommen, in der dann auch die rotatorische Bewegung Berück­
sichtigung finden soll.
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.,f V ,§ 1. Das elektromagnetische Feld eines bewegten Elektrons.

Die von einem bewegten elektrischen Teilchen (z. B. einem Elektron) ausgehenden 
Kräfte hängen von zwei Potentialen ab, dem „skalaren Potentiale“ cp, das der Gleichung:

Cp — A'^ <p = Q

r:-T‘ :■
Iii-.i-.

r*-(1)

NI'■' ■

'I
genügen muß, und dem „Vektorpotentiale“ St, dessen Bestandteile St^,, äy, St^ durch die 
drei Gleichungen:

C — äl:, = e C Do,,
äiy --- = QC Oy ,

A^ — Q G O^

bestimmt werdend) In ruhendem Zustande geht das skalare Potential cp in das elektro­
statische, das Vektorpotential 21 in das magnetische Potential über. In obigen Gleichungen 
bedeutet cp“ den zweiten Differentialquotienten von cp nach der Zeit t an dem im absoluten 
Kaume festen Punkte mit den Koordinaten x‘,y‘,s‘, und es ist:

dy“-

Es bedeutet ferner q die elektrische Dichte an diesem Punkte, c die Lichtgeschwindig­
keit, und 0,„, Oy, Oj sind die Komponenten der Geschwindigkeit

I

.JjjjfjOl', ' I j(2)
%

0
l!i

ii• .. b,

i
i i

ii

ib -
3'^ cp
3 7^'3 x"^A^cp =

I
;

Ji 1'^'

« = Ko *+ Oy+(3) i

m ■
mit der sich das Elektron bewegt.

Nur im Innern des Elektrons ist q von Null verschieden; es ist also q eine im 
allgemeinen unstetige Punktion des Ortes und außerdem (da der Ort des bewegten Elektrons 
sich mit der Zeit ändert) eine Funktion der Zeit. Die dadurch der Integration entgegen­
stehenden Schwierigkeiten kann man in folgender Weise beseitigen.

Bs werde ein mit dem Elektron fest verbundenes Koordinatensystem {x, y, s) ein­
geführt, das sich mit der Geschwindigkeit v im ßaume translatorisch bewegt, d. h. es weide

t
X dt,

. 0 
t

y' = y Ar
U 

t
^ + jXfz dt

0
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1) Vgl. in Betreff der Literatur den Artikel „Maxwells elektromagnetisohe Theorie“ von H. A. 

Lorentz in der Enzyklopädie der Mathematik, V 2, 1, und für die Ableitung besonders Abraham, 
Prinzipien der Dynamik des Elektrons, Annalen der Physik, Bd. 315 (neue Folge, Bd. 10), 1903, (franzö­
sische Übersetzung in dem Werke; Jons, fileotrons, Corpusoules, herausgegeben von der Societe fran9aise 
de physique, Paris 1905, t. I), ferner desselben Verfassers Werk: Elektromagnetische Theorie der Strah­

lung, Leipzig 1905.
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gesetzt, wobei vorausgesetzt wird, daß die Bewegung des Elektrons zur Zeit

^ ^ den Differentialquotienten von <p nach der Zeit an

mit diesem Koordinatensystem fest verbundenen Stelle, so ist:

3 (p dx' 
dx‘ dt

9 Cp
# = 0 beginnt. Bezeichnet dann

I- einer< I /
d Cp dy' 
9 y‘ dt

d cp de' 
d e' dt

9 cpV/“'^ ■„ fT ++Ji = ^■II.,

oder nach (4):
9 CpI 3 09 .

f H---^ --
9 Cp = cp -Y(5) 0*, N
a t d 0dy9 X

i wo nun Oxi 0,^, t,« gegebene Funktionen von t sind.
Durch Wiederholung dieser Differentiations-Operation erhält man:

d'^cp 
d xSt

wenn zur Abkürzung folgende Bezeichnungen eingeführt werden:

^dcp dXa;   Scp düj, d <p d d q) d
dx dt dx di dy dt dz dt'

9^ cp 
dydt

“h 2 Oj/ Oa

<
»

■■ _ 3* 9? „ 9^ Uj; 
^ df^ dx dt

9‘^ Cp
-25 Oa: "h Oj; Oj/

dx dy'

1

)

S
dXdt

9® cp I cp
+ ViJ~t

i I OiC “h0;c ---< ;; dxdtI
! 9^ ^9 V 9^ cp 9" Cp 9^ cp9^ cp

X 2
9 ä <p)..... = + o! h 2 OiC Oj/+ 2 Ü^r OiC5 5 üj, 0,/ d Z^m dy dy de dxdyy dx dedx dy

. J : Die Differentialgleichung (1) wird infolgedessen: 

d'^cp
I* I ] ■ ■ '1I V 'II V"”* |f ■ \

I •
' ... ;

dxdy

Hier ist nun die elektrische Dichte Q für jeden mit dem beweglichen Systeme fest 
verbundenen Punkt y, e von der Zeit unabhängig, also nur noch von x, y, e abhängig, 
und zwar gleich Kull außerhalb des Elektrons.

Indem man die Punktion Q=f{x,y^e') durch ein Fourier’sches Integral darstellt, 
läßt sich die in dieser Unstetigkeit liegende Schwierigkeit umgehen.') Es ist nach Fourier:

S?9£!i»-_3S
d X dt

Sir»”-+®®”“'' — Y cp = Y Q.(6)
9 f

r
/

Ih; •
V .

1

i
-I-CO -f CO1 fJJ* die dl d7n SS ^ f(K, Y p.) dx dkdy,f{x, y,e) =

8jj:ä
worm:

S (x — x)k = (x — x) Jc -Y (y — ?J)l Y (y — A*) •
Indem wir durch die Gleichungen:

r\
. I.
I r

b
(7) (}‘ = gtSfcj?___

-i rbl i. r \i 1
(8) — iS kx dx dl dP

i
I) Nach dem “Vorgänge von A. Sommerfeld (Göttinger Nachrichten, Jahrgang 1904), dem wir in 

den zunächst folgenden Paragraphen uns anschließen, von dessen Resultaten aber die unsrigen wesentlich 
abweichen werden (vgl. unten § 16).
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i Yoa/i,l,m abhängige Hülfsfanktionen einführen, läßt sich obige Fouriexsche Formel «li,zwei 

in der Grestalt: r'" ■ 'S
+ OO

:i i'.Q = f(x,y,0) == J4J P • Q' ■ dh dl dm

schreiben. Diesen Wert setzen wir auf der rechten Seite von (6) ein und erhalten dadurch 
eine für alle Werte von x, y, e gültige analytische Darstellung der Funktion q.

Von den mehrfachen Integralen machen wir uns frei, indem wir auch auf der linken 
Seite von (6) statt der Funktion cp mittels der Formel

(p = j’J’J q>‘ (h, l, m) ■ F • dk dl dm

(9)
‘ *

• 't.

J

■‘‘■‘l" 'V.r .
i 1'

4Wi 'Yi nil k \(10)
ili if I .

eine weitere Hülfsfunktion cp‘ einlühren. Die auf der rechten und linken Seite von (6) 
dann unter dem dreifachen (nach h, l, m) genommenen Integralzeichen auftretenden Funk­
tionen setzen wir einander gleich und dividieren beiderseits mit P; so entsteht die folgende 
partielle Differentialgleichung für die von x, y, s, Ic, l, m und t abhängige Funktion cp':

fcp‘

3 (X?

i:!!
1" bilV

:t;} ■■: m
I--: ;

If I:

3x dy
^dcp' d\ij;

dx dt
3® cp' 
dt^

fF <p‘ — ■ e'®'="'.tb P 'S '52 5-"(11) i'l

3i. Iir jDie Differentialgleichung ist der Gleichung (6) vollkommen analog gebildet; statt der
jetzt auf der rechten Seite die durchaus stetige irunstetigen Funktion Q = f{x,y,0) steht nur 

Funktion g‘, welche durch (7) eingeführt wurde. Die Bestimmung der Fotential- 
funktion cp ist daher vorläufig zurückgeführt auf die Bestimmung einer 
spezielleren Potentialfunktion <p‘, welche einer 
(wenn auch imaginären) Dichtigkeitsverteilung q' der Elektrizität entspricht.

Die Berechtigung der bei dieser Zurückluhrung benutzten Operationen bedarf aber 
noch der näheren Untersuchung; die Gleichung (6) nämlich führt nur dann auf die Gleichung 
(11) für cp‘, wenn es gestattet ist, die Differentiation der durch (10) definierten Funktion cp 
nach X, y, ä, t unter dem dreifachen Integralzeichen auszuführen. 
cp' (Ä, l, m) für unendlich große Werte von

auf der rechten Seite von (10) unter dem Integralzeichen der Faktor

b
ß '1durch den ganzen Raum stetigen

I jdi'if, 1f*

i'f

!:

I i Ii I-Bleibt die Funktion
itü'fT/

;;i' ’ V,., :: y4iH,4, Ii
I),

7c, l, m endlich, so ist diese Operation jedenfalls
■•il

erlaubt, wenn 
ß—p^ hinzugefügt wird, wo s

' Ii
die positive Quadratwurzel; ■h

m;
¥iS = Yh‘̂ -f F -k mP’

bedeutet und p eine positive Konstante bezeichnet.

(12) \ i
|41..,! 11Setzen wir also: i,;

JXX cp' (k, l, m) • P ■ dk dl dm(13) cpp =
iund zur Abkürzung: i’

3‘ P2 5-l'^|o.+ 5.S
dxdt '

so genügt die Funktion pp nicht der Differentialgleichung (6), sondern der Gleichung:

3^ P ,.dcp d\i ^ 
dxMll bfbPI

i hl
' %j...

'Ox Oy — P,Dp =(14) Odxdy I
i

ih? I'..
DPp = P XXXö“''" P ■ q' ■ dk dl dm\

und das obige Verfahren, welches die Gleichung (6) auf die Gleichung (11) 
zurückführte, wird nur anwendbar sein

i.(15)
Y- ■

If'V
die Gleichung:wenn ■■■«;

)b "■ !
Ii\.7
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(J) (pp)p =Z O — J) (sp)p = O' 

als bestehend nachgewiesen ist. Mit diesem Nachweise werden wir uns im folgenden 
noch beschäftigen (vgl. § 5). '

(16)

/

§ 2. Das Hilfspotential (p‘.

Ein partikuläres Integral der Gleichung (11) finden wir durch den Ansatz:

(p\ = ei0i^+iy+<nB) P^ F{t).

;

(17)

< i wo F allein von der Zeit t abhängt. Es ist dann: 

3^ <p{
! i F F {()iS ka , ZlVi = — (7c2 + ■ F(t),= e3 dft « ,J , / t ''
■ r'- 1,.,.

I,

\
=Z F(J)-Sl^.^ dqh d^

dt dt

S
3 x3t 

3x3y

'I-I
4 I t)j; = Z ■ —

i 1.-',■I iS IiX F {t)-SSlclX)= X)y = — e-*^>‘^F (Z) ■ (5 Tc X)=f.BiC B,y = — e“'s
J<.J:! Durch Einsetzen des Ausdrucks (17) in (11) und Fortlassen des auf beiden Seiten 

von (11) auftretenden Faktors e 
gleichung zweiter Ordnung:

FF

1
\ \lF < f ■
. Jl
ip) r

iS Ux erhalten wir also für F (Z) die lineare Diiferential-

dF d \)=(18) — 2 i 5 ft Bj; -fi j— iS Jc — (Skt)=y F=c\I dt^ d Z

§ ■i t
worin s wieder durch die Gleichung (12) definiert ist.

Diese Gleichung läfit sich durch die Substitution

F — a ■ f
■ ■ . . dfvereinfachen, indem man die Funktion a so bestimmt, daß das Glied mit ~ herausfällt.

d Z
Es wird zunächst:

! '':a (19)
■■A ..1

d a a iS Tc B*^ df d^aJ+1 2 i~Sh^=Fc^-s^ a -F iShx>=f a-ia 5ft^ /■= c^.d a/■
'(......

: :(’• f I! Nf-' ! Es soll demnach a der BedingungI
d a
-JJ = i ■ a ■ S Tc))= = i • a - (Je X)x F I ty F ^z)

ii

genügen, wodurch sich a in der Form'0d, t
(21) a =

“t Or' bestimmt, wenn
i i t t1 (22) SS* =J t)=dt, = ^\3ydt, SB^=JoVZ

ftl fo
SS,h'‘ 7

X f : K'}
dcf ! ' '''r
i - ^ l'^'h 
I {.7,4 I
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m
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!••Ri .gesetzt wird. In der eckigen Klammer, welche in (20) vorkommt, wird infolgedessen: 

d^a
i

IiJ Id a Sk -\-^iaSk^ = iaSJc d Oj,
— a (Sk Ua;)®;df dt d t

aund die genannte Gleichung nimmt folgende Tereinfachte Gestalt an:

d^f 
df

Ersetzt man die rechte Seite durch Null, so ist das allgemeine Integral der ent­
stehenden homogenen linearen Differentialgleichung gleich:

A • cosin (cst) + -ß ‘ sin (c s if), 

wo A und JB Konstante bedeuten; folglich wird:

i<y-i
-j- (f S^f= C^*(23) i

' ‘vi' Wia- K..'

i I
!'I..V.

ii.)';'t

I'

ilglji

*—iSfcSB^C«) gjj.j C s(t — u) • du O' -di cosin (cs if) + üsin (c s t),(24) f =

Il-)
wo das Zeichen 33^: (m) andeutet, daß in dem durch (22) definierten Integrale die
obere Grenze t durch die Integrationsvariable u zu ersetzen ist. Eine Änderung der 
unteren Grenze bedingt nur eine Änderung der Integrationskonstanten A und JB.

Es empfiehlt sich, die gewonnenen Ausdrücke durch die Substitution r = t — u 
uinzuformen; es wird dann nach (19);

t—to

11' i ■ i 5

I ■r' Ii

H
!tili
.Al;=

IiJ'gtSi»,,®-»SÄa3^(i —r) g<ss»^(i) cosin cst Jd sin cst). ä ii(25) F =

I 1O
iDer Exponent von e unter dem Integralzeichen ist:

3 '.i Ji l!>.t t t

SSx [t — t)) — Ic^ üj; (z) C? T + ['r)dx W m j (z) d r.
WIS k (33,, (^) '

'It —r t— Tt - T

Setzen wir also zur Abkürzung ( I
.1iti

ja Sil,, i '■

^ ^'Ox(O) dt, r] = ^ \)y(r)dx, C=^onndr,
i — r

so sind I, fj, t die Koordinaten desjenigen Raumpunktes, an welchem sich ein Punkt zur 
Zeit t — T befand, der sich zur Zeit t an der Stelle x,y,£ befindet. Nach (17) und (25) 
wird dann;

(26) l|l;
t -- - Ti — r

-I*^ ' ''V i
I !'""'If

Iiif
J':'

t—ii)

S

I"It H<5Ä(a: + J) (A cosin cst F JB sir\ cst).sin CSt ■ dx F ^cp\ = I
.rO

M i,ßi )-■!!-[
JIi ii'. i'"f ' 
Ij' 1,-1 iliil

■f if! i =Ii Iiii

Aus diesem partikulären Integrale (p\ findet man das allgemeine Integral <f>‘ von (11) 
durch Hinzufiigen einer allgemeinen Lösung derjenigen partiellen Gleichung, welche aus 
(11) entsteht, wenn man die rechte Seite durch Null ersetzt; eine solche Lösung ergibt 
sich aus der allgemeinen Lösung der Gleichung:

gä 0 32 $ 92 ^
By^ ‘ Bs^

Abh. d. II. KI. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt.

0 — C® = 0,
Ji-

32

I
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(deren linke Seite mit der linken Seite von (1) identisch ist) indem man die Substitution (4) 
ausführt, welche eben dazu diente, die Gleichung (1) in die Gleichung (6) zu transformieren; 
und die linke Seite der letzteren ist mit der linken Seite von (11) identisch, wenn man 
in ersterer cp durch <p' ersetzt. Die Punktion 0 kann man demnach bekanntlich in folgender 
Weise darstellen:

‘G!
>■!

►
-f OO,d't ■

cZ>= dadß dy§§S A ^osin {A + £ C) cosin &tdl djudv
__  OQ — ®

.. -|~CD +C»

JJJ dn dß dy j^ S v) cosin (G. + H + C')

! ■ I
‘A- sin 'd t

did fl dv.+ &8 TI=*

hierin bedeuten und willkürliche Funktionen von A, /t, v und zur Abkürzung ist

■§•= cY a.^ ß^ A 7^ ^

A = a{x‘ — l), B = ß{y'—fi), C = y (ß‘—v)

gesetzt worden, wobei x‘, y\ z‘ mit y, s durch die Gleichungen (4) Zusammenhängen. Für 
^=O wird:

^ T'ß

■. r,::*
■ , I‘ '< \ 'S.

1S«-

i V
1

.1 d 0'
= fi (», y, ■{0)t=Q = f,(x^ y^^) di J t = i)

DenAiifangspunkt t = i^ unserer Bewegung lassen wir mit der Zeit f = 0 
zusammenfallen; dann ist die allgemeine Lösung von (11) in der Form:

•>.; I! 1

J'r ;e ;
!

Y = Yi-\- ^

gegeben und es bestehen die Anfangsbedingungen:

{Y)i = o^ e'^'^^AA f\ (x, y, ^),

nIiifi
il i”"'"•m;

mil 1 ,iui'"'

:x{ ’ /
VV'A

I

/

Aus Y 'wird das eigentlich gesuchte Potential cp gemäß der Formel (10) berechnet, 
vorausgesetzt, daß sich die am Schlüsse von § 1 erwähnten Bedenken beseitigen lassen.

für # = O, sobald die entsprechenden Ausdrücke Y

!l

- <4 3 CpEs verschwinden offenbar cp und ,
dt

für ^ = O verschwinden. Isun soll das Elektron vor der Zeit t — 0 noch in Ruhe

'x.

! '-.K
9 Y%■'......i und
9f

. ■
sein, und die Bewegung soll im Momente ^=O beginnen. Wir müssen also annehmen, 
daß die Gleichungen

f !(... iV 9 Y = 099' = 0 und ^ ^
I

für ^ = 0 erfüllt seien und demnach

Y A = O, B = O, f, = 0, fg = 0

wählen. Für das von uns behandelte Problem genügt es demnach, die Punktion 
Y in der folgenden partikulären Form anzunehmen:

t
J g! S * (ü+ f) gj: JJ C S T • dz,

J' ■Ar
>-

r-/ ✓
, "V V: ; .1^'" (!r'

:1i (27)Vi, Ill''>"« =J So191' '
uJ.

r ■ V P "i 

' ■ -V

Jiär:-
iMi

In.
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i . '! 1worin (wie auch oben) S k (x -\- f) für die Summe k (x I {y -\- y) -\- m{s -\- Q ge­

schrieben ist. Auf eine andere (für die Elektronenhypothese vielleicht näher liegende) An­
nahme über den Anfangszustand gehen wir unten in § 15 näher ein.

f;!

{f I
iff
fR|!

§ 3. Die Hilfsfunktion P.

Das mehrfache Integral P, welches durch Gleichung (8) eingeführt wurde, läßt sich 
unter besonderen Annahmen über die Gestalt des Elektrons noch näher ausführen. Wir 
setzen von Jetzt an das Elektron als Kugel voraus, die mit einer gleichförmig 
verteilten Volumladung e erfüllt sei.’-)

Die Hülfsvariabeln x, X, jj, interpretieren wir als Koordinaten eines Punktes in Bezug 
auf das bewegte (im Elektron feste) Koordinatensystem; den Abstand dieses Punktes vom 
Anfangspunkte bezeichnen wir mit a, den Radius der das Elektron bildenden Kugel mit a; 
dann ist:

Ii-'
;

J*-- 4c , f

Ji Ij: ) '-Ir
I

I i
fcj IL!

ill/'Iv I,.LL' L; ■3e ffür O < aQ = const = I:4 Tl a®(28)

;U-Ifo I j
L, o~> a.

Bei Berechnung von q handelt es sich dann um eine Integration über das Innere 
einer Kugel; wir werden deshalb Polarkoordinaten einführen, die sich auf den Mittelpunkt 
dieser Kugel (d. i. den Anfangspunkt des bewegten Koordinatensystems) beziehen. Als 
Achse dieses Systems denken wir uns die Verbindungslinie s des Punktes k, l, m (wobei 
diese Größen auch als Koordinaten eines Punktes im bewegten Systeme gedeutet werden) 
mit dem Mittelpunkte. Um diese Achse herum werde der Winkel -ip gemessen, der Winkel 
■& dagegen von dieser Achse aus und zwar so, daß der Strahl s mit dem Strahle a den 
Winkel {X einschließt und somit die Formel

P = O Lhf .....
V7‘ '•■I

7lij

Li!
1::

*■ L:!|.^7 "i;
S Icx Ih H ^ ^ 7 -Liicosin d- —(29) iS OSO

C 7rL-
I (IS

besteht; das Volumelement wird gleich :

Iiö® ■ sin -& • da dyj d'd'

und O läuft von 0 bis a, von 0 bis 2 ti, # von 0 bis n. Die Gleichung (8), verbunden, 
mit (28), ergibt somit;

LfiiL
Im

i? JZ L Üi:3e J ö® da^ d^> J‘e
ü 0 0

-isooo8in#gij.^ l?P =
32 a® Ti^o -

so daß P als Punktion von s (und a) erscheint.
Die Integration nach yj kann sofort ausgeführt werden und liefert den Faktor 2 ti; 

die Integration nach führt auf;

I i'-I-

r
'1— io S cosin ?9'1 JT 2 sin S a

isa

und nach Einsetzen dieses Wertes läßt sich auch die Integration nach o erledigen; man findet:
'AS O0

!
ii

’) Für OberflaohenladuTig' vgl. den später erscheinenden zweiten Teil der vorliegenden Abhandlung.
32*
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3 e Sin as — as ■ cosm as
P= ^(30)[

Diesen Wert von P und den in (27) gefundenen Wert von (p\ füliren. wir in das 
durcli (10) gegebene Integral ein und finden:) ■

»
i+ OO; ö“ Oir .

Bsc Sin as — as COSin as , f . ,— alt dl dm sm csr arIJJ1 (31) cp == ,
a^ s*

O
...'• V N

•wobei nun s durch. (12) definiert war. Auch hier läßt sich das Resultat durch Einführung 
von Polarkoordinaten vereinfachen; als Achse derselben wählen wir die Richtung M, welche 
den Punkt x i, y -\- rj, mit dem Anfangspunkte des festen Koordinatensystems
verbindet; von dieser Achse aus möge der Winkel 0 gezählt werden, d. h. der Winkel 
zwischen der Richtung P und dem Strahle, der denselben Anfangspunkt mit dem Punkte 
Z;, l, m verbindet. Dabei deuten wir jetzt die Integrationsvariabein 7c, 7, m als Koordinaten 
eines Punktes in Bezug auf das im Raume feste System x‘, y‘, P ■, allerdings hatten wir 
bei Berechnung von P in § 2 dieselben Größen li, l, m auf das im Elektron feste System 
bezogen; damals ergab sich P als nur von s = VlP-\-Pabhängig; und nachdem 
dies Resultat gewonnen ist, können wir den Hülfsvariabeln h, 7, m, denen direkt keine 
geometrische oder mechanische Bedeutung zukommt, jetzt eine andere Bedeutung beilegen. 
Um den Radiusvektor P herum zählen wir den von O bis 2 n laufenden Winkel IPi 
Dann wird:

r" "i

I\
/1

1. ■

V.
i

!
i

7y
I\\

S Ic (x f) = Jc {x i) -\- I (y -\- ij) m V -\- Q = S It cosin 0,
und:i 2 TT t

3 e sin as — as cosin as.f J'sin 0 d © Jd P Je*^ ^ ® sin CSr ■ dz.(32)

:

O O O {>/ Auch die Integrationen nach 0 und !P lassen sich ebenso, wie oben diejenigen nach 
U und ip, ausführen; und so findet man:

Bsc
^ 2

im dzJJ Sin as — as cosin asS w «- ds sin CST- sin Ps^(33)’v P ■s*, i 1

O O
ü Q i 
; I i V ...4 Unter der Voraussetzung, daß auf der rechten Seite die Integrations­

ordnung trotz der Unendlichkeit der einen Grenze vertauscht werden darf, 
würde man ferner erhalten:

I
ii.l' ■ ‘

J P
3 e C

. :r X J, dz,(34) 99
2 tP a“

i O
wenn:'V> !;■ ■ ^__J'sin as — as cosin a sA :i . (34 sin CSz • sin Ps- ds,

0
I.

(34i>) = (^ + + (y + Vf + V +

m
gesetzt wird. Wir kommen auf die hiermit berührte Frage sogleich zurück.

IM
fl

■ M 'S Ii' *

UW s'iiim
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§ 4. Berechnung einiger Hilfsintegrale.

Ist die Formel (34) anwendbar, so kommt es zunächst auf die Auswertung des In­
tegrals S an. Differenzieren wir dasselbe nach a und führen die Differentiation unter dem 
Integralzeichen aus, so wird:

!( I;.,I - -'"'V

aj ds3 S <sin aS • sin cxs • sin Hs —. if3 a S
i0 Vt jVf|<

Im ‘
J4Das rechts stehende Integral ist aber nur bedingt konvergent, und deshalb ist die 

Zulässigkeit der Differentiation unter dem Integralzeichen zweifelhaft. Um alle Zweifel 
beseitigen, betrachten wir das allgemeinere Integral, welches entsteht, wenn wir unter 

dem Integralzeichen den Faktor hinzufügen und gehen nachträglich zur Grenze = 0
über. Wir beginnen also mit dem Integrale:

K7 iMi . i\ i
ZU

i
h'

Iü
djp

a ISp =
Sin a X — ax cosin a x ilsin ß X sin y x ■ dx — Jp — , ■'"‘'•ff(35) ii3 a ' ‘.c: jt

H Ih0 $wenn: Jv ; ‘

IiiiilHrJi “*
d XJp = J*sin a x sin ß x sin / x .........

(36) ä
: . j.0

gesetzt wird. Es wird ferner:

^ Jp _

1'Vi ^

Ii
'1

d XJ Ilcosin ax^m ß x sin y x —- X2 ’ r3 Ct
0

m:ad X^Jp
3

sin a X sin ß X sin y x —...X Il 'fi0
Das letzte Integral ist unmittelbar bekannt, denn setzt man:

dg = « —/? ff- /,

^^ = a — ß — y,

.i:l

-Idl = « + /d - y, 

dg = a + ^ + 7,

ii-'l -Jl,(37) Ji: 1‘ii:If !i:.
I Il

Ilii

ii" 'flso ist:

— (sin dj a; + sin d^ x
J ■i'sin d^ x) 7sin dg X isin a X sin ß X sin y x = ' ■

I j ;und folglich:

3'Vp U)?

I
■d X ^ . . dx

-------- fe-P® Sin S,x —
X '1

d X ^ . .
-------- r e~p‘° Sin d^x
X ■j'-kJ* sin d.^ x X ■jjZ j" ^

^ L(j9
iä 1

Die hier rechts auftretenden Integrale sind bekannt; man hat: mmHi'

11 Ijdd X
sin d X = arctang —, 

X I?-
Si:0

i 1.'und somit: I

-f Ilarctang^ — arctang^ .
- arctang + arctang(37“) I!9

i
Jil ■V

V'i)■

Ii ir
ii.. ^

Ii; Vi!«:’
il-' i 'V)l - ""I- Vlv-''''
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Von hier kehren wir durch zweimalige Integration zu zurück; zunächst ist:f
+P^

2 log .J arctang ■ = (5 arctang ^d a-
m41

'Iiti wenn d irgend eine der Zahlen dj, dj, d^ bedenkt; folglich:

. <5, , d, , d, d, , dj
^ arctang y + ^ arctang --------^ arctang yI;'

! I'tir
1 I i'': i-.

— -f arctang -­
4 ^p

d Jp ö1
a a; i

i {P^ + dD (|/ + bl) 
+ dl) (i?^ + dl)

flog( 4- const.

Die Konstante bestimmt sich durch die Annahme a = 0; dann ist bekanntlich:^)

d X
V3«A = o { sin ß X sin y x —X1

■' "'11.',)-
S

,VI
7 I —V- ' ß-ß — 7 -—-- - arctang '----

2 ° P
\ i ir arctang

1 folglich const = 0 und:

1 ’

i
dJ, d XJ'e~P^ cosin a x sin ß x sin y x 

0
P,= 8 log 

, d, , d,H—T arctang —.4 ° P

4 _
X^3 a

f
arctang y-----arctang y + arctang y(iß + dl) (p^ + dl) 

(> + dl) (P^ + dl)(38)! Y..
; jl*‘V
r : > 
/ i ..

,^4- 'i:I
Für eine nochmalige Integration bedienen wir uns der Hilfsformeln: 

j*X arctang x dx
/ X^

i 1 -j- arctang X — X 

Jlog (p^ + X^) dx ~ X log (x^ P^) 2 p arctang ~ — 2 u;
'H'y-' und finden:Ik

\..... T r «.V • • O •= I e Sin a x sm ß x ^my x • -g- 
0

(39) = g [dj log {p^ + d|) + dj log (jß dl) — dg log ip^ + d|) — d^ log {p^ + dl)]

P C 5 5 it^ T
j^d| arctang y -j- d| arctang y — d| arctang y — d| arctang y J.

Gehen wir nun zur Grenze ^ = O über, so ist zu beachten, daß arctang y gleich

+ 2 oder gleich — ^ wird, je nachdem d positiv oder negativ ist; demnach haben wir 

folgende Fälle zu unterscheiden:

y. „4k f
U»'1

v;
-"T'

I
1
8

14i 5

iii,:
35
I Pf
h Ii < • 111" Vgl. Meyer-Biriohlet, Vorlesungen über bestimmte Integrale. Leipzig 1871, S. 298.A'

4|lf i Il
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I. a > ^ > 7; es ist <5j > O und dg > O (dj ist immer > 0, da natüidich a, ß, y positive 

Zalilen bezeichnen sollen).

d^ = a — /?

== - (<5? + dl - d^ - dl) = I ^ y

— (dj + dg — dg — dJ = 0,

if’f
■I 1. y>0,

>■>EU''-J'

. <
Jp

I3 Cl i? = 0

S,=lßr,

d^ = a — ß — y = 0 

^-(d?+ d+

^ (d, + dg - d3> = 0

.Ji - . ‘S.
(40)

'I
2.

^o =
IfN,

d a Jo

= a — yd -

^o= -~(d^+dl-d^+dö=-

— (dj + dg — dg + dJ =

So==^la^-(ß-yrj.

II. jS>a>y; es ist dj'>0 und d^ < 0.

dg = « — /3 + 7>0,

(SI + dl-dl+öl)==-^ («ä +

8
i

(!O'*) Yf ■, I
i4'is i Ii3. r<o,

flf(a3++++_2«/?-2^^-2j^a), 4i8 iilff uff:

:iij'
(SJp\
\3aJo

1/ C y
r(“ !ß — y)^ kWitlf,iS'i’ te h i.lipf:

'f|1 1»' +i Iii 
ii. «I

I

fr(40^) I ;

! üi

1. f r”WJ. !:

1' : '1' I
. '\ '

, I

■fSs-,2a ß — 2ßy — 27 a),f,= 4 fl816 l:l<■■'I

— (dj + dg — d, “t- d^) — — — (n ß y), 

6;=^K~(yd-y)2]; 

dg = « — ^+y==0,

J, = - ^{dl- dl + öl) = + ß^ + y^-2a ß-2 ßy-ßay),

|(d,-d, + dJ = -~(«-^ + 7),

Ä
(ii r i3 a Jo

(41)

i i^'f i!|f!
; f! :ii:(

f mik

2.

If !ä'i
(”“)
\d a Jo

(41«)

Uf■y... ■

■*T i:.. ''

I

‘ r'i

ip1. !4
/ IM
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Sfffi" t.
.t <5g = a — ß y <0,

(At -dl-dl+ dt:) = ^ay

^ (<\ — <^2 — + ^4) = ^

3.

,.4t

:fn 'SJ„\

^dnJoVj'/,
If-lit /8„= 0.

IIL ßt>yt>a; es ist (3, > 0, <I 0, -während positiv oder negativ sein kann; es 
gelten also die Formeln des vorhergehenden Falles.

IV.- y > a > /? oder y t> ß > a; es ist > 0, < 0, -tvährend dj positiv oder negativ
sein kann; wir haben im vorigen Falle ß und y zu vertauschen, also:

1. d, = a -f- /5 — y > 0; es gelten die vorstehenden Formeln unverändert,
2. dj == a-j-/? — y = 0; es gelten ebenfalls die Formeln des vorhergehenden Falles,
3. d, = a + |d — y < 0; es wird:

(41^)
■ 1! i
' S

i C...< ./
•r
/- i !■

■i :F' "'V ..

'Iv ^I
■r.

’ \3ayo
Jo = ^^ß = 0.(42)

Unter Beiseitelassung der Grenzfälle, wo eine der Größen d verschwindet, hönnen 
wir diese Resultate in folgender Form zusammenfassen: •

Stellt man die drei Zahlen a, ß, y durch Strecken dar, und bezeichnet Sj, 
das in (34'‘) definierte Integral, so ist;

I’IU5;:

M ti^i

(43)■r'
r' • ...

ii
i

wenn sich aus den Strecken «, ß, y ein Dreieck bilden läßt, dagegen:ji,.!; *■

,/ So = -I^r(44)
SÜ; ■' wenn sich ein solches Dreieck nicht bilden läßt, weil a > ß -\- 7 und:

^o= 0,

wenn die Bildung des Dreiecks dadurch unmöglich wird, daß a<ß — y (wenn 
/d y) oder a<y — ß (wenn /? < y) ist.

Es ist von Interesse zu sehen, welches Resultat sich ergibt, wenn man vorstehende 
Rechnungen durchzuführen versucht, ohne unter dem Integralzeichen den Faktor hin­
zuzufügen. Zu dem Zwecke geht man von der obigen Gleichung (37*) aus, welche uns 
für == 0 sofort lehrt, daß das Integral:

f
V̂ »I''-Um (45)

’ I 41! i - W'.

I I,
Li!""

1

♦

i r*
1 D

I-'
. n . ... dx

J = J Sin a X sm ß x sin y x ^(46)
.I-

durch die Gleichung:
. / TT, Jl TlV' I'1

i.» I.,'
-

IXt
Ii ■

gegeben ist, wenn dj, d^, dg, d.^ sämtlich positiv sind, dagegen durch:

4

'u:l 1I)
■i

1
■.,

Il
,L_
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Ilb' ',If !■ i:
i-f I ^'

'V'i ,

4 I
\ ;"'swenn d^, d^, <3g positiv, dagegen negativ ist, wobei a > ß > y angenommen wurde. Da 

j in a, ß, y symmetriscli ist, kann man das Resultat in folgender Form ausspreclien; Das
iobige Integral j Iiat den Wert ^ oder 0, je nachdem sich aus den drei Strecken

a, ß, Y ein Dreieck bilden läßt oder nicht.
Integrieren wir nun j nach und vertauschen die Integrationsordnung,

il

, 7 il i'
so wird;

d XSjada =
U •J

sm a X — a cosin a x sin ß X sin y x IIIm
-!'!IIlMbI 
4lJ^ i

0 ’
0 I

wo wieder das in (35) definierte Integral für p = 0 bezeichnet. Setzt man links den
gefundenen Wert ^also ^ oder für j ein, so ist damit auch /S„ bekannt. Für kleine

Werte von a ist sicher a < /? + 7 und auch (wenn wir 7 > y voraussetzen) a <. ß — y, also 
ein Dreieck unmöglich und j = 0, folglich:

t ^

b \i*!

P ;= 0 für 0 < a < /? — 7, wenn ß~> y f Ii.-'"I'*;"! ! i! '1

£i i'

if

und ebenso:
Rq — 0 für 0 < « < 7 — ß.. wenn y>ß.

!
7 (bzw. y — ß), so wird das Dreieck möglich, falls a den WertWird aber a> ß 

ß-\-y nicht überschreitet; es ist folglich: Ii'
-CIIlifr;S ^ada = ^\_a^ — (ß — 7)^] für 0<ß — y< a <ß + y 

ß-y ^ O

R„ = / « da == ! [a^ - (/? - y)n für 0 < 7 — /3 <«</?+ 7-
y-ß ^ O

i
1

und ebenso;
WfP 1*1' 'ii »I L.; I. iJjiil!; J :

r5
b':;Wächst die obere Grenze a weiter und geht über den Wert ß 7 hinaus 

das Dreieck wieder unmöglich, d. h. j = 0 und;

Rq=J j^ada=l[_(ß + yf-{ß
ß-y ^ ö

kSO ist
I

n ßy
für > 7 und a > /3 77)^] = I ■,

2 : 1'1
'■Iund ebenso:

Hy+ß ^
s.=f 1

r-f! 4
Die hier gefundenen Werte’) stimmen mit den in (43), (44) und (45) angegebenen 

vollständig übei-ein; bei diesen Rechnungen ist es also erlaubt, die vorkommenden 
Vertauschungen der Integrationsordnungen vorzunehmen. Da aber das Integral 
bedingt konvergent ist, gibt das hier zuletzt eingeschlagene Verfahren kein sicheres Resultat.

Ji ß y
"2 für ß y und a > /? + 7-a da

H ■1>i! li.

WS'n
lÄMlj

I
il'1

') Auf dem hier zuletzt eingesohlagenen Wege hat Sommerfeld a. a. O. (Göttinger ISTachrichten 
1904) die Werte des Integrals Sq abgeleitet.

Abh. d. n. Kl. d. K. At. d. Wiss. XXTII. Bd. II. Abt. 33
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§ 5. über die Zulässigkeit der vorgeuommeiien Yertauschungea von Differentiationen
und Integrationen.

Die im Vorstehenden aufgestellten Relationen sollen uns noch dazu dienen, die am 
Schlüsse von § 3 aufgeworfene Frage zu beantworten, ob die dort vorkommenden Differen­
tiationen unter dem Integralzeichen erlaubt sind. Wir fragen zu dem Zwecke nach der 
Bildung der Differentialquotienten von nach y, d. h. wir bilden den betreffenden Differen­
tialquotienten von Sp und gehen dann zur Grenze p = 0 über.

T i ■

.li*

Es ist nach (38) und (39): 

9 Jp— a —- =Ty 's.. Sp = Jp - iß + y) log

— ^3 (^arctg + arctg ,

I\ d a
(46)..t:

d, d, (^arctg -h arctg1 r
+ 8

i ■ folglich :
J

i '} 3 Sp
8. ^ (/+W-4^5!)

2 dl 2d, 2d*2d,K-f ^ + (ß 7)

1 5 \ ( 3 ^ \+ 4 7) (^arctg^ + arctg + (ß + 7)f arctg -H arctg M

P^r P^+ öll\ : .1
1'' ■;

i 'ßi { K :■

'I.,, 9 7!

(47),1
I ■ k ,.i/I "C

p\ d, d.,
8 [ + + öl

dl d. d, d4 da dl

I J' ^ P^+di>'1,,

...V:: Für ^ = O haben wir wieder die obigen verschiedenen Fälle zu unterscheiden: 

I. a>ß>y, dl > 0, d, >0, d^ > 0.

1. d, = a^ß

4^"....... ij
/

y > 0

3 S 3S,
2 ^yp in Übereinstimmung mit (40),(48)

3 7 A = O

2. d^= a — ß — 7 = 0,
1;: 9 7

'1.Sta.1*, ' W'

-Affj it ■

(48») nicht in Übereinstimmung mit (40“),

8. d^ — a ^ ß — 7<0,

4(^-7) =

II. ß>a>y, di>0, d3>0, d, <0.

1. dg = a — /d + 7^0,

Y(ß-y)-

\ TX
i .•

dS„(48^) in Übereinstimmung mit (40^).3 y

5:
’ '-IfJ

öc ß“'\

! '3R,; 3S„(49) in Übereinstimmung mit (41),„j- - Jp = O d y? IT
si/j

r"’
’ ■;

I
-rG
1214iI

a ■I
n

M Iil;' 5
Ii ic:!ü
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2. (\ = a — /5 -)- J/ = O, 

= O (/5-y)

I
IL I

9 S Ii
IfP1niclit in Übereinstimmung mit (41Ü,(49 Ü 8d / Jp = O i

Cl
.Jl ill

'I IIl3. 5g = a — ß -j- y <J 0, 1'
J1

ß 7 Jp = O Iin Übereinstimmung' mit (Il*^).(49’>) 3 y Illi!4i-: I
!i

Iund analog für III. ß> y> a. ‘i'i ii
IüiId S.Die Grenzwerte, welclre sieb, für p = 0 aus —^ ergeben, sind diejenigen Werte, welche

; :

Uid'i-i3 y 1I iSJ„ ilman erhält, wenn man in S„ |^also in Jj, und ^

Integralzeichen ausfübrt. Die Differentiation von S„ unter dem Integralzeichen 
führt daher in allen Fällen zu richtigen Resultaten, allein ausgenommen die 
Grenzfälle 5^ = 0, 5g == 0, 5j = 0. '

Bilden wir auch den zweiten DifFerentialquotienten nach / und bezeichnen mit P 
einen Ausdruck der für p = 0 verschwindet und deshalb niclit genauer berechnet zu werden 
braucht, so wird:

die Differentiation nach y unter dem I I'h [1•i.

If i
ff 1

I \ili'''
s| .i? I'il 1

li!■3

— i arctg ^ + arctg ^ — arctg ^ arctg — 
P

f_Sp_ iil41-Pi-2d y Iii
IliC IP fl
j*

Die hier auftretende eckige Klammer ist dieselbe, welche in (37‘*) auftrat und zu dem

:i f^ iu-iy
für = 0 bis auf das Vorzeichen mit dem IntegraleIntegrale (46) führte. Es ist also 

J identisch, und folglich: IS *«1,
• i-'"'U,.

9 y
'ßm9^ n f

H4’a3 / fy = 0
il"!

ryiiiiwenn sich aus den drei Strecken a, ß, y ein Dreieck bilden läßt, dagegen:

3^ Sp\
Jp

wenn sich ein solches Dreieck nicht bilden läßt.

(
iI= 0, i= 0 I-i!

(43) bzw. (48 ü und (49®)i die letztereDie erstere Gleichung erhält man ebenso aus 
Gleichung aus (44) und (45), bzw. (48) und (49'"), wenn man vor der Differentiation p ~ 0 
setzt und unter dem Integralzeichen differenziert. Auch die Bildung der zweiten 
Differentialquotienten von S^, nach y kann daher so geschehen, daß man einfach 
unter dem Integralzeichen differenziert. Dies Resultat war nicht mit Sicherheit 
vorauszusehen, da das durch Differentiation unter dem Integralzeichen entstehende Integral,)

(

Ilkf |!
li'11

-pI’
f :'-!nur bedingt konvergent ist.

Für die Differentiation von nach ß gilt natürlich dasselbe.
Wenn wir jetzt zu unseren Untersuchungen zurückkehren, so haben wir zunächst zu 

entscheiden, ob das Integral (34) mit (33) wirklich gleichwertig ist; es ist dies sicher der

PmI f'f. I
■'V

: 1:
|fb.ltf .11i IIl ■ I Ssii AI

Iilllf jIi
if
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.1.

gestattet ist, die in (33) gegebene Funktion (p unter dem Integralzeichen 
nach t zu differenzieren. Ersetzen wir <p wieder durch <pt„ indem wir unter dem Integral­
zeichen den Faktor hinzufügen, so ist:

3(pp   3«C / Sp\ 1 r ?

2 a* V-ß/r = i J 3

Fall, wenn es

i \J-rf >■

I i
dS,\ dB\ dx .t

dtdt 0: ■
Nun haben wir soeben gezeigt, daß:

dRjj,

ist (denn in vorstehenden Formeln ist jetzt a durch a, ß durch B und y durch cx 
ersetzen); folglich ist der gefundene Ausdruck für -p — 0 identisch mit dem aus (34) abge-

^ ^ , und demnach ist hier die Vertauschung der beiden Integrationen nach

S und nach x erlaubt, d. h. die Funktionen <p, wie sie in (33) und (34) angegeben 
wurden, sind miteinander identisch.

Ebenso läßt sich jetzt die Richtigkeit der Relation (16) nachweisen. Es kam darauf 
an, ob die Funktion tp unter den drei nach li, l, m genommenen Integralzeichen differenziert 
werden darf, oder ob die in (34) aufgestellte Funktion <p unter dem nach s genommenen 
Integrale differenziert werden darf. Jedenfalls ist:

8 SC
2 Ci^,

3 6;
(50) dBt = 0

ZU
!f

ip" A 3 <p
leiteten Werte

4 i'l;'- I
Am ; , i'i

r ■ ti
dSp dB dx
dli d x H'

dB-^ dB 
dB dx

dcpj, dx ^['S,i ir : >
3 X! 00

. ,A Ul"*"i und aus (50) folgt dann sofort die Zulässigkeit des Verfahrens. Ebenso ist es bei zwei­
maliger Differentiation. Es besteht daher in der Tat die Gleichung (16); und die 
in (34) aufgestellte Funktion p ist als Integral der Differentialgleichung (6) 
zu betrachten, und zwar für einen Punkt x, y, z, der sich zur Zeit t im Innern des 
Elektrons befindet, während die rechte Seite von (6) durch Null zu ersetzen ist, wenn 
X, y, Z die Koordinaten eines äußeren Punktes sind.

fI ' r'"'

1 ' ■' > ' I '('■.....■ " \

/

'■’t

il: ..... § 6. Das skalare Potential p für Volumladung bei Translation mit Unterlicht­
geschwindigkeit.

Es handelt sich nun darum, die Werte von S in den verschiedenen Fällen zur Aus­
wertung des für cp in (34) gefundenen Ausdrucks wirklich zu benutzen, 
wir zu verfolgen, wie das Elektron allmählich seine Anfangslage verläßt, 
ihm durch die Punktionen p rj, 'Q (bzw. durch die Komponenten \)j:, U^, 0^) vorgeschriehene 
Bahn zu beschreiben. Dahei ist aber die Variable x zunächst als Zeitmaß zu denken, 
und diese Zeit t wird nach rückwärts gemessen.

Für T = 0 wird nach (26) | = 0, j/ = 0, f = 0, d. h. das Elektron befindet sich 
in der zur Zeit t erreichten Endlage, während der Wert x — t der ursprünglichen Ruhe­
lage entspricht.

"Cf“

P' Dabei haben

Lh' um dann die

«p-:- j:...

'*1
1
I

Il ll
m .id ^
A i:i ■

fJiwM
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Nach (26) und (Sdi") bezeichnet JR die Entfernung des Punktes mit den Koordinaten:
it t

X^ M^dt, y-^^x>ndt, Z ^ ^'S, dt
U Ü O I:;',

i,
[-■'i ■ : . Idem Punkte mit den Koordinaten:

t - r

von
t — Tt---T

^\\„dt, jj'o.dt,
ü U 0

d. h. des Punktes, welchem in Bezug auf das im Elektron feste Koordinatensystem die 
Koordinaten x, y, s zukommen, von demjenigen Punkte, in welchem sich der Anfangs­
punkt dieses Koordinatensystems zur Zeit t

Die geradlinige Entfernung der Änfang’spunkte dieser beiden Koordinatensysteme 
voneinander soll im folgenden mit T bezeichnet werden; es ist also:

>1-,
!I

m
\ i,ffi

■3 Jii ;■

r befand.

i^2. Jt"(51)

§ 1:1Um den Wert von <p zu bestimmen, haben wir den ganzen Kaum, entsprechend den 
Ungleichungen, wie sie in § 5 bei Berechnung des Integrales [— S) benutzt wurden, 
in verschiedene Gebiete einzuteilen, gleichzeitig aber auch das Anwachsen der Variaheln t 
zu berücksichtigen. Es sei:

■ <E '

!
|!h. fil-i

'"I' 't: iWilI. C T <C a.
Dann zerfällt der Raum in folgende drei Gebiete:

I

den Punkt O als Mittel­
— T befand.

1. IKa — cx, eine Kugel mit dem Radius a — cx um 
j3unkt, in welchem sich der Anfangspunkt des Systems x, y, b zur Zeit t

eine Kugelschale, welche nach innen von der Kugel

JJf IiC 11

3" Jf' lÄPi
Il

.jJinKfv!.
!iJr

i 1 ‘b I
J l i'A* il'lti ! I

V

I‘2. a + C X > R J> a — c x 
E = a — cx, und aulien von der konzentrischen Kugel .E = a-{- er begrenzt wird.

3. JR> a -\- cx, der Raum außerhalb der letzteren Kugel.

II. C T > a.
Dann sind folgende Gebiete zu unterscheiden:
1. R<.cx—a, das Innere der Kugel E = Cx — a.
2. CX -\-a> B>cr — a, eine Kugelschale, begrenzt von 

und E = CX -\- a.
3. E> CT R a, der Raum außerhalb der Kugel E = c t -j- a.

Dementsprechend haben wir folgende Werte von qr.

1. Für CX < a:
1. E< a — Cr (also auch E<a und a > + c t).
Hier ist (44) anzuwenden, und folglich erhalten wir aus (34):

S SC^ ■ f
8 n (E '

J
|!

den beiden Kugeln E=Cx —a i

IHP I
ii
rh

1-1 il I
U i;I 11t

f‘i E C^ P 
4 Tl a^J

\ Ni

-.1:

d X = ~(52) <p =
!•10 ' iIDiese Formel gilt, solange t einen gewissen durch die Gleichung R — a cx bestimmten 

Wertr' von r nicht überschreitet. Da jR von x, y, B und f,-)?, t abhängt, ist dieser Wert r'
!

; "ii« f-
C r

Pi
Yf- I

iii,
iiJ

i.ä : .
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i;
eine Funktion von t und x,y,^-, nur wenn derselbe auch der Bedingung ct < a genügt, 
ist er hier brauchbar; und diese Ungleichung wird für gewisse Werte von x,y,0 und t 
immer erfüllbar sein.

2. a — CT<i^<a-t-cr; hier ist a<.Ii-\-cj., und a~> B, — ct für Fi > c t, und 
da CT<a sein soll, auch a~> cx—B für B<ct\ für B^cr gilt also nach (43) und 
(34) die Formel:

,i-
/

>■
1

”* I

■f i
dr3 £

8 n
3 e C

-(er- Fi)^J(52^) +cp = --,.N ■
8 n) ^. - ■

, * Il
......... '■

T.'

und zwar, solange t eine gewisse, durch die Gleichung Ji = a + c r bestimmte Größe t" 
nicht überschreitet, welche als Funktion von t,x,y,z erscheint.

3. a-\-cx<R, also auch cx<.B und a<.B—er, d. h. es ist die Formel (45) 
für i>r" anzuwenden:

X. r’ ■'
/m' T

.■fI^

}k
l"

3.£ C^ r'®
8 Tid^

d T3 e C
8 TC

j* [«2 — (c r — R)^]1 (52'>) +(P = -, B'
’i"U T-'f f 

1:

' "ü

II. Für CT>ffl.

1. B<.cr — a, also auch Ji<cr und a<icx — B, so daß wieder die Formel (45) 
zur Anwendung kommt, nach w-elcher das Intervall / < z < r “ keinen Beitrag zu 
der durch (34) gegebenen Funktion cp liefert, wenn r durch die Gleichung B=cx—a

bestimmt wird (wobei die Wurzel r'" > * sein muß, wenn sie brauchbar sein soll); es ist

also hier ebenso wie im vorigen Falle:

!I
; ..

i I.
>

1 J >1-
1

r“
3 £ t'^ |4',(■[«--(-(53) V =t|! „ AI

|[
T'

2. CT — a <i B <. C X a, also a~> cx — 7?; überdies ist die Bedingung a <1 c r -j B 
von selbst erfüllt, da hier a<^cx vorausgesetzt wird; es kommt also Gleichung (43) zur 
Anwendung, und es wird nach (34):

V.,

' ■!' ; -
r

r" t
3 £ r'ä

8 n d^

dx3 e C 3 e C d Tj'[ß2 — icx- Bf] f[«...ei- '

’■ .- .... .

) V' '

(53“) (p = 4- mR ^ 8 Tl (C T
R'1 ’ 8 Ji Ci^

t' z"'

\ N,,,.. . wo X definiert ist, wie im vorigen Falle. Die Gleichung hat Gültigkeit für x" <t< 
wenn z''^ als Wurzel der Gleichung a — cx-j- B definiert wird.

3. C T 4- a < J?, also a<. B - cx für cx <i B\ der Fall c x> B kommt hier nicht in 
Betracht, denn dann wäre cx — B ^ a <i0, was nicht sein kann; es ist also Gleichung (45’’) 
airwendbar, d. h. der Faktor S unter dem Integralzeichen in (34) für dieses Intervall gleich 
Null und:

■I
.1

I - VAil
!

K "f
"rT'ir''
•■I i !

r ^iv
r"

B £ C* z’’’ Bec d T dx3ecJ[«2 _ ^ jl<B-icx -Bf} ^(53”) <p = 4r für+Ii
8 71 8 Tt a* 8 71 ft”

4 Ii Tn

iPf

IriP
-Iili M P •
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: k
'i-!iid <p d (p 'S (p 

dx' dy' d 8
Es kommt im folg'eaden auf die partiellen Diiferentialquotienten 

wir haben nach Gleichung (Si''):

an; \V ,1 ;;>■
iii SSrr!S R X + i

rR ’dx f

ItSl(52):demnach ergibt sich aus i'-i

i9 gy
= O für Ct <. a und R <i a — er,(54)

dx

dagegen aus (52

3 S c® t' 9 r'

4 dx
S !4t i— {ct— Rf3«C [a^ — (er — R)

8 Tl iR

ä 3 « C9r' 99 Cp J dt.
8R dx Rdxdx T = T'

T'

= M.''I "J

Nun war r' durch die Bedingung R = a — er definiert; es ist also:

dR\ 
dxjr = r'

'9 R 9 D
9 t J T— z' 'dx

dt'
C

dx ■ i

;
und:

9 7? 9jj 9 .7^ 3C\ 

dl] dt d'Q dt) Z = T'
d RdJ 
9 I 9 T

9 R
■ i 'dx Jr=T'

\

it
1 1
^ [(iC + I) DiC + (^ + v) 'dy-\- {8 -J f) Df: I X = t'

= V (t‘) ■ cosin (R, v), 'J,..7somit:
IXj^9 r' i?(54^) R{c J V • cosin ( ß, v)) f.9;r I

li!

. T = t'

Iiiir I'!' ;
und schlieilich: tipi

3 6 r' 9 r'
4 Tl dx

3 e C
8 Tl J

9 cp j‘(c® d T(54»)
dx Ül«

IjlIll
11für C t <.a und a — et<.R<. a Jct 4 If11d x' . . .WO für — der in (54®-) angegebene Wert eiiizusetzen ist. ■i' '•' ‘i’l!

Bi

dx
i!Ebenso erhält man aus (52»), da r" der Gleichung a=R — ct genügen sollte:

— J—R^)^^-^dt,

i
!
tM'il' Il'' i,3 e r' 9 r'

4 ?r dx
3 E C

3 Tia^
J(J r®9 Cp i ^(ah'=) + I ii'idx /'iiT'

i!für C t <. a und a + c r < 7?. ;

IinH i j n ;

lill?
ii‘!'!MllfH

i|L f- ' M M i 
M ; H. id (11

4' - b Illli
,.M !iilill

Dieselbe Formel bleibt für den in (53) behandelten Fall (cr>(r, R <. c t—a) !Ubestehen. i
Aus (53=^) ergibt sieh ferner:

litt" yi/ I! I IXj^3 E C
3 Tl J

Xj^3 EC^ t‘ dt'
4 Tl cR 9 X

3 E C
8 Tl J

J'(c®r^ — J — R^)9 (p a^-R^) il l;d t+ R9 X
t'"

a< ß<cr-j-a,für CT

IiA '1 Ijiill
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ää' endlich aus (53'’)
r'Vr"I 3 e C 

8 71 a^
3 e C

8 TZ

> 3 e C^ r.‘ 3 t' 
4 o® 3 a;

>■ '■9 9^ (^T +/ , .V. V
' r\. /

—-t-
x‘

» denn die durch Differentiation der Grenzen i"‘ und entstehenden Glieder fallen hier 
infolge der für diese Grenzen geltenden Gleichungen fort,

Im folgenden wird weiters Terlangt (und zwar zur Berechnung der auf das Elektron
3 95 d q> 3 93 
3 X d y 3 ^

nach X, y, z zu integrieren. Dabei sind die für die verschiedenen Fälle aufgestellten Dn- 
gleiclmngen zu berücksichtigen. Da t', t", t"', t'''^ nicht näher bekannte Funktionen von 
X, y, Z (und t) sind, so können diese Integrationen im allgemeinen nicht weiter ausgeführt 
werden. Doch läßt sich durch folgende Überlegung eine Vereinfachung erzielen.

f\

über das Innere des Elektronswirkenden Kräfte), diese DifFerentialquotienten>
\ ii (

f 'S../M ¥
V /'li

\1D;.
■ :4- § 7. Fortsetzung. — Ausführung der Integration über das Volumen des Elektrons.

Die verlangten dreifachen Integrale führen wir auf Doppelintegrale mittelst der 
bekannten Gauß’schen Formel:

(55)

,-K

: ■) ^
,,H

J' J" J*dx dy dz = — (x, n) d ar-
f
D ‘4 f

: r
zurück, wo n die nach Innen gerichtete Normale und da das Oberflächenelement der das 
Elektron darstellenden Kugel bezeichnet. In unserem Falle ist die Normale n der Radius 
der Kugel und

"t
cosin (x, n) = , da = a sinO d© dW,

i Ki' /y wenn W und 0 in bekannter Weise Länge und Breite auf der Kugel bezeichnen, also;
' ii 2 7Z

rj"j da = j^dW ■ X • sin© ■ d©.(56)!

I O O

Hf

Um die Winkel © und W analytisch einzuführen, gehen wir von einem rechtwink­
ligen Hülfssysteme x“, y", s" aus, dessen Mittelpunkt im Zentrum des Elektrons liegt, 
und setzen:

' C’i

z" — T cosin 0, 
x" = r sin 0 • cosin W, 
y“ = r sin 0 • sin W,

wo r® = x“^ -f- y"^ -ff z‘^ ~x^ y^ und wo auf der Oberfläche der Kugel r = a zu
nehmen ist.

mH
(57)

I:
y

Die Achse z“ soll mit der Linie O-M zusammenfallen, welche den Anfangspunkt 
des im Raume festen Koordinatensystems mit dem Zentrum des Elektrons verbindet, die 
X -Achse soll in die :c-T/-Bbene des im Elektron festen Systems x-y-z fallen; dann ist 
die Lage des neuen Systems vollständig bestimmt, und man hat in den Substitutions­
gleichungen ;

> K’b

Ii' i

y
'■r'

7
h If 'V^ '"I:'' ..

:V.,M
■-m r

rv,>K ^
l;D J.;'! ■

Siiy ,Lii-iLi
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CC == x” ■ cos (x, x") + «/" • cos {x, y“) + e“ • cos {x, z"), 
y =x“ • cos {y, x“) + y“ • cos («/, y“) + s“ • cos {y, «■"), 

S =x“ ■ cos {s, x") + y“ • cos (^, y“) + e" ■ cos (^, ä") 

noch die Koeffizienten zu berechnen. Jedenfalls ist:

;1

'1(58)
1; :■ ;>!■ 1

^ -'K '

t V:
cos («/, z") = cos iß, z") = .

\ . ■
cos (x, z“) =(59)

mDie ä;"-Achse steht zur y“- und .e"-Achse senkrecht, außerdem aber auch zur .«-Achse;
es ist also:

cosin (x'\ z) = 0, 

und die drei genannten Achsen liegen in einer Ebene, so daß:

::(60)

;l
.]/^3 _j_ ^2

Ii--cosin (z, y“) = sin {z, z“) = sin {z, T)(61) T >■ 'il' ■
1''ft;!Die übrigen Koeffizienten ergeben sich aus den elementaren Formeln der orthogonalen 

Transformation; man findet so durch leichte Rechnung:

X = ^(—x“riT
I I i;

!I«2/" K + f q) N:51.
11 iy = j^{x“^T —y“'nC + ^“vß)^

^ = ^( 0 +f'e^+z“Cq),

(62) I

i
I

ii
^'ii !,i-,

Abkürzung Q—Yi^-\-V^ gesetzt ist, oder nach Einführung von Polarkoordinatenwo zur J' tS..-. Jf^ip-'1

I ‘’{.ji/Hltv !: y ,

mittelst (57):
X — (— 7] T sin 0 cosin W — | C sin 0 sin IF f {? cosin 0),

9 J- i 00;^ (f T sin 0 cosin W — -t] C sin 0 sin W r] q cosin 0), l!(63) y = qT ,J
1^'!

rr \ -]- sin 0 sin W C Q cosin 0). Hl0Z —
qT

ilDie Koordinaten x, y, z kommen in <p nur vor, insofern sie in B eingehen; man findet 
sofort aus (63):

i

IB^ = (X + -\-{y + rff -|- (« -h t)

+ 2, {X ^ y-yy y-Z 0

2

- - - -

— J.3 _i_ _|_ 2 r T cosin 0.
. I,
M ,f

' 1'(64)
1;.:, . [ ¥Ferner ist:

1(64“-) cosin (r, x) — ^ (I Q cosin 0 — y T sin 0 cosin IF — C I sin 0 sin !F),
t-i P'X

! :-t i;; ( P'

qT U.: •

und: H
Q i{r cosin 0 -\- T) — t] r TsinO cosin W — ^ g r sin 0 sin W(64^) cosin {B,x) = ^

F!Q T yr'^ y- T^ 2 r T cosin 0
34Abh. d. II. KI. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt. jl'i
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I Dieser Dormeln Werden wir uns sofort zur Ausführung der in (55) verlangten In­
tegrationen bedienen.

Vorweg bemerken wir noch, daß es bei diesem Integrationsgeschäfte notwendig wird, 
zu unterscheiden, ob die Geschwindigkeit, mit der sich das Elektron bewegt, größer oder 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit c ist. Wir nehmen zunächst das letztere an, setzen 
also zunächst Bewegung mit ,Unterlichtgeschwindigkeit“ voraus. Wir defi­
nieren dieselbe durch die Bedingung:

*

1
CT > T,(65)fl

|f=5 -f welche aussagt, daß der vom Lichte in der Zeit t zurückgelegte geradlinige Weg stets 
größer ist, als die durch (51) definierte Entfernung des Anfangspunktes O vom Anfangs­
punkte des Systems x, y, z. Die Bedingung (65) ist sicher immer erfüllt, wenn die Be­
wegung des Elektrons mit einer Geschwindigkeit v geschieht, welche kleiner als c ist, denn 
der vom Elektron beschriebene Weg ist im allgemeinen nicht geradlinig und somit größer 
als T. Aber auch für n>c kann die Ungleichung (65) noch erfüllt sein; auch derai'tige 
Bewegungen sind daher in unsere Bedingung (65) für ,Unterlichtgeschwindigkeit“ mit 
eingeschlossen. -

Wir gehen jetzt zur näheren Behandlung der in (56) angedeuteten Integrationen 
nach O und W über. Es war <p selbst nach (34), bzw. (52), (52“) und (52**) als ein in 
Bezug auf die Variable z gewonnenes Integral gegeben. Die Integration nach z kann, 
so lange 'o^, als Funktionen von t ganz allgemein gelassen werden, nicht weiter aus­
geführt werden; Vereinfachungen sind also nur durch Vertauschung der Integrationsordnung 
möglich: wir denken uns zuerst die Integration nach 0 und IP, und dann die nach z 
ausgeführt. Die dabei zu berücksichtigenden, je nach dem Werte von z verschieden zu 
wählenden, Integrationsgebiete, sind uns durch die in § 6 aufgestellten Ungleichungen 
vollkommen definiert.

Wir haben demgemäß die sukzessiven Lagen des Elektrons im Raume genau zu ver­
folgen, und zwar zuerst unter Annahme der Ungleichung (65), d. i. für Unterlicht­
geschwindigkeit.

V
y

'!-■ M-

C4 tU

y VX

”p%■:i/ ! ^
h*..

L
;| r 'i ~Jt ■ . I
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Erste Lage. Für z = 0 ist T—0, und für kleine Weide 

und a~> T angenommen werden.
von Z kann a > 2 c z 

Der Mittelpunkt de.s Elektrons befindet sich in der 
Entfernung T vom Anfangspunkte 0, um den eine Kugel mit 
dem Radius cz gelegt werde; diese Kugel liegt ganz im 
Innern einer konzentrierten Kugel mit dem Radius a — cz. 
Die letztere befindet sich ganz im Innern des Elektrons, 
d. h. der Kugel mit dem Radius a und mit dem Mittelpunkte 
ilf, denn die kürzeste Entfernung A-B (vgl. Fig. 1) zwischen 
den Peripherien beider Kreise ist gleich:

“1
■ ^ T
\r !t‘Zt

»h’
A\

T % '1
p- -yf i 

■

a — T — (a — cz)=cz — T>0 nach (65).

Die Kugel mit dem Radius a — cz teilt das Innere des Elek­
trons in zwei Gebiete. In dem einen, das in Fig. 1 vertikal 
schraffiert ist, haben wir R < T -\- a{T a-= O C in Fig. 1), 
also auch a —cz<.R<.a-\-cz, wenn wieder R die Entfer-

R-a. -Ct

H^a-C T

H
Fig. 1.
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I Jll ^ IIPftnung des Prniktes x, y, z vom Punkte O bezeichnet; es ist hier also cp durch (52“) be­
stimmt. In dem andern (horizontal schraffierten) Gebiete ist E<.a — er, also (p durch 
(52) gegeben.

Im letzteren Gebiete ist cp von x, y, z unabhängig, folglich das über dasselbe erstreckte 
Integral (55) gleich Hull. Das entsprechende, über das erste Gebiet erstreckte Integral 
ist die Summe zweier Integrale und J^, von denen sich das erste auf die äussere Grenz­
fläche der Kugelschale, d. i. auf die Oberfläche der Kugel mit dem Kadius r = a (Ober­
fläche des Elektrons) bezieht, das andere auf die Oberfläche der Kugel mit dem Radius 
E == a — CT. Es ist also;

i

r'
'r; "i

! i1'
I

- IP
ilh
ftii

J

;i '
j

\
— — XX ftl ä;) • ■ sin 0 • d 0 d W,

worin cosin (r, a;) durch (64“) bestimmt ist. Wenn man den zu wählenden Wert von q) 
aus (52“) entnimmt, ist zu beachten, daß die Größe r' jetzt ihre Bedeutung verliert. Früher 
nämlich handelte es sich darum, für einen gegebenen Wert von E (also auch für gegebene 
Werte von x, y, E) die Integrationsgrenzeii den Engleichungen gemäß zu bestimmen; jetzt 
aber (nach Vertauschung der Integrationsordnung) ist ein Wert von r gegeben, und E soll 
entsprechend (hier einfach durch die Gleichung E = a — ct) bestimmt werden. Die früheren 
Werte x‘, z", x“', kommen daher jetzt nicht weiter in Betracht; man findet so:

I ::
ID Ii

Ilf
i-i*
fi4

HS
2 TT

II
t !d 0— 3 E C 

8 TT a
^dx[a? — (c T — JI)^] cosin [n, x) ■ sin 0 • i:j. = E ■1

OOU
Setzt man hier für E und cosin (n, a:) = — cosin (r, die Werte (64) und (64“) ein 

(wobei in ersterem r = a zu 
und infolge der Relationen:

nehmen ist), so läßt sich die Integration nach W ausführen.

'1;
2 JT

0, JV7 W =2 Tl,
O

2.T
= 0, ]sinWdW =

O

2 JT
Jcosin WdW
U

ii
'ViEfcj

ergibt sich;
t

o® — C® T®3 £ C 
^ ^ ~4 a

iE sin 0 cosin 0 d 0.-j- 2 C T I IE
0 0

r
Auch die Integration nach 0 ist ausführbar, denn das Glied mit 2 c t fällt ganz 

heraus, und es ist
)'"■!'
i. : 1''■'ü

4,
, r sin 0 cosin 0 d 0 3 + P-a Tcosin 0) Va® 4- T® 2 aTcosin 0,

!.

2a T cosin 0 i1
Xl/a® T® -fc 2 a 5’ cosin 0. sin 0 cosin 0 d 0 

15 (a® + ET® -P 2aTcosin 0)®/2 (a® -fc T® — ZaTcosin 0)

1
(66“)

also durch Einsetzen der Grenzen 0 und n:
' .5 ’> '

2 Tsin 0cosin 0d 0 )(67) 3 a®’X fta® -p T® -p 2 a T cosin 0

' ' '**\

j ,*
': 'Ii
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2TjVa^ + r^ + 2

O
(67-*) (5 a^~P).a Tcosia 0. sin ©cosin 0d0 — 15 a®

1
i Ilt Mit Hilfe dieser Formeln drückt sich Jj durch eine Funktion ^ix(a,t) aus, die durch 

die Gleichung:
fi'

‘iIS: f''iJil 5
10a®+ 5c®T®)(7r

SCJ ^
mn

{«, O ==(68) 10 «3
0fi ::t:f '

definiert sei, wo sich das zweite Argument von J>j darauf bezieht, daß auf der rechten 
Seite unter dem Integralzeichen eine Funktion von t steht; es ist:

Jj = ^lrr [t, t)-

TJm das auf die Kugel mit dem Radius It =a — er bezügliche Integral zu behandeln, 
führen wir Polarkoordinaten R, ©', W mit dem Mittelpunkte O ein, und zwar mit Hilfe 
eines rechtwinkligen Systems, dessen Achsen den oben benutzten Achsen x“, y‘‘-, s" parallel 
sind; d. h. wir setzen, analog zu (63):

+K

(68“)f

i

>■■i

' I Y It
(— f] Tsin 0' cosin T' —• | C sin 0' sin W cosin 0'),X + ^ =

qT
■■’v

Rr\ ■
{t T sin 0' cosin IP'(69) — •>? f sin 0' sin W -\-tj q cosin 0'),y -Yv = qT

'A: R
+ p® sin 0' sin W 'Qq cosin 0').ß + Q=^ (0I qT

.<1- Dann ist:-''Cf a? + f 1' (69“) cosin (R, x) = (— V Tsin 0'cosin T'— f Csin 0' sin T' + cosin 0')
qT

und (da hier cosin («, x) = cosin (7?, x) zu nehmen ist):( I Jl') ) ■

3 *
i

2 Tt•Sv T,= —W^q) ■ cosin {li, x) {a
Ü 0

t 2 Tt TC

J*(7rJ*(7!Fj*[a® — (er — 7?)®]cosin(R, x) ■ (a —

— C If sin 0' d 0"'s.
.V^ii

i \l‘ ’v
3 e C

16 JI a®
(70) er)sin 0' d' 0,

' . : "‘‘tii ; 0 0 0
iki 1' ’ ‘''"'H wo nun R — a — er zu setzen und die Integration nach T auszuführen ist; also:

3 e C r C P
-J ^ « r I 4 C T (ffl(70“) C xf sin 0' cosin 0' d 0'.8 a“JI ""+Si 0 0

Hier ist auch die Integration nach 0' ausführbar, und es ergibt sich = 0. Für 

gilt somit die Relation:
f;i ii" t<y

: s- 'l il:

■
2 G

(71) Vx = de = <I>]x (7, 7),

wenn die Integration über das Innere des Elektrons ausgedehnt wird, und wenn T*ia, wieder 
durch (68) definiert ist.ii U
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WeitereBntwicklung der ersten Lage. Esist er <C a <.2 or. In dem korizontal 
schraffierten Gebiete (Fig. 2) ist wieder (p von x, y, z unabhängig, also das betreffende 
Raumintegral gleich Null; in dem vertikal schraffierten Gebiete dagegen ist wieder der in 
(52^) angegebene Wert von cp zu benutzen, so daß die Formel (71) für das ganze

Intervall 0<^<~ gültig bleibt.

Zweite Lage. Wächst t weiter, so wird cr>a, während T (stets < c t) zunächst 
noch kleiner, als a bleibt; es ist dann ct — a<.a—T, d. h.:

er+ T <2 a.

Die Kugel mit dem Radius R = c % — a liegt also ganz innerhalb der Kugel 
R = a — T (und letztere berührt die Kugel r = a von innen). Auch hier wird das 
Elektron durch die Kugel R = Ci — a in zwei Gebiete getrennt; in dem vertikal schraffierten 
(vgl. Fig. 3) ist Ct — aKR<ct-\-a, also der entsprechende Beitrag zum Potentiale <p

)
; :

h.« !.
i; I*

\t-fi 
!(I)AA't.

Y ; !
■;r

i(72) i,

1

P::' -YY-
I
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I
durch (53®) bestimmt; im andern (horizontal schraffierten) Gebiete ist R<.cx—a, also 
der fragliche Beitrag gemäß (45) unter Berücksichtigung von (53) zu berechnen; dieser 
Beitrag ist also gleich Null, und es kommt genau wie in der ersten Lage nur auf das 
Gebiet

1

;■CT — a<i?<CT + a ,

an, in welchem der Beitrag zum Potentiale 95 durch die Gleichung:

3 « C
8 TTft^

gemäß (53®) bestimmt wird, also genau wie in der ersten Lage. Wir erhalten durch An­
wendung der Gleichung (."iS) wieder zwei Oherflächenintegrale J) und J^. Das eine (J,) 
bezieht sich auf die Kugel r = a und ist wieder durch (68) gegeben; für gilt wieder 
die Gleichung (70), in der nur jetzt R = er —a (statt früher a —c t) zu setzen ist; dann 
aber wird der unter dem Integralzeichen stehende Faktor;

'
i

!

r[a^-~(cT — Rf] drd<p =
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Da nun auch in der ersten Lage J^-O gefundengleich Null, und folglich = 0. 

wurde, so gilt folglich die Formel (71) auch für die jetzt betrachtete zweite Lage.
Der Gültigkeitsbereich dieser zweiten Lage ist durch die Ungleichung (72) definiert; 

da T stets an die Bedingung 0 <z <t gebunden ist, so wird diese Ungleichung so lange 
bestehen, wie das ganze Intervall 0<z<t in den Bereich der Ungleichung (in der T 
eine Funktion von r und t ist) fällt; bei wachsendem t wird schließlich nur ein Teil 
dieses Intervalles brauchbar, letzteres selbst also durch den Wert welcher als Wurzel

/
I

Vdt

f
L \

dei’ Gleichung:
■/ (c r -j- T)-^= t — 2 Cl

bestimmt ist, in zwei Teile geteilt; für 0<t<D gelten die Kesultate der ersten 
und zweiten Lage; für kommt die folgende Lage in Betracht. Dabei ist der
Einfachheit halber vorausgesetzt, daß die Gleichung (72®) nur eine brauchbare Wurzel 
hat; bei der vollkommenen Unbestimmtheit der Funktion T können hier die verschie­
densten Möglichkeiten eintreten; an der Hand einer geometrischen Integration der Glei­
chung (72®), wie wir sie sofort bei der dritten Lage besprechen, wird man sich in jedem 
einzelnen Falle leicht über alle Möglichkeiten Rechenschaft geben können. Für die erste 
und zweite Lage gilt also die Gleichung (71) für

Dritte Lage. Bei weiterem Wachsen von z wird nicht nur cz~>a, sondern auch 
cz^T>a werden,') so daß die Ungleichung (72) nicht mehr erfüllt ist, aber T noch 
Heiner als a bleibt. Der Punkt O liegt jetzt noch innerhalb des Elektrons. Letzteres 
wird von der Kugel E = Cz — a geschnitten und in zwei Gebiete geteilt; in dem einen 
(in Fig. 4 horizontal schraffierten) Teile ist der Beitrag von <p gleich Null (da E<cz—a), 
in dem anderen (wo R> cz — a und r < a) ist der Beitrag von cp nach (53®) zu berechnen.

Für die Berechnung des Integrals über das Yolumen des Elektrons tritt keine weitere. 
Änderung ein, wenn z so weit wächst, daß auch T~^a wird (z. B. Fig. 5); dann liegt O

(72®)
■rV

f ''N., r
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Fig. 4. Fig. 5.
I

') Es ist hier vorausgesetzt, daß T mit -wachsendem t im wesentlichen wächst; es wäre denkbar, 
daß andauernd T a bleibt, so daß das Elektron sieh nie um mehr, als die Länge eines Radius beträgt, 
von der Anfangslage entfernt; dann gilt die Gleichung (71) unbegrenzt für alle Werte von t.
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außerhalb des Elehtrons, und die Kugel "wird, so lange ex — a<T+a bleibt, wieder in 
zwei Teile zerlegt. In dem vertikal schraffierten Gebiete ist:

0<CT — (f<jß<T’+a<cr + a,

also <p wieder durch (53®) bestimmt, wenn das bei der „ersten Lage“ über r' Gesagte 
berücksichtigt wird; in dem horizontal schraffierten Gebiete ist Ii<Zcx — a, und dem­
nach 99 aus (52'^) zu entnehmen; d. h. dieses letztere Intervall liefert keinen Beitrag zu 
dem Integrale von 99, und wir haben nur das erstere Gebiet zu berücksichtigen. Dasselbe 
wird von den Kugeln M — cx — a und r = a begrenzt; demnach zerfällt das Integral in 
die Summe J[ + J'2, wo:

■ cosin {n, x) ■ sin 0 d & d W

J2 — — JJ 93 • cosin (n, x) • (a — c xf sin 0' d 0‘ ■ dW für R~a — cx.

In Ji ist cosin («, a?) = — ~ duixh (64®) gegeben; in einem

Kugeln (vgl. Fig. 4 und 5) ist 0 = 0^, wenn 0^ durch die Gleichung:

G xf = a? -f- 2 a T cosin 0^

definiert wird. Als Beitrag unseres Gebietes finden wir also, wenn r" entsprechend ge­
wählt wird:

I

(73)

!
'S-

4.

1

>■ V

für r = a,

3
Schnittpunkte beider

1A[a(73®)

l5r 1f !"'it'1i/t 2?r ©1

?0 0 U

■j' .
M;Bec 

S Ji a
sin 0 ■ d 0,Jl == :'I: ' m ii;

üt-‘I !■4 /’ ii.Tl A Iifiworin It wieder aus (64) bekannt ist.
Die untere Grenze r® bestimmt sich dadurch, daß für das Intervall 0 < t < r® die 

Resultate der ersten und zweiten Lage zur Anwendung kommen müssen. Nun war die 
Grenze zwischen zweiter und dritter Lage durch die Ungleichung (72) definiert, die für 
die erste und zweite Lage gelten sollte, während in der dritten Lage:

i i"

i:I"' ü': 1
Mj (% M

i’i?'" Mb'” ' IhfILIi
* Ji'cr-t- T>2a I

■ f wi'i ‘ •< ’ jilf'l
. 1 l'-;::::; i .’i

wird; es ist demnach t® als Wurzel der Gleichung:

(73’0
als Funktion von t zu definieren. Natürlich ist hierbei vorausgesetzt, daß diese Gleichung 
eine Wurzel t® zuläßt, die kleiner als t ist; darüber verschafft man sich in jedem ein­
zelnen Falle durch eine geometrische Interpretation des zwischen t und x gemäß (73'’) 
bestehenden Abhängigkeitsverhältnisses leicht vollkommene Klarheit; wir kommen darauf 
sogleich bei Betrachtung der Figuren 6 und 7 zurück (vgl. auch unten die Beispiele in 
§ 12, 13 und 14).

Die in .71 verlangte räumliche Iirtegration ist ganz wie bei der ersten Lage aus­
führbar. Man hat, indem man den Wert von cosin ©, aus (73®) einsetzt und die unbe­
stimmten Integrale (66) und (66®) benutzt:

C r -j- T = 2 a
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JJ = r___ — _____________
^ J Va® -{- T'^ -]- 2 aT cosin &

[{3 (a® -f T®) — (a - C t)®} (a — c t) — 2 (a + T) (a® + T® — a 2’)]

sin 0 • cosin 0 ■ d ©

f
/ 1

: if
6 a® T®I

"Ml- ,
- C t) (T® — c® T®) — 2 Tä],

01 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

J ]/«2 _j_ _|_ 2 a T cosin 0 •
0

[{5 (a® -f T®) - 3 (a-CTf\(a — czy - 2 (T+ a)®(a® + T® —3a T)],

sin 0cosin 0 d©U.3 ’■ 2

> "T
V" I , 1.15

30 a® T®
y. also: t

J[(a® — c® T®) Z7j — f/g] ^ (Zr.'«i.. 3 e C
Ji =(74). 1 4 a

rO.! .
t

In analoger Weise wird J) gefunden, indem man in J2, d. i. in (70), die obere 
Grenze n des nach 0' genommenen Integrals durch 0] ersetzt, wobei nach Tig. 4 und 5 
der Winkel 01 aus der Gleichung:I '!...1

=Z {a — C xf ^ — 2 (a — cz) T cosin ©i

zu entnehmen ist. Dabei ist in (70) R gleich cz — a zu setzen; dann verschwindet aber 
der unter dem Integralzeichen stehende Faktor a® — (cz — jR)®; das Integral Ji ergibt 
sieh folglich gleich Null. Da die Funktion gleich dem von 0 bis t genonnenen Inte­
grale ist, so ist für das Intervall 0 < r <7 t“, wo
Formel (71) anzuwenden, für das Intervall r“ < t < ^ aber die Funktion (74), d. h.:

(74=^)
'P=''"., I'''" "■

">v.

T® durch (73’’) definiert war, die fi'ühere
I (C..-=

. . . . . . . .

 ̂ / _i\ SccA. 0.0 -Ji K»’
tO

— c® T®) Uj — Uj] d Z.(75)!
..

,/

Es wird also für die dritte Lage:
f. !"

(fx = d>lx (r“, 0 + (^» 0)(76)
I ’’■Sw.*' I Ii : .

I' wobei T® durch (73®) bestimmt wurde.
Dieser Ausdruck ist anwendbar, solange das Elektron von der Kugel mit dem Radius 

R = CZ — a geschnitten wird, d. h. solange für alle Werte von r zwischen t® und t die 
Ungleichung cz — a<JT-\-a erfüllt ist; der äußerste Wert von r, bei dem dies noch 
stattfindet, ist die kleinste Wurzel t', welche >#® ist und der Gleichung genügt:

Cz — a = T ->r a.

Ist diese Wurzel z', welche selbst im allgemeinen Funktion von t ist, größer als t, 
so ist dieselbe nicht brauchbar, da die Variable t notwendig an die Bedingung z 
gebunden ist; dann gilt die Gleichung (76) für alle Werte von t, die der Ungleichung 
t<.z‘ genügen, und durch die Bedingung:

!rii ilii

«r.»
?-^v?

1
■I (77)

iS-

’Hl«! r«j
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ViUi
V 4
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(78) t = z‘ oder ct = T^ — t +2a 

ist ein Wert V bestimmt, bis zu welchem t wachsen kann, ohne die Gleichung (76) zu stören.1
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Für t>t‘ wird zugleich (vgl. unten Fig. 6 und 7) r' < t, und es tritt die sogleich 
zu besprechende vierte Lage ein.

Vierte Lage. Wenn die erwähnte Wurzel r' kleiner als t ist, so wird für t> r' 
das betreffende Integral wieder gleich Null (indem die Funktion unter dem Zeichen ver­
schwindet, da dann et — Ii für t' < t < t), und wir erhalten:

Vio=^ix (r®, 0 + ^2 * (rt), 

und CpJ durch (68) und (75) definiert sind.

Zusam men fassend haben wir also für das dreifache Integral von 

erstreckt über das Innere des Elektrons, die Werte:

tpx I' \ X 0 

<Px= (r°, t) -h (P i a: (i, t)

rpx= Pix (r°, f) + P-2x (t\ t)

wobei vorausgesetzt ist, daß die Kurve so verläuft, wie es in Figur 6 und 7 
schematisch dargestellt ist.

Für die Integrale von

bzw. durch oder C zu ersetzen.
Es empfiehlt sich, diese Verhältnisse an einer Figur zu 

die Variabein t und t als Koordinaten, t als Abszisse, r als Ordinate, und zeichnen die 
Gerade t == r und die Kurve (77). d. h. Ct=T + 2«, und die Kurve er T =2a. In 
dem vertikal schraffierten Teile der Ebene ist t > 0 derselbe kommt daher für die Inte­
gration nicht in Betracht. Verläuft die Kurve (77) so, wie in heistehender Figur 6, so ist 
in den schräg schraffierten Intervallen t selbst als obere Grenze des Integrals Pix bzw. P 
zu wählen, in dem horizontal schraffierten Intervalle dagegen t'.
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Iob diese Itesultate auch gültig bleiben, 
die Kurve (77), nachdem sie in Fig. 6 die Linie t = jf an der Stelle t = f über­

schritten hat, nicht so verläuft, wie in der Zeichnung angenommen wurde, sondern mit 
wachsendem t fällt. Wenn nämlich zur Zeit t = f die entsprechende Lage des Elektrons 

Abh. d. II. Kl. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt.

Man könnte einen Moment zweifelhaft sein,
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Ii.,I erreicht ist, so wächst die Variable r sicher weiter über t‘ hinaus; fallt also die Kurve mit 
wachsendem t, so daß t‘ < t‘ ist für t > t‘, so können diese Werte t' unmöglich eine 
physikalische Bedeutung haben. DieseUberlegung ist aber nur scheinbar berechtigt. 
Wie nämlich zu Beginn von § 6 hervorgehoben wurde, ist das Elektron zur Zeit t an der 
durch den Wert r = 0 gegebenen Stelle und zur Anfangszeit il = 0 an der jetzt durch 
den Wert x = t markierten Lage. Ist daher x' < t‘ für t > t‘, so sagt dies aus, daß der 
nachwirkende Einfluß der zu Beginn der Bew^egung herrschenden Verhältnisse jetzt ein 
anderer ist, als im Falle x‘ > t‘, und daß infolgedessen das Intervall x‘ <.x <t {t> t‘) keinen 
Beitrag zum Integrale liefert, indem jetzt x‘ die obere Grenze des Integrals Avird. Für
jeden Wert von t (als Abszisse) ist also die zugeordnete Ordinate zur Dar­
stellung von T zu benutzen, und der auf ihr liegende Wert von 
der Kurve Ct = V+2 a) kommt für die Rechnung in Gleichung (74) allein in Betracht.

Schneidet also die Kurve (77) die Gerade t = x nochmals (in t“, t"‘), wie in
Figur 7, so haben wir:
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t' (Schnittpunkt mit

I''/1'■ ,A,
i;... '1

(px~<l>ix(x°,t)-\-02x(, t,i) für P <t<f
99*= ^1x(t", 0+ I, 0 , t' <t<t“
<?>:.= ^ C’^®+)+ ^2 U i,t) , t“ <t<f“
Vx=^lxix\f) ^ (P.2,{x“‘,t) , f‘<t____

a.iv,
: : 1:I (83)2

'■ F- V ■ ‘ V
Hl ' A

2 a .Anders ist es, Avenn 

dann ist aber (T)-,
durchgehen, und das Elektron rückläufig werden. Solche kompliziertere BeAvegungen 
bedürfen einer genaueren Untersuchung in jedem einzelnen Falle.

die Gleichung (77) eine Lösung x' hat, welche kleiner als —
C

= Ct'—2a <0; d. h. T würde negativ sein, also T durch 0 hin-

ist;Ly .
X

-C"
= r'

X >'•
C;

Es braucht kaum erwähnt zu werden, daß entsprechende Formeln und Überlegungen
3 (p 39? 
dy' dz

für die dreifachen Integrale 92^, 92^ der Differentialquotienten Gültigkeit haben./
i

■ 1 .
s»,

i
■V> ^ 8. Das 4 ektoj'potential St für Translation mit Unterlichtgeschwindigkeit

hei Volumladung.

Neben dem skalaren Potentiale cp haben wir die drei Vektorpotentiale 21^, 21,y, 21g 
zu untersuchen, welche durch die Gleichungen (2) definiert werden.

Diese Gleichungen entstehen aus (1), indem auf der rechten Seite bzw. der Faktor:

C ' G ' C

hinzugefügt wird, wm Og,, ö^,, gegebene Funktionen von x', y‘, z‘ und t sind, und nach 
Einführung der Koordinaten x, y, z nur noch von t abhängen.

Fuhren wir AAÜeder das mit dem Elektron fest verbundene System 
genügen also 21a;, 21,,, 21« den Gleichungen, welche aus (6) entstehen, wenn man rechts die 
gleichen Faktoren hinzulügt. An Stelle von 21a: führen wir eine Hilfsfunktion 2li ein, die 
der aus (11) in derselben Weise hervorgehenden Gleichung zu genügen hat, nämlich:

i

Il I i
T V!
I '7

X, y, Z ein, so
/

Ü
i/ h ‘,i ^ ,.8...
t : ■■■’- : “ :
‘S -I: '

■' „■

Ei : It"'-i 4



WM■ J

fe;
f'ii]*'"

a^2i;a^3i;3^ 2i; _ 5 3^ ^
3 X dt

Diese wird wieder auf eine zu (18) analoge Gleichung zurückgefiihrt; es ist dann 
in (23) rechts wieder durch c bj; zu ersetzen, und demnach wird in (27) die rechte 
Seite in der Form:

ba: by — c® /1^ SC = C VxDa: ~|~ S S(84) 25
3 dXdt dxBy ' '-'''(I,

"f 1
i

Likf^t r
jjvx (U)

0
t

ü

• sin c s(t u) d Ii j;
Äilr m. 1 I''-4.

■Tisin CSTdx \

ui Ji
erhalten; und schließlich ist (34) zu ersetzen durch:

r , ii
Sdr3e :itSla,=(85) Iliiif.2 Ci^ Sil Ivi:

l|i0
i i': Ii'ist H durch (34’^), S durch (43).wo S und JR die früheren Bedeutungen haben; und zwar 

(44) bzw. (45) definiert; in bj, ist unter dem Integralzeichen t durch t — r zu ersetzen.
Die Einteilung des Raumes in verschiedene Gebiete ist hier, ebenso wie vorhin bei 

Berechnung von q>, zu berücksichtigen. Man hat folgende Fälle zu unterscheiden:

tr i'ku

I l|i
■J s’*!

I

I. C z<a.
1. R<Ja — er (also auch E < a) im Intervalle 0<r<t für hinreichend kleine 

Werte von t:

Ii öl I1' ii"' Ii :■ i!iyiI i i ,fit 13 « C Jb,c {t r) T d T31.-(86) 1
4 Tl »■!<0

nach (34) und (44), analog zu (52);
2. a — CT<E<.a-\-CT im Intervalle r‘ <r <t, analog zu

IiJ
•»4!

t
Ifl(521:

1' ’ I
i \T'

Id T^ ^ S
d T -p

3 e3 e [a^ — {er— Ef^ Vx {t
0

'J-S ■i(861 1.= Ii4ii..8 Tl a®2 Ji^ fl?lr'
nach (34) und (43);

3. a-|-CT<R, analog zu (521:
Ik“ri J-I

r"
Jb:. (t — t) ^ 
0

iifiil'
3e d r31.=(861 2 Ti^

nach (34) und (45), indem diese Formel aus (861 für t = r“ hervorgeht. 

II. C T > a.
1. R< CT —a, analog zu (53), ebenso wie im vorigen Falle:

IiI^'
’■ 7 D S

V!i
ipliiii;KP

f
iilz"

: If' if-r.y^dr3e Jbx (#

Ü
31.(87) 2

nach (34) und (45);
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(53*):2. er — a<JR<Gi:-{-a, analog zu
tt"

C 8
\'0:„{t — r) J^dr ßr

d r3 e3 ey Jö.(^ —t) la^ — {GT~By2 ^■'■»
(87*) 9r —______

2 cB
y

8 n
O

?,'■ nach (34) und (43);
3. cr-l-«<-R, analog zu (30), indem in der Torhergehenden Formel t = ge-:f

5„ setzt -wird:f i;|
) '

Jü.(^-T)|3e
A
M ■< f

1' !D ■ '^7
"’^’k 7:'" i;t

%c = d Z(87^)V’ >; ■ t, ; 2 JZ^'I 0
nach (34) und (45) für t > r^^.\

7:11: Befindet sich die das Elektron darstellende Kugel zur Zeit r teils in einem teils in 
einem anderen der hier gekennzeichneten Raumgebiete, oder genügt für eiiren gegebenen 
Wert von Il ein Teil des Intervalls' 0 < t < ^ der einen, ein anderer Teil einer anderen 
Ungleichung, so müssen für diese verschiedenen Teilintervalle verschiedene Werte von 31,^ 
angesetzt werden. Das ist besonders bei den zu verlangenden Integrationen über das 
Volumen des Elektrons wichtig.

Es handelt sich aber nicht um die Integration der Funktionen SI^,, 3lj^, St^,, sondern 

um die Auswertung der dreifachen Integrale ihrer partiellen Differentialquotienten ,

dy ■’
ihren partiellen Differentialquotienten, und zwar auf Grund der obigen Relation (55);

üj; {i — r)

>

. 4;
7 ZA-,

'xi,

! kl ; ■ , / '
I P''" V

. . . Dieselbe geschieht in ganz derselben Weise, wie bei der Funktion qi bzw.

S ,

'ii; Oy {t — z)unter dem nach z genommenen Integrale ist nur überall der Faktor 

Oj {t

bzw. —",
,,'4 C C

1 hinzuzufügen. Die betreffenden Integrale bezeichnen wir mit A

. . Man erhält so die folgenden

Ax yi ■ ■ ■ ,
C>■%I '"\- die dabei einzuführenden Funktionen mit fff 

Resultate:
............

'MtI > Erste und zweite Lage; 0 < ^ < wo durch (72“) definiert sei. Es ist, wie
in (71):

/ W '
5.;. f'':'

3 SI.JJJ(88) ^ ^ dxdyde—

h*., wenn analog zu (68):

IO a^ Joa! (^ — z) i {P — 10 5 c® t^) d z für 0 < ^ <C i®;(88*)
,1-

V-'' !1 ü
und ebenso:Y <t; ■'

xy == JJJ = ^ycy{t,t),4 „ (89)jl> A
'J

wenn:
::

(89*) I'lxy (Q, t) --- 10 a® -|- O Z^) dz.
7' O

!'
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\
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Dritte Lage: t°<it<.T', wenn r‘ wieder durch (77) definiert ist:

A,:a: =^Plxx (r®, t) + Pzxx (i, t),
I

•d
analog zu (75): I Iwenn

i 1?-Jb^ (^ ~ t) [{a? — T^) 77, — 77J d r,3e
P2xx{n^ t) ==(90^) 4 a K < 'lO

und ebenso;

Axt! = P\ xy ij-^1 t) + Pixy (7, t),(91)
)wenn:

i
■■ 'ä3 £ jt>x{t--- t)

zO

^ Ka^ — A) Tl, — 77J d x.P^xy (o, 7) --- ^ ^(91 ^*) T
i • !.fiP ^»•i-'i';

';|4

l'+u, \v:; 
^ J,: Hi

ir S-'

7
Vierte Lage: t>x\ analog zu (79): ';

1
Axx=Pixx{r^f) + P2xxir\t),

Axy=P^xy{-t^t)A Pixy {A,f).

ii(92) ;l
(93)

!,In Betreff der Bedeutung der Größe r‘ und anderer damit zusammenhängender Fragen 
kann auf die früheren Erörterungen (vgl. den Schluß von § 7) verwiesen werden.

" iI... t :
Ji

<>' ■Die den bisherigen Rechnungen zu Grunde liegende wichtige Formel (55) ist nicht 
mehr anwendbar, wenn es sich um die Integration des partiellen Differentialquotienten
3 SI.

4f i.7,
über das Innere des Elektrons handelt; das betreffende dreifache Integral läßt sich [[' I1'1 i

dt \I.i'i
deshalb nicht auf ein Doppelintegral zurückführen; es gelingt dies aber teilweise durch 
die folgenden Erwägungen.

Es hängt 21x explizite von
eine Funktion von a; + y A Vi ist, und daß xj, C gemäß (26)
Das von O bis t nach der Variabelen r zu nehmende Integral, durch welches Ülj, nach (85) 
dargestellt ist, zerfällt zufolge der in § 6 für die Funktion q> bei den Gleichungen (52) 
bis (53'') angestellten Überlegungen in eine Summe von einzelnen Integralen, deren Grenzen 
r‘, x“, . . . selbst wieder Funktionen von t sind, da sie durch Gleichungen der Form:

H — CX

\ 1| HH und ab; in R wiederum geht t dadurch ein, daß 7?
von t abhängen.

i
^ \i 'I- !)Ü»« .,,."Iij I if Cill '' >-rt-4( 1

i;: HIl
Ii■il ( ir» iif':ii'- '1

' III ill! i- Ifi MblH '.li'E! I
i( = a + <;T, a = CT,R = a — CX

be.stimmt werden. Auch diese Grenzen sind also Funktionen von f, aber nicht exjilizite, 
sondern nur insofern, als sie von R abhängen. Bei der Differentiation aber kommen diese 
Grenzen nicht in Betracht; denn die Funktion S ist nach (43), (44) und (45) an ihnen 
stetig. Ist z. B. ein Wert t, durch die Gleichung RA Cx = a bestimmt, 
r = r, und RA cx'> a nach (43):

rt 'f'i jf}f jl j ^
*'71 1"H-j:;, r'«' Ir ■

so wird für J. •

'i3TZ ICXR i'^
2 I;a* Z=Tl

filld. h. gleich demselben Werte der sich für RA^''^^^ aus (44) ergeben würde; da nun r, 
einmal als obere, das anderemal als untere Grenze auftritt, so heben sich die durch Differen­
tiation der Grenzen entstehenden Glieder fort. Ebenso ist für al> ct — R und a= cx R,

«i
I h

f-- I MltidfiF'!Ci';
; ik"

>

k'7 IiiM ^ 
! I I

■fl! |üE |!j i liillKid
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nach (43) S=O, für a<cr — H aber nach (45) ebenfalls S=O. Wir brauchen also 

bei Bildung Yon

tegralzeichen zu berücksichtigen. Man erhält aus (85):

I ,i'

m
i\\]

die obere Grenze t und die Punktion unter dem In-nur

I SU.-[ t t

St S 3
3t

S •' dx,
dt dte

O 0

•r‘ denn für die untere Grenze T = O verschwindet die Punktion S nach (44). Auf das letzte 
Glied wenden wir die partielle Integration an und erhalten:^ i'

1
j ■

t -Hf.)-,'- '-*■
Sr t t

* S dX}x{i   ^'j;  
i 38 d\>j:{t — t) Rin J Rd T dx,

dt dz
y...

K -4,'
t

3 TI '•J '
f i :
rl'''” 'r'

00 0

also:
,-1

KDa(I)
.dt '

2 a 3 21a; Jü:, {t — t)(94) dx.
3 t 3 XS

0

Hierin ist nach (26):K ! Iirj(|’D ■" >-
' ;1

Kl 'X

R /■

's

S

DD)+’ R
((X -A i) Üx + (^ + >/) t)y -p {B A C) Ös) ^R R'dt d Rdx

'3 S'wobei mit dasjenige bezeichnet ist, was man erhält, wenn man bei der Differentiation

von S die Größe R als konstant betrachtet.

Was soeben über die Differentiation der Grenzen nach t gesagt wurde, gilt ebenso 
bei der Differentiation nach x\ es ist also: ‘

'v. 9t

ItV'vW

V
rih

St ^ [r X + f2 71® « 3 SI j, Jo* (il — t)
dx,3 RdxE

■ .... 0

und entsprechende Gleichungen gelten hei Differentiation nach y und 0. Sonach folgt 
aus (94) die später wichtige Relation:

3 2t._3 3A 3St;„
dt dx^^ dy

r
■ ::iG,

t

Al (95) =f. .,;i

f“* J»“'. -4

d 0:
0"1

dSund hierin ist für einer der aus (43), (44) und (46) sich ergebenden Werte einzu-3 T
t

\ iL setzen, nämlich :I,

J \I'
li

n ■ Ii ;■
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Ilfed -•A:
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'3 S' JZC (ct — H) .(96) Falle (43),rni4dx :ti
3 8' JicB

(96“) » (4^)) V!23 X l(k
'3 8'

i %t 

«1:=

(96 N O , (45). •!„d T

aäl. IWenn jetzt das dreifache Integral 

trons, zu berechnen ist, so haben wir uns nur noch mit dem Integrale:

genommen über das Innere des Elek-Ton -3 t '

^ 2rv :
i^'a!

i
Se(97) F.=

fesüi I2n^a‘^
\h

■‘V.0 1' •■1
mzu beschäftigen, denn es ist das gesuchte Integral:

Ä il■iii 1
ii 1?-'infolge von (95) gleich: IiiI t :1(98) t --- -^XX ~f~ “I“ Ög X S “f~ •

i- ! i; ir-f‘1
Zur Berechnung von 

durchzugehen:
Fa; haben wir wieder die verschiedenen möglichen Lagen

Erste Lage: 2cT<a. In Fig. 1 (vgl. oben S. 258) ist dasjenige Gebiet vertikal 
schraffiert, in welchem: ,

Ii F
a — Cx <iB<i a -{- er und zugleich r <i a

ist, so daß hier die Formeln (43) und (96) anzuwenden sind. Das hierauf bezügliche drei­
fache Integral, das wir F* nennen wollen, ist über die Kugelschale auszudehnen, welche 
nach außen von der Kugelfläche r = a, nach innen von der Kugelfläche B = a — cx 
begrenzt wird. Wir führen mittels (69) Polarkoordinaten B, <P‘, W ein; dann variiert 
(bei gegebenem Werte von &') B von B = a — cx bis zu einem durch die Gleichung:

= B\ + T^ —2 B, T cosin 0'

l>.
1'..»^ r .

'S
i : I

! 1K.. Ji 1
■«.

äiifl'il 
'rifrij

(99)

bestimmten W^erto B^ (und zwar ist das positive Vorzeichen der betreffenden Quadrat­
wurzel zu wählen); läuft von O bis jt, W von O bis 2 Ji\ also:

■N to:•tit
'^(cx~ R) RdB^dW

t !.3 e C Jo* (il — r)d T J

j O
t -

Jo* (if — t) d TJ

sin 0' d&V‘ — ___' X -- 8 ^ a®
il!» !ü)üO

ii!,K-*."'1 Fii B^
O _a-

3 6 C
4 F

1
(100) dsin 0' - C T B^ —

Pi
I' ;,

il
0 0

)imPlm
Slii
Il lli .P*!

Hierin ist nach (99): 

Bl =
I

2 !P cosin^ 0' -f- 2 T cosin 0' l/a® — P sin^ 0',
IRalso:

ills
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fI 'iSi „4, («■ — l'’am‘0')%J« cosin® 0' —sin 0' d0‘ = — (a^ — T^) cosin 0' — 2(101) ¥

y-K
r\:. /ii

(IOP) JEl&m0'd0‘ =2a® - f
V/ /' /( ;,

0

f = D'iii ferner:
4, r

(102) i?? = 3 («2 — 2'®)Tcosin 0' + 4 2’® cosin® 0' + («2—2’® +4 2’® cosin® 0') 14«®- 2’®sin® 0'.
I ^ P

Bei der Integration nach 0' haben wir uns der Formeln

(V,,

4, :m \,)'■
1'yaS — sin® 0' sin 0' 2 0' = — cosin 0' ]/«® — 2’® sin® 0'

log (2’ cos 0' + l/a® — 2'® sin® 0^),

r
+,j. «® — 2’®■il

2 T
1(‘'

J]/o®
log («® — 2’® + 2 T® cosin® 0' + 2 2^cosin 0' j/«® — 2'® sin® 0')

— 2’® sin® 0' cosin® 0' sin 0' 2 0'(102=’)

I J"'
■•0-i (g® — 2’®)®

=IIiU 16 2’®

1 2’® +2 2’® cosin® 0') cosin 0' 1/«® — 2 ® sin® 0',1
7’3

y
S ^ Sl.''"'"ii

V ' zu bedienen; dieselben ergeben:

i :f
— 2'il:’' a -

‘“sj+i”(5j2 — ya sinS 0' g^jj Q‘ gß‘ — —
2 2'

i,'

0
(102”)1

-il ; — 1' 
« + 2’’

«(a® + ?=®) , («® — T®)® 
8 7’®

«
log„Jya' — 2’® sin® 0' cosin® 0' sin 0' d0‘ — +i

4 2’®
0

I und folglich, indem sich der logarithmische Ausdruck heraushebt:

1... :
|n. :/
4b:'

sin 0' d0‘ —
O

2 a®,(103)
Ij

sonach schließlich durch Einsetzen in (100):i
4't* Ti
' '1 !>"• ’
: H

t

Jö., (# —t).[T® —c® T® + 6(aS C C t)®] • er • d t.F; =(104) 4 a®
1/ 0!

Es bleibt das zweite (in Fig. 1 horizontal schraffierte) Gebiet zu betrachten, das bei

keinen Beitrag lieferte, jetzt aber einen von Null verschiedenen Wert

es kommen also die Formeln (44) und (96®-) 
Anwendung; den Beitrag zum Integrale (97) bezeichnen wir mit VZ', dann wird:

! '+!>
f

3 cp
Integration von 3 X
ergibt. In diesem Gebiete ist 2? < a—-ct;

H ii!
; Il '

zur

h



g-'-

m̂iii
W ::: r:s

?(■"' . I: :i ^ r;^ii
:• : P' J

273

‘2 JTi
3 C e 
ina^J"»* (if — t) T J"d E^

Ju^ (f — t) • {a

^! isin 0' d 0'F" =
|jii:M \OOÜO

(105) i
Ii

i V
e C !iil'C t)® d T.
«s li:i

^•111'0
In (98) ist schließiicli: 1■1

m
Il Ii' I;

F, = Fi, + f; i(106)
unter Benutzung der in (104) und (105) angegebenen Resultate einzusetzen, um den ge­
suchten 'Wert von Axt zu erhalten.

Iilyl S^' 

ji jö'li f' ]

Iihill §IP 
ilf'

i‘v

--<Ci < ^. Wie bei den früherenWeitere Entwicklung der ersten Lage:

Betrachtungen tritt hier nur eine Änderung in der Zeichnung der zugehörigen Figur ein, 
nicht eine Änderung der sonstigen Betrachtungen (vgl. oben Fig. 2). Man hat daher:

i!2 C C 1-1
1!nii

;
flifel,i

Iili ISVx== Vx+ r; = j) für0<#<^,

die Funktion W gemäß (104) und (105) durch die Gleichung:

(107) 11 ii hfl ;:üil. ''wenn

F' il IPIIt
■■11^ 'ii!i

1-;! ilL ? ■

>ä '

I F, 'Irl

I

^ '■
— r) ■ [4 {a — C t)'* -f 6 C T (a8 C Cxf + Cr(P-G^ x^y\dr iWixiiaA) = 4 a«

0
(108) i

^Xixit-%)■ [4 a«e C — 6 a^ C T 4- ^ ^
4 a«

0
definiert wird.

Zweite Lage: cx>a, TKa 
Elektron zerfällt wieder in zwei Gebiete; in dem vertikal schraffierten haben wir ein 
Integral V"x zu bilden, das aus entsteht, wenn man in (100) die untere Grenze a — Cr 
durch CT — a ersetzt, also:

IbCT+ TK2a, wie oben in (72); vgl. Fig. 3. Das I
rl'

i; I , If

■' \ ■
I=Ii^ h '

»

’t
1 ”]3 e C J Oa; (<l----  T^) d T J" ■i'll K H'td 0'.er E^sin 0 I

h4 a '^
00

f'Bei der Auswertung bleiben die Formeln (101) bis (103) unverändert anwendbar; 
und man erhält:

^ ■ I-F1I ■
(Iff) IH

Hii
1'i) I'I'IClI(# _ r) [(T^ + c+3 _ 6 a«) C T + 4 a«] d t.

Für das andere (horizontal schraffierte) Gebiet, in dem EKcz a ist, hatten wii 
nach (45) und (53) einen verschwindenden Beitrag für das Potential (p gefunden, so daß 
jetzt gemäß (96‘>) und (97) für die zweite Lage einfach:

Vx==Vx für"<!l<f«

Abh. d. II. Kl. d. K, Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt.

8 C 1 K’Vx = Iii4 a« V;:; i
0

i'm-vl'f: -h;t H
1 Ii' '1 \'V'i:

Hiff' idtp 
FiFi.!:;;

H't:36
i.f

ilL.1, Ii ■k'! !' 1*i,
■ff ^I mtll'«.;h

jlll 'd ■
1^1: V14 

(HgF

1; f 41.i;l IF
lu"! :liiil .IiiisLl : i

il
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; i zu setzen ist, wenn wieder f durch (72‘‘) bestimmt wird. Dieses Integral Fa, ist aber 
genau gleich dem für die erste Lage in (108) aufgestellten Integrale. Die Gleichungen 
(107) und (108) haben daher für die erste und zweite Lage, d. h. für 0 < if < 
gemeinsame Gültigkeit. .

iilH<
i:

:P:»

Dritte Lage: 0<ct—wenn z' durch (77) in obiger Weise 
definiert ist. Wir haben Fig. 4 zu benutzen; in dem vertikal schraffierten Gebiete ist, 
wie in (73):

»

: -d "
' il

Ct ^ “h Ct ^ C T "i“ Ct,

also S durch (43) bestimmt (da cz — R <. a <. e z oder R — c z <ia <C c z ist), und 

durch (96). Hier läuft €>' von 0' = 0 bis 0' = &'i, wenn 01 durch die Gleichung:

2R T cosin 0\ = R^ +

als Funktion von R und T (also auch von z und t) bestimmt wird; R läuft von R—oz—a 
bis R=T-}-a; dieses Gebiet liefert also nach (96) zu dem Integrale den Beitrag:

T +a

OKcz,C\ I 'dS'■y'.C-'

d T.-.d

I
r' 'S.•' 1 \ (109)

t 27t
.!. O V

2 a J
sin 0' d 0> ,.i.

0 0
2’+at

3 £ C
4 a'*

I Da; (# — t) c7 T J (c T R) R (1 — cosin ©I) d R,y

... s. Y'' ■
^•411 '

■ V .. 
Is',<; J '

rO

oder wenn man den Wert von cosin ©f aus (109) einsetzt:
t

Bsc pOa: {t --- t)
8 T

1(2 T + C t) {(T + ay —(cz — a)"}[i-{(T+ay-(ez-ayiI
(110) zOi

+ ^ (T^ — + 2 C T T) {(T j- ay —■ (c z — ayj — (T+2a — cz) cz (T® — a^)] d z.

In dem horizontal schraffierten Gebiete (Fig. 4) ist T—a K RKcz—a, also RKcz
zur Anwendung kommen, dieses 

Integrale liefert. Es wird
i R, so daß die Gleichungen (45) und (OG’’) 

Gebiet also wie in der zweiten Lage keinen Beitrag zum 
demnach:

und a Kez

(111) V,= <//,,^(^0, Q+ Wo^t.. I ^
!I

^ j '
wenn W2xt durch die Gleichung:

■ ''Jk-r- Ox {t — t)3 ec J'■ r (112) ^■2xt{aJ) == ^ G (T, cz)dz‘

definiert wird, in der mit G{T, er) die ganze Funktion von T und cz bezeichnet ist, welche 
in dem Ausdrucke (110) unter dem Integralzeichen auftritt.

Die vierte Lage bedarf keiner neuen Erörterung, da für sie keine neuen Funktionen 
benötigt werden, sondern nur die Grenzen einer eingehenderen Diskussion bedürfen, die 
ebenso wie vorhin auszuführen ist.

N: i

1:
f2

!'

1
t-

. -

d. y-.... Aj,
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I§ 9. Die von den Potentialen (p und §t bei Unterlichtgeschwindigkeit
ahhängenden Kräfte. IP'

I-' '■ i'-iii
4iri

1!

Durch die berechneten Potentiale qj und 31^:, 31^, 21^ IiiJst sich die auf einen Punkt
X, y, Z durch die Bewegung des Elektrons ausgeübte Kraft darstellen; es geschieht die 
durch die Gleichungen;') !

1 3 S 0:. 1, a 31.
C dt'

1 3 S 31^ 1 d%,
C dt'

1 3 5 D. 31j: 1 3 3Cg
C TT’

3 cp
T = dx 3 X "rC

3 P
T = -(113) + Cdy dy ' I r«' nil* f

i F I ' \hl

»
3 P
3 Z dzC

:' Iwelche die drei Komponenten bestimmen; und es ist wieder:
I

I Gi]!^ I;:ß. 31a: --  ß. 31a: "P ß;y 3ly "p ßa 312
also z. B.:

i Gi 1:"
' : :i i'i:3 5 ßa: Sla: 3 31. , 3 31,; ,

+ “'TaT + ”-
9 %--- ß.3 X 3 X 3 X Vi ip:Pj 1Die Kraft f bezieht sich auf die Ladungseinheit des Elektrons; für die Gesamtladung 

€ ergibt sich also durch Integration über das Innere des Elektrons eine Kraft mit den 
Komponenten:

IiP;; i;

3 S
in ^

IIJ ^ fx Ax dy dz, 

^^^ fy dx dy dz, 

^ dx dy dz.

F1”

ii*K i I

13 £ ); d'I ill I'S'?/ —(114)
I4 a®

.

’iilii3 S
ina\ i! ilPMiC I

I "'P
I "i-

1
Die hier rerlangten Integrationen sind in den beiden vorhergehenden Paragraphen 

bereits ausgeführt. Unter Benutzung der dort angewandten Bezeichnung erhalten wir also:

4 Jiö®
1 I

9^. ^ (ß. P.. p“ 'Oy J^-xy 1 ßs P.s) ^ j4
;

'kl015) ij.(5.= Ii; r3 e 5 ■I ■ '1
IInfolge der obigen Gleichung (95) lassen sich diese Relationen sehr ver­

einfachen; die Gleichungen (113) nämlich werden:
I

'1? I

i

1'« 2p«P-<'-*p3?)P3 P
(116) T = :i

Li1'
.Ga

i'd S' durch die Gleichungen (96), (96*) und (Ob'*) für die verschiedenen Gebiete

deliniert ist; entsprechendes gilt für T und T- Ebenso ist die Gleichung (115) infolge von 
(98) durch die Relation:

■f '
• U-111!

worin
«if3 T ;|

i'ii-‘:!Ü

h" ' 'Iirtt't'
i*''bP
ibi-, JiI- JG

1) Vgl. Abraham a. a. 0. ‘p;
36*

HI i«iJ tJit . r
Iii fI

I ii
ISi..
1
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11 A^naZ
3 6'(117)

I JF;:-;:; JS-F:
Wir haben jetzt nur die in § 6 für(und die entsprechenden für %y und zu ersetzen.

(px und die in § 8 für gewonnenen Kesultate bei den verschiedenen Lagen zu verwerten.

Erste und zweite Lage (Fig. 1, 2 und Fig. 3): 0 < ^ < F; dann ist nach (71)
und (107):

1
- !Fi*i(^> 0;t)(118) 3 er'r'

durch (68), ^¥\xi durch (108) definiert. Da hier a~> cx und nach (65)
üa; positiv ist (da dann auch f > 0);

hierbei ist
cx'> T sein soll, so ist offenbar i * negativ, wenn 
ebenso ist nach (108) !7ha:i<0 wegen (72). Die Komponente ga; der Kraft ist also 
in der ersten Lage eine stets positive (und von Kull verschiedene) öröLe; ebenso 
ist es in der zweiten Lage. Entsprechendes gilt für ^ und

■ L'l>’!
• ''Fh--Ir:::

Ix
1S.*

r
-'I

F' li’
: :F'"' a<T+®> f<t<.x‘.

(117), (79) und (107):

Dritte Lage: 0<cr 

Hier folgt aus 

4 Jii l; <P~2x (t, 0 - i W,xt{r\ 0 -1 'Fa,, {t, t),^Plx{x\i)-(118“) Sx =K.:! 3e

/ wo nun durch (75) und W^xt durch (108) definiert ist. Die Funktionen QA 
sind auch hier negativ; ebenso denn nach (74) kann diese Funktion in der Form:

und WixiI XÜ« .. f'

t 0t
See I'i d X r

) T J y«2 ^ + 2a FFosin 0
0

sin 0 cosin 0tXf-I -'"I-H

L-j* j , 1 J

(cF + 4- 2 Cf I’ cosin 0)] d 0Ia^ ~~ X^4 a .
20

f<1* geschrieben werden, worin die eckige Klammer unter dem Integralzeicben offenbar negativ ist. 

Uni Wixi zu beurteilen, zerlegen wir den Ausdruck in die Summe von F' und F";li
\ i“ ' es sei:

I
See pü, (ß — t) 
8 öd

.. -i)i!..
*' Li

1 JF' = ~ li{(F -(C X- «)4 _ -X (2 F + C r) {(F+ a)^- (c r cü)®}] <7t;«i-H
T

tO
: .

iiüL dann ist nach (110):
T+ai

3 £ C ro, (tFJjr ^ Cd Ui 1.5
^).f J[(F2 — 2 C r F — rU) F — C T (Fä — a^J] dB,.F" = — d Xi 8 F

lO

Der Ausdruck in der eckigen Klammer unter dem Integralzeichen in F' ist gleich:

(F + ö.)ä [i (.7’ + a) - I F^ ^ er] - (c T - «)^ [i(cx-a)- |- F- ^ c t] ;

hier sind die beiden eckigen Klammern negativ: das erste Glied überwiegt dem absoluten 
Werte nach; die Differenz ist folglich negativ.

1

i^‘

(fj ,y

1' Ebenso ist die eckige Klammer in F" negativ, denn es ist T> a und: 

r- — 2 er T — a^ = (T
I

*1....... C x) T — CX T — a®.
4

It C;'
y
\

»Ir;^:. -L'

!
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d. h. <0, da TKct nach (65). Somit ist auch T^^tKO; alle Grlieder der rechten Seite 
von (118®) sind positiv; auch in der dritten Lage ist daher die Komponente ga; 
der wirkenden Kraft (für positive Werte von 0^:) stets positiv.

DieGleichung (108®) ist in dem Intervalle f<t<T anwendbar, wenn r' die kleinste 
Wurzel der Gleichung (77) bezeichnet, welche gröSer als f ist; diese Wurzel ist aber 
(vgl. oben S. 265) nicht immer brauchbar; es greifen dann diejenigen Überlegungen Platz, 
die oben am Schlüsse von § 7 angestellt wurden, und die vrir hier nicht zu wiederholen 
brauchen; wir stellen hier nur nochmals die Kesultate zusammen:

Kür Q<t<.f gilt obige Formel (118), analog zu (71).

Für

Fft ■:

A:li
i4.: 1

! i I ‘it' durch die Gleichung (78) definiert ist, gilt die Formel (118“-),wo
1 ■ä (76).analog zu ;5

F (79):Für f‘<r‘Kt, wo t' durch (77) definiert ist, haben wir, analog zu 

4z na^

ni fl Jh.

•i ;''X (A (t‘, t) —(118h Sx =1 3fi
Ijb Iii

illl i
rlhilil

if.
In gleicher Weise haben die früheren Formeln (83) hier ihre Analoga.
Die in Richtung der Tangente der Bahnlinie wirkende Kraft Sv findet man schließlich 

für jeden einzelnen dieser Fälle aus der Relation:

• f?» = + 15^02.

J-
!(119)

Iiii iifhiifj "ii I,

I ili '11 'I

§ 10. Das Potential q> für Yolumladung bei Translation mit Überlichtgeschwindigkeit.

(65) definieren wir eine „Bewegung mit Überlichtgeschwindigkeit“

I

Im Gegensätze zu 
durch die Ungleichung:

CT <T,

welche für alle Werte von t und T erfüllt sein soll; allerdings kann die Geschwindigkeit 
des Elektrons größer als die Lichtgeschwindigkeit sein, ohne daß diese Bedingung erfüllt 
ist, z. B. wenn das Elektron eine Spirale um 
düngen sehr enge sind; eine solche Bewegung fällt unter die Ungleichung (65), ist also 
nach unserer Definition als eine Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit zu betrachten.

Die oben (§ 6) vorgenommene Einteilung des Raumes in verschiedene Gebiete bleibt 
hier unverändert bestehen, demnach auch die Gleichungen (52) und (52®). Die verschie­
denen Lagen, welche zu den weiteren Gleichungen führten, bedürfen aber einer erneuten 
Besprechung.

Beim Potentiale <p kommt es für die Schlußformeln auf die Integrale:

fff

(120)

i
'Ib,

den Anfangspunkt beschreibt, deren Win- ' i

I
's -r .

Il 1
.Illi:ä!j

r-:)

9 <pHSFJ* f 3 * dx dy d0,
3y

; die Berechnung derselben wird wieder mittelst der fundamentalen Formel (55) auf die
Wir brauchen deshalb

' ' .'L.1 i| II *an;
Berechnung der entsprechenden Oberflächenintegrale zurückgeführt, 
die in § 6 für Unterlichtgeschwindigkeit durchgeführten Überlegungen und Rechnungen 
hier nicht in entsprechender Weise zu wiederholen, sondern gehen für Überlichtgeschwindig-

I U-‘I"I
'ilf i'lu i yK"'f
Ii Jl

a
Iibl I; I |:ii )K\'V:‘ ,'KJ Iitffii

.1 IlffffP
¥'M

ELi i-JLi
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I.i, keit sogleich dazu über, die in § 7 ausgeführten Integrationen auch hier in analoger Weise 

durchzunehmen. Wir beginnen sogleich mit Betrachtung der verschiedenen durch Un­
gleichungen charakterisierten Lagen;

Erste Lage: Der Mittelpunkt M des Elektrons liegt außerhalb der mit dem Radius 
CT um den Punkt 0 geschlagenen Kugel (da T>cr ist). Für hinreichend kleine Werte 
von T liegt diese Kugel ganz im Innern des Elektrons, denn es ist in Fig. 8;

AB = A3I— BO — OM-^a-(cx + T),

Il!''!
'Illi !"'U' '"c;:-.4

also positiv für hinreichend kleine Werte von x. Für diese 
erste Lage sei demnach:
(121)i B

vB
a~> CX A-' T.

Nach (120) ist dann auch c< > 2 er, d. h. cx < a — cx, 
so daß die Kugel mit dem Radius Ii = er in der Tat so 
liegt, wie es in Fig. 9 gezeichnet ist.

Die Kugel mit dein Radius a — cx teilt das Innere 
des Elektrons wieder in zwei Gebiete. In dem einen (in 
Fig. 8 horizontal schraffierten) ist:

B a — CT, cx, a^> B, 
folglich kommt Gleichung (44) zur Anwendung, und es 
wird (p wieder durch (52) gegeben; im Innern des Gebietes

; das Gebiet liefert also zu dem Integrale (px keinen Beitrag.

In dem andern (in Fig. 8 vertikal schraffierten) Gebiete ist:

B~> a — CX und < a cr.

m r
I* '

3!. /1;
-e

•If : !'V :
V'I rTtnzT.
"'•i

R-a-c

}L = a+cr

Fig. 8.h"

'SiJ-^ t.... ...

'i

9 cp
verschwindet Zx

i (122)U|,-
..,fcJ jC-

,d Auch die mit dem Radius a-j- ct um O konstruierte Kugel trifft nämlich infolge der 
Bedingung (120), d. h. hier:

' fl.-l-cr<a-(-jr

stets das Elektron. In diesem Gebiete ist (43) anzuwenden, und demnach:oit ...  Li'
r ii-^- f Vt:If .t

i■( 3 e C dxJ [a^ — (er(123) mcp =
l ACr

,S ^ A" .....

R’8
0

also wie in (52“), wenn dort r'= 0 genommen wird.
Ein drittes Teilgebiet des Elektrons liegt außerhalb der Kugel mit dem Radius 

B = a ö T; hier ist:
(124)

■y ’s
- W a A~ CX < B < T ,

zur Anwendung kommt und cp = 0 wird.
Nur das durch (122) charakterisierte Gebiet liefert sonach einen Beitrag zu dem 

Integrale cp^; die Oberfläche wird teils durch die Kugel r = a, teils durch die Kugeln 
B = a — CT und B = a cx gebildet; an letzterer ist nach (123) cp =0, so daß nur die 
beiden ersteren Flächenteile in Betracht kommen. Die darauf bezüglichen Integrale seien 
bzw. ATj und ATg; für AT, wenden wir die Polarkoordinaten r, 0, W an, die durch die 
Gleichungen (63) eingefUhrt wurden. Es wird dann nach (55) und (123):

, 1' .J .’li(
so daß Gleichung (45)

-CfI ,.U

;

'"“UfA

iL

M
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8 Ji a
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Iwenn und bzw. durch die Gleichungen: i!

(a ■+■ Cif = + P + 2 a T cosin 0 I
3 5(125)

-A(a C t)2 = «2 _j_ ^2 _L 2 a cosin 02 1! 4'f
bestimmt werden. In sind und gemäfi (64) und (64“) als Funktionen von 0 und

W für r = a einzusetzen. Die von cosin W und sin W abhängenden Glieder fallen durch 
die Integration nach W zwischen den Grenzen 0 und 2 Ti heraus, und es bleibt, ähnlich 
wie oben bei J[ in § 7, nur das von | abhängige Glied stehen, so dah:

4 : ff: I

;■

IjI&2t l(\ } ■3 6 C f f , f ?— + 2 C T sin 0 cosin & d& I f
■ f i 
i :

4 a B
©3U

wird. Vermöge der früher bei Ableitung von (74) berechneten Integrale U^ und läßt 
sich die Integration nach 0 durchführen; es wird, wenn man cosin 0^ und cosin 0„ aus 
(125) einsetzt:

i. iM,U'f.

■* iS tl II

! ■■(-h
fl sin 0 cosin 0 C T i;(c^ _ 3 ys)IF,= ,de =

3 P© Ya? -\- 2 a T cosin 0
©s

I I

I©2 i
2a T cosin 0 sin 0 cosin QdQIF2 = ’3 g' I

IJ!I©3 'i|
C Z (3c>-z^ + — 15a® 7^—5c^ z^ T^). rii..15 'r

Hierzu kommt jetzt das Integral: IiJi*!
i Ii!

'1 1-i*('-h

©3

it*'Il Pi
m SI

iC T (c^ T^),IF„ = sin 0 cosin QdQ =
ili

1 I i

■ 1 ='V- Il ■ f ^ i 1 Ilh

rI
S! rf'!»
i: Ki Sii lit

und es wird:
t li^" Jl [(a^ - T^) TF, IF2 + 2 C r IF„] c? T“ST,= 4 a

0
(126) i

J[6 c" — 10 (B C^ Z^ + (c^ — P) (15 a C r — 4 F)] d z.S C
lOcjS

0

Es bleibt zu berechnen, d. li. das auf die Oberfläche B = a — cz bezügliche 
Doppelintegral, soweit diese Fläche im Innern des Elektrons verläuft; hier ist:

cosin (w, x) = cosin (B, x) =
X -1- I

R

KH
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also nach (55) und (123), wo Ii = a — er zu nehmen ist, unter Benutzung der durch (69) 
eingeführten Polarkoordinaten M, 0', !P';

X Sot 2 JT

3 £ C
2 Tt (jX

, Jct (a

0 0
C sin 0‘ • cosin 0' d 0‘*F',• 4 I V'' K, = -

\y.t
0

wo 0f) durch die Gleichung:if'

: = {a — C zy 2 (a — g z) T cosin 0^
definiert ist; also:

t,'■■y

t .

^jX^\iT^ + <ßz^~2acz)

}
^2 = -

i i;
's. 0

A
(127) 2 4=(a — CTf T^dT•;‘i .

‘
li'Mi

1%
i lJt(| iu:J
f A'

■ X : V

0
t

s‘;7rh^-»■■*) K^' + Cz — 2 a)( T— CT + 2 «)] dz.
O

Die gesuchte Punktion 93j, war gleich -\- führen wir also zwei Integrale tPo® 
und <?tiT durch die Gleichungen:

S C" j|^G„(cr, T)dz 

0

J A T, (^^2 _ ^2) (ß Z,T)dz

I>0x{oi, f) =HS,i IOa^f

I (128)
if 3e + 

8 «3..S'.' I>*ix (a, i5) =
0

aJ;-; ein, wo Gg und Gj bzw. die in und unter den Integralzeichen in den eckigen 
Klammern stehenden ganzen Funktionen bezeichnen, so wird schließlich bei Überlicht­
geschwindigkeit :

(129)

I ''-.J ■ /

(fco = ^uo: (t, 0 + (^. 0 für a> er ~y T.V H ■*.
Zweite Lage, Ist ini Gegensätze zu (121) die Un-,.'f

gleich ung:
(130) a < C Z -\- T 
erfüllt, so wird in Fig. 8 die Strecke:

AB = a — (ct+T)
negativ, d. h. das Elektron (Kugel r = a) wird von der 
Kugel Ii = CZ geschnitten, so daß die frühere Figur 8 
durch beistehende Figur 9 zu ersetzen ist. Auch hier 
wird da.s Elektron von den beiden Kugeln mit den K,adien 
a — Cz und « + ct geschnitten; auf die Oberflächen dieser 
Kugeln kam es aber bei Berechnung- von cpx allein an; es 
wird daher nichts wesentliches geändert; und die Formel 
(129) bleibt für diese zweite Lage gültig.

P"
( E

!
V.Il V,

' Mjs‘ fl
Ij ;J

!;
Y-

j’ H'a-cX
’!’if

11+[ <CMß-03 
< CME-»^I Jt=Cltcl^

f 'iiiii
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Die Kugel mit dem Radius It-a ■—er schneidet das Elektron nicht mehr, wenn 
die Summe der Radien kleiner als die Entfernung der Mittelpunkte, d. h. wenn:

a — er j- a <. T oder 2 a <. T er

ist. Dann bleibt aber (wegen er) noch zunächst a~>cr, so dal die Kugel mit dem 
Radius a — ct noch möglich bleibt. Die Grenze der Anwendbarkeit des in (129) 
abgeleiteten Resultates ist also durch die Gleichung:

2 a = T + C T

gegeben. Hier aber sind zwei Fälle zu unterscheiden.
Bezeichnen wir mit Tj den Wert von t, welcher sich aus (131) ergibt und der eine 

Funktion von t ist, und von dem überdies zunächst vorausgesetzt werden möge, daß er

kleiner als — sei.

!üir»

ir) i..i:rfji.
i

t •
(131)

Sy ,

il 1

iS. !;
b
iiiiDann ist entweder:

■eIii ^C
(132) 
oder: 
(132»*)

Tj il ,

i'i'
•STj < t.

Die Variabler ist stets an die Bedingung 0<t<^ gebunden; im Falle (132) wird 
daher das Bestehen der Gleichung (129) nicht gestört. Diese Gleichung gilt weiter, bis

Tj = ^j wird, wo #j die kleinste positive Wurzel

Tilii l! i $=

ii ii
1 [ i

■ih j

I k 
Ii-Ei
i'!' i

P I'/'f; ijj
b',.-

der Gleichung: I2a = (T + cT)r
bedeutet. Die Kurve (131) verläuft in diesem Falle (wenn wieder t als Abszisse und t 

als Ordinate betrachtet werden) so, wie es in Fig. 10 angedeutet ist; sie schneidet die 
Linie t = r zum ersten Male, indem sie von oben links kommt, und zwar für t = r^ =

(133) = i

i'
I

'Si: ' ‘1 fl '^i
Li«

t> wird, wo il, in derDritte Lage im Falle (132). Dieselbe tritt ein, 
eben angegebenen Weise durch (133) definiert ist. Jetzt ist die Gleichung (131) durch 
Werte r^ befriedigt (vgl. Fig. 10; ob die Kurve mit wachsendem t steigt oder fällt, ist 
nach den Erörterungen am Schlüsse von § ,7 gleichgültig), die <-i (und > #,) sind.

wenn

PI« tEs ist
li

n Ai I
11 il!

für T < T^ :
2 a> T er,

I)
r i I: Ii

ti
\ --ft::

i' I!SVitO
di Ir

'Ji '1K-a -cT^

I
f.ii:G- irJl a

It Ä ct,cT Tt,
)ii' lij

I :;l( bl Ir' '

fiFig, n.rig. 10.
Abh. d. n. Kl. d. K. Ak. d. Wiss. XX].TI. Bd. 11. Aht. ilf37 I'ifl1
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SO daß für diesen Teil des Integrationsintervalles (0 < t < t^) die Formel (129) 
gültig bleibt; aber für r > "wird;i'

.!

: P 2 a < T + C T,

und das Elektron wird wohl noch von der Kugel a -j- ct, nicht aber von der Kugel a — ct 
geschnitten. Es kommt nur das Doppelintegral über denjenigen Teil der Kugeloberfläche 
(r = a) in Betracht, auf dem & von 0g bis n läuft, wo wieder ©j durch die erste Gleichung 
(125) definiert ist (vgl. Fig. 11). Der betreffende Beitrag wird durch die Funktion:

•r

■1

t 1
— (c T — i?)®] sin 0 cosin 0 ^3 e C

Tl ©3
^2ic(o, O 4 a

.ff
für a — t dargestellt. Die für (126) aufgestellten Integrale JV^, jetzt unter
Benutzung der in (66) und (66 ^) berechneten unbestimmten Integrale bzw. durch TKÖ, 
Wl, Wi zu ersetzen; dabei ist:-■W' *1 .VI;;,. .

Mr 0. 

%'

li g2 ^2 ---rr; = J-fi T®— + 4a® + 4«ct],sin 0 cosin 0 d0 = —tr(134)

sin 0 cosin 0 d 0 6 [2 («® WT^ + aT) Via -TfIFi = f T_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

•' l/a® -ff T® -F 2 Ct Tcosin 0
(134“)

'iüj ©3
S1 < y '1 — {3 a® + 3 T® — (a -F c; t)®} (ct c t)] .

Auf der rechten Seite muß der positive Wert der Quadratwurzel aus (ct — T)® ein­
gesetzt werden. Es ist also zu unterscheiden, ob a > T oder a<i T ist. Für kleine Werte 
von T ist sicher a> T\ ob dies aber in unserem Intervalle (t > tf Vorkommen ka nn, 
bedarf in jedem Falle der Untersuchung; es möge für < t < ^i die Bedingung 
a~> T erfüllt sein, für größere Werte von t (d. h. t > #i) nicht; dann ist:

(134 ») IFi = g-J [ — 2 T® -F 3 a c;® T® — 3 (a + C r) I’® -F c® r=*J für

'-Ir

/i' ■: .

4 U

yIi

dagegen:
1

[2 r® — 6 a» -F 3 a c® T® — 3 (a -F C t) r® -F c® t®] für t > #i.(134«) IFi =

I i ( : '■ ’
-VIBVT . ■ -y •

6 a® T®

In gleicher Weise sind bei Berechnung von IFi zwei Fälle zu unterscheiden, je nach­
dem a~> T oder T~> a ist. Man erhält aus (66“):::;hli

P- K■yi!i Wl = SVa^ -F (F® -F 2 a T cosin 0 sin 0 cosin 0 d 0
©3

= Wa^P ~ + r® ^ 3 ^ y) _ , ,y {5 («2 y2) _ 3 , ,)2}]

T®) -F 6 a® (2 y® — 3 (T® C TT -F 5 c?® t®)

T®) — 2 T^

5-'! ■: •

jj- .,,,i H ,!

m
li ^

I

,jF, 1(134 0) [15 a® (c® T®

-F 15 a c® T® (c® T®
30 a® y®

5 T® c® T® -F 3 T®j für a > y,

dagegen:

Ai IP-



Si

i-
b-

I

I i

,J::; '
30^2^ [2 (^ - (a^ + + 3 a T) - (a + erf {5 (a^ + T^) — 3 (a + c rfUWl = '■-H

I

Is?;;
[_4a5_|_ 5a^(T2+3cH2) —5aM2r^+ST^ct— 5c®r^)

+ 15 a (c^ — T^) + 2 — 5 + 3 c* t^] für a<T.

(134®) 30 mV
i:

Es wird also:

SsC J ^ [(«' “ c" Wl —Wl+2czWl']dx. i^l^{a,t) =(135) 4 a I ■:'.'i. !■
Irn t'',"

Dabei ist das Integrationsintervall in zwei Teile (eventuell in mehrere 
zerlegen; in dem Teilintervalle, in welchem a~> T ist, sind W{ und

V ■m 'f ?h
Teile)
Wl bzw. durch die Ausdrücke (ISd'^) und (134'^) zu ersetzen, in dem Teilinter­
valle, wo a<-T ist, dagegen bzw. durch (13t®) und (134®). Wir erhalten so:

zu

•<'! ■ rir;<p^ = 0%x (t, t) -|- {t, t), wenn 0
(Px = ^0^ (t2. 0 + ('^2> *) + ^^‘0 0 — ('^2. 0> wenn

■ ,2(135“) JiJ ‘ .ifg die nächst größere Wurzel der Gleichung (133) bezeichnet, die noch kleiner *■wo nun
als a:c ist. (DieBedingung entspricht der Figur 11; fällt die Kurve mit wachsen­
dem t, so kann auch werden.)

Ü 1: I■ : !!

'Ihlll i
Vierte Lage für den Fall (132) und

stehenden definiert ist. Die Wurzel r der Gleichung (131) wird hier größer als t; sie 
werde mit bezeichnet; sonst bleibt alles unverändert; man erhält also:

ebenso wie im vor-wenn
hI« iiil I«

^ y
14»; r‘q>x = ^Ox {t, t) -f tpf* {t, t) für 0 < Tg < < if < Tg < ifj,

^g die nächste Wurzel der Gleichung (133) bezeichnet, denn jetzt wird im allgemeinen
(136) „ /'wt'h I
wenn 
wieder:

U
>■2 a < T C T für z> t,

so daß das Elektron hier wieder von der Kugel E = a — cz geschnitten wird, und die 
Funktionen fPox, ^ix zur Anwendung kommen.

In ähnlicher Weise geht es weiter,

«
V 'Ii-

ii'l- !1'ii
bis ^ ^ ~ wird, und wir zur fünften Lage i?

1kommen. i
IS

Fünfte Lage für den Fall (132) und t>

die Kugel E = cz — a zu betrachten; letztere schneidet aber das Elektron nicht, da nach 
(120) T— a>oz — a vorausgesetzt wird. Infolgedessen bleibt wieder dasselbe Integral <P 
anwendbar, wie bisher; und wir erhalten im Anschlüsse an (136):

-h ^2x(ti i) —

iiIHier ist statt der Kugel E= a—er
I

4
ii,2 a?

1:

::(0’ 0 für < Tg < ^2 < — < G !(137) <p^=<PL i!i I'S
15

dagegen z. B.: 

(137“) = (t2, 0 + (Tj, t) -|- [CZ>L (if, f) — <?L(t2, 0] fl<Z2<^<t< fi,

durch entsprechende Überlegungen leicht findet.
(px iI

I ■ PißWie man Iii37*
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t Dritte Lage im Falle (132^). Vei-läuft die Karve 

(131) derartig, wie es in Fig. 12 gezeictnet ist, indem 
Tj < ^ ist, so sei mit der Schnittpunkt der Kurve mit 
der T-Achse bezeichnet; dann ist offenbar die Gleichung 
(129) anwendbar für Wird aber so

ist < Tj < ^ < —; und für das Intervall von Tj bis t

wird das Elektron von der Kugel Il = a — cx nicht 
t geschnitten, so daß hier die Funktion <I>tx anzuwenden 

ist; es muß also in <^2x die untere Grenze durch Tj 
ersetzt werden, d. h. es ist:

und

(tj, 0] für

Vierte Lage im Falle (132’^). 'Wächst t über hinaus, bleibt aber kleiner als 

so wird das Elektron von der Kugel R= a — cx wieder geschnitten; und wir finden; 

(139)

und so geht es fort.

Fünfte Lage im Falle (132“). Es werde

I T1'
,.■■fiE’;!" >■'i \

»

f• i .
L, ^!

r,
I

lö r.
f. Pig. 12.

/M
für 0<t<t^„Vx = mx it, t) -f mx {t, t)

Cpx = ^Ox (Tj, f) (Tj, t) -j- l^CPzx
(138)

■ t'” ■ ' ■■3
■ '( '■

i ‘rV ■*
/ ,,-A,

■'■■■■ ..
Vx = (PL t) + cPtx (t„ t) + <PL {t, t),>

A’ 'i' r‘
■'I i)' .

^ ii/'ThLi .4|4 '!"“f i-.)..

X i

"n':'

'■ ) ’Vi„„

i;4:bi,

1#*'^ "ipi

i
Dann erhalten wir:

■*.
für T, < #, <1 E 

' ' CVx = (püx (^1, f) -f- (p*x (i-i, i) (p2x{t, t)(140)!■j..

i -»ll Dagegen z. B.:
1 ^ ^ + cp*x {t, t) <l>tx ^ für T„ < -- <it <it,.O g 1(140“) (px — ^Ojj

Und so wird man sich an der Hand einer Figur leicht von allen möglichen Fällen 
Rechenschaft geben, die hier ebenso wie bei Unterlichtgeschwindigkeit in großer Mannig­
faltigkeit auftreten können.

Endlich kann T so weit wachsen, daß auch die Kugel mit dem Radius c x a das 
Elektron nicht mehr schneidet, dann ist:

(141)

und wir kommen zur

■44) I'"'.11'
i CX -\- a <. T — a oder 2 a <. T — cxI

Sechsten Lage: die durch diese Ungleichung (141) charakterisiert sei. Im ganzen 
Innern des Elektrons ist jetzt cx-]- a<R, also (45) anwendbar, und v verschwindet im 
ganzen Integrationsgebiete. Bezeichnet demnach t^^ die kleinste Wurzel der Gleichung:

2a = T — CT,

"'Y

,1'
I.^f Y (142)

welche positiv und > * und kleiner als t ist, und zwar derart, daß für t < t, die
C

Ungleichung 2a > T — ct, für t > t^ aber die Ungleichung (141) besteht, so haben wir 
für ^ > Tj keinen Beitrag zum dreifachen Integrale in Rechnung zu ziehen; es wird z. B. 
im Anschlüsse an (137):

I

y'A y
.( I'/' *

» 4
\

15 L ?■
I U

‘ : ll t '■ t ■'! !
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I 'rS^"! \L^. i
S i iS;jA für i^,<r^<if2<-^-<T^<?J~,A + <Pt. ::,(143) <p, = 

dagegen im Anschlüsse an (137“):
(143“) <p,, == <PL (t^, t) + ^ (t^, f) + IMco (t^, t) — [t.^, ^)] für t^<T^<^<t^<T.^<t.

t

Iy p»
Ii: ! M

IJj i If
‘Äilitl',

PP i 
ilfi

!=!5
i P *11

yyi
« fl::

Ist aber die Wurzel r^ der Gleichung (142) größer als t, so ist in vor­
stehenden beiden Formeln durch t zu ersetzen.

Ebenso wird im Anschlüsse an (140):

= <55. {t,, t) + (PU (t„ t) + PU (r„ f) für r^<t^<~<x^<t

\

(144)

und im Anschlüsse an (140“): 

(144“) <p,= Pu{^,A + Pl.

<Px
LI.1 I:

f|f if;
(f<) für Tg < “ < < ^.“,fj+ PU{-(^,t) — PU I

i:S I: .i
OrllJ GiAuch hier ist für t die obere Grenze durch t zu ersetzen.

ill I fEs sei darauf hingewiesen, daß die Ungleichung (141) nur erfüllt sein kann für 
cr>«, denn wenn das Elektron ganz außerhalb der Kugel ü —ct + ® liegt, so muß 

mehr außerhalb der Kugel JR = Cx — a liegen; es muß also der Übergang von tl -d\es um so
a — CT zu CT — a schon stattgefunden haben.

j:

|!

man ganz analoge Überlegungen 
am Schlüsse von § 7 an gestellt Ili ■Hat die Gleichung (142) mehrere Wurzeln, so hat 

anzustellen, wie sie im Falle der Unterlichtgeschwindigkeit 
wurden.

'
!

StJSi'"'f i

^ I:;! 1^4’4 Iiw., !
Lbiiiw

life I
>-•1 ■'

; I
„b Ii

:s: ItIi Ifi

§11. Das Potential 91 bei Tolumladung und Translation mit Überlichtgeschwindigkeit
und die auf das Elektron wirkende Kraft.

Wie in § 8 gezeigt wurde, unterscheidet sich das Potential '31 von dem Potentiale 99 
hauptsächlich dadurch, daß unter dem Integralzeichen der Faktor:

Vij, {t — t) Dj {t — t)

I
I' I

IIIÖa: (i--- ■*:) bzw.
CCC

hinzutritt. Die Einteilung des Kaumes in verschiedene Gebiete ist aber jetzt eine andere, 
sie ist durch die für Überlichtgeschwindigkeit (T>er) in § 10 angestellten Überlegungen 
bedingt.

Unabhängig von dieser Einteilung sind die allgemeinen Betrachtungen, welche zu der 
Relation (95) und weiterhin zu der Gleichung (116) führten. Aus letzterer folgte, daß die 
Berechnung der Integrale + 
werden braucht, denn diese Funktionen heben sich bei Berechnung der Kraftkomponenten 

Si/> Sb heraus; und es wird schließlich gemäß der Formel (117) nur das Integral F. 
benötigt, welches durch (97) definiert war:

9')

im einzelnen nicht ausgeführt zuAxi • •

ir-if t'i
G BtI Ui■ U'tL.i ■!t

JJJd^ dy d.Jüx {t - ü (g-^) 

0
lll'ii3k

F.= 2 TT^ ® :

!
■'I,:., r,-': ,!V- j+k

(fr P'i'' ■ ill-L;a:ilijl!
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die in (96), (96'*’), (Dß'’) angegebenen Werte je nach den betrachteten

räumlichen Gebietsteilen einzusetzen sind. Wir beschränken uns daher hier auf 
Berechnung des dreifachen Integrals für die verschiedenen Lagen.

worin fürJl 3t
1

'1: 1 T"

Erste Lage, charakterisiert durch die Bedingung (121), d. h. a> ct -j- T, und veran­
schaulicht durch Fig. 8. Die Kugel r = a (d. i. das Elektron) wird von den Kugeln 
B, = a — CT und It ~ a cx in drei Gebiete zerlegt. In dem horizontal schraffierten

zur Anwendung kommen. Es ist folglich

i

I
. Gebiete ist a>jR4-cr, so daß (44) und (96®^)

der entsprechende Teil von gleich:

I'-1 ■ ■ i­
' d. .■

t
7 SfiC

4jTa*
'1 ^^^dx dy d0— x) dt,V‘ ="4 /M TI 0

wobei sich die räumliche Integration auf das von den Kugeln R = a — c t und r = a 
begrenzte Gebiet bezieht. Wir führen wieder mittels (69) Polarkoordinaten R, &' W‘ ein, 
wobei W‘ von 0 bis 2 n, 0' von 0 bis jt läuft; um also die Grenzen genau anzugeben, 
zerlegen Avir VL in die Summe und JV^.

Es entspreche TK, dem Innern einer Kugel, die mit dem Radius a — T um den Punkt 
R = O konstruiert werde und demnach die Kugel r = a von innen berührt; hier wächst 
0' von Null bis n und R von Null bis a — T; es ist folglich:

C-' ■i ; 'i=' ...

( A \
I f

ä ' d i ''i !
r..: >

• N : t CL-T '2n

■4 l'Mj 
^ m" ^

3 e C
4 TT u*

Jö^ (^ — t) ^ T Jr3 c? R Jsin 0' cZ 0' WW =-1 A

0 O 0 0
t

I ^x>,,{t — t)-{a — Tf dt.S C(dF'«'

I
a»

0
;

Das Gebiet für werde begrenzt durch die Kugel R = a — T, die Kugel R= a — er 
und die Kugel r = a-, für einen gegebenen Wert von R läuft 0' von Null bis zu dem 
durch die Gleichung:

(145)

zu berechnenden Werte 0), so daß:

\ > !
I "'I dd'

/ ■
:\' '‘♦‘!••■(II.

«2 = Rä + R3 _ 2 R T cosin @j^ ul

J,.. i
\

: „idt' t &o 2 Tt

• ^äW‘

0

Jü-(*^ —t)^ J(2RR —R^-Rä-h «2)RdR

-J' -V TW = sin & d0• .h). 2I
A. 0 a—r 0

.,N.„ i

3 e C1'

}'*' Y " ■
4

0 a-T

t

'1 y 3 e C Jö.(#-T)r(«ä-Rä):?- “-"(?T■f\ + |RäR_ IR*4 a® R-a-T\
Es wird demnach:

> -4, T'

1 ,,,S P'
■ -‘S

k: .rI'
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i, (I

ii i .1< It
ärBec ftJö, (^ - r) [# («-TyT-^g(a-CT,T)-g{a-T, T)](146) F; = Wj + W, T'4«ä

O I

I llwenn die ganze Funktion g (i?, T) durch die Gleichung:

g (E, T) = |(a2 — iF) I — J-

1‘' ,*-4

i ■' -

i' Hl

U
4 ii: ■ ‘(146^)

definiert war.

Das zweite Gebiet liegt zwischen den Kugeln B = a — ct und B --= a c z und 
wird seitlich durch die Kugel r = a begrenzt; in ihm ist der Beitrag zum Integrale Fo 
nach (43) und (96) gleich:

n I
:|

r ‘
I ;i:

1 I4t I

i|iJ^Jdsc dy d0J{t — z) ■ (c r — B)— 3 « C
8 Si adVL =

0
(■

B läuft hier 0' von Null bis zu dem durch die
bis a -j- C r. Es wird also:

iH: i^\Für einen gegebenen Wert von 
Gleichung (145) bestimmten Wert 6>), und sodann B von a — c t ii ! !:

ifl-
(-)o 2 Jt i!i

— S S G 1;däW(# — t) dt^(c Z — B) B d BJ

O a— Cr O
sin & d0V‘‘ = f 'ft"8 TT 1 1;; 1O

■- ifti
Jdo: — t) 'll J (c T— 3 S C 

8 «ä
'B) (2 K T — P — B^ + a^) d B(147)

•i i !IfO i:'i Ifc- 'ih" iht
iBec 

8 a®
Jd^ (^ — t) • [c T {g^ {a + C t, T) ~ gf,{a — C z, T)}

i- -f i fO
d T If i

9 ^ ^ T "4^ 9 Ct^ rji
Iiii Iil

worin g wieder durch (146®) und durch die Gleichung:

g,{B,T)^(ad~P)B^TBd-^Bd

Für die erste Lage wird so schließlich:

ü
!(

Il(147®)

r1' 4 p
Igegeben wird.

IK:f
SecJo,(if - r) [-1 T(« - Tf i-g(a + ct)+ g(a-ct) -2g{a—T)

+ Ct {g^(a — ct) — g^ia + C H}]

F = F + = 8 cj®
O(148) dt

IT’ '
I '1wo in g^ und g das zweite Argument T nicht angegeben wurde, oder ausgerechnet; *1

> iiIiiI
Hi'dz3 e C (^ _ 7) . [| 2^4 _ 2 «2 !’S 4- I «3 rjj _j_ ^2 ^2 (fS 2 ^ ^2)](148®) F, = iT' I-'''

0
'i, Ii"Diese neue Figur war nur not-Zweite Lage, erläutert durch obige Figur 9. 

wendig wegen der veränderten Lage der Kugel B — ct; das Elektron wird auch hier
!

j.
fi.1-

I
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von den beiden Kugeln Il = a — er und i? == a + c t geschnitten, so daß die Glei­
chung (148) auch für die zweite Lage gültig bleibt; wir setzen:i'is-M

J-1' ;iii/
;■ Jo,.(if-T)-[rH 16a^T-}-c^r*+Qc^z^I d XE C

(149) (a,t) = 12 (12a^r^+12aH^x^y\~16 «ä T> 0
also:; "

S F, = FL,(^, 0 für 0 < 21 < im Falle (132).
, 0<#<T„ „ , (132M-

Dritte Lage. Das Elektron wird von der Kugel R= a — er nicht mehr geschnitten; 
es tritt dies ein, wenn t > Tj wird, wo T^ die kleinste brauchbare Wurzel der in (131) 
gegebenen Gleichung bezeichnet; und zwar sind zwei Fälle zu unterscheiden, die oben 
bzw. durch die Ungleichungen (132) und (132 M gekennzeichnet werden. Für einen ge­
gebenen Wert von R läuft 0' von Null bis zu

a^ = P + R^2 R T cosin 0‘,

bestimmten Wert ©ä, R selbst aber läuft von T—a\>iscr-\-a. Da jetzt Gleichung (96) 
anzuwenden ist, so wird der dem Gebiete entsprechende Beitrag durch die Funktion:

a CX + a

(150)

\ 1
it

i'i-
I

-1
; -ji . ’■■ IhM- 'i-'iVj; dem durch die Gleichung:

!''ir:
'4' ,, ■ 1 •
y A-...4' }

I M,
!

ei:: ai 3 £ C
4

— r) dtJ'{er — R) R^Wht («, t) = — sin 0' d 0'
)..J y.:.: .e 5# ■«'
■--5

'V
,*• T-a 0

t: i 3 £ C rOi {t — r)
J T dr^(c T — R) [_2RT~ R^

T-a

^X>x {t—i) • [cr{g^{er-\-a) — (j^{T—a) }—g{a + er) + g{T—ay]

(151) P + a^dR8r. ■
•^1

i '"'+I :i r
3 e C
8 fl®.

dr
i I...U T

'' J/'ill I ■S.,-U
dargestellt, und es wird hier g„ und g wieder bzw. dui'ch (147®) und (146) gegeben, so 
daß die in der eckigen Klammer stehende ganze Funktion sich in der Form:

— y{a^ ^ — 2er T)i{cr ^ — (T - af^ ^ {a^ —'P) c r {c r — 1+2 a)
i [(er + ay — (T - a)^] -^(cr + 2 T)[cr + ay—(T-a%]

schreiben läßt, wodurch die Analogie mit der in (112) auftretenden ganzen Funktion 
deutlich hervortritt.

Es wird jetzt in der dritten Lage für den Fall (132):

. Vx=Wht{t,f),

n = ’Rht (r„ t) + Wht{t, t) — Wht (l, t),
dagegen für den Fall (132®):

(152--*)

1'
" »..w äa '■

I::’
(151®)

K 1Ir
0 < ^ < Tg,wenn

I,
(152) ^2 ^ ^ ^2 ?wenn

■ 'I
-fi,

— (tj, t) + Wht{i, t) — Wl^tir^, t) für r^ < Tj < t < ^, 

wobei Tg und Tj dieselbe Bedeutung haben wie in (135) und (138).

VxI'

H }

..I
: " C :>■ ■

i;

''Mr*M -
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^'■m '' Iii ■'i.^Vierte Lage im Falle (132). Es wird:

r^=Wt^i(t,t) fm- 0<T^<t^<t<T^<t.^<~ bzw. 0<r^<t^<t<t^<~<f.^.

Fünfte Lage für den Fall (132). Es wird analog zu

F. = Whi (c ’ ^) + ~

(137“):

F,== Thth,, t) + LWhi{f,t)

i ii

(153)

V Sili i
1 fil ii(137):

für ilj < Tj < ^

i.-- 'T
(:■*)Wh(154) t

.,>h1.
Idagegen analog zu Vl F f ^■:... i.*'-

Wh t (r„ ty] für t^<t,<^<t<t,.

Dritte Lage im Falle (132*); dieselbe ist schon oben durch Gleichung (152“)

r'(155) \
liilm 1i

erledigt. O
(139):

F, = Wh t ih t) + Wt. i (t, t) für T„ < T, < ^ ^.

(140):

F, == W X Xt (^1, t) -i- Wtxihx i) für T^ < Tj < ilj < -^ < ^

Vierte Lage im Falle (132*); es wird analog zu '"I'*' t

(156) Ai ;
S-- 1 ■IiVFünfte Lage im Falle (132“). Wir haben analog zu

a 1;: 'S' . il': I(157)

fh Il

fl
ji"

II!(140“): 

für T„ < — C ^ 1U P I

also dieselbe Formel wie im vorigen Falle; dagegen z. B. analog zu 

(157“) Vx = Wht + Wtxi h, i) - Wtxt

Endlich kann es bei wachsendem # eintreten, daß auch die Kugel mit dem Radius 
R = a + CT das Elektron nicht mehr trifft; wir kommen dann zur sechsten Lage. Es 
sei wieder t_j die kleinste brauchbare Wurzel der Gleichung (142), so wird z, B. im An­
schlüsse an (154):

iil i
a u. s. f. IC

ii !

fl“" IlI-
hü' iil tl if^ für ^J < Tj < ^2 < -^ < Tj^ < t

(158) Vx= Wfxt + Wtxt h„ t) -

dagegen im Anschlüsse an (154“):

(158“) Vx = Wtxth,, t) h W'txth,, t) -

Ebenso wird z. B. im Anschlüsse an (157), analog zu (144):

Vx = Wtxt hx, t) + Wtxi (r^, t) für Tj < ^J < I < T, < G

f) i»-; ■n., ii" Ii I i 4'ill!
*) s»Nf :I ? .H'i: SfWtx t hi, 0 für t, < Tj < -^ < #2 < T^ < A ff

iili -
m

. ! "i!i I.(159) i r i- ';ik: !
i

Iidagegen im Anschlüsse an (157“): IF-1 1i ; I
(s () + ‘Fi-.e., {> für T„ < .^ < #j < T^ < #. !III- Wht(159“) Vx^Wtxt ü

Ii' ::|Bei der Willkürlichkeif der in T Torkommenden Funktionen U^, 0,y, sind natürlich 
auch andere als die hier betrachteten Fälle möglich; dieselben lassen sich indes.sen immer 
in analoger Weise erledigen.

Abh. d. II. Kl. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt.
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Nach Berechnung der Funktionen q>x und bietet die Bestimmung der Komponenten 
Sz infolge der Relation (117) keine Schwierigkeiten mehr. Wir können sofort dazu 

übergehen, die betreffenden Resultate zusammenzustellen.

Erste und zweite Lage, nach (129) und (150):

4 TL

7'

Sx = — ^Ox (i, f) — <7>!x {t, 0 — t) für 0 < 1 < i::
, 0 < ^ < r„ ,

;!h..
Falle (132)

, (132-).

(160)•d

k
imI 3 S

Um die Richtung der Kraft zu bestimmen, bemerken wir, daß 3>ox nach (126) von 
den Integralen W^, und abhängt. Hier ist (wegen cr<T) negativ; es ist;‘ 'ys‘5 t

' J V ^ ■{
t I J sin & ■ cosin^ &r (c® T® + t^) IK, — 2 a T d&.

®3
Hier ist fV^ — ^ negativ, das Integral auf der rechten Seite ist

-+■ 2 aT cosin 01 ,^2“ .
■ 'H \)' ']■ 1 I*0'

positiv; über die in vorkommende Kombination (et — t^) hFj
sichtlich des Vorzeichens etwas allgemeines kaum zu sagen. Die Funktion <fix ist nach 
der in (127) und (128) gegebenen Definition stets negativ.

In Wl^i ist:

ist folglich hin-'1

l:1

1. 1. 5 9n = 2 MT ■ Y — cosin 0)) > 0
9 Mr.< :■

dg
= ^9o > 0,

V/
9 M

folglich wachsen und g mit wachsendem Ti und es sind in dem Ausdrucke (148) für Vx 
die vier ersten unter dem Integralzeichen in der eckigen Klammer stehenden Glieder positiv, 
die in der geschweiften Klammer (Faktor von er) stehenden Glieder aber geben etwas 
negatives. Welcher Teil überwiegt, scheint sich allgemein nicht angeben zu lassen, denn 
auch in dem ausgerechneten Ausdrucke, wie er in (149) unter dem Integralzeichen steht, 
konnte es sein, daß das positive Glied a® T für das Vorzeichen entscheidend wird, und 
es könnte eintreten, daß ein positiver Wert von WYt auch das Vorzeichen von bestimmt, 
so daß dann die Komponente der Kraft entgegengesetzt der Bewegungsrichtung wirkt.

I Hf
4

|/
/

; „ll: /
: I I '

h Dr
i B1,Ni*.4»V

Dritte Lage im Falle (132). Es wird nach (134) und (152):

4:710^Pk''-
i'iV Sac --- ^ox (^2’ 0 (^2’ 0 C ^2 X {pf i) ^2x ("^2' Ol[I

3 6
(161) 1 1

.H' — WYtY<i, 0 — ~ [t) — WlxtYi, t)] für Tj < Tg < # <

1 Hier wird die Entscheidung über das Vorzeichen noch umständlicher; denn auf der 
rechten Seite von (135) zeigt unter dem Integralzeichen die Summe {cV — c^V)W{— Wl 
analoges Verhalten wie bei der ersten Lage, aber Wl, ist positiv.

|i tt
.1

r. '■

)
In gleicher Weise kann man die übrigen Lagen durchgehen, indem man gemäß der 

Relation (117) die Ausdrücke —<px und
!■«i.

- Vx addiert;■4; ! es ist wohl nicht nötig, die

entstehenden Formeln hier zusammenzustellen. Das in § 13 zu behandelnde Beispiel 
konstanter Überlichtgeschwindigkeit wird überdies die Formeln erläutern.

C
1

T■4 I ■
' ! V.

.1-4
fi' h -I
•p ..<4'
■t fek-
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§ 12. Die translatorische geradlinige Bewegung eines Elektrons hei Volumladung mit 

konstanter Unterlichtgeschwindigkeit, bzw. Lichtgeschwindigkeit.
I m %Iji’.(!

Bei geradliniger Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit yereinfachen sich die 
gewonnenen Resultate außerordentlich, indem sich alle Integrationen ohne Schwierigkeit 
durchführen und die Wurzeln der auftretenden Gleichungen leicht bestimmen lassen.

Es sei V die gegebene konstante Geschwindigkeit, und die Bewegung finde in Rich­
tung der X-Achse statt; dann ist nach (26):

I = « • T,

!)

(tl
m i

’i"' 'i .„,t ]4.:;

- U\ I 'H'

■i L
77 = 0, C = O K

und nach (51):
(162)

also T nur von der Hilfsvariabein t, nicht von t selbst, abhängig. Die Bedingung (65) 
für Unterlichtgeschwindigkeit wird hier einfach:

« < c.

m kl1'T — — V • T %ft;l;

1' i' I;
I-

f
Wir haben gemäß § 7 die verschiedenen möglichen Lagen zu besprechen. Für die 

erste Lage ist die Funktion nach (68) zu berechnen. Es wird: „i;

I'f| ’|i!1 f'

M
‘h

IiJ"T [(«^ + 5 C^) — 10 a®] d Te C V Ii<^i*(a, f) = iA. i10 a"
(163) 0

a*£ C V r
IOa^" I (ti^ -f- 5 c®)

und diese Formel ist für 0<^<^ güHig- Xach Gleichung (108) wird ferner: 

(163'*)

~ — 5 «2 q2
4 ii fIf’” 1IiWd .

nIi!)! ■II Il f
f!SCVa

Iki
n[16 a" — 12 a® C a -[- (c® + w®) c a"].?Fi^i(a, t) !I ,16 a" "U|i

K AI Ji m

"■/! ‘ kfi
C t fiund somit die in Richtung der ic-Achse wirkende Kraft, wenn man nach Potenzen von —

. . . . V{welche Zahl kleiner als Eins ist) entwickelt, und co = — setzt:

4 a

riii
><■

lü-

314 JI a" r ,
g. - -(164) ] X3 S C

\
Diese für die erste Lage abgeleitete Gleichung bleibt nach obigem auch für die 

zweite Lage gültig, d. li. so lange t<.t° ist, wo durch obige Gleichung (72") bestimmt 
wird; da jetzt T — vx zu nehmen ist, so ergibt sich:

G-'

J 41 ■? 1 Iii: Itf'.^i r!:i::( kl- I2 a IA . 1’1:1 ill'<164") ------:V c'
s. ; : ■ !'P

Il
C t Iifiln der Gleichung (164) ist also die Variable — die Bedingungan

>'

i|!^'C t 2 1<n—a 1 -|- CO i’: I-I',.-
R!-Egebunden, wo nun die rechte Seite (für co < 1) größer als die Einheit ist. I

I '138*
^ mln ■■i iitl ..rll...M

■i;
0

■ my
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/ Für kleine Werte von t ist die Kraft negativ, d. h. zu Beginn der Bewegung mufä 
eine beschleunigende Kraft hinzugefügt werden, um die Geschwindigkeit konstant zu 
erhalten; ohne diese Kraft würde das Elektron verzögernd auf sich selbst wirken. Für 
größere Werte von t sind die Wurzeln der kubischen Gleichung

m

■ jU »-'■ i (165) = 0

t zu untersuchen. Die linke Seite ist po.sitiv für x = 0 und negativ für x = <x; eine
Wurzel ist demnach jedenfalls reell und negativ, kommt also für uns nicht in Betracht. 
Die anderen beiden Wurzeln sind ebenfalls reell; für x — 0 nämlich ist der Ausdruck (165)

positiv, für X =
' . 'yn/’i

.r

aber gleich;
1 + “V• i

. / i •’ -rtv' "I
" 2 n_ ®

4(i+i^>r +5“
2

also für alle Werte von co, die kleiner als co„ sind, negativ. Zwischen 0 und -----1 + 0)

1 somit = 0 für m — ((/59 3),
i O ■; ■■-1/ ^

. :r-'
■ ■■ ■",1 liegt demnach für o> < cOg immer eine Wurzel der kubischen Gleichung; 

diese Wurzel bestimmt diejenige Zeit, zu welcher die Kraft ihr Vorzeichen 
ändert, d. h. die Wirkung des Elektrons . auf sich selbst aufhört verzögernd 
zu sein und beschleunigend wird.

‘ \ ;....
:: ..

Für / = “ d. h. am Ende der ersten Lage wird:C ’i i:
t ■ 1' •• Sfi^co

y ••'m:
i ( und am Ende der zweiten Lage:

— 8 6^ CO^
2 TC a® (1 + co)

und dieser Wert ist für co < co„ stets positiv, dagegen negativ für co > ö;^,.

Dritte Lage; wo sich t' aus Gleichung (78) bestimmt, nämlich:

(166) 4(2 - 1«-«^),
...^ /I-

t:

[ "L . 2 a\ r =
C — V\ t .4

Wir haben zuerst die Funktionen <p2r- und !F< zu berechnen. Für die bei Auf­
stellung von Gleichung (74) benutzten Integrale und U.^ findet man in unserem Falle:

,D 2xii
,3..1

‘•s

1'I
,Ji' I ^ — /■ä) — r (3 C — 3 C=* + 2 ü®)]

^XaH^'^^'^öa\v^-c^)Jt-a\lQv^^2hc^—lhv\)x-^lhac\v‘̂ -c^)z^ f(3c=*—-2t;^)r=*]

also:

V•! ■H« '

.^iN-

Iii '
l'l - = :i-

1: Iii
4i.li l,jr ''Jlj “' = :i

jfij, /"I — 1Z7, (a^ — T^) [(10 c® -|- 20 V^) r 30 {v^ — C^) a 

— {2 -{- 10 g‘‘ -f- 20
3ii‘ 'P
J/B
Si

Ii 30
18 c^) T^],IiiHIii hi

also (wenn m — ^ gesetzt wird) nach (75):

ii'==

“ Ii V ■

j;I --I^

fi
Ili f
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;r '

J''' ■'
'-‘j'(6 + 10».)-lo(”-‘)V»--l)1151g a

- + 5 ßj2 -j- — o)ä

1 (eJY
2\a

2*1^2 iC --- 240 CO II
t;

I((O= + 5 co“ + 10 CO^ — 9) .+
,1-1 ■‘5

■

■ , > !Ferner wird nach (110) und (112) die dort vorkommende ganze Funktion G{T,ct) 
jetzt gleich:

ct\^

+ (1 + CO — CO^ + 3 co“)

1 ' 7 ■ ’.
■ 'S,.:. . I

i

— 2 co“) - 
V a

— 3 CU^G = {co —
iv' r i
I Ti^n I

I IirN i

(166*)
Cr\*

m
!;Ver

ordnet:und somit, wenn man nach Potenzen von — und co = ■■Ca i
Ieu ■Jt

ctV cz\" GT
d+ I a- - - -(167) <■.:2 33 ^ S Gl I.aG

. HlSiO
.':.uv,'o: V:

( % + 3 + 4 CO 
\(o“

1 CO — 1
2 ....Tp

1 .1- 3 ojM , ^ i^-'o O ^ = I
4i

£i
: 14'fe

f;
I

Ull \* '— + 4 + 2 CO + 3 CO^
O)^

; _ 1 
&ä — 8 — co“ 2 co'^(167“)

'Ni721 4 Il ^j. 65 + 40 CO + 30 CO^ — 52 co“ + 45 co* .h = 160 _
fi'

Für die dritte Lage wird also gemäß (118“) die Kraft gleich:

3 6® CO^ . „ -
^ “ 2NN)7(rFco)i ^ 5 "

■ IS IK
!Ü.l ■ ' I

6 !<2 f— CO i S
(168)

n +16, (')*(<* - *“)3gä_
4 Tt Ci^ " I ■

aii
+ ii

■f
iii .und diese Gleichung gilt in dem Intervalle:

2 a2 a
<t<(f =) !;■IC + «

denn die Gleichung (78) hat, wie schon erwähnt wurde, nur die (von t unabhängige)

C — U'

(2 a
Wurzel z' — t' = ' '-A

C--V
Ite 'i'

AWill man sich die Intervalle air den Figuren 6 und 7 verdeutlichen, so hat man
T — 2 a einfach durch zwei Parallele zur Abszissen-die Kurven G r T = 2 a und c z 

achse zu ersetzen, und zwar durch die Geraden:
■Ii

2 a2 a

-i : :',r.

und Z = -
c-j-v C — V

!

C

ü
:i:> A

'NdS
.A'. ; I » ;

I'r
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r Für t>f (d. h. für die vierte Lage) ist endlioli Gleichung (118*') anzuwenden, 

d, h. wir haben in (168) den Wert t durch den konstanten Wert t‘ = 

dadurch ergibt sich:

.M' ’,1'

2a
zu ersetzen;■'!/ C-^v)' I V

— e® CO^
5-x =t 4 (2 % a)2ji (1 + <u)

: '1 3^ 
4 Tt a®

1 3 21 1(169) + 2 b,1 -|- Ct) 1- - - - -  CO 1 +■ CO

2 a+ f ^2'1 ’ ' i für t>
C — Vi

''‘V die eckige Klammer der rechten Seite in der einfacheren Gestalt:wo

/1i;. 16 3 ö) + co®

T (fZ:
3

~-, + 8b 1 — co®
oy WCO

■Zk' '

;'"'h

+ + 32 b.,1 (1—co®)® (1 — 0+y''il
geschrieben werden kann.

Die Kraft ist also nach Ablauf der Zeit 

von t, geworden.

;
2 a

- stationär, d. h. unabhängig1
C — V

(-0
Da COir kleiner als Kins vorausgesetzt ist, so ward man nach Potenzen von co1

entwickeln, um eine NäherungsIbrmel zu erhalten. Da in h„ b^ das Quadrat der 
Geschwindigkeit v im Nenner vorkommt, so wird die Entwicklung mit negativen Potenzen 
von CO

1

2 beginnen: man erhält für den stationären Zustand:i {,.....
_3e®
4 TI a®

29 1 1 3935 967

1% aß ^ CO 'SSd 40(169“) S.« = CO 4-J; .1; Ii'*’ /
Die Kraft ist also für kleine Werte von co negativ, d. h. verzögernd. Es muh also für 

CO <1 COg während der dritten Lage noch ein Vorzeichenwechsel eingetreten sein. Im statio­
nären Zustande ist ferner bei Unterlichtgeschwindigkeit (v < c) die Kraft in

erster Annäherung dem reziproken Werte des Quadrates

-1
1

('C y.
'.H V

^ proportional.

Natürlich darf man hieraus nicht auf ein TInendlichwerden der Kraft für = O 
schließen, denn die Ableitung der Formel (169“) setzt voraus, daß schon eine gewisse Zeit

von

ilfV

2 a! hindurch und zwar von der Dauer t =S- *: Bewegung mit der Geschwindigkeit veine
1. C — V

1 stattgefunden hat; man darf also nicht nachträglich durch die Annahme -y = 0 dieser 
Voraussetzung widersprechen; für die Formel (164), welche bei Beginn der Bewegung 
gilt, ist es dagegen erlaubt v — 0 zu nehmen, und sie ergibt dann in der Tat — 0.

Für die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit wird die Wurzel t' =t' unendlich 

groß, die Größe =

‘K

f 'I
ii 2 a

wird gleich so daß die zweite Lage vollkommen in Wegfall 

es gilt also für alle Werte von t, die größer als ^

V + C1'i

1 : ''i
I ) U . '

'' T

kommt; .sind, stets die

f
! *'

/■
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Formel (168); die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit bietet demnach keine besonderen 
Schwierigkeiten. Macht man in b^, b^, bg die Substitution co = 1 (d. h. v == c), so 
ergibt sich: I■■“I:

3 , : vr!i.= 0, b, = 0,

Ifi-20’ ■V
!

also die erzeugte Kraft für die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit wird 
nach (164): Ii,

3
4 Tia®

Iiifür iS < -(170) 

und nach (168“):

(l5.r). = c = 4 : iiC ’

Ii-41 Ii

i+IKlT-l4 JI Cf®
(I^ar) V = C ------

i *iql i
oder:

_3
4 jiö^

39 Bf ^(Cty
^ 8 Vay ^ 80 Vay

‘1% W ipV
!•■ln.

-i

(170“) = C 80

iil117 ■
320 TI

iOfcty 7 fct\* 
lB\a

:üfür t > “ . Il
C39 V « C li! !^!» I !

fifti."*Im Gegensätze zu den bisher von anderer Seite aufgestellten Formeln (vgl. unten 
§ 16) erkennt man, daß die Kraft bei Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit für 
jeden endlichen Wert der Zeit endlich bleibt. Sie ist nach (170) gleich Null für 
^ = 0, negativ für kleine Werte von t, ebenso für große Werte von t. Um zu untersuchen, 
ob ein Vorzeichenwechsel eintritt, hat man die kubische Gleichung:

40 — 50.r+ lla;3 = o

zu betrachten. Eine Wurzel ist reell und negativ, und für uns unbrauchbar, sie liegt 
zwischen X= — 2 und X = — 3; die beiden anderen Wurzeln .sind ebenfalls reell und 
liegen bzw. zwischen x = 1 und x = ^ und zwischen x = -^ und x = 2. Da aber in der

Ii
!1

Il i
I 11!Iii IP

ii Iii
hl

iIi

illSilyIf'
-1* fA'
■1.,, F*!

I
■IHf!!'

I
ersten Lage sein soll, so ist x an die Bedingung 0 < u; < 1 gebunden; auch die beiden

!;Lljfii !anderen Wurzeln sind also unbrauchbar, d. h. in der ersten Lage tritt kein Vor­
zeichenwechsel ein. In der zweiten Lage bleibt nach (170“) negativ, denn die 
Wui'zeln der quadratischen Gleichung:'

I !. J
Il'ifi .
1 :]yi39 — 30 a: — 7 = 0 i “ '1I : I

sind imaginär. Bei Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit ist die Kraft demnach 
andauernd negativ, d. h. wirkt verzögernd.

,4-1 IvV

'I, "!-ili',1'

s.
i;1,§ 13. Die translatorische Bewegung mit konstanter Überlichtgeschwindigkeit 

(bzw. Lichtgeschwindigkeit) bei Volumladung.

W^ir machen jetzt die Voraussetzung v > c und nehmen wieder v als konstant an, 
so daß T und $ wieder durch (162) bestimmt werden. Für die - „erste und zweite Lage“ 
kommt es auf Berechnung der in (128) aufgestellten Integrale an. Man findet unter der 
gemachten Annahme:

Ii' f i

.i,;’T' ji
iI. Ii !i f ■ »'

I ,

'■" Si !'Cl ;
4II.
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£ C^(0 =Il |2 T® + 15 « C (c® — v"^) T^ — 10 ff* c* r] d t,10 a* V^f;;<!/ 0

:ri:./
w: ' 1

t
Sec^ («;* — f*) J' (t^ (w*<5r. (^) = C*) -1- 4 ff C T* — 4 (t* t) f^ r,i Ii.;

0/■'

also;I ■ f
<Pa: --- ^*0 3: (0 + j; (0

(1_3«,3)4_

%i läk,:!.,,.
(171) 2J- C f 1C t 2«ffJi^ PT -V

^ f prf
• PP

+ ^(23-14»*+15co^) J ,4 CO* V «t wenn wieder " = ^ gesetzt wird, wobei jetzt «>] ist. Die Grenze der Gültigkeit 

dieser Formel ist durch die Gleichung (133) gegeben d.h. hier durch die Bedi ngung;

(= g) =

r
^ ^rv ^

'ilT
IlPf-T.:

HIiGb . ;r ■-"

2 a(171“) t<t wenn1 > V -\- C
2 a

ist; an der Grenze, d. h. für t = , wird
« -j- C

20 (1 +%* CO* CW^ — 130 CO^ — 64 CO* + 50 CO + 53).
I 2 a

fc ,1'I ' IIiG-T p‘

'IlK t
(172) cp.

V -j- C

Für die erste Lage berechnen wir sofort auch das Integral V, gemäß Gleichung 
(148*); es wird:

C-;-, ..

b t
3 e f 
8 «ä.

J + c* V* + -| C^j — 2 Cf* T (c* -f fj*) 4- -|cf3 ^ dx

[I “ (0 - (1+“■) (p‘ ■<■ 2) (1+«“*+«'*) (b‘)

,b (173) Wt,dt) = V,=
' ""**t' " 

1;

0

3
= — £ C ff.;-*7 i !-Li' 8

1
'Ii Hieraus folgt nach (160) für die wirkende Kraft in der ersten Lage der Wert:

__ 3_ß*_
4 Tl Cf* CO*

V,f

i'ir<‘ 3 e\
<Px + [-Q 1 C A*^z = 8(H-9»>) -'' 9, A Tia^I

V (174)i

T'-»■)(:')■ 1
(51 + 2 CO* + 35 CO^)

Für kleine Werte von t i.st das Voi'zeichen der Kraft negativ wie bei Unterlicht­
geschwindigkeit ; um

hat man die in x

T “1’Mi 320FIi

i
zu untersuchen, ob sich das Vorzeichen mit wachsendem t ändert,•i "'If'

^kubische Gleichung:
ii.

G f J i ^ li •- ■'

; 1' j i-*- ■ - -
f Itb'-

1-b 9 CO* + Ä
Dieselbe, enthält zwei Zeichenw'echsel und eine Zeichenfolge, hat also 

jedenfalls eine reelle negative Wurzel (die unbrauchbar ist) und vielleicht zwei positive 
V'urzeln. Sind letztere vorhanden, so muß der Differentialquotient der linken Seite:

51 + 2 «F + 35 oF
CO - - - - - - 2 — l)a: + = 08 320

’I zu betrachten.

i,j
I IitUr,;

iiis
-IfiIji fl«.

KW-
Siij
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{»>-1)3 ö> 4 * + li'i

reelle lineare Faktoren enthalten; die Diskriminante dieses quadratischen Ausdrucks ist:
"1 C1 1 ■I:(81 CO* — 60 CO=* + 60 CO H- 1 + 18 oj^); i:

li

ill .H' ^
sie ist für kleine Werte von m positiv, und kann das Zeichen nur wechseln, wenn 60 co®> 81 co*, 
also auch co < 1 ist; dann aber ist 60 co > 60 co’*, und sie bleibt positiv; jene linearen 
Faktoren sind also reell, und es ist in jedem Falle zu untersuchen, ob ihnen reelle Wuj-zeln 
der kubischen Gleichung zugehören, d. h. ob die Kraft ihr Zeichen wechseln kann.

Die Gleichung (131) hat in diesem Falle nur die eine Wurzel t =

1 IJ' IiiJ
2 a

\, indem
C V

die in Fig. 10 gezeichnete Kurve hier eine gerade Linie ist, welche parallel zur Abszissen- i I
ifri! J Ü2 aachse im Abstande - verläuft und demnach die Linie t — z nur einmal schneidet. Es i'V-^c

ist also Tg konstant, und zwar gleich
;l

2 a |f; und es kommt die Formel (135-’) zur Anwen- 'r‘i'NV C

dung, wo der angegebene Wert für Zg einzusetzen ist. Die Summe der beiden ersten 
Glieder ^ox und 4>*x entsteht aus (171), wenn dort t = z^ genommen wird; d.h. es ist:

G'
I 8 .1 *'1

i
.1,

1 1 23-14co® + 15cü*l£ a ii Ib 1'(Tg, t) + 0t X (Tg, t) = Si I(1 J- co) 2 40 (1 J- co) tsi\
l'*r(175) !iI" 1'S a

(73 — 104 co® J- 12 CO*). !i:’" P40 (1 J- (JO)i if.jij ii ii
iiiWir erhalten ferner nach (135):

niJ'
Jliit

3 e c;J [(„2 - Wt-WI + 2cz TFo^J d T. 'ii!■(175“) (0 - 0L (Tg) = i‘!Hf4 a
I72

Ü! 'i (I
Da die Wurzel in diesem Falle nicht existiert, so gilt die Gleichung für das ganze 

Intervall Tg<#<'^, und es kommt die vierte Lage, die durch (136) dargestellt war, hier

nicht in Betracht; in dem ganzen Integrationsintervalle ist also t <

= a — VZ stets positiv bleibt, und die oben im Anschlüsse an (135) gemachte Bemerkung 
über die Zerlegung des Integrationsintervalles hier (und im folgenden) nicht zur Anwen­
dung kommt, wie aus den Ungleichungen;

a ^ ;

III7
: IlIii Iif

so daß a T
f :;|1

:i r!i I W;i'!i

I.?
Ns2 a ^ a ^ a

C J- U C V----- CV

I:sofort hervorgeht.

Es ist demnach Wt durch (134*’), Wl durch (134'*) und außerdem durch (134) 
gegeben; und zwar wird:

It-II I
ffAbh. d. 11. Kl. d. K. Ak. d. Wiss. XXIlL Bd. II. Abt. •S9

I f
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C t\-I —^
8 a>

C T

iS I - \ a4 + 4 - + (1

3 (1 _ fyä) + (1 — 3 0)3 2 a,3) ^

15(l-«3)+(25-15o)3+10o)3)-+15(l-ft;3)('‘'^^"
30 0)3 L a a

Setzt man diese Werte ein, so ergibt sieb aus (135):

Wo =
f

1
Wt = 6 a «)3

\;3' > -»
€ T+(3-5o)3--2o)3)r^ .m =I

> H ,•i i

'y' ■ •■■
-3 »•)(")'—ff

160 o)3j [ 
h

— 15(1 — o>3) + 35(1 — 3(i) =
''I

r Ct\ 3 Ct\3'
+ 15(1 0)3) -

\ a
+ (13 + 5 0)3 + 68 0)3) [ d t)<

und somit:b; ; •: Ct____2
-- 1 "I“ CO{t)

■!

; (175^) +f -(^) J +
+ i(lS + 5»- + 68»*)|('()‘-(^|J|\

»
> M 1 ,. Ti, ; ,
/ (• '■ J
\ !'■,..'''

■ib... 1 Zur Berechnung der Kraft dient ferner der Ausdruck ^>xt', wir haben nach (151):
V- i t
/ I (» -1) j’ [i+1 (c» -1) ((()+1 (»•+3 - 4) ((;)“]) (»;)(1750 'Wi,i{t) = ^

h; 1 f ,-B.I Die wirkende Kraft wird schließlich nach (161):i i:»I. :y
3 « C
4 ZE a“

2a» h.
f (t) - ~ <PLS.== —f C V

(176) 1 (ob.)]2 a 1 1 2 a <t<^+ - {t) ^ ^ FLt
C C

für\ : I
V G

WO nun die einzelnen Werte aus (175), (WS**), (173), (175®) einzusetzen sind.

Für das nächste Intervall ist Gleichung (137“) anzuwenden, d.h. es bleibt die­

zwar so lange, bis die obere Grenze t

des nach t genommenen Integrals gleich einer Wurzel der Gleichung (142) wird; diese 
Gleichung lautet hier:

c’C C V<«.»-4 »r

Ii

selbe Formel (176) auch für *1 T * gültig, undi

;i (177)4 'J 2a — {v — c) T;
die Wurzel:IibT'4r i f"

y '( 2 a

' *1 '

! 1.1*
Vi,-

(177")
V — C

ist also wieder von t unabhängig. Ist endlich t> 2 a
, so wird die Kraft stationär,

V — C
1

~v.l

i

i
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■1 Ili ■^iF ■SIindem alle Integrale und sich nicht mehr ändern, wenn t über diese Grenze

hinaus wächst. Diese stationäre Kraft ist also für die Beweg' 
lichtgeschwindigkeit gleich:

3 e C ’ *
4 JI «■* .

Iii'I I Ig mit Über- fun ’’1^ 'Si:.*' i, i 5 Il I i llll!"I
1!2 a 2 a 2 a

H- ft. H“ ^2x%x == U H- C V H- C V C
(178)

P- iff' I S(j

^ m ii
-I- ^ nxtC \V + CJ C \v — cj Wtxt Pi:

C
i:Die rechte Seite ist eine rationale Funktion von m, deren Nenner sich aus Potenzen 

von m, 1 — CO und 1 P co zusammensetzt. Diese Glieder werden also für co = 1 (d. h. für 
Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit) sehr groß. Trotzdem bleibt die stationäre

2 (X/Kraft 5a; immer endlich, denn die Formel (178) ist nur anwendbar für tt> ~ : wird
V — C

also V = C, so gibt es keine Werte der Zeit t, die dieser Bedingung genügen; und folglich 

ist dann für alle Werte von 'Pli® frühere Formel (176) anzuwenden.

»■(
Ij i

Il
iI

In"K
'M

14II »
ü: 4 ;i‘

IiDamit sind wir schon in die Diskussion des Falles v = c eingetreten. Dieser Fall 
ist bereits oben als Grenzfall der Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit (§ 12) eingehend 
behandelt, so daß es kaum nötig ist, hier darauf zurückzukommen. Immerhin mag man 
sich davon überzeugen, daß die jetzt für die Bewegung mit Lichtgeschwindig­
keit entstehenden Resultate mit den früheren vollständig übereinstimmen.

Zunächst nämlich ist das zuerst in Betracht kommende Intervall (171 “*) mit dem

Die

i:
I!

y. I

f

früheren Intervalle 0 < if < — im Falle co = 1 (d. li. v = c) vollkommen identisch.C
für dieses Intervall abgeleitete Kraft 5j;i ^i® sie in (170) berechnet war, ergibt sich jetzt 
genau ebenso aus (174). In der Tat wird das in § 10 behandelte IntegrEilK", mit dem in 
§ 7 behandelten Integrale identisch, indem sieb aus (125) jetzt (d. i. für u = c, T = er) 
0g = 0, 0^ = 71 ergibt, so daß die Grenzen beider Integrale übereinstimmen; ebenso wird 
in dem durch (100) gegebenen Integrale F), das Integrationsgebiet jetzt identisch mit dem 
Integrationsgebiete des Integi'als F^ in § 11; die Übereinstimmung ist nur nicht so 
unmittelbar einleuchtend, weil früher (§ 8) erst nach JR und dann nach 0‘, später (g 11) 
erst nach 0' und dann nach R integriert wurde; die Übereinstimmung tritt aber im 
Resultate hervor, indem der in (148”) für Vx gefundene Ausdruck jetzt (d. i. für v = c) 
in den Ausdruck (107) bzw. (108) direkt übergeht. Die Identität der beiden in (170) und 
(174) für den Fall v = c erhaltenen Ausdrücke der Kraft 5a: gibt überdies eine nützliche 
Kontrolle der Rechnung.

t

l'i
' ■ I

iiii"
iiisif HijiiJyFit

1 'imm i

i

ii
ii'bl i:
9iii,C

Il2 a <t< ^ kommt für v = c nicht in Betracht, da hier obere
C

und untere Grenze zusammenfallen; die Formeln (174), (175) und (176) gelten aber auch

Das zweite Intervall —C V

2 a illim nächsten Intervalle, dessen obere Grenze ^---- - hier unendlich groß wird, ^vo wir diese

Formeln für:
Iiiir"

Ilr
I

<t<co
S-C

I39* i:

I(

i I
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I l>^‘ '■,
:'r anzuwenden haben. Das Integral TFo wird gleich Null für T—ct, das Integral TFi mit

2 CT
dem früheren Integrale in (74) identisch, nämlich = — ^ denn es wird jetzt 0, = tt

und 03=0; ebenso wird TF2 mit dem früheren identisch, nämlich =

für V=C fällt also in der Tat die jetzige Funktion (&L mit der früheren Funktion 0^,, 
zusammen.

1
}‘V-f ) ‘r

■ .T"'. / (5 Ci^-C^ T®):

Ebenso wird endlich das in (112) aufgestellte Integral 'F2.^{ mit dem jetzt in (151) 

auftretenden Integrale

dann sowohl die Grenzen als die Funktionen unter dem Integralzeichen übereinstinunen; 
in der Tat wird auch nach (166“) die frühere ganze Funktion G jetzt gleich Null, und 
derselbe Wert ergibt sich für die in W'2^t auftretende ganze Funktion, wie sie oben in 
(151“) angegeben wurde. Es ergibt sich hierbei also, dah der durch das skalare Potential 
gegebene Teil der Kraft bei Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit schon nach der Zeit

t=^ stationär wird, während der durch das Vektorpotential gegebene Teil der Kraft stets
C

von t abhängig bleibt.

(2 a ^ 
\c H- VJ

für V = C und T = cx identisch, indem€
S-

I /■
1' ' Ii

H' f* 1,,.„

1 -'--i \ '

■ W : iV'j
(

r' ■'■)
j
*!|-

ll'
i'

§ 14. Die geradlinige, gleichförmig heschleunigte (bzw. verzögerte) Bewegung eines 
Elektrons mit Volumladung. — Übergang von Unterlichtgeschwindigkeit

zu Überlichtgeschwindigkeit.
'N- f; ' '■ *

.1
, :.*r

Das Beispiel der Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit (§12 und 13) war zu 
das Wesen der aufgestellten allgemeinen Formeln ganz erkennen zu lassen;

,...f

einfach
es ist deshalb nützlich, auch noch das nächst einfache Beispiel, d. h. die gleichförmig

,-r: um'•iI
i'
I beschleunigte Bewegung, kurz durchzugehen. Es sei demnach:
1

V \3x = v + qt, 0.^=0, 0^ = 0,

so daß die Bewegung wieder in der «-Achse stattfindet und mit der Geschwindigheit v 
beginnt. Wir erhaltan aus (26);

■ t •I

i
£ = T = dz = (v + q t) T — -|t2. ^ = 0.= 0(179); ,k?- ")[“ I t—r■"■Y' S.f 1 Ist V<G, SO ist jedenfalls zu Anfang der Bewegung, d. i. für kleine Werte von t, 

Enterlichtgeschwindigkeit vorhanden; bei wachsendem t wird dieselbe aber allmählich in 
Überlichtgeschwindigkeit übergehen. Die Grenze zwischen beiden Geschwindigkeiten wird 
durch die Gleichung er = T, d. h. nach Absonderung des Faktors t, durch die folgende 
Gleichung gegeben:

:

>-lf
■ i I \

\; 1 r '“-t.... ■■
' 'n : J!' v: /5

qt — IrH-tJ — C=O.i (180)
1-1

i"
.y

-I-V
i 1:Iii-Ni! H,

-!,!!iSj*

Vi
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Wählen wir wieder t als Abszisse, t als 

Ordinate, so stellt diese Gleichung eine gerade 
Linie (L in Fig. 13) dar, welche die Achse t = 0

C —

~

!— (Punkt A in Fig. 13) undim Punkte t
ff

■ l ^
I :

die Achse ^ = 0 im Punkte t — 2 -—~ (Punkt J5)
ff

schneidet. Für alle Punkte rechts von dieser 
ziemlich steil verlaufenden Geraden ist T > c t, 
links von ihr ist T <i ct. Da r an die Bedin­
gung T <.t gebunden ist, so kommen für die 
Formeln der Unterlichtgeschwindigkeit nur die 
Punkte A T des Dreiecks OAG in Betracht.
In Figur 13 ist das oberhalb der Linie t = t 
liegende Gebiet (das für uns keine Bedeutung 
hat) vertikal schraffiert, das Gebiet der Überlicht­
geschwindigkeit horizontal, das Gebiet der Unter­
lichtgeschwindigkeit schräge.

Für die erste und zweite Lage gemeinsam gilt die Formel (118), d. h. es ist hier:

Iß I. (t, t) {t, t)] für 0<t<t\

y-..
''■if'

iTÄ tO
L,» H •'■^11 U'

1's
A

Fig. 13.
ii-'V-

i;
i>i .3 £

(181) gr. = — i Tia^ hihif'

Pdabei ist durch die Gleichung (72“) definiert, welche hier nach (179) die Gestalt:

2(c + v)t — 4 a — 0

i

/ iannimnit, so daß: ;
ifi? + K I « 7 + T If«= —(18U) Li.

wird (also für positive Werte von q auch stets reell ist). In (181) sind die Funktionen 
<?> und W durch die obigen Gleichungen (68) und (108) definiert; man sieht, daß diese 
Integrale infolge von (179) rationale ganze Funktionen von t (also nirgends unendlich) 
werden.

!
ß' it

1'•i

J■fFür t>t° haben wir die Gleichung (118“) anzuwenden; in ihr ist durch die 
Gleichung (73als Funktion von t definiert; diese Gleichung lautet hier:

q — 2 qx t — 2(c-j-v)r-j-4o. = 0.

'Ji

(18U)
■ i

Nimmt man wieder t als Abszisse, r als Ordinate, so ist dies die Gleichung einer 
Hyperbel; ihr Mittelpunkt ilf' liegt an der Stelle:

C -fi V
------- 1 ^

ff

i

I
= 0;

ihre Asymptoten haben die Gleichungen:
■i

. = 24+" + '’
1

DieLage der Hyperbel ist in Fig. 14 veranschaulicht; sie ist dort mit Hj bezeichnet. 
Durch Auflösung von (181'^) findet man für r® den Wert:

\
1und T=O. . I -V

i:.,.!•

f
A-' TT!:!

<[
' il»
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:i VhT)' 4 a,.= , + .‘L±'
ä

hierbei ist das negative Vorzeichen zu wählen, da nur solche Werte r" in Betracht kommen, 
die kleiner als t sind (vgl. oben die Erörterungen hei Einführung von t“). Die Abszisse 
des Schnittpunktes der Hyperhel mit der Linie T — t ist durch (181 gegehen, also stets 
reell; sie entspricht dem Punktei? in Figur 14. Der Schnittpunkt i'" mit der durch (180) 
dargestellten Linie L hat die Koordinaten:

(181^=)'! 1
,0'

g.f
(

f
J C-V a

---- (= L), % — —(1811) 2 c
J Der rechts von diesem Schnittpunkte gelegene Teil der Hyperhel hat für uns 

zunächst keine Bedeutung, da er im Gebiete der Überlichtgeschwindigkeit liegt, in dem 
andere Formeln gelten. Die Schnittpunkte mit der Achse f=0 haben die Koordinaten;

C ~\~ V

''V

'H-J ,
I',.

1 Ip -1 4 aS
±

q.
. ,1
: i können also reell oder imaginär sein; da sie oberhalb der Linie r — t liegen, kommen .sie 

für un.s nicht in Betracht.J'v
1

Für t>t^ zerfällt das Tntegrationsintervall der Variabein x in zwei Teile, wie früher 
erörtert wurde (vgl. oben S. 263 f.), das eine geht von r = 0 bis x — z“, das andere von

T = t“ bis zu einer Grenze, die durch die Glei­
chung (77) bestimmt wird. Letztere ist hier:

i.
! ■ CL,.'

ii'"'
>■ 0,;

(182) q%^ — 2 qtx 2 {c — v)x — 4a = 0.VV,. >
r'' '■/H,

^ t\ f
,1 •I Sie stellt also in der ^-T-Ebene eine Hyperbel 

dar. Ihr Mittelpunkt ist durch die Gleichungen :
Z.fi. I'' SjJ1; T

q
(182^^) = 0t =

y
a.

"T:' F bestimmt, liegt demnach im Punkte A (Fig. 14); 
Asymptoten sind die 7-Achse und die durch 
(180) dargestellte Linie L. Die Hyperbel ist 
in Fig. 14 mit bezeichnet. Kur diejenigen 
Punkte derselben haben für uns Bedeutung, 
für welche x <it ist; es müssen deshalb ihre 
Schnittpunkte mit der Geraden t — x gesucht 
werden; diese sind: ')

'37 ZL \Tc TT• .11Hk*. «4 yr O l„t,

/
■•I• 1^’S If«/ I

m
i

11
Pig. 14.

ViT') Tr ■ " 4 aC — Vt. = ^ (Punkt a in Fig. 14), 

H , Fig. 14).

iP 1
(183)

t ViT 4 a> -'I''' C —1 *.= ^ < ■1 q\
y- ■

Iii ...•

\ -['"V-.:- 1

L' JaMb "'1

'T b In Fig. 14 ist vorausgesetzt, daß > t® sei; dastritt ein, wenn 4 a j > c (3 c-p 4 v) ist; andern­
falls sind noch weitere Fälle zu unterscheiden.
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Wir haben demnach zwei B^älle zu unterscheiden:

i-;"a) Es ist (c — vY<4:aq, die Schnittpunkte und sind imaginär; hier gilt die 

B'ormel (118®-) in dem ganzen Intervalle (wenn wieder ^gesetztwird);

es ist also:

(184) g.= —

I

•! :
Yii"'f

Ys Y'3 e
^la: t) -j- {t, t) -)- ^ W\ Xt (t“, 0 + ^ {t, t) für f<t<U.4 JI a®

b) Es ist (c—vf>4=aq\ hier muß das Intervall in mehrere Teile zerlegt werden; 
man hat (indem wir hier und im folgenden die Indices x und t an den Funktionen 0 und 'F 
der Kürze wegen fortlassen):

2

..J:/] -:V
% V" Y .

■'I
3 e [f, (r«, t) + F, (t, f) + Y F, t) + J F, {t, t)(184-) g,= für P <t<t4 JZ 11

3 S 1 1(184^0 g,= - (r», 0 + (r„ 0 + “ F^ (t®, O + ^ F^ (z,, t) für4 JZ Ci^

wobei Tj die positive Wurzel der Gleichung (182) bedeutet:

= i«— ^ l/(^ «Y 4 a
J

I,1' i<^
S

(184«=) i.
.

und an Stelle des in (79) und (118*^) gebrauchten Zeichens t' steht, während t., wieder 
bzw. durch (181“), (183), (182“) gegeben werden.

Wächst t Uber hinaus, so treten wir in das Gebiet ein, in welchem die Bewegung 
mit Überlichtgeschwindigkeit erfolgt, und das rechts von der Linie L liegt. Die allgemeine 
Formel (34) behält ihre Gültigkeit; das Integrationsintervall ist nut in verschiedene Teile 
zu zerlegen, nämlich:

0<T<T*, wo die Formeln für Uoterlichtge,schwundigkeit anzuwenden sind, 
wo die Formeln für Überlichtgeschwindigkeit in Betracht kommen.

Dabei bedeutet r* die Ordinate de.s Schnittpunktes der durch (180) dargestellten 
Linie L mit der Parallelen zur r-Achse, welche in der Entfernung t von derselben gezogen 
wird, d. h. es ist:

i '
iiyi*- -dfl i(

i
: I

liiYi: Y i! Ii|i|
^ -liiiY

- .:f '
^ I''.........................

T* < T < L

Y ■

'h' 1,
li I i

Ifyr* = 2t—2^- — C(185)
3 i;

Da aber x<.t sein muß, so gilt diese Zerlegung: l'i
1t

3 e C(186) zp =
2 «1 !.1.^ Iiir‘ I . V"'',I I j-i;> 1 : i' Fnur, solange auch r*<it bleibt, d. h. für:

i|- ! :..ü' y
:) i ' .i'h

' i A ’!‘"'Yl ( 'i
■aj __ •ij__ f*
------ -<t<2------d. h. L<t<t

q q ^
(187) 6J

iwenn tg die Abszisse des Punktes C in Fig. 14 bezeichnet, d. i. des Punktes, in dem die 
Linie L von der Linie r. = t geschnitten wird.

)" '

!i. /

i‘i'

!
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Man erkennt hieraus, daß der allmähliche Übergang von Unter- zu Über­

lichtgeschwindigkeit keinen Schwierigkeiten begegnet; insbesondere wird die 
Kraft nicht unendlich groß (wie von anderer Seite behauptet wurde), denn die Integrale 0^ 
und bleiben durchaus endlich; in der Tat tritt in 0^ ^^ach (75) nur die Funktion T 
im Nenner unter dem Integralzeichen auf; es verschwindet aber T nur für t = 0, und 
dieser Wert liegt außerhalb der für (184), (184^*) und (184’>) vorausgesetzten Intervalle; 
und außerdem ist T=O nur für:

. ,I''ilrli
.,.'i

^ Ni
V .'• j'-’• '4 ■

4
■

] Wr..,*'"
T = 2#-l- 2-

"l r,1»
und dieser Wert ist größer als t, wenn q (wue wir jetzt annehmen) positiv ist, kommt 
also auch nicht in Betracht.

Für das Gebiet der Überlichtgeschwindigkeit müssen wir zunächst die kritischen 
Kurven (131) und (142) untersuchen; die erstere wird hier durch die Gleichung gegeben:

VH,

H
,,If

4=a
q q

==0,^2 __ 2 ^ T —

also mit der obigen Hyperbel (181*^) identisch, die in Fig. 14 durch dargestellt war, 
und deren rechts von der Linie L verlaufender Zweig nunmehr auch für uns Bedeutung 
gewinnt.

\ 1
5

' i' i Wir finden demnach für das nächste Intervall und für den obigen Fall a) nach (129)
und (186):

Jl
■ : äJf 14 TI a®i '1 = 0S (t*, t) + 0? (T^ + (t*, t)

+ [0, (t», t) - 0, (t*, 0] + ^ [W, (tO, i) -

02 (^, if) -j- ^ (if, t) für ^2 < f < fg i 

Im Falle b) dagegen sind wieder zwei Möglichkeiten zu unterscheiden:

3fi

W, (T^ t)-](188)

li* / ' I Falle a).im
'v„

'S.

/ ^ 2 4r Ct 0/ \ ^
b„) Es ist tg, d. h. ^ J >-^—|- > dann gilt im ganzen Intervalle^ ',K, 1

b^r.,| J

üm..'

tm

die Gleichung:

% = 0S (r*, 0 01 (t* + (T^ t)

-f [0, (tO, 0 - 0, (T^ OJ + J [2^, (r», i) - W, (T^ 0]

+ Ü + -^ 2^2 (^1, ü fül'

dieser Fall entspricht der Zeichnung in Fig. 14.

4 jza^
i1

3e,S

I IlwMa (188*)

i;

i!14‘- . ' . 1

..; M V

' 'iüH
1 ....

";i:i

b,) Es ist d. h.
2

; dann muß das Intervall in zwei

Teile zerspalten haben, und wir erhalten die Gleichung (188*) für das Intervall 
dagegen:

r

!' !

:M7

.'I C
;i:

Si M.,,
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g. = 0 + (t* t) + J Wf (r*, t)

+ t) - ty\ + ^ VP, (r«, f) - W, {r\ t)-]

Die Kurve (142) ist hier durch die Hyperbel d. i. durch die Gleichung:

— 2t t-\-2-

ItHi; 4 i.i
'-!I i-ilf -

'f. '
,1' -I

3 6 Ii i(1880 ¥I».,

IV; I- . ■ Im.f
'f'V;

(1 kkf
m

Ji I:4 a^ _L-----+
Q. ' V‘vI ,"L» - f,, ' ■ 

];,: I

4'iüi : ,i

(189) = 0
<1

gegeben; ihr Mittelpunkt fällt mit demjenigen der Hyperbel zusammen; auch die 
Asymptoten sind beiden Kurven gemeinsam; die letzteren liegen aber in verschiedenen 
Winkelräumen zwischen den Asymptoten. Löst man die Gleichung (189) auf, so ergibt sich:

2 4 aC — G — V
2 <1 (1 \1H'=(190)

4 aC — V ii'¥ (1 i
!Die für uns in Betracht kommende vertikale Tangente ist also durch die Gleichung:
rW2)/f (=ö i, i,

InI(1900

bestimmt. Durch diesen Wert ist ein weiteres Intervall abgegronzt. Der Schnitt t7 der 
Hyperbel (189) mit der Linie x — t liefert den Wert:

bif'

- + 
3

(191) (= 0)
i4\

I, '-1?!
I' I , 
I : ^

und es ist so daß durch und dann ein weiteres Intervall abzugrenzen ist.
Dazwischen schaltet sich als zu beachtender Punkt noch der Schnittpunkt C der Linie L 
mit der Linie x = t ein:

'H

i„!I
f' J:

^ = T= 2^^ (=g; Pii ;!:1:(192) i

dieser Wert ist stets kleiner als er liegt zwischen und in obigem Falle h), dagegen 
zwischen und in obigem Falle a); demgemäß ist die Unterscheidung dieser Fälle auch 
im folgenden beizuhehalten. Wir erhalten:

Im Falle a) für zunächst obige Gleichung (188); dann:
IlI’’I

i'i
■'OF-1

g. = Pl (f, t) + P\ (A t) + ~ Pt (t“, t)

+ Pl (r*, f)+^P2 {x*, t)

+ IP^ A 0 - P^ (A 0] +1 LP^ At) - P^ (A 0] far

Abh. d. II. Kl. d. K. Ak. d. Wisa. XXIII. Bd. II. Abt

3 e
: J- i

(193) I
b

..I- Jil),.
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ii" wobei als untere Grenze der Integrale <Pl und Wl der Wert t“ zu nehmen ist; dieselbe 

untere Grenze ist im folgenden für diese Integrale zu wählen; das Einsetzen 
anderen unteren Grenze ist durch entsprechende Differenzbildung (in den eckigen 

Klammern) angedeutet. Ferner:

4 a®

' iSil'* '

einer

% = Wö (A t) + Wi A, t) + ] Wi (i«, t) 

+ Wl (t, t) + -J- Wl (t, t) für
|h

! 4lt
3e

(193")

'f'T
^ r‘l; I

Für ist zu beachten, daß die beiden Schnittpunkte einer Parallelen zur t-Achse
mit der Hyperbel verschiedene Intervalle ergeben, in denen das Integral von Null 
verschieden ist, während dazwischen (d. h. für ig <11 < i^^) die Integrale imd W^ ver­
schwinden. Weiter wird:

4 JI a®

d'f
'1'

= Wl (i“, 0 + Wi {A t) + J Wi (t«, 0

+ W-i (Tg, 0 4- — ^2 (^3> 0 

+ [^2 (f-, --- W-2 (l^, #)] A ^ [*4^2 t)

,V S S
... i ■j; M :t A- :: (igsi^)

•*!
wiA,ty] für

F -

In (193") und (!OS'") hat der Einfluß der früheren Bewegung mit Unter­

; undi A
lichtgeschwindigkeit ganz aufgehört ^also nach Ablauf der Zeit — 2 ^

i ■
f.’ endlich:-‘■■rr ri;-'

i -MHHf i.u 14 JI a® = Wi (4,0 + Wi (i«, t) A ^ (4, t)

+ Wl (13, f) + J Wl (Tg, t) für t>t..

a r 3 £i (193«)ß'■*u \ ■..,.li

.■*
Je mehr t wächst, um so mehr nähern sich die Werte i° und i, einander und der 

Null; bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung (mit Überlichtgeschwindigkeit) nimmt 
also die von dem Elektron auf sich selbst ausgeübte Kraft bei hinreichend großen Werten 
von t scheinbar andauernd ab; da aber t auch in den Funktionen unter den Integral­
zeichen vorkommt, so kann doch der Wert der Integrale bei wachsendem t alle Grenzen 
übersteigen; jedenfalls läßt sich ohne genauere Untersuchung hierüber nichts aussagen.

Im Falle b) i.st zu beachten, daß das Auftreten der reellen Schnittpunkte der 
Geraden t = -c mit der Hyperbel i?, (die den Abszissen und entsprechen) eine andere 
Abgrenzung der Intervalle bedingt. Man hat zunächst für t < obige Gleichung (188") 
für den Fall b«), dagegen für den Fall b^) die Gleichung (188") nur im Intervalle 
und (188**) im Intervalle Für sind wieder die beiden Unterabteilungen
zu unterscheiden; aber es tritt noch eine weitere Unterscheidung hinzu, je nachdem 
oder ist. Wir haben also:

beta) ■'^ie oben in ba) und dazu t^~> d. h.

'"•4.4 Gl
,!•4"

% ■■I*,H-■-!|I
it'(

1'

V . ■"
U-1J..riL

43
y, ■*

‘■17
i; 8 a >WV ' '7-'

■IA, V--

; dann ist:
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14z Tia^
3 e

= 00* (t«, t) + 01 (t«, t) + ~w: (rO, O

+ 01 (.*, ^) + I (y*, O
+ 'A (^1, O + [. (^,. O für t^<t<t^

wm:| ■' i:;
QMl'I^jfi ^

I' •*»! I

%

^f'lj
und

14 JI a® nu ^^eilg, = 05 (lO, f) + 0; (i«, t) + -w[ (A t) 

+ 01 (i*, O 4- {A, t)

y. '<
3 e ' Wh".'

%
(194®)

i. '^■
■*'*!k\ L1-H <p, A t) + !F, (i, t) für t,<t<t-. <"‘4: ;! 1'fiS.

Für tyt^ kommt wieder der Umstand in Betracht, dah eine Parallele zur i-Achse 
die Hyperhel in zwei Punkten (t^ und ij schneidet; demnach wird:

4 TI CI®

t
,k:. ' i

IJ1 I §■;" '!= 0; (I«, t) + 01 (I^ 0 + ^ ¥[ (A, t) .

+ P-2 (r,„ f) + (^3, t) .

+ [01 (i*, t) - 01 (r„ t)] + ^ m (r* t) - Wl (t„ ty\

+ [0, A t) - 0, (i% ty] + \vp, (t, t)

,;3£
%■■'■iiiiU
112Jli
m I(194^) I

I
i!ft 1!P,(r^0] fUr^,<^<#e-

Für f>tg kommt das Gebiet links von der Linie L (d. h, der Einfluß der zu Anfang 
bestehenden Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit) nicht mehr in Betracht, und es wird:

4 JI Clg

:.SI I-I, ^

ll!g. = 01 (r“, t) A 0: (i«, t) + 4 ipi (A, t)

+ 02 (lg, t) A -W^ (lg, t)

+ [01 A t) - 01 (r„ 0] + 7 A 0

f3 £
i rt f-fi Si >w-

r*ii(194») r
01 (r^, 0] für iJg < K if,.

,..,I . J

h'|| i

''i
Endlich, nachdem die Hyperbel die Linie i = ^ in 0 überschritten hat:

= 01 (T°, t) + w: (i», /) + ^ Wi (1°, 0

+ 01 (rj, 0 + 7 Wl (lg, f) für t>t^.

< dann ist:

4 JI a®
3 £ i(I940) !4

8 a
-'IjK'•i:bd/s) 0^0) vorhin, aber d.h. ^

Gleichung (194) gültig für das Intervall

Für t > fg kommen jetzt die Punkte % und auf der Hyperbel in Betracht; also;

i■f-<l

:?!i f
! i(195)

, r'
4::;

V

I Iiin'O
|f+i+kAl ! I Ä:
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4 Tia^3 ^ g* = ^>J (r°, 0 + 0 + ^ 0

+ <Pä (t„ <) + ” !P'2 (Tj, ?)

+ [fP.2 (r* ^) - 0: (t„ 0] + “ ['^'^2 (r* 0 - >P2 (r,, 0]

+ (^1. ^) - 0] + I UP. (^1, 'Ps (-*, 0] für < ^ < ^

Lp''./-

I "i/
IM
:l >>-/ ;■«

i (195^)?*‘:>i'
i
;1 1

i 4-
! <

Ferner:! •y
(195»)

(195')

(195'')

Gleichung (194») für das Intervall

. (194') , „

» (194«) , ,

J
- )^-:[ ^ 
; 1 iMv

:

tg<i< (t,

i>f^.

S.;■ r ■•
■/

' \ - Ml
: >rtr'-1 „, ■'•1 ••• ••* b^) Es ist < t.^, wie oben. Die folgenden Gleichungen schließen sich also 

Gleichung (188») an; hier ist immer

an
I ■" K!t^<t^, d. i. ^ ^<2 ; wir haben also keine: ■!

weiteren Unterabteilungen, und erhalten: 

(196)
■ .... V

'1
t,,l|V p,:;,,.

IL J
....... >/

1i Gleichung (194^) für das Intervall < t < t^.
> Ferner:
U (196") (194») , „ t^<t<t6 >

P\. wie oben und ebenso:
:!• (196»)

(196')

Gleichung (194®) , ,

, (194«) , „ t >

Hiermit ist die gleichförmig beschleunigte Bewegung vollständig behandelt; die Aus­
wertung der auftretenden Integrale bietet im einzelnen kaum größeres Interesse.

^.....■'t. , .1;

A4
■ .1.r, f

...'Xi
■ a;

Ist q sehr klein, so liegt der Punkt #3 = sehr weit nach rechts entfernt; dann

nennt man die Bewegung quasistationär. Für diese quasistationäre Bewegung gilt also 
die Gleichung (184»), in der nur die Funktionen !P,, Vorkommen (die sich also
nur auf Unterlichtgeschwindigkeit bezieht), für ein sehr weites Intervall. Das Interesse, 
welches sich an diese Bewegungsform knüpfte, beruht wesentlich darauf, daß die gleich­
förmige Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit bisher als „kräftefrei“ (unter der Bedin­
gung ga; = 0 erfolgend) betrachtet wurde; es kam deshalb darauf an, den einfachsten Fall 
der nicht kräftefreien Bewegung näherungsweise zu behandeln. Nachdem aher obige 
genauere Behandlung gezeigt hat, daß auch die gleichförmige Bewegung nicht kräftefrei 
ist, können wir eine eingehendere Behandlung der quasistationären Bewegung zunächst 
übergehen.

4
K

..i*iO'

illi|

I

iI
' f ' ' .

;

In gairz analoger Weise läßt sich die gleichmäßig verzögerte Bewegung 
Es genügt, für diesen Fall die verschiedenen Hyperbeln zu zeichnen; aus der 

Figur entnimmt man leicht die zu unterscheidenden Intervalle. Jetzt ist die Beschleuni­
gung q negativ; wir setzen sie gleich — Die Gerade (180) wird dann:

H behandeln.

V *V,
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in der iS-T-Ebene wieder das Gebiet der Überlichtgeschwindigkeit von dem 
der Unterlicktgescliwindigkeit. Sie liegt so, wie in Fig. 13 die Linie L, wenn:

V — C

~2V'

gewählt wird, wobei jetzt v>c sei, so daß die Bewegung mit Überlichtgeschwindigkeit 
beginnt; aber jetzt entspricht das schräg schraffierte Gebiet der Überlichtgeschwindigkeit, 
das horizontal schraffierte (rechts von L gelegene) Gebiet der Unterlichtgeschwindigkeit.

Die durch (ISl**) dargestellte Hyperbel hat hier die Gleichung:

X — 2 X r t -{■ 2 (c v) T — 4a = 0.

Ihr Mittelpunkt M' hat die Koordinaten:

C V

(v — c)= 0;

Ii, |ji i
f

sie trennt '1
...I

!"iifii. ’
V---  COA = OB =

'

I Iiiif lit

!St -1
!'

,4.:1' 1 ';T = O;t =
X

er liegt also rechts vom Punkte A (vgl. Figur 15); die Asymptoten sind die Linien:

2-Ü+^

..
Sli'Il ä■t IT — 2t — und T = O. iir ■X

I
Erstere Linie geht durch M' und ist parallel 

zu L; die Lage der Kurve ist in Figur 15 
schematisch angegeben. Die Hyperbel 
nach (182):

— 2?t:i;T-|-2(u — c)r-|-4a=0; 
sie hat den Mittelpunkt:

V — C

Iitlf
St

a,,ffJMj
?

.t

P!'y Iir<
1 ft!

■4t = T = O; S., Ma
7ZmL

IiO M TW
derselbe liegt also in A; die Asymptoten sind die 
Linie L und die Achse r = 0; die Kurve liegt 
also so, wie die Hyperbel in Figur 14. Um­
gekehrt liegt jetzt (in Fig. 15) die Hyperbel ZTg, 
d. i. nach (189) die Kurve:

X — 2 T Z) -f- 2 (w — c) T — 4 a = 0

so, wie früher die Hyperbel ZZ^; sie hat Mittel­
punkt und Asymptoten mit ZZg gemeinsam.

Die Hyperbeln ZZj und ZZ^ schneiden sich in einem Punkte mit den Koordinaten:

IlIii iiII'i'l: 1!!I
'C

Iri!
! '' ilil' I '1

!I-Sf IbL'i»
r

Fig. 15.

i r: fe i,I |P 11
■

fj
2 aa V

C X ’
t = T =

i IC

4Auf den ersten Blick könnte es scheinen, als ob dieser Schnittpunkt einen störenden 
Einfluß auf die Bestimmung der einzelnen Intervalle habe; tatsächlich ist das aber nicht

If i f ' :
f. mOif!

'f

'! H
\i Ikii'

[ Z'|:i f|l‘“
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® IliC' der Fall; denn zur Zeit t= — ist die Geschwindigkeit des bewegten Elektrons gleich Null

geworden, und dieser Zeitpunkt liegt immer 
punkte entspricht. Sobald aber
Anfangspunkt der Zeit zu verlegen, d. h. eine neue Zeit f* einzuführen, so dals;

t* = ^ — t, t!^ = y.t*

vor demjenigen, welcher dem erwähnten Schnitt- • 
die Geschwindigkeit negativ wird, hat man dennun'1

■f

nfI

' ‘t ^ {

wird, und für die neue Zeit t* eine neue Figur zu entwerfen; dabei darf man natürlich

nicht versäumen, die im Intervalle 0 <t< -f gewonnenen Beiträge zur Kraft auch für

berücksichtigen. Auch der allmähliche Uber­
Überlichtgeschwindigkeit auf Unterlichtgeschwindigkeit bereitet

r - die weitere rückläufige Bewegung zu 
gang von
demnach keine Schwierigkeit.

,/ 'K- J 'ii /1

Ilfr üb-j
''If 11M

I
§ 15. Ergänzende Betrachtung über den AnfaUgszustand der Bewegung, insbesondere 

bei gleichförmiger und bei gleichförmig beschleunigter Bewegung des Elektrons.

Bei der bisherigen Behandlung der Bewegung eines elektrischen Teilchens haben wir 
daß dasselbe zur Zeit t == 0 seine Bewegung beginnt und gleichzeitig seine

sich aher das bewegte Teilchen als ein Elektron,
angenommen,
elektrische Ladung empfängt. Denkt man 
d. h. als durch und durch aus Elektrizität bestehend, so ist die Ladung schon vor der

' S f' "K 
n V j«,,

'V-'I-1' 1
/p* ■'

/ )
„...il : - ^

Zeit it == 0 vorhanden gewesen, und schon vor Beginn der Bewegung hat sich ein elek­
trisches Feld durch den ganzen Raum ausgebreitet, während unsere Behandlung nur das 
vom Momente it — 0 ab entstehende und vom bewegten Elektron mitgeführte Feld berück­
sichtigt. Jenes schon vorhandene Feld wird natürlich die Bewegung mit beeinflussen, es 
sei denn, daia die Wirkung vor der Zeit it = 0 durch andere Elektronen und sonstige 
LTmstände neutralisiert wurde.

'Ui f Um nun die Wirkung dieser neuen Voraussetzung über den Änfangszustand mathe­
matisch zu behandeln, könnte man von dem elektrostatischen Potentiale der vor der Zeit 
)t = 0 ruhenden Kugel auf die bewegte Kugel ausgehen. Von jedem Punkte der ersteren 

zieht sich das elektrische Feld mit der Geschwindigkeit c zurück, so daß jedes Volum- 
elemeiit der ersteren nur auf diejenigen Punkte der bewegten Kugel eine Wirkung ausübt, 
die zur Zeit t sich außerhalb einer Kugel mit dem Radius c t befinden, in deren Zentrum 
jenes Volumeleinent liegt. Dabei wäre ferner zu berücksichtigen, daß die bewegte Kugel 
eine gewisse Zeit hindurch die feste Kugel schneidet, daß daher ein Teil der ersteren im 
Innern der ruhenden Kugel sich befindet, ein anderer Teil außerhalb dieser Kugel, und 
daß für beide Teile verschiedene Werte des Potentials zu benützen sind. Einfacher kommt 
man indessen durch folgende Betrachtung zum Ziel.

Unsere allgemeinen Formeln gelten bei ganz beliebigen Annahmen über die Geschwindig­
keitskomponenten Ox, Dj,, Os, z. B. also auch dann, wenn die Bewegung durch eine Ruhezeit 
unterbrochen und dann wieder fortgesetzt wird. Legen wir nun eine solche Ruhezeit in 
den Anfang der Bewegung, so kommt dies darauf hinaus, daß wir:
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f •1. die am Schlüsse von § 3 in den Moment t — 0 Terlegte Anfangszeit durch einen 

negatiyen Wert t= — ersetzen, d. h. in den allgemeinen Formeln durch — 
ersetzen, so daß die Bewegung zur Zeit ^ = O beginnt, wie bisher;

2. für die Zeit Ton t= — bis t = 0 die Werte der Punktionen 0® (r), (r), (r)
gleich ISTull annehmen, so daß die Ausdrücke für die in (26) gegebenen Punktionen 
I, t], C und für T in (51) Tollständig ungeändei’t bleiben;

3. den Anfangspunkt t — — so bestimmen, daß die vor Beginn der Bewegung vom 
Elektron ausgehenden Kraftwirkungen volle Berücksichtigung finden.

Die allgemeine Pormel (34) wird jetzt;

,1‘t

ii

i•I

...

flfll'fit:'
S3 S C

2 Jh(197) d T

M i i'
sJkiliii'l if f !

P =
0

ftiwo wieder S durch (34*), Ji durch (34'^) gegeben sind. Der einzige Enterschied gegen 
früher besteht darin, daß die Variable r (welche die Zeit von dem Momente t aus rückwärts 
mißt, so daß r = 0 dem gerade betrachteten Endpunkte der Bahn, x — t dem Anfangs­
punkte entspricht) jetzt für das erweiterte Intervall von r = 0 bis x = t in Betracht 
kommt. Die Bestimmung von ist für Unter- und Überlichtgeschwindigkeit naturgemäß 
eine verschiedene.

Wir setzen zunächst wieder Unterlichtgeschwindigkeit voraus (also T <. ex). Sei 
so bedeutet 1), die Entfernung des Mittelpunktes des Elektrons zur Zeit t 

von seiner Anfangslage. Die Wirkung der Anfangslage auf das Elektron hört ofienbar 
auf, wenn dasselbe von der Kugel, welche mit dem Radius c t um den am weitesten ent­
fernten Funkt der anfänglichen Lage der Kugel geschlagen werden kann, überholt wird, 
d. h. wenn das Elektron diese Kugel mit dem Radius ct von innen berührt; dadurch 
ist die Zeit t = — bestimmt; dies ergibt die Bedingung:

für t —

hWIh ii

I ;i«i IiSl ;
I

I.
k,

'll !\» ' '11(1 I
= {T). = t^

Sia
hi)ii, f

1 Ui'
'! 'S = iJ 'I,

s| ili 1
',ii.

1C # = Tg + 2 O ;-K,|
oder:

.jf
i J(T„)f = i„ + 2a =

Durch diese Gleichung ist bei Unterlichtgeschwindigkeit die in (197) 
einzusetzende Größe bestimmt.

Die Abgrenzung der einzelnen Intervalle ist jetzt ebenfalls zu ändern, denn dieselbe 
beruht wesentlich darauf, daß die Variable x an die Bedingung 0 < r < ^ gebunden war, 
während dies Intervall jetzt auf:

(198) (il
■ Ij.' !'1 !
A:, !

I'M■fti I.! iI

111I>■
k

0 < T < t + *^0

erweitert ist. Die sonstigen Übeidegungen bleiben indessen ungeändert. Demgemäß bleibt 
das in § 7 besprochene erste und zweite Intervall (0 < r < U) ungeändert, insoweit die 
Variable x in Betracht kommt; die obere Grenze des zweiten ist jetzt durch die Gleichung, 
weiche aus (72*) hervorgeht, indem man x durch tersetzt, d. h. durch:

(fi r -j- T)t: = t + fo=2a

(199)
i;ir1' i! fS 1
j’IpIliitlü

I 1i ;;
ii.(200) Iii1 It
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definiert. Die Größe t” bleibt aber untere Grenze der Integrale 02x und W-zx', indessen ist 
die obere Grenze des zweiten Intervalls nicht mehr durch (77) gegeben; es behält nämlich 
die Kurve (73'^) ihre Bedeutung, aber die Grenze der Anwendbarkeit ist nicht mehr durch 
die Bedingung x = t, sondern durch die Bedingung x = t -\- gegeben, so daß (77) durch 
die Gleichung:

i I‘'1

' I

.........
4' ^a) — (^’)r=i+io +2a(201): 'i

- --I-*' i' Bei der im Anschlüsse an die Figuren 6 und 7 angestelltenzu ersetzen ist.
geometrischen Diskussion ist also die Gerade x = t durch die Gerade:4

X — t 4 K

zu ersetzen, um dem jetzt vorausgesetzten Anfangszustande gerecht zu werden; 
im übrigen bleibt dieselbe unverändert anwendbar.

Wir nehmen als Beispiel wieder die geradlinige Bewegung mit konstanter Unterlicht­
geschwindigkeit. Hier war T=vr (vgl. § 12); somit erhalten wir aus (198):

(202)

A. -

14
I

iI r 2 aj:: U d-- + C(203)
— V

\
J \r 

.* *■ +

; -r, ,
Die Gleichung (200) gibt infolgedessen für die obere Grenze des ersten Intervalls

den Wert:
K .^,.JU

2 « 4i :.y 2 a a
(204)

C 1 — CO^ ',1
r

C 4 V 0 — V
i V' V - 4

il- A und die Gleichung (164) für die wirkende Kraft im ersten Intervalle würde ergeben:i, 5t 3143 CO 4 t 
4: Tia^ Ia

4 h C fct 
4 a V a

= ;' .-D (205) g. = — 1 —
1 — <4I l~a4

V,,■i-
Da aber die obere Grenze des zugehörigen Intervalles nach (204) negativ ist, das 

Intervall selbst also ganz im Negativen liegt, so hat diese Gleichung für uns keine Be­
deutung; denn ihrer Ableitung nach stellt sie die Kraft nur nach dem Beginne der 
Bewegung (d. h. für 0 <-r < c) dar; für ^<0 wäre auch co = 0 zu setzen, und dann 
resultiert in der Tat der richtige Wert 0** = 0: die Kraft der elektrischen Yollbugel auf 
sich selbst.

1

...I

f h

t \ Die Gleichung (201) liefert jetzt für die früher benutzte Größe x‘ = t' (obere Grenze 
des zweiten Intervalles) die Relation:

C -f' ^o) = 'I’ 4' 4 ^o) + 2a

Auch dieses Intervall liegt also ganz im Negativen und kommt nicht in Betracht, 
so daß die Gleichung (168) hier zu keiner entsprechenden Gleichung führt. Die Bewegung 
beginnt also im vierten Intervalle, für welches die Gleichung (169) aufgestellt -wurde, 
d. i. die Gleichung der statioiiäi-en Kraft. Die Gleichung (169) für den Wert der

{

3
i

.1 2 a
f = = 0.oder(206)X ift-S C —i

SM' 1
S
I ä

ril...t'
4ii!

Ipii iij i
III ifiH
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Kraft im stationären Zustande gilt also jetzt ebenso wie früher; dieser Zu­
stand tritt aber schon bei Beginn der Bewegung ein.

Bei Überlichtgeschwindigkeit beündet sich das Elektron nach einer gewissen 
Zeit t'i) dauernd im elektrischen Felde, das von ihm selbst in seiner Ruhelage erzeugt 
wurde; diese Zeit f', wird wieder durch den Moment bestimmt, wo die Kugel mit dem 
Radius c to, welche den vom Elektron entferntesten Punkt der Ruhelage zum Mittelpunkt 
hat, mit dem Elektron eine Berührung (aber jetzt von außen) eiugeht, d. h. durch die 
zu (198) analoge Gleichung:

(207)

..

\
;

1

a:,

! i

(Z'o)«=i5 — 2 a = C •

Dieselbe Überlegung kann man für einen beliebigen Zeitpunkt t anstellen (von der 
Zeit t nach rückwärts gerechnet); es bestimmt die Gleichung:

{T)i = t’o — 2 a = C

diejenige Zeit tl, während welcher die zur Zeit t vom Elektron ausgehende Kraftwirkung 
noch auf die Bewegung des Elektrons von Einfluß ist. Diese Zeit t‘, ist im Sinne der 
wachsenden Größe t gemessen, also vom zur Zeit t (d. h. r = 0) erreichten Endpunkte nach 
rückwärts. Setzen wir nun t — t, d. h. betrachten wir den Anfangspunkt der Bewegung, 
und ist dann t = t'o die kleinste brauchbare Lösung von (207‘‘), d. h. von der für t ~ t 
aus ihr hervorgehenden Gleichung (207), so muß die gesuchte Zeit durch die Gleichung:

tf, — to

bestimmt werden; denn wir hatten die Anfangszeit mit — bezeichnet, so daß in der 
gleichen Richtung von t’o gemessen wird. Dieser Wert ist für die Bew'egung mit 
Überlichtgeschwindigkeit in die obere Grenze des auf der rechten Seite von 
(197) auftretenden Integrals einzusetzen, um der jetzigen Annahme Uber den 
Anfangszustand zu entsprechen.

Die dadurch notwendige Abänderung der früheren Formeln tritt besonders hei Bestim­
mung der zu berücksichtigenden Intervalle hervor. Zunächst sind die Ungleichungen (132) 
und (132*‘) hzw. durch die Bedingungen:

z,~> t t„ und T, < ^ -f-

zu ersetzen; alsdann tritt an Stelle der Gleichung (133) die Gleichung:

2 a = (T -h C t)„ = (+^|„

während die Gleichung (131) und die entsprechende Kurve ihre Bedeutung behalten; der 
.sich hieraus ergebende Wert von t ist aber in und nicht als untere Grenze ein­
zusetzen, als solche ist vielmehr der frühere Wert r, beizuhehalten; es tritt eine all­
gemeine Verschiebung der Intervallgrenzen gegen die Integralgrenzen ein 
(wie bei Unterlichtgeschwindigkeit). Die zweite kritische Gleichung, nämlich (142), oder:

2 a = T —CT

definiert wieder t, als Funktion von t\ aber die Grenze der Anwendbarkeit ist verschoben 
und jetzt durch die Gleichung:

Abh. d. II. Kl. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd, IL Abt.
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f (210) 2a= {T ^ G z)T: — t-\-i^, also durch, — t -\- 

festgelegt (während früher x^~t zu setzen war).
Es möge dies wieder durch das Beispiel der Bewegung mit konstanter Überlicht­

geschwindigkeit erläutert werden (vgl. § 13). Die Formel (174) bleibt im ersten Intervalle 
gültig, wmnn man dort t durch t -\- ersetzt, wobei gemäh (207) und (208) zu berechnen 
ist; es ergibt sieh: ^)

m

I
IJ

i !'TM i.

i fl
3>i

! •

2 a(211)
---  C

Für das erste .Intervall erhalten wir dann aus (174):

3e^
4 n.

i .Dlfi:,y'!l... ..,t Cif 2
a m —‘ 1

1 + 9 m 21 2ct
»!o; = — 1 —^> - S a (ü —

14.
2 3Ct+ (51 + 2 CO^ -f- 35 M*)'tpr

i '■[' i ■
f

a CO — 1% ■ -• 320
.Ij-

und diese Gleichung würde anwendbar sein in dem Intervalle:
.' Ir' ■;

2 a

■A*.
0 < (5 -t- < C -j- v’’I

oder:
2 a. 2 a 2 a<t<

C -\- V V — c'

Dieses ganze Intervall liegt aber irh Negativen; da die Variable r nur positive Werte 
annehinen kann (0<r<!‘-(-O’ 1'®'^ dieses ganze Intervall und die zugehörige letzte
Formel für für die Bewegung des Elektrons keine Bedeutung mehr. Will man die
Formel für dennoch an wenden, so muls man bedenken, daß v für negative Werte von 
t gleich Null ist, wodurch auch %x gleich Null wird. Wir haben demnach sogleich mit 
dem nächsten Intervalle zu beginnen, für das die Formel (176) abgeleitet wurde, und das 
nach obigem cliu'ch den Wert (177“) begrenzt wurde. .Letzterer ist nach (211) jetzt durch 
die Gleichung:

oder:

G — V

%
>-

*'ir' ■ <
h'tr •'!‘k l

Dry

.......2

ky

:i I y

‘c

I

^ »K*, »“ 2 a
t = ------------- = 0

V --- C

bestimmt. Auch dieses Intervall hat also keine Bedeutung mehr, und ebenso der zuge­
hörige Wert von ^x, und wir kommen sofort zum dritten Intervalle; in ihm war die 
Bewegung stationär und die Kraft %x durch (178) bestimmt. Diese Gleichung ist ebenso 
wie im Falle der Unterlichtgeschwindigkeit unverändert anwendbar, da ja nur die Iiitervall- 
grenzen, nicht die Integralgrenzen gegen früher geändert werden. Bei der jetzigen 
Voraussetzung Uber den Anfangszustand ist daher die Bewegung mit kon­
stanter Überlichtgeschwindigkeit von Anfang an stationär.

-

‘
! D' i31 "4

■ Jiy,
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7
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■1 r
Gj’*'r bi 1) Bezeichnet A B einen in Richtung der Bewegung des Elektrons von A nach B gezogenen 

Durchmesser desselben, so ist to die Zeit, welche die von B ausgehende elektrische Kraft gebraucht, um 
sich rückwärts bis j1 fortzupflanzen.'1
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■dh'i 5 !:Besonderes Interesse bietet die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit (co = 1, v = c). 
Geht man von der Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit aus, so werden die entsprechenden 
Formeln (205), (168) und (169) scheinbar unbrauchbar, indem sie unendlich große Werte 
von ergeben. Tatsächlich aber darf keine dieser Formeln für den Fall co = 1 angewandt 
werden; denn wir haben gesehen, daß die den Gleichungen (205) und (168) entsprechenden 
Intervalle jetzt zu negativen Werten der Zeit gehören, also keine Bedeutung haben; die 
Gleichung (169) aber entspricht dem stationären Zustande, und der ihm zugehörige Wert

indem man in den Ausdruck der Kraft für das zuletzt vorher-

Ir■f ■ W

\, f V :

I .4-ft
.1 4ii

!

der Kraft wird gewonnen 
gehende Intervall die Zeit t (sofern sie in der oberen Grenze des Integrals (197) erscheint, 
und bei konstanter Geschwindigkeit kommt sie unter dem Integralzeichen nicht vor) durch 
die obere Grenze dieses vorhergehenden Intervalles ersetzt, also hier durch Null ersetzt. 
Nun war ab.er jene Kraft im vorhergehenden Intervalle (^ < 0) gleich Null; folglich bleibt 
sie gleich Null im stationären Zustande, d. h. das Integral (197) ist für v = c bei jedem 
Werte von t gleich Null (indem der Wert von t, der den stationären Zustand liefert, hier­
mit der unteren Grenze Null zusammenfällt). Bei unserer jetzigen Voraussetzung 
über den Anfangszustand der Bewegung (wo das Elektron nach unendlich 
langer Kuhe die Bewegung plötzlich mit Lichtgeschwindigkeit beginnt) ist 
die geradlinige gleichförmige Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit „kräfte­
frei.“ DasselbeResultatergibtsich, wenn man von Überlichtgeschwindigkeit ausgeht, denn
auch bei dieser kommt nur das dem stationären Zustande entsprechende Intervall in Betracht,

' (

:• :. \

i
i‘i

■('•hi.„f 1 1'
■',i.

;
< Ii.

dessen untere Grenze ebenfalls an der Stelle t — 0 liegt. ItDrittens betrachten wir das in § 14 behandelte Beispiel der gleichmäßig be-
Die zur Bestimmung

1

schleunigten Bewegung unter den jetzigen Voraussetzungen. 
tg dienende Gleichung (198) wird hier gemäß (179):

■+ ‘

- f f'' ’'livjl'

........ . i

I '-I
f'vil |. 

i

f 'Sb!

von 1 ■
I t^ — {c — v)t —

sie hat eine negative und eine positive Wurzel;

2 a == 0;

nur die letztere ist für uns brauchbar, also:

1

"I «
'+K(-Y)‘+>

2
Die frühere Gleichung (180), welche in der ^-z-Ebene das Gebiet der Unteilicht- 

geschwindigkeit durch die Linie L von dem Gebiete der Überlichtgeschwindigkeit tiennte 
(vgl. Fig. 13), bleibt hier unverändert bestehen. Das erste Intervall (0 ^ für welches
Gleichung (181) aufgestellt w^ar, wird hier:

(212)

iii ■! " ■

'r-,

4 a \ / ('Lr
- Y q }

4 a2
; 'i.''0 < ^ = —

Die rechte Seite kann positiv oder negativ sein; nehmen wir das letztere an, so kommt 
das ganze Intervall für uns nicht in Betracht.

Es handelt sich weiter um die Hyperbel (182); jetzt ist aber die Linie t — t durch 
die Gerade z = t ■+zu ersetzen; die Wurzel Zj der genannten Gleichung (wie sie in 
(184®) angegeben wurde) ist nur brauchbar, wenn sie kleiner als t ausfällt. Wir
müssen also die Linie z = ii + der Hyperbel (182) zum Schnitt bringen; das gibt
die beiden Wurzeln:

(212“)
1

,C: ,i' i
■JIv'IB

: ■ I: I. *
' !"7^ iü-' :
I - .1 f«r' .i I

IH'
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i {‘^-^-rhV{*^-‘-r)' 4 a

^f^~+]T-r^’
i

j'
4 « 1/ ^ “

~ V «
V{‘r) 4 a2

-\—+k;/:
!.Ml,''"

S _
und:MT *‘+l/'

q rV fr)‘ Tk' ’T";
2 C--- V C V

34: = - +(213) <l<1

welche an Stelle der früheren Größen und treten; diese Wurzeln sind immer reell; 
die erste aber ist negativ und kommt nicht in Betracht; die zweite ist positiv und größer

— V

,"•f ■'4 .-

J
i '■ '*v ^, auch größer als ^ a C —

Tc ”* q

Der früher mit a) bezeichnete Ball, in dein und imaginär waren, scheidet hier 
ganz aus; es kommt nur die Möglichkeit h), bzw. ihr jetziges Analogon, in Betracht; wir 
erhalten also nach (184’’):

3M T als ^2
"v„

•ii.
."'1"

'v' ' •■:! .

.■i:
/ 11Be (t“, ^) + (g, O + 7 *^"1 (g, t) für(214) f!x = — 2’4 TT (2®

wobei Tj wieder durch (184“) definiert ist.
Für t > geschieht die Bewegung mit Überlichtgeschwindigkeit; hierdurch ist die 

obere Grenze des zuletzt betrachteten Intervalles festgelegt; diese Grenze ist unab­
hängig von tg. Das nächste Intervall erstreckt sich von bis und 
zu (188“):

i J 
^ , erlialten, analogwir

■i.
1

gx = (t“, t) + 4f>r (r«, 0 + “ Ü“- 0

+ h <'*'k

für ^2 < # < .

4 JT ö®•«r
,ir 3 e

\ ..T Ii
(r*, f)

. .4 - J

* (215)
1>l1

!

1■ dl + ^2(Ti> O + “ ^“2 ('^U 0; ■•s.

4 * •] 1',

Man macht sich die Abgrenzung der einzelnen Intervalle wieder durch nebenstehende 
Figur 16 leicht klar (eine analoge Zeichnung hätte auch für den obigen Fall der gleich­
förmigen Bewegung mit Vorteil benutzt werden können).

Das nächste Intervall erstreckt sich von bis wo 
der Hyperbel iZ, bestimmt und durch (190“) gegeben ist; ist hier stets größer als 
Gi kommt also noch nicht in Betracht.

4 JT ft®

4 Ji’ ■’
Ii

>/ Ii G wieder die vertikale TangenteI'-' I

i T'i 1
i
i I

V

1
& = n (t®, t) + <Pl (t», 0 4-- Wl (t«, t) 

+ <Pl{T*,t)+

+ ^2 (Tj, 0 + — 'f's (fll 0

3 €
h "T.

il (2 IG)

t: für!

Iilll Jiil
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Ii I
I III"I Ii »■-,i

IL.



(
I
i'"*

»'■ ,' .

317 ITh
Da tl zwischen = ti und tl liegt, so erhalten wir im nächsten Iirtervalle, indem 

auch die Hyperbel in Betracht kommt:

4 JT a® if'='H''

*\. ■ r ■' C.

nun

g, == <Pl (t«, O + (t“, t) + i Wi (t«, t)

+ Wi (Tj, O + ~ ^2

-1- [w; (t*, t) - Wi (r„ 0] + [_wi (t*, 0 - Wi (r,, ty\

+ (t„ t) - W, (t* 0] + j [W^ (b, t) - W, (t* #)] für t,<t<tl.

5

J*'3e X
!'

(217)
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IFig. 16-
E

I!Ifil II i»U
iii a;An der Steile tl wird die Hyperbel von der Linie t = ^ + geschnitten, so daß 

jetzt der Hyperbelzweig durch diese Linie zu ersetzen ist; wir erhalten demnach:

4 JT

Iflil;

Il!=

Ii= Wi (t«, t) + Wi {tX 0 4- Wl (tL t)

+ W2 (r,„ t) + — Wi (T3, t)

+ \ WI (r*, t) — w; (t,, 0] + 11: Wi (tL t) - Wi (t„ 0]

+ [^2 + ^n- I — ^2 ('^*> 0] + I [*^2 I

für ti<t < tl\
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V dabei bestimmt tl den Schnittpunkt der Linie L, die durch (180) gegeben 

Linie ^ ~ ^ ; es ist also: ■
war, mit der1,^'

tl=^2-----
2

Endlich bezeichne den Schnittpunkt der durch (189) dargestellten Hyperbel H 
mit der Gieraden t = ^ dann ■wird:

A- 71

V
+ ^n-11?

r -Ä i :■
' ' M !

;
.Im-- ■i

1
e, = 00 (r®, t) + 0; (r«, t) ^ -- Wl (t\ t)

+ «2^2 (r«, t) + Wl (r^, t)

+ [‘Z'ä (^ + t) - 0) (t„ ty\ + I {t 4- t) -

3 €■ <, .

. y ■./■■.

: r;

i

(219).r I
i

S-
^2 (t4,0] fürT

Hier sind die Glieder, welche von 0 und W, also von der anfänglichen Bewegung 
mit Unterlichtgeschwindigkeit herrühren, verschwunden; der Einlluh des anfänglichen Bnhe- 
zustandes macht sich aber noch in den Argumenten geltend, indem t + an Stelle von t 
getreten ist. Wächst endlich t noch weiter, so wird:

\

Hi--A
f tl;;i;

,.I-

■! 4 Tia^ 1g. = 0J (t", f) + 01 (r», i) + Wl (r\ f) 

+ (U, t) + ^^Wl (T3, t)
3 e' 1' (220)

' >?
für t> tl.U I J I

■AJJ \ f......... ■' I

Auch bei der jetzigen Annahme über den Anfangszustand macht hier­
nach der Übergang von Unter-

,1
zu Überlichtgeschwindigkeit durchaus keine 

Schwierigkeit; er vollzieht sich vielmehr vollständig stetig; der nahezu statio­
näre Zustand, wie er durch (220), bzw. oben (194A, gegeben wird, stellt sich 
nach längerer Zeit her (denn es ist t-, > t~). Bin Unterschied macht sich ferner darin 
geltend, daß jetzt schon für ^ = 0, gemäß (214), sich eine endliche Kraft ergibt, während 
bei der früheren Annahme, d. i. nach (182), diese Kraft für #=0 gleich Null war.
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§ 16. Vergleichung mit anderen Bearbeitungen der behandelten Probleme.ii A ,

Im Laute der Untersuchung ist wiederholt hervorgehohen worden, daß unsere Resultate 
mit den von anderer Seite erhaltenen nicht übereinstimmen. Es ist daher notwendig, die 
Gründe dieser Divergenz klarzulegen.

Von Lorentz, Searle und Abraham wurde die Bewegung eines Elekti'ons mit 
konstanter Geschwindigkeit behandelt, besonders von letzterem auf Grund seiner allge­
meinen Eormeln zur Dynamik des Elektrons, und zwar unter der Annahme, daß diese 
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit schon unendlich lange Zeit angehalten habe, so 
daß sich ein stationärer Zustand herausgebildet hat, d. h. ein Zustand, der für 
dem Elektron fest verbundenen Punkt von der Zeit unabhängig geworden ist. Es ist dann 
(bei gleichförmiger Bewegung, nach unendlich langer Zeit) in jedem Momente die Vor­
geschichte des Problems dieselbe; mithin ist das Feld des skalaren Potentials und des 
\ ektoipotentials 31, bezogen auf ein translatorisch mitbewegtes Achsenkreuz, konstant. Wir 
haben zu untersuchen, inwieweit dieser Schluß mit unseren Formeln übereinstimmt.
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Für den Fall der Translation mit konstanter Gescliwindigkeit v. geht unsere Differential­
gleichung’ (6), die auf das im Elektron feste Koordinatensystem bezogen ist, in die Gleichung:

cp
Vf +

; (

3^ <p 3^ q>
I 3 ^-f = Qdt^ 3 '!t. '•ro

^ (p . .= 0 wird also:über. Für den stationären Zustand
, , n ,r

'v4‘"

V- -f, '■

dt

3^ ^ 3^99 3^
^ 3^3 -t e,(221) (1

'1
d. h. in der Tat dieselbe Gleichung, welche Abraham zu Grunde legt. Durch die Trans­
formation ;
(222)

wird dieselbe:

; .

I I1’x' Yl — = X y‘ = y, z' = Z^

!if'h
P

3®<p d'^cp

d. h. die gewöhnliche Poisson-Laplacesche Gleichung für das elektrostatische Potential. 
Jene Transformation führt aber die Kugel des Elektrons in ein verlängertes Rotations­
ellipsoid über (wenn o> < 1, also bei Unterlichtgeschwindigkeit):

ir'ä (1 — CU^) -j- -)- z‘‘̂ = a\

Es ist also cp das elektrostatische Potential eines Rotationsellipsoides in Variablen 
Ebenso lassen sich die Gleichungen für 3I,i, %j, 31^ transformieren; wir erhalten

,,3^31.. , 3^1. , 3^21.

3^ q)
^2 + Ji3 X dy \ WIi- I '■ 

1 I'
Ii;;

'IiJ i: f:il-:!i ■
!V ;!3 J“'

fli' I
Ii

x', y\ z‘. 
aus (2):

V-
11

'm r

üti

('y
(1 m2) — Q CO3a?2 3^2

32^
d Z^

32 21,

dy irl

dy^

d^% , 3231,
dX^

so daß 21,c = ö) • cp wird, während 21,; und 31, in den Ausdrücken für die Kraftkomponenten 
bzw. mit tiy(=0) und (= 0) multipliziert erscheinen und ganz herausfallen.

Die Komponenten der wirkenden Kraft werden dann nach (113):

/ = _^ y9 2to,
^ d X C d X

(1 ~ m2) = O+3u;=

f"rhpiiii4 .
jaY:‘‘ ■(1 - oP) = O+3 - dz^dy

:

3 cp 3 Cp= — Vl -öV= -(l m2)
3:c'’3 X I 1' I i3 99 V d%^

dy ^ C dy

. _ _ » 9 3D
dz CdZ

Die auf das Elektron wirkenden Kraftkomponenten werden durch Integration über 
das Innere desselben gewonnen; sie sind nach (114), wenn o im Innern konstant ist:

9 Cp3 Cp(222^) = - (1 - m2)fu=- dy'dy IV- ',i
<

3 cp 9 cp3 Cp
'V'vr'ii'i= - (1 - «*) = -(l oP)

dz
I ^ r

'V'Ik'
I. )j

■’/i 1'

I: itI 1U r!•'''i'

;
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I 3 e3« 9 (p
3(1 - ^y'

; dx' dy‘ ds\

‘‘“"’UJJäl'**'“'*'

-)JJT(1 dx dy de — —da== — 4 jia® 4 Tt ß3 X
f 8 e 3 e

(1 — J'J'J' n y dx dy dz = —

dx dy de — —

3 93-j:: (1(223) %, = — 4 TC ß® ' 4 JC a® dy
i--*

m 3e 8 e“■>JJ'Jm (13. = - ds‘.I i'’ : 4 jc«® 4 Jt a*9 ^r
Ii Die Integrationen nach x', y‘, e‘ beziehen sich auf das Innere des Rotationsellipsoids, 

welches aus dem kugelförmigen Elektron durch die Transformation (222) entsteht. Diese 
Integrale sind bekanntlich gleich Null, da die Kraft, die das Ellipsoid auf sich selbst 
ausübt, verschwindet, und so ergibt sich scheinbar das von den genannten Forschern 
erhaltene Resultat, daß die stationäre Bewegung eines Elektrons „kräftefrei“ sei. Trotzdem 
sind diese Schlüsse nicht einwurfsfrei.

Zunächst könnte man zweifeln, ob die Annahme, daß das Potential <p nach unendlich 

langer Zeit von t unabhängig werde, d. h. daß sich

93 einer bestimmten endlichen Grenze nähere, berechtigt ist. Dieses Verhalten von <p ist 
aber in der Tat eine Folge unserer allgemeinen Formeln. Bei gleichförmiger Bewegung 
ist nämlich | = wc, = 0, C = O, folglich:

..i"'
I

"I*

! :r"M’'h 

I V'I' '
.1' 3 93

für t = GC der Grenze Null und.."■'i; **';L " 'I

k ...
ifi 4.„„ '■

, - X:-, ^

3 t
•t

J) v/,|r- pF;:,-: 
■f \ \ ' ihfl f
Ih' '' r

= (x V y^ .

und wenn man diesen Wert von R in die Gleichung (53*’) einsetzt, so wird die rechte 
Seite der letzteren in der Tat unabhängig von #, indem die Grenzen c', c", t‘", bzw. 
durch die Gleichungen:

Ji-a — er, Ji = a CX (cr<a); Ii= er.—a, R = aer (cr>a),

f
4

als Punktionen von x, y. e definiert werden. Es wird also 93 schon für endliche Werte 
von t stationär, um so mehr für unendlich große Werte von t, wie vorausgesetzt wurde; 
dasselbe gilt für das Vektorpotential 31. Der in (SS**) gegebene Ausdruck (p ist übrigens 
für den Fall der gleichförmigen Bewegung auf elementare Funktionen zurückführbar, indem 
sich die Integrationen ausführen lassen; er muß eine von der gewöhnlichen abweichende 
Form für das elektrostatische Potential des Ellipsoids darstellen, wenn man in ihm die 
Transformation (222) ausführt.

Die Schwierigkeit liegt demnach an einer andern Stelle. Wenn man den stationären 
Zustand der Bewegung beurteilen will, so kommt es nicht so sehr auf den Grenzwert des 
Potentials für ^ = oc, sondern auf den Grenzwert der Kraft an. Die Formeln (223) 
entstehen, -wenn man, ausgehend von den Gleichungen (113) und (114) den folgenden 
Grenzprozeß macht;

>
S

•> 'Sfr
U-'I J"' 

I' ^<-irX\\ '[
!

■I
W!:i'!Si':

!■
f

i.

111 Il I
i :

'9 9p W 3 31a: 1 3 31,r
t — ca[dX GdX Cdt

und die Integration rechts über das ganze Volumen des Elektrons ausdehnt. Zur Dar­
stellung des stationären Zustandes benötigt man aber den Grenzwert;

Iimg.= -rjr(224) lim dx dy de,i;

1

i'i
lim dx=— lim f r r ^ 1 4- 1 ^-3-
^ = OD i=zcod d J [dx C d X C dt

1 (225) dx dy de-,

■f ■n,i f
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und dabei ist die Integration rechts nicht über das ganze Volumen auszudehnen, sondern 
nur über den Teil, welcher zwischen den Kugeln mit den Radien E ~ er und E^ct

sich befindet, wie in § 7 und 8 näher ausgeführt wurde, wenigstens für

S St.

5 ii
ijwährend für

noch andere Gebiete ini Innern in Betracht kommen, nicht aber das ganze Volumen

der Kugel. Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Integration nach t zuletzt, die Integration 
über das Volumen zuerst ausgefülirt werde; eine solche Vertauschung der Integrations­
ordnung ist ja bei endlichen Grenzen und endlichen Funktionen stets erlaubt (und in 
obigen Rechnungen durchgeführt). Auf der rechten Seite 
Grenzen des Volumintegrals (nach der Vertauschung) von r
woraus hervorgeht, daß eine Identität der beiden Grenzprozesse (224) und (225) nicht 
erwarten ist; in der Tat ist ja schon in einem einfachen Beispiele:

V3 X

i' Id t
I1«.

, 5
: i'r ■'’vi

KLvon (225) hängen also die 
und somit auch von t ab. ' <'■

■ -.Im '
zu

t
d T d X(lim

ll = GD
0 dagegen lim 1

t = CO 4:1!== OO .
Vt- X J Vt-X

O
Für die Lösung des physikalischen Problems, das uns beschäftigt, kommt es aber 

auf den zweiten, durch (225) gekennzeichneten Grenzühergang ausschließlich an; diesen 
haben wir in unseren Entwicklungen durchgeführt; die letzteren geben daher die einzig 
brauchbare Lösung der Aufgabe. Sie lautete dahin (vgl. § 12 und § 15), daß hei gerad­
liniger Bewegung mit konstanter Unterlichtgeschwindigkeit nach einer ge­
wissen endlichen Zeit die Kraft stationär (aber nicht gleich Kuli) wird.

Daß andauernd eine Kraft nötig ist, um die konstante Geschwindigkeit aufrecht 
erhalten, kann man auch durch folgende Überlegung einsehen. Es sei AE ein Durch­
messer des Elektrons, der von A nach E in Richtung der Bewegung weist. Von E und 
von der Umgebung des Punktes E gehen in jedem Momente elektrische Wirkungen aus, 
und zwar auch rückwärts in Richtung auf den Punkt A und dessen Umgebung. Diese Kräfte 
muß das Elektron in jedem Momente überwinden, und nur in der Ruhe werden sie durch 
die entgegengesetzt wirkenden Kräfte aufgehoben. Daran wird nichts geändert, wie lange 
auch die Bewegung gedauert hat; auch nach unendlich langer Zeit wird daher eine Kraft 
aufzuwenden sein, und die Zeit, während welcher diese von jedem Momente ab wirkt, 
ist gleich der Zeit, welche die elektrische Kraft braucht, um sich rückwärts von E nach 
A mit der Geschwindigkeit c fortzupflanzen, also (da das Elektron sich mit der Geschwin-

. So wird es verständlich,
V

-Lti- I- !
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!2 adigkeit v in entgegengesetzter Richtung bewegt) gleich -

I
2 Cldaß die benötigte Kraft durch ein zwischen den Grenzen O und -

C
— genommenes Integral

dargestellt wird, dessen Variable r die Zeit von der augenblicklichen (d. h. zur Zeit t 
erreichten) Lage des Elektrons nach rückwärts mißt. I,I-I -K

Andererseits beruht die Lorenz-Abrahanische Losung des Problems der Bewegung

mIr

3 9?mit konstanter Geschwindigkeit sicher auf einer unter der Annahme = O zulässigen

Lösung der zu Grunde liegenden partiellen Differentialgleichung; daß dieselbe trotzdem
3 t i:

L
Kl'kAbh. d. II. Kl, d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt. 42
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erliegenden Falle niclit anwendbar ist, erkennt man ohne Hilfe der obigenim V
ausführlichen Rechnungen durch folgende Überlegung. Wenn man ein mit dem 
Elektron fest verbundenes Koordinatensystem eingeführt hat, so denkt man sich selbst mit 
diesem Systeme (und mit dem Elektron) in starrer Verbindung; das Elektron wird also 
als ruhend betrachtet, während der ganze Raum sich mit der Geschwindigkeit —v vom 
Elektron fortbewegt. Die Formel (221) Abrahams ist anwendbar auf alle Punkte bzw. 
Körper, die sich mit dem Elektron ebenfalls in starrer Verbindung befinden. Das hier zu 
behandelnde Problem verlangt aber, die Wirkung des Elektrons auf seine früheren Lagen 
(bzw. die Wirkung der letzteren auf das Elektron) zu 
aber mit dem Raume, nicht mit dem Elektron starr verbunden; man hat also die Wirkung 
des letztem auf diese früheren Lagen, d. h. auf kongruente Elektronen zu berechnen die 
sich mit der Geschwindigkeit —v vom Elektron fort (also nach rückwärts) bewegen und 
diese früheren Lagen markieren. In den Gleichungen (223) ist also nicht über das Innere 
des (jetzt ruhend gedachten) Rotationsellipsoides zu 
anderer Ellipsoide, die sich vom gegebenen aus nach rückwärts bewegen; und dann kommt 
auch die Zeit in die Resultate hinein, und man erkennt, daS es auf die Variable t ankommt,

■■f
i

■ •
»

'J J f
berechnen; die früheren Lagen sindy

r
/'

integrieren, sondern über das Innerei
ih-Ki.. 

n
ü! :'|v.v

131

welche oben eingeführt wurde und die Zeit vom (ruhenden) Elektron aus nach rückwärts 
mißt. Zur weiteren Durchführung der Integration hätte man

studieren müssen, wie wir es getan haben, und es wird kaum möglich sein, hier
die verschiedenen Lagen•fÜ'ir ’

genau so
wesentliche Vereinfacluingen zu erzielen.

SommerfekD) durch seine Bearbeitung des allgemeinen ProblemsMi-I ] Allerdings war
der Elektronenbewegung auch zu dem Resultate gekommen, daß die gleichförmige Bewegung 
des Elektrons mit Unterlichtgeschwindigkeit kräftefrei sei; aber die dahin führenden mathe-

terliegen gewissen Bedenken, die hier dargelegt werden mögen.

r'

I

■ ...k, ü
matischen Entwicklungen un 
Sommerfeld hat den allgemeinen Ansatz gegeben, der die Lösung des Problems ermög­
licht; wir haben uns ihm in den ersten Paragraphen (§ 1 bis 3), wie dort schon hervor­

geschlossen. Der Unterschied beginnt bei der Gleichung 
die wir der Einfachheit halber an die

/
gehoben wurde, ziemlich enge an 
(25) bez. (27); dort kommt die Anfangszeit vor 
Stelle t = 0 legten; Sommerfeld nimmt dagegen #„ =—cc, 
t — tg durch OO ersetzt wird, und ebenso alle folgenden Integrationen nach 
bis T = 00, statt von T = O bis t = ^ ausgeführt werden. Er begründet die Annahme 

= — OO damit, daß im Laufe der Entwicklung die unendliche Grenze doch wieder durch 
eine endliche Grenze ei’setzt -wird (wie auch wir es fanden, vgl. Gleichung (79), (118U 
viele andere, insbesondere den stationären Zustand in § 12, 13 und 15); das ist allerdings 
richtig, aber die.se endliche Grenze ist dann im allgemeinen eine Funktion von t (Wurzel 
der Gleichung (78) oder (133) bzw. (142)); dasselbe gilt für die Potentiale äfa,, 21,y, 21 
Berechnung der Kraft werden die letzteren gemäß den Formeln (113) nach der Zeit t 
diöerenziert; da nun 21a, bei uns durch das Integral (85) dargestellt war, in dessen oberer 
Grenze die Zeit (später eine Funktion der Zeit) vorkommt, so entstehen durch Differentiation 
nach der oberen Grenze Glieder, die fortfallen, wenn man diese Grenze konstant (nämlich 
gleich oo) gesetzt hat; diese Glieder sind von uns in § 7 bzw. § 11 berücksichtigt. Über­
dies aber gab gerade das Auftreten der Veränderlichen in der oberen Grenze uns die

y'

i 4
so daß die obere Grenze 

T von T = O4 !■f-
J-

?
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Veranlassung, die verscMedenen Fälle zu unterscheiden, die z. B. in § 7 (d. h. für TJnter- 
Iichtgeschwindigkeit) eingehend diskutiert sind; die Unterscheidung dieser Fälle brachte es

mit sich, daß ini ersten Intervalle O < ^ < -- eine Funktion unter dem Integralzeichen auf­

tritt, die für r = 0 nicht unendlich wird, während die einzelnen Sommerfeldschen Inte­
grale für T = CO unendlich groß werden, und dieses Unendlichwerden erst in der Schluß­
formel wieder herausfällt.

FTur bei gleichförmiger Bewegung tritt im stationären Zustande (der der Annahme 
tg = —OO entsprechen würde) eine konstante obere Grenze in den Integralen für q?x und 
21a; auf (vgl. § 12); diesen Fall der geradlinigen stationäi-en Bewegung mit konstanter 
Unterlichtgeschwindigkeit müßten daher die Sommerfeldschen Formeln richtig darstellen. 
Aber auch hier sind die Resultate dadurch entstellt, daß das bei Ausführung der Volum­
integrationen angewandte Verfahren nicht einwandfrei ist.

Es handelte sich in § 7 um Ausführung des Integrals:

.ii;

i"I Hii
"iiiik|ir I

i. i
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. r'ii'
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i iil fi* :

S >
i ^[r3 £ Cf J f dx dy dä J-JJJK = dx dydz,

1;9 X\ n 1
Iwo nach (34®‘):

II

^ = J Sin a S '—-as cosin a s sin CST^ sin Tls • ds.(226) \t \
-I :■O Ir' -•v • • .Kh

Da X, y, Z nur in R, d. h. in der Verbindung x -{- i, y ij, z -j- C Vorkommen, so ist: "ll '1 i:
S3 3 i> i l’"

I J||'W

idx\RJ 3 i \R/'

Dem entsprechend setzt Sommerfeld, bei dem (wie schon erwähnt) die obere 
Grenze t des nach r genommenen Integrals durch oo ersetzt wird, jenes Integral gleich:

Bec 
4 Tl K

!C-I'"
i I

iyJ-Ä JJJl I!O
■ i

t
Dabei ist das dreifache Integral wieder über das ganze Innere des Elektrons zu 

erstrecken; nun hat aber die Funktion S die Eigenschaft, in einem Teile dieses Innern zu 
verschwinden, und nur im andeim Teile (dessen genauere Begrenzung von T abhängt, wie 
aus obigen Entwicklungen in § 4 hervorgeht, wie wir auch sogleich noch sehen werden) 
von Null verschieden ist; es bezeichne d' m das Volumelement in demjenigen Teile, wo S 
von Null verschieden ist; dann würde:

1 'kl I
Ii

illt): Jliif-

\ J j;;-'!'I#f--V

I ■ '^'i !>'■'!

S-r, ä CO;3 £ C J-AJJJ-«AT' = iR- •' J
4: Tia^

O
I )und wenn wir mit 3' die Differentiation nach f, in den Grenzen des Raumintegrals bezeichnen: (ii

J[ÄJJJ>- + JJJAu d‘ o) d T.Sec 
4 TTK- = -

O Jy-Ii
: ' >4...,,J42*
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dS .'} in flemselben Gebiete verschwindet, in welchem S gleich Null ist, so istDa aberi ‘'0' 3i
andererseits:•; i

J-JJJA(I)3 « C
4 Ji

d‘ OJ,K =\t
J,:- O

und so ist es evident, daß die Integrale K und K' sich wesentlich voneinander unter­
scheiden. Was die Abhängigkeit der genaueren Begrenzung von T (und somit von f, i], 'Q) 

angeht, so sei z. B. auf obige Gleichung (74) verwiesen, wo 6>, durch (73“) als Funktion 
von T und t definiert ist; ebenso ist es bei Sommerfeld, in dessen Gleichungen (19) die 
Werte von S für die verschiedenen Intervalle als Funktionen von M angegeben sind: bei 
der Integration nach R kommen so auch bei ihm unter Berücksichtigung dieser Intervalle 
Funktionen von T in die Grenzen des dreifachen Integrals. Trotzdem kann allerdings unter 
besonderen Verhältnissen eine Identität beider Operationen eintreten.

Es ist leicht, diese allgemeinen Überlegungen durch ein Beispiel zu erläutern, das alle 
wesentlichen Momente der vorstehenden Erörterungen deutlich hervortreten läßt, aber sehr 
viel einfacher ist. Wir betrachten das Integral:
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I; sin f 5 • cosin xs{x -f- ßf) J1 3L =^dx ds ,
S

OO
.r.......‘'i;

'"V

....
k-. vf

15 wo 0<|<a sei. Das nach s genommene Integral ist der Dirichletsche Diskontinuitäts­
faktor, also:'■f l 1

I
sin Is ■ cosin XSJ ? , 71

ds = - für X < f,
S

ü

, X > |.= O
/ Folglich wird:

S .K̂
 y.,

sin IS • cosin x s|-(x + ßf)J a S = a ^ für X < f,
S

O■ ^ ■; *. = O „ X > f
und;...i

V S
L = ^a jdx = ^ ^a.

Ii!:'':" 7
jr'

I ti“ OirA
; \ Damit vergleichen wir das Integral:

I
111 I

sin IS • cosin x s^'-AJp+“«J ds dx.Si: S
O U

.iC’ Dasselbe ist:
&

‘Ip* />'=^J(x-(-a|)^-cfx = /(l -t-a)|-i-j2 «(^fK = (l + 2a)||.
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Es entstehen also in der Tat ganz verschiedene Werte bei verschiedener Anordnung 
der Operation des DifFerenzierens und des Integrierens. Nur für a =.— 1 gehen beide

Integrale denselben Wert —^

Fassen wir die Sommerfeldschen Formeln zusammen, bevor die betreffenden Integrale 
ausgewertet sind, so labt sich sein Ausdruck für die Kraftkoinponente go, in der folgenden 
Form schreiben:

,!,Aijibi

^ r'Si. *

1 t
9 e^c 

8 a*
S Ba, (?;) Bj, (t — t)^ • ds

^'Oxit — x) dT ^ ^ ^ ^dx dy de .

'1, ■’■.ji
f.O

.H'11 3 'i [„iCdt !
i "di:O r

wobei unter S wieder das obige Integral (226) verstanden werde. Zufolge der 
erlangten Resultate würde dagegen die entsprechende Formel lauten:

von uns 1, k ",
!

t :S, I

8 J Ji ^ h (^ä)
O

t .

+ C J J J {Ä J“^ I ^’

9 C m
Üfl' H . ti

1
— —

(227) .

O r
und hierin treten die von uns besprochenen Unterschiede deutlich hervor 
(Wahl der oberen Grenze für das Integral nach t und Vertauschung verschiedener Inte­
grationen und Differentiationen). Allerdings haben wir die Kraft oben nicht in dieser 
Form gegeben, teils weil wir die einzelnen Bestandteile gesondert auswerteten, teils weil 
wir das Glied’ S Ba, (i) Ba, (t — r) im ersten Gliede der rechten Seite von (227) zuvor mittelst 
der Relation (95) fortschafften, so dab sich das Resultat auf Grund der Gleichungen (94), 
(114) und (116) in der einfacheren Form darbot:

.n: fl II#

51,i' I
Il! f|y«r ^ 

1;' :L
fr il-wi

S,,,'
'"il f

O
j i:S.= dX dy de

(228) "(i: ,, I
" rf Iii m1

■ii'l
r:- " l'iji

E ■ i
ö

Wir hatten ferner weitere Vereinfachungen erzielt, indem wir in § 7 auf Grund der 
Gleichung (55) das erste Integral der rechten Seite auf die folgende Form brachten:

t •it

O
t

^^d a J P cosin (n, r) d x,

■ 1'
(228'*) dx dy de . j't

t-O

O

-: r

r»f If'V
f:
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f wobei n die innere Normale der Kugel des Elektrons und do das Oberflächenelement des­

selben bezeiebnete. Durch diese Umformungen wird der direkte Vergleich unserer Formeln 
mit den bisherigen erschwert, weshalb obige Zusammenfassung in der Form (227) nützlich 
sein dürfte.

1
/

Sommerfeld sucht die notwendige (und von uns durchgeführte) Diskussion der ein­
zelnen Fälle durch ein anderes Integrationsverfahren zu umgehen; nachdem das Integral

durch den angegebenen (nicht zulässigen) Ansatz auf den Differentialquotienten

»

:

■ ;l 3 qp
von

3 X
J- des Integrals:I ttI ^dr ^^^^dxdyds = ^dx ^ ^ ^ 2, dx dy dsF =

00
■Sl’; A. nach I zurückgeführt ist, kommt es noch auf Behandlung dieses letzteren Integrals an 

(nur daß bei Sommerfeld als obere Grenze nicht t, sondern oo steht). Setzt man zur 
Abkürzung:['■0^rk

'■ ' ■ "A-

r--i
.li.

r
sin Ii S

U = Ti ’i

so ist;
rjliiM..,..

i - -SI- I

sm a S — a s cosm a sIi sin CST ■ ds.
0

Es genügt U bekanntlich der partiellen Gleichung:

/1® M -f- S^ • = 0;
J

(229)f
>vd es ist also:I X fM/r" «Jitt i.„ .'i >'

!>' f ‘

1---- ^2 J J 9mJJ^^dX dy dz d O !dn

Vit-' do das Oberflächenelement des Elektrons bezeichnet. Nun ist bekanntlich; ^)

sin Ts sin as — as cosin a s

wenn

U d UJJ/1 da =(230)
'* S.7 dn S

''■t-.i i und folglich wird:
..t ds2I^ P 

TJ
sm as — as cosm as sin CST- sin Ts • —.sä •sä

T JiBik
0

Die Auswertung des obigen Integrals F ist also auf die Berechnung des Integrals Q 
zurückgeführt, wo:

J(
0

I dssin as — as cosin a®S sin CST- sin Ts - —rr- k sä-sä

lU... .

Diese Berechnung kann in analoger Weise geschehen, wie die Berechnung anderer 
Integrale oben in § 4; die Sonderung der verschiedenen Fälle wird dann nachträglich bei

n

i,

-JA 1) Vgl. Pockels: Über die partielle Differentialgleichung djf-|-fc^u = 0. Leipzig 1891, Seite 217.
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I*Ausführung dieser Integration notwendig, während sie hei unserem obigen Verfahren vorher 
geschah. Dieses von Sommerfeld für das Integral Q eingeschlagene Verfahren wäre 
übrigens für uns auch anwendbar gewesen; allerdings kommt es, wie schon gesagt, nicht 
auf das Integral P an, sondern auf dasjenige Integral, welches aus P entsteht, wenn man 

du _du 
d X 9 f

welche der Differentialgleichung (229) genügt; da nun auch:

Ik
t.ij

1i

IU durch ersetzt. Die obige Hülfsformel (230) gilt allgemein für jede Funktion M, '11:||r'
c.

iiiüf' 'f 1
I ' iill9 U d U 1+ s® = 0 ,T IjM

Fl: 'ii
dx dx I.V

ist, so wird nach (230); I 1
if-i)1 rr® fdu\

J J dn \dx)S' da = in -- Sin a S — as cosm a s Ir ^•I
f'hldi

i'
Wir hätten also nach der Methode von §-7 das Integral;

X ■
I9 /sin S P\

■ 9? )
sinas — as cosin asV sin c.st

> ■J • ds(231) 4 n
.Jfc

:

O .JDl I
auszuwerten gehabt, um dann nachträglich die Diskussion der verschiedenen Fälle durchzu­
führen, wie sie auf anderem Wege oben in § 7 gegeben wurde. Es dürfte allerdings kaum 
eine wesentliche Vereinfachung dadurch erzielt werden; überdies läßt sieh gegen dies 
Verfahren noch ein Einwand erheben. Dasselbe setzt nämlich voraus, daß die In­
tegration zwischen den Grenzen 0 und oo noch mit der dreifachen Integration über das 
Volumen des Elektrons vertauscht wird; ob aber diese Vertauschung gestattet ist, bedarf 
erst der Untersuchung; ohne weiteres würde sie gestattet sein, wenn in dem Integrale (231) 
unter dem Integralzeichen die vierte Potenz von s im Nenner stände an Stelle der tat­
sächlich (durch Differentiation nach |) vorkommenden dritten Potenz.

Es muß noch bemerkt werden, daß die Berechnung des von Sommerfeld benutzten 
Hülfsintegrals Q von ihm nicht korrekt durchgeführt ist. Bezeichnen wir wieder mit iS 
das in § 4 eingehend behandelte Integral:

ä,i:

fl- -.-iitH

f '' I

I'1 !1' if,de fl
’ii“': V ■

H.
; ■

" <1 !

f•il ■ :
kliM:,' illi:'1' iI' . '11 

f >J1: M I
i 'A I

'S
I '*1^=J Sin a X — a X cosin a x sin ßx ■ sinyx ■ dx

1' i.
0

" Ir|!so ist zunächst:
14'ct+T

^dy •ß•dß,

— T 0

I • IQ = ^ f.J-ifl■' 'fc'll
' ':ir J -[‘»tl f
' ffl'lll

hl
i»f 111 r:es kommt also darauf an, das Integral:

jih
^S-ß-dß i;'!li' SiiQ =

-Ii ffr0 li! i|
zu Rate zu ziehen.zu berechnen; dabei sind die Gleichungen (40) bis (42) von § 7

[Hi1
iii'ji-.
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Lassen wir a von 0 ab allmählich wachsen, so ist zunächst das Intervall 0 < a <

zu betrachten, in dem während der Integration 0<ß<a ist; wir haben hier a<y ß\
ersetzen wir also a durch a, so ist 0 < ^ < a < y und = « + ^ — y < 0, d, h. es kommen 
die Gleichungen (42) 
ergibt sich das erste Resultat:

(232)

J*'

i r
1 Anwendung, nach denen S gleich Null zu nehmen ist. Somitzur1"

f: ■ ü == 0 für 0 < « < g.

Im nächsten Intervalle | < a < y ist ^<ß<a, also ß<a<y und a>y~ß- hier 

haben wir den Fall IV) von § 4, und zwar ist dj >0, folglich nach (41):

-rnßdß =

I

J‘.AS Vr:*,
■ >'■/

A.. .I "I TT r 1 a^ß^--ß(ß-yy+±(ß-y^ü = =/
i .
i '4<j i|-Iii'*'' ’I
' M''

t. 'i 8 2 Jl)'(233)

-'''I-' ■'? 

Iiifrii
i y* für ^<a<y.

Alsdann möge d den 4Vert y überschreiten, aber ß während der Integ'ration zunächst 
kleiner als a~y bleiben; hier ist a> ß> y und d^=a—ß — y>0, also nach (40):

^=~ßy-

überschreitet dagegen ß den Wert a — y, so wird d^ < 0 und nach (4W):

ßW-(ß-yf],

a~y a

yf] ßdß ß-~ ^ß^ydß^ [a^ — {ß — y)M ß dß

J (|I-'
•i>■

r ^ J'

..."i
■j. V J,..- '

1

i
S‘

r-

ßxl- /

' -I"'

also: y
ß = ß, =C

I' y a—y.2(234)
67 Jt [1 (a — yf y ^Tt +1 \<^^^ß^^-kßiß-yf+l2^ß-Yy''+8 192 2 3

TT r 1 17575: 4- 4 y — 9 y^ + 8 a y^ für « > y.4 -!■ 16 2il
L

3Ü! f Dieses Resultat ist von dem bei Sommerfeld ge­
gebenen verschieden; bei ihm wird nämlich die obige 
Gleichung (40) für das ganze Intervall 0 < ß < a — y 
in Anspruch genommen, während wir oben das Intervall

0 < /3 < “ abtrennen mußten, in dem die Formel (42)

anzuwenden ist. Infolgedessen ändert sich auch sein 
Resultat für das Integral Q. Nehmen wir die Größe c t 
als Abszisse, y als Ordinate eines rechtwinkligen Systems, 
und zeichnen die Kurven 
wie es in Figur 17 geschehen ist, und seien t,, R, r" 
bzw. durch folgende Gleichungen definiert:

'li'' I

3.),; ,
\

IId’’
Za

HJ1 (
/

'>:.i /

y = C T — T und y — er T,T‘ 'A
f M J ■

1 fVi-r
sl 'AF'"

*

! Fig- 17.
-•'4
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Tj durch die Grleichung a = e z T,
2a = GX + T, 

a = CT — T, 
2 « = C T — T-,

IIit' i, , I
' I''^^2

:
I ■ \im ij-ij- 1.^ j

T ,;i*. ■
ziehen wir ferner die Linien y = a und y = 2 a, so ist in dem horizontal schraffierten Teile 
der Figur: '

' ?h'lf ■CT — T<y<cx-[-T und y < a
's«

in dem vertikal schraffierten Teile: ■I ffI d­

I Ar ; i

i I ,h ,il

Cx — T <C y <i C T T und 2 a> y> a.

wegen an, es sei Tj < t' < < x" (andernfalls
wenn obige Gleichungen mehrere Wurzeln haben).

Nehmen wir ferner der Einfachheit 
wären leichte Modifikationen nötig, ebenso 
Dann ist:

S

y.
CT-f 2’ ,;i

Jü,dy,

CZ-T

Q = iJi-\dy + ijüjdy,

CX — T a
a 2ö

Q = I-^ 7 + 1 7
ct—T 

2a '

Q = ^ ^£2j d y,

1. für 0<T< wenn durch (234) definiert ist,>
t:!,

cx+T
2. für Tj < r < t' , üj durch (233) gegeben ist.wenn

' i - 'r3. für r' <C T < i!^2»

,I' i
1 Uii

4|.'4. für Tg < T < t". ■ !,

;Iljifl i1

i#f7rf i

: iir'-

'■'Ill

CT— T

5. für T > t",

Wir haben somit fünf verschiedene Fälle zu unterscheiden, während bei Sommerfeld 
drei unterschieden werden. Obgleich also die Grenzen des Integrals Q scheinbar 

T unabhängig (nämlich gleich 0 und oo) sind, erweisen sie sich tatsächlich doch als Funktion 
T =V 7]'^ + , und somit (auch bei Sommerfeld) als Funktionen von f, f,

wodurch es nach Obigem bedingt ist, daß die Integrale K. und K.' (auch abgesehen von der 
oberen Grenze oo statt f) voneinander verschieden sind. W^ie wir in § 7 sahen, sind die 
Wurzeln t und für die schließliche Auswertung unserer früheren Integrale nicht 
wesentlicher Bedeutung.

In einer späteren Arbeif*) hat Sommerfeld seine Resultate auf anderem Wege 
abgeleitet, wobei er die Einführung des Fourierschen Integrals (vgl. § 1) vermeidet und 
statt dessen den Greenschen Satz wiederholt benutzt; er kommt so für das Potential 
zu dem Resultate:

Q = O. J 1'
1

nur von

von l!
!

: J

Iivon
il

,1
'I

;
■ M<p

I iji.
. 4,

i
*) Simplified deduction of the field and the forces of an electron, moving in any given way; 

Koninklijke Akademie van Weten.schappen te Amsterdam, Proceedings, December 1904.

Abh. d. IL KL d. K. Ak. d. Wiss. XXlIL Bd. II. Abt. 43
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d. h. zu derselben Formel, die er auch in seiner ersten Mitteilung gewonnen hatte und die 
sich von unserer Gleichung (34) dadurch wesentlich untei'scheidet, daß in der oberen Grenze 
t durch CO ersetzt ist. Weshalb aber nach t zwischen den Grenzen 0 und oo integriert 
wird, geht aus der a. a. 0. gegebenen neueren Darstellung nicht hervor. In Betreff der 
weiteren Folgerungen gelten dieselben Bedenken, die wir soeben erörtert haben. Diese 
Folgerungen beziehen sich hauptsächlich auf die Bewegung mit konstanter Überlicht­
geschwindigkeit; doch werden auch einige andere Resultate der früheren Arbeiten erneut 
abgeleitet.

1''' ''

• 'r. -'i• M r''- 1 ■'

'ÄN.' A"
I i!v -1..4:; i; b-

In etwas modifizierter Weise leitet Ähraham’) die Sommerfeldschen Formeln für 
konstante Geschwindigkeit ah; doch wird auch hier nach r zwischen den Grenzen O und oc 
ohne weitere Begründung integriert, während die Zeit t als obere Grenze in dem betreffenden 
Integrale auftreten sollte.

Auffällig ist es, daß Herglotz^) auf ganz anderem W^’ege die Sommerfeldschen 
Re.sultate bestätigte; derselbe geht von einer partikulären Lösung der Differentialgleichung;

■.

;

i B Cp = O
dfifuP: rW aus, indem er diese Gleichung als Differentialgleichung eines Potentials cp im Raume von 

vier Dimensionen auffafit, wobei die vier Variabein x, z und ict in Betracht zu ziehen 
sind. Jedes Integral der Form:

.4

r I Q (Je, l, m, x) die dl dm d X.ÜJJI (x — Jif + (y — If + (s mf — (t — xf
,/ ■ 

R ,i '■ 1',.:bi ist dann eine allgemeine Lö.sung der Gleichung, und Her glotz bestimmt nun die Inte­
gration nach X, indem er diese Variable als komplex auffaßt und dann über einen gewissen 
Weg in der komplexen Ebene integrieid; er findet so in der Tat einen Ausdruck, der sich 
aLs identiscb mit dem betreffenden Ausdrucke Sommerfelds erweist; indessen bleibt es 
hei den Entwicklungen von Herglotz zweifelhaft, ob seine Formeln wirklich zur Dar­
stellung des physikalischen Problems brauchbar sind; erstens ist durch das Operieren mit 
imaginären Zeiten r der Zusammenhang gestört, dann aber ist nicht gezeigt, daß die 
angegebene Lösung im Innern des bewegten Elektrons auch der geforderten Bedingung- (1):

99 — Cp ~ B Q

wirklich genügt; denn der übliche Beweis hierfür, wie er sich in der gewöhniiehen 
Potentialtheorie gestaltet, läßt die unmittelbare Übertragung auf den Fall, wo ein Quadrat 
im Nenner der partikulären Lösung mit negativem A^’orzeichen unter den Integralzeichen 
auftritt, nicht zu.

>:■ 'Dh.. ■Hi-

hi^ Pif

.,,p*'...

,!

5
f ■

’) 'Blektromagnetische Theorie der Strahlung (Theorie der Elektrizität Bd. 2). Leipzig 1905, S. 238. 
4 Über die Berechnung retardierter Potentiale. Göttinger Nachrichten, Dezember 1904.J..A

JSi’Pp=- ::
:■Kj [ ii-v^ 
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■ "iiAusgehend ¥on der Vorstellung, daß die Röntgen strahlen durch plötzliche Hem­
mungen der Elektronen an der Antikathode entstehen, hat Paul Hertz^) solche plötzliche 
Änderungen in der Geschwindigkeit der Elektronen und deren Einfluß auf die Ausstrahlung 
studiert. Die Behandlung dieses Problems kann selbstverständlich auf Grund 
allgemeinen Formeln geschehen, denn in dem Sommerfeldschen Ansätze sind die Ge­
schwindigkeitskomponenten ganz willkürliche, also z. B. auch unstetige Punktionen der 
Zeit. Hertz stützt sich dabei teils auf die allgemeinen Formeln Abrahams für die 
Dynamik des Elektrons, teils auf dessen besondere Resultate für das konstante Feld bei 
stationärer Bewegung; die wirkenden Kräfte werden auf indirektem AVege (durch Ver­
mittlung der Energie des stationären Feldes) berechnet, und die Resultate stimmen mit 
den unsrigen nicht überein, und zwar, soviel ich sehe, deshalb, weil die Abrahamsche 
Formel für die Energie im stationären Felde vorausgesetzt wird, und aus ihr rückwärts 
die Energie vor Eintritt des stationären Zustandes abgeleitet wird, während auch für die 
Berechnung der Ausstrahlung und der Energie unsere Formeln von den bisher benutzten 
abweichen (vgl. den folgenden Paragraphen). Hervorzuheben ist aber, daß die verschiedenen 
Stadien, für welche Hertz jeweils verschiedene Formeln aufstellt, mit den von uns betrach­
teten Lagen (§ 7) übereinstimmen (für den Pall konstanter Unterlichtgeschwindigkeit), und 
daß Hertz den Grenzfall der Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit ebenso beurteilt, wie wil­
es taten, indem auch nach ihm in diesem Grenzfalle der stationäre Zustand niemals erreicht 
wird und die Kraft für jede endliche Zeit endlich bleibt. Trotz dieser qualitativen Über­
einstimmung sind die Hertzschen Schlußresultate von den unsrigen verschieden.

In einer späteren Arbeit hat Paul Hertz^) die Frage untersucht, welche Bewegung 
von einer gegebenen Kraft hervorgerufen wird; insbesondere wird ein Beweis dafür erbracht, 
daß dieses Problem in gewissen einfachen Fällen lösbar und eindeutig bestimmt ist. Alle 
diese Entwicklungen knüpfen an die Sommerfeldschen Formeln an, werden also einer 
Revision bedürfen.
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§ 17. Weitere Folgerungen.

Nach den bisherigen Anschauungen galt das Gallileische Prinzip, nach welchem ein 
Punkt sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, wenn keine Kraft wirkt, für eine 
elektromagnetische Masse ebenso wne für einen Massenpunkt der Mechanik; auf Grund 
dessen konnte man den Versuch machen, die Mechanik auf elektromagnetischer Grundlage 
aufzubaiien, indem man nur elektrische Massen als vorhanden annahm. Nachdem aber 
gezeigt ist, daß eine elektrische Masse auch bei gleichförmiger Bewegung eine Kraft 
erfordert, welche diese Bewegung aufrecht erhält, fällt die Analogie zwischen Mechanik 
und Elektrodynamik fort, wenn man sie vielleicht auch durch Hinzufügung weiterer A^or- 
aussetzungen wieder einführen kann. Insbesondere wird auch der Begriff der elektro­
magnetischen Masse hinfällig; als solche bezeichnet man (nach Analogie mit der gewöhn­
lichen Mechanik) den Quotienten von Kraft und Beschleunigung (nach Lorentz und

i

! ‘i

|: i

j

I

,F

■f:ii:"i-i.
!■b Untersuchungen über unstetige Bewegungen eines Elektrons, Inauguraldissertation, Göttingen 1904. 

A Die Bewegung eines Elektrons unter dem Einfluß einer longitudinal wirkenden Kraft. Göt­
tinger Nachrichten, 1906, S. 229.
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Abraham); derselbe ist abhängig von der Geschwindigkeit und von der Itichtung, in 
welcher die betreffende Komponente der Kraft gemessen wird. Insbesondere bezeichnet 
man diesen Quotienten als longitudinale Masse, wenn die Kraft in Richtung der Bewegung 
gemessen wird. Da nun bei gleichförmiger Bewegung die Beschleunigung verschwindet, 
und dennoch die Kraft von Null verschieden ist, so würde sich eine unendlich große Masse 
ergeben. Schon in diesem einfachsten Falle wäre also die Analogie gestört.

Von Interesse ist ferner die Berechnung der Energie und der Strahlung des bewegten 
Elektrons. Nach Abraham besteht allgemein die Gleichung:

E
i

■ ']

■ .d"'

S \

J- d WdA
(235) dt ’d t)'■ '1

W die elektromagnetische Energie des betrachteten Baumteiles bezeichnet;r ■■ wenn
'I.. 1r f J*J"(236) W==,'1 8 TI

‘i.,"i
\ I

; und wenn Ai die Arbeit der inneren Kräfte bezeichnet:

■ ) dAi_ 1
dt 4 JT

JJj P (S v,.f^)dxdydB(237)
4 Ji1i -I

wobei fx durch (113) gegeben ist. 

Hierbei ist ferner;
il.

li. I (238) = + f^ + fDT" \>'V ./
- undH*.1

a 21.. 321,
dx'

Endlich bedeutet den Poyntingschen Ausdruck;

= (fs/ ^ %!? + (G £)ai — U %y + (G % — f.*/ y 
= 5 S - (S ^.)^
= (gä. g)3.sin2(@, ;p),

und aut der linken Seite von (235) steht das über die Oberfläche des betreffenden Raum­
teiles genommene Doppelintegral über ®. Dieses Doppelintegral bestimmt die Ausstrahlung 
aus dem Raumteile, und Gleichung (235) sagt uns, daß innere Arbeit und Ausstrahlung 
aut Kosten der elektromagnetischen Energie erfolgen. Auf Grund unserer Formeln kann 
diese Strahlung in jedem Falle berechnet werden, indem 
und W über das Innere des Elektron ausdehnt. ■

Ini einfachsten Falle der gleichförmigen Bewegung

IF von der Zeit unabhängig (nur eine Funktion der Geschwindigkeit), also

in,

I:: [ S 21, 3 21,, 3 a,, 3 21,,;n,;i) 1}. — —■ili,1 dtj ‘dy dB dz dx/ III■ .. 1 Ä,Al 1,
IiV.

2I
-Iji

4-.V-..
I >■ ...ih
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die dreifachen Integrale Aiman1,'',Ai J 'I

nach den bisherigen Formelnwarii t’i d W
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1 ^^1- Abraham, Armalen der Physik und Chemie, Bd. 315, 1903, Gleichung (IV); dabei ist das 

dortige durch q zu ersetzen, sodann ga durch U, durch ^x.^ I M J
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rPHI iiebenso war gleich Null zu setzen, denn die Bewegung

g*=v); infolge dessen war auch keine Ausstrahlung vorhanden.

Ikräftefrei = «;, ^„ = v,war
I:El ii

'.J, I
fl. ' |;ii j:4 t\

i if M' ii. r ^ 1' i
I if »i 1Auf Grund unserer Kesultate ist aber die rechte Seite von Gleichung (237) von Null
i:' ^ Id Aiverschieden; es muh also aus (237), W aus (236) berechnet werden, und dann ergibt 

sich die Strahlung des Elektroms aus (235). Dabei ist zu beachten, daß in der Formel
d t

. 'M;

i;i
1 t

J‘ <5 öx • •4 Tl Ai = — S - dt
O

dt = ■A'M
T)

für die Funktionen gv, in den verschiedenen Abschnitten des Intervalles von O bis t
nach obigen Resultaten verschiedene Funktionen von t einzusetzen sind.

Handelt es sich z. B. wieder um die Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v 
längs der a:-Achse, so ist nach (238) und (222^)

I f ,

M H^y+C^:)^ (1 _ cü^)^
i; i*' ;»!ferner: S

" I
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3 (p\‘^ '3 (pY'd q>
— "h CO +— W —^, 

Big By ’

Wendet man den in obiger Gleichung (55) enthaltenen Gaus’sehen Satz an, so wird:

dy 3 ^ I
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wo wieder da das Oberflächenelement des Elektrons und n die Richtung der inneren 
Normale bezeichnet. Es ist ferner:

= oB (1

1—co^+ro^3 99 ay^'Brp
8 Jt Bn BtiSxJJJ q)dx dydz- (J"j COs(n,a:) q>da,
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3 (p\* B (p\ '•*
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.3 2/ dz

!||Bei Auswertung desselben sind ebenso wie bei Auswertung des in der letzten Gleichung 
auftretenden Oberflächenintegrals die verschiedenen Lagen zu berücksichtigen, wie sie für 
Unterlichtgeschwindigkeit in § 7, für Überlichtgeschwindigkeit in .§ 10 betrachtet wurden. 
Auf die nähere Ausführung der Integrale gehen wir hier nicht ein.

Den Ausdruck für die Energie benutzt man, um die Geschwindigkeit der Kathoden- 
sti-ahlen im elektrostatischen Felde zu berechnen. Sei q> das Potential dieses Feldes, so 
ist der Zuwachs der Energie des Elektrons gleich der geleisteten Arbeit^): ,

IF- IF„ = e{<p — <p„),

wenn — e die negative Ladung des Elektrons bezeichnet. Da man annehmen darf, daß

Ifl
\••

I
i.

1i'l
ISA ■I'I Ii it®IH I;

i,

I
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2 a- ist, so ist W — W„ eine Funktion von (o, für die man einendie Zeit i größer als -

dem stationären Zustande entsprechenden Ausdruck aus obigen Formeln zu berechnen hat. 
Aus dieser Gleichung läßt sich dann die Endg’eschwindigkeit a> berechnen; doch wird die 
Art der Abhängigkeit zwischen m und <p eine ganz andere sein,. als man auf Grund der 
bisherigen Formeln anzunehmen berechtigt war. Das Resultat wird wesentlich verschieden 
sein, je nachdem man (konstante) Über- oder Unter-Lichtgeschwindigkeit voraussetzt, 
sowie je nach den Yorstellungen, die man sich über den Anfangszustand bildet, wobei 
unsere Erörterungen in § 15 zu berücksichtigen sind.
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i. i! Um die Ablenkung der Kathodenstrahlen im magnetischen oder elektrischen Felde 
zu beurteilen, ist es nötig, den Begrilf der ,transversalen elektromagnetischen Masse“ 
zuvor zu erörtern. Das ist aber kaum mögbeh, ohne daß vorher das bei der Translation 
entstehende Drehmoment berechnet und die Rotationsbewegung der Elektronen behandelt 
wäre; diese Fragen sind in obigen Entwicklungen noch nicht berücktichtigt, doch hoffe 
ich darauf demnächst in einer Fortsetzung dieser Untersuchungen zurückzukommen.

Dann werden wir auch auf die Herglotzschen Untersuchungen^) einzugehen haben, 
die sich auf die Kräfte rotirender Elektronen beziehen und in besonderen Fällen von jenen 
kräftefreien Schwingungen handeln, die oben in der Einleitung erwähnt wurden.
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1 L Zur Elektronentheorie. Göttinger Nachrichten, 1903, S. 1.
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/ Berichtigungen.!
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4 JI a
Seite 25Ö Zeile 2 v. o. muh es heißen; — statt

4 a® 'y .

1" ^41' 3 (p260 In Gleichung (71) muß es heißen: statt T-3x.i. > 262 Zeile 18 v. u. muß es heißen: U statt 
276

1
1 „ 11 V. o. Für die zweite Lage ist über das Yorzeichen der Kraft

allgemein kaum etwas auszusagen.
Dasselbe gilt dann für die dritte Lage.

, 9 V. u. muß es heißen: (T—a)® statt (T—a)y
U statt tf^.ir

288■I

302 In Figur 14 „ „*v.
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