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Wihrend ich versuchte, mittelst der Elastizititstheorie des Lichtiéithers die Gesetz- t e il
sty . . \4 . - e : : | |
mifigkeiten in den Spektren der Elemente zu erkliren,’) haben andere die Theorie der |
Elektronen zu diesem Zwecke herangezogen. Da die Ausbreitung der elektrischen Kraft b I |
Zeit erfordert, so wird ein bewegtes elektrisches Teilchen (sei es ein geladenes materielles L
Teilchen oder ein Quantum von Elektrizitit ohne materielle Unterlage) im allgemeinen i
auf sich selbst Krifte ausiiben, welche die Bewegung beeinflussen. Als Eigenschwingungen R
werden solche schwingende Bewegungen des Elektrons angesehen, bei denen diese Krifte Lk A
= > w,!:c i 3

verschwinden, sogenannte kriiftefreie Schwingungen. Um diese Bestrebungen mif meinen
Untersuchungen zu vergleichen, mufte ich die betreffende Literatur eingehend studieren. B AL |
Besonders hat Sommerfeld sehr allgemeine Untersuchungen iiber die von bewegten Hlek-
tronen auf sich selbst ausgeiibten Kriifte angestellt, und aus seinen Formeln fiir den be-

sonderen Fall der konstanten Geschwindigkeit das auch sonst schon abgeleitete Resultat e | '
bestitigt, daf die Bewegung eines Klektrons mit konstanter Unterlichtgeschwindigkeit “{,_ die | 1
kriftefrei sel. | ' I
Eine Anderung der Geschwindigkeit bedingt dagegen das Auftreten von Kréften, und ¥ f
so kommt man zu der Anschauung, daf das masselose Elektron sich verhiilt wie ein triges | !
Massenteilchen, wobei sich dann allerdings die Masse als Funktion der Geschwindigkeit ‘f‘!t! "":‘V
ergibt; und auf Grund dieser Resultate konnte man dazu iibergehen, die Trigheit der e ': 1':’:1"ﬂ

materiellen Massen umgekehrt durch die scheinbare Trigheit der Klektronen zu erkliren,

so daf sich die Masse aus Elektronen zusammensetzt und nur deshalb konstant zu sein

C

scheint, weil die in der Mechanik vorkommenden Geschwindigkeiten nicht grof genug sind,

um die Abweichungen hervortreten zu lassen. Die fundamentale Wichtigkeit dieser neuen

Auffassungsweise der Mechanik erfordert vor allem eine volle Klarlegung der Grundgesetze | |
fiide e |
\
1) Zur Theorie der Spektrallinien, Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der K. Bayer. Akademie W-”I’ o
der Wissenschaften, Bd. XXI, 1901 und Bd. XXII, 1903. KEs sei bei dieser Gelegenheit bemerkt, dag ich ‘;f |

am Schlusse der letzteren Abhandlung in den asymptotischen Werten bei der Korrektur irrtiimlicher Weise i L |
eine Quadratwurzel durch eine vierte Wurzel ersetzt habe. — Unter Beniitzung genauerer asymptotischer L W |
Entwicklungen habe ich inzwischen die Untersuchungen fortgesetzt und Formeln erhalten, die sich den b  §
Beobachtungen besser anschlieBen; die Resultate sind vorliufig zusammengestellt in meiner Rektoratsrede:
Gestalt und Spektrum der Atome, Stiddeutsche Monatshefte, 2. Jahrg. 1905 (englische Ubersetzung in
The Monist, vol. 16, Chicago 1906).
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fiir die Bewegung eines Elektrons, und eine solche versuche ich im folgenden auf Grund
der partiellen Differentialgleichungen der Elektronentheorie zu geben.

Die dabei gewonnenen Resultate sind von den bisher erhaltenen wesentlich verschieden.
Ich kniipfe zuniichst an den allgemeinen Ansatz an, den man Sommerfeld verdankt;
in den Aufsitzen des letzteren kommen verschiedene Entwicklungen vor, die mir aus
mathematischen Griinden nicht haltbar erscheinen. Ich habe deshalb seine ganze Unter-
suchung von neuem durchgefiihrt und dabei moglichst ausfiihrlich alle zweifelhaften Stellen
erdrtert. SchlieBlich habe ich in § 16 die betreffenden Stellen eingehend bezeichnet und
besprochen, zugleich auch klarzulegen versucht, weshalb die #ltere Behandlung der Be-
wegung mit konstanter Geschwindigkeit (nach Lorentz und Abraham) dazu fiihrte, diese
Bewegung als eine kriiftefreie anzusehen.

Die vorliegende Arbeit behandelt nur die reine Translation, und zwar fiir den Fall,
daf die Bahn des Elektrons und die Geschwindi
ganz allgemein die durch das Hlektron erzeugte Kraft berechnet. Erliutert ist die allge-

ceit willkiirlich gegeben seil; es wird

meine Theorie durch den Fall konstanter Unterlichtgeschwindigkeit (§ 12), wobei sich die
Kraft nicht gleich Null ergibt und der Grenzfall der Bewegung mit Lichtgeschwindiglkeit
ohne Schwierigkeit erledigt wird. Hiernach dirften die erwihnten Vorstellungen tiber
die Erklirung der Trigheit materieller Massen aus der Elektronentheorie sich nur unter
Hinzufiigung neuer Hypothesen aufrecht erhalten lassen. Auch die Vorstellung, dak ein
konstanter elektrischer Strom der Elektronenbewegung mit konstanter Geschwindigkeit (dem
konstanten Konvektionsstrom) dquivalent sei, ist nur qualitativ, nicht quantitativ zutreffend,
da ein konstanter Strom keine Selbstindulktion zeigt, ein konstant bewegtes Elektron
dagegen auf sich selbst Kriifte ausiibt.

In gleicher Weise ist die Bewegung mit konstanter Uberlichtgeschwindigkeit
behandelt (§ 13), wobei der Grenziibergang zur Lichtgeschwindigkeit sich ohne Anstand
vollziehen lift und zu demselben Resultate fithrt, wie beim Ausgange von Unterlicht-
geschwindiglkeit. Weiters sind die allgemeinen Formeln zur Behandlung der gleichftrmig
beschleunigten oder verzogerten Bewegung verwandt; dabei zeigt sich, dak der allméhliche
Ubergang von Unter- zu Uberlichtgeschwindigkeit und umgekehrt sich ohne jede Schwierig-

keit vollzieht.
Alle Untersuchungen beziehen sich auf Volumladung, d. h. es wird vorausgesetzt,
dafi das bewegte (kugelférmige) Teilchen sich wie ein Nichtleiter verhalte, dessen ganzes
Innere elektrisch geladen ist. Die Voraussetzung blofer Oberflichenladung kann durch
Grenziibergang leicht erledigt werden. Ich werde darauf in einer Fortsetzung der vor-
g liegenden Arbeit zuriickkommen, in der dann auch die rotatorische Bewegung Bertick-
sichtigung finden soll.
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§ 1. Das elektromagnetische Feld eines bewegten Elektrons.

Die von einem bewegten elektrischen Teilchen (z. B. einem Klektron) ausgehenden

Krifte hingen von zwei Potentialen ab, dem ,skalaren Potentiale“ ¢, das der Gleichung:

(1) @ — e A
geniigen muf, und dem ,Vektorpotentiale® 2, dessen Bestandbeile s, 2y, A durch die

drei Gleichungen:

)

bestimmt werden.?)
statische, das Vektorpotential 9l in das magnetische
bedeutet " den zweiten Differentialquotienten von ¢ nach der Zeit ¢ an dem im absoluten

Raume festen Punkte mit den Koordinaten z', %', #', und es ist:

Es bedeutet ferner o die elektrische Dichte an diesem Punkte, ¢ die Lichtgeschwindig-
keit, und b, v, b, sind die Komponenten der Geschwindigkeit

(3) v = i/ 0 _;’—*}:[}}),7—}- DE,

mit der sich das Elektron bewegt.

Nur im Innern des Elektrons ist ¢ von Null verschieden; es ist also o eine im
allgemeinen unstetige Funktion des Ortes und auBerdem (da der Ort des bewegten Elektrons
sich mit der Zeit #ndert) eine Funktion der Zeit. Die dadurch der Integration entgegen-

stehenden Schwierigkeiten kann man in folgender Weise beseitigen.

bl

| 1

Hs werde ein mit dem BElektron fest verbundenes Koordinatensystem (x Z) ein-
o/ 9 b
gefithrt, das sich mit der Geschwindigkeit v im Raume translatorisch bewegt, d. h. es werde

t
.X}I = —{—‘fu;vdt,
0

i
(4) y' =y + {v,di,
(0]

¢
8 =z —{—j‘ng at
1]

1) Vgl. in Betreff der Literatur den Artikel ,Maxwells elektromagnetische Theorie“ von H. A.
Lorentz in der Enzyklopidie der Mathematik, V 2, 1, und fiir die Ableitung besonders Abraham,
Prinzipien der Dynamik des Elektrons, Annalen der Physik, Bd. 315 (neue Folge, Bd. 10), 19038, (franzo-
sische Ubersetzung in dem Werke: Jons, Electrons, Corpuscules, herausgegeben von der Société francaise
de physique, Paris 1905, t. 1), ferner desselben Verfassers Werk: Blektromagnetische Theorie der Strah-

lung, Leipzig 1905.
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gesetzt, wobei vorausgesetzt wird, da die Bewegung des HElektrons zuz Zieit

£=0 beginnt. Bezeichnet dann ,’\C den Differentialquotienten von ¢ nach der Zeit an
o b

einer mit diesem Koordinatensystem fest verbundenen Stelle, so ist:

A . dgdz  depdy  dpde

TE = U eE S e dides 9k dit
oder nach (4):
o s 2@ Q@ 2@
: — o + - by - v
& at e e b 2 S

wo nun b b, v, gegebene Funktionen von sind.

Durch Wiederholung dieser Differentiations-Operation erhilt man:

i 2% @ L Pl @ d e 3 : ",)
= — - ]
: A dx dt

wenn zur Abkiirzung folgende Bezeichnungen eingefithrt werden:

dp day 2oidl, 3o ady,

7

: af/ ’:[Dg
Qe dt

ax dt ax dt ray dt

3% ¢
8 ! D\r —
2x At
32 m 32 m» 2 22 ¢ 32 g
¢ 5O ) % = / 3
Bog L L Lyl 29,0, —~— + 20, 20,0, .
“uxy e ¥ 9y-* 2 © " 9ydz “dx oy
Die Differentialgleichung (1) wird infolgedessen:
'3,2(1 2 dﬂ. 2 3‘(1‘ R 22 Q :
(6) s Hia et RO N L i sede i —clo;
i 2 17 dx dit 2xrat oy

Hier ist nun die elektrische Dichte o fiir jeden mit dem bews rsteme fest

[

lichen S;

verbundenen Punkt z,y, # von der Zeit unabhingig, also nur noch von z,y, 2 abhiingig,
und zwar gleich Null auBerhalb des Elektrons.
Indem man die Funktion o = f (@, %, 2) durch ein Fourier’sches Integral darstell,
lifst sich die in dieser Unstetigkeit liegende Schwierigkeit umgehen.?) Es ist nach Fourier:
-+ » ~+ w
: i e S e g cuan e s
f@ye =) ‘5‘) dkdldm §\§f ook m) et 2t ddiaw,
(o)1) L s s %
worin :
S@—)hk=@—x)k+ (y— N1+ (2 — pm.
Indem wir durch die Gleichungen:

(") 0 — 0/‘81{3; — pi(kx ly -+ mz)

’8

(®) R

5 A 7 /7;‘5‘/\‘2' A 2
g S o (s, A, ) e dxdldu

—

') Nach dem Vorgange von A. Sommerfeld (Gottinger Nachrichten, Jahrgang 1904), dem wir in
den zunéichst folgenden Paragraphen uns anschliefien, von dessen Resultaten aber die unsrigen wesentlich
abweichen werden (vgl. unten § 16).




e e e et e o A e e <

239

zwei von k, [, m abhiingige Hiilfsfunktionen einfithren, lift sich obige Fouriersche Formel

in der Gestalt:

9) 0 —qlz e — j“ P.o-dkdldm

e

schreiben. Diesen Wert setzen wir auf der rechten Seite von (6) ein und erhalten dadurch

eine fiir alle Werte von z, y, # gliltige analytische Darstellung der Funktion p.
Von den mehrfachen Integralen machen wir uns frei, indem wir auch auf der linken
Seite von (6) statt der Funktion ¢ mittels der Formel
|

o0

|
(10) o= o' @ l,m)-P-dkdldm

oine weitere Hilfsfunktion ¢’ einfilhren. Die auf der rechten und linken Seite von (6)
dann unter dem dreifachen (nach %, 7, m) genommenen Integralzeichen auftretenden Funk-

tionen setzen wir einander gleich und dividieren beiderseits mit P; so entsteht die folgende

rartielle Differentis

gleichung fiir die von #,¥, 2, k, {, m und ¢ abhingige Funktion ¢’:

x 22 o' da’ dbo, : 3% ! % ' : = &
(11) G Boa? Glenip oitli L daipee G et A i Y
; 2 12 Ax di dx 3t dx Ay :

Die Differentialgleichung ist der Gleichung (6) vollkommen analog gebildet; statt der
unstetigen Funktion ¢ = f(#,%,#) steht nur jetzt auf der rechten Seite die durchaus stetige
Funktion o', welche durch (7) eingefithrt wurde. Die Bestimmung der Potential-

funktion ¢ ist daher vorliufig zurlickgefithrt auf die Bestimmung einer

spezielleren Potentialfunktion ¢, welche einer durch den ganzen Raum stetigen
(wenn auch imaginéren) Dichtigkeitsverteilung o’ der Elektrizitéit entspricht.

Die Berechtigung der bei dieser Zuriickfiihrung benutzten Operationen bedarf aber

noch der niheren Untersuchung; die Gleichung (6) néimlich fithrt nur dann auf die Gleichung
(11) fiir @', wenn es gestattet ist, die Differentiation der durch (10) definierten Funktion ¢
nach #, y, 2, t unter dem dreifachen Integralzeichen auszufiihren. Bleibt die Funktion
@' (&, 1, m) fir unendlich grofe Werte von £, I, m endlich, so ist diese Operation jedenfalls
erlaubt, wenn auf der rechten Seite von (10) unter dem Integralzeichen der Faktor
e—?s hinzugefiigt wird, wo s die positive Quadratwurzel :

(12) s=Vi+ P+ m? B | EE |

bedeutet und p eine positive Konstante bezeichnet. Setzen wir also: LR By
+ i A

(13) o= e & TLm)- P-dkdldm

und zur Abkiirzung:

: ?q dq dv o By ey i

14 Dp="1 _ =908 Vg 88 < -hys e d g

i) Lol dx dt axat * - 3wy :

so geniigt die Funktion ¢, nicht der Differentialgleichung (6), sondern der Gleichung:

(15) Do, = [{fe-rP.o' - dkdldm;

und das ohige Verfahren, welches die Gleichung (6) auf die Gleichung (11)
zuriickfiihrte, wird nur anwendbar sein, wenn die Gleichung:
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(16) (D (4] !,r)IJ: 0 — [) (’,’ )/) =0
als bestehend nachgewiesen ist. Mit diesem Nachweise werden wir uns im folgenden
noch beschiftigen (vgl. § 5).
§ 2. Das Hilfspotential ¢'.
Ein partikulires Integral der Gleichung (11) finden wir durch den Ansatz:
(17) ‘,/;i = 01'|Q/;.n—!—l;/~|—m,e\ Z,“\ﬂ — piSks= I,‘{ﬂ‘

wo I allein von der Zeit ¢ abhiingt. KEs ist dann:

2, PR EE : 3 S
aa ;/3[ — piSku La’z,“’( ) Lo = —F + 1+ m?)- F @),
aqq (7DJ it e d by
S { Sk-
S e i e - (%) - at’
... . BED
3% 51 by =z¢te di § ks vg,
22 A . = . 9
88 glj i R G SeS b = e eSO e () (S bR

Durch Einsetzen des Ausdrucks (17) in (11) und Fortlassen des auf beiden Seiten
von (11) auftretenden Faktors e!$** erhalten wir also fiir F (f) die lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung:

al (/ i d v,

<) LAl 0 i - /.2 <2 > SR ] - mf Fl— _>
(18) e 8711 s®—i8k- e (S bug)? | F = ¢,

worin s wieder durch die Gleichung (12) definiert ist.
Diese Gleichung 1é8t sich durch die Substitution
19) P=gqg-f

vereinfachen, indem man die Funktion a so bestimmt, daf das Glied mit - i herausfillt.

dt

Es wird zunichst:

2 i . ,
(20) a2 L4 "(%l’zf-—aiVSA-nm)‘qul‘/ og ’zasmﬂ 5% a4 (Shb.)? a—LuSZdD f=c

Es soll demnach a der Bedingung
da . : : 3
e =er o S8kve,=i-a- - (bv,+ lv, | muy,)
geniigen, wodurch sich a in der Form
(21) a — e'Sk%,
bestimmt, wenn

S ‘ f i ¢
(22) By = (v.dt, B, =fv,dt, B,={(v.dt
173} i

to
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|
gesetzt wird. In der eckigen Klammer, welche in (20) vorkommt, wird infolgedessen: |
79 75 7 BN e
d? a ada et ATy ) I
—— =i—8kv,+tia8k—=4ia8k— —a (S0, )2 il
dite dat dit at G {
b A
und die genannte Gleichung nimmt folgende vereinfachte Gestalt an: RS
x o i
o !
2 .
: e . !
. e
Ersetzt man die rechte Seite durch Null, so ist das allgemeine Integral der ent- VIR
A e i Ligh o 5 5 S 5 | gl |
stehenden homogenen linearen Differentialgleichung gleich: -1"
A
A - cosin (¢st) + B -sin (¢st), 1
wo A und B Konstante bedeuten; folglich wird:
y 3
Cr o = 7 b X Lt !
(24) F— e~ 188500 gin ¢ s (f — w) - du + A cosin (¢s?) + Bsin (¢st), R {
S o 1 : ) |
A W L
wo das Zeichen B, (#) andeutet, daB in dem durch (22) definierten Integrale %, (f) die ‘
obere Grenze ¢ durch die Integrationsvariable % zu ersetzen ist. IHine Anderung der MR
unteren Grenze #, bedingt nur eine Anderung der Integrationskonstanten A4 und B. il '
T s . . o . . . {f
Es empfiehlt sich, die gewonnenen Ausdriicke durch die Substitution 1 =¢ — u A | |
: S ] | i
umzuformen; es wird dann nach (19): el 1 {
oy i
t—ty d
(25) I'= - g 0!8k 1) —i8kB,t—7) gin ¢ v -d v + ¢'5%B® (A4 cosin ¢st -+ Bsin ¢ sk). e i
0 8

Der Exponent von e unter dem Integralzeichen ist:

! r‘*‘a it i 'Hf‘ L

% o o E 1T I
SEDB, ) — B, (t — 1)) = /;j‘ vy (7)d v + [j v, (z)dz + m § v, (7)d . IER :11
5 / ; - LA . { | g
tt t—7 t=v AER i AW e
y - as il 'l i
Setzen wir also zur Abkiirzung ’ 18 '"ah fi Ml
i {1
{ t i o iy | | l‘., ‘,.I,HW
(26) & *——f AR 5’ D Ehdies oo— 5 b (z)d 7] b
t— 1 li—a Z;r

so sind &, 7, ¢ die Koordinaten desjenigen Raumpunktes, an welchem sich ein Punkt zur
Zeit ¢t — v befand, der sich zur Zeit # an der Stelle %, 7, # befindet. Nach (17) und (25)

wird dann: il |
5 ! v
. G S L ; iSkao+ iSkB, 0 . - | i |
== et Dgincsr - dr 4 B8O 4 cosin ¢st + Bsin ost). i
0 |
Aus diesem partikuliren Integrale @i findet man das allgemeine Integral ¢ von (11)
durch Hinzufiigen einer allgemeinen Lisung derjenigen partiellen Gleichung, welche aus i A |
Z s 3 - . < ; AN
(11) entsteht, wenn man die rechte Seite durch Null ersetzt; eine solche Ldsung -ergibt i} 4%
\. I 1

sich aus der allgemeinen Losung der Gleichung:

- L[ D i
d) c;) (C 5 + =0 3 g
Bl i
Abh. d. II. K1. 4. K. Ak. d. Wiss. XXIIIL. Bd. 1I. Abt. 32 : il
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(deren linke Seite mit der linl

ausfiihrt, welche eben dazu diente
und die linke Seite der letzteren

veice von (1l)

.l\—'[:y‘lili:s{‘

man demnacl nntlich

rer ¢ durch ¢’ ersetzt. Die F

in erste
Weise darstellen:

1o

&= = ffdaapdy f§§ 1,7

o 4 — @

4 (Necosin dtdidudy

Sinkt
— diduwdy;

(ffdadpdy S§§F QG uv)cosin(4+ B+ O)

1
+ .
o J1 A

onen von 4, w, » unc

hierin bedeuten f; und f, willkiirliche Fun

P = ('qug —— ﬁ’}‘) + /‘
_11 = qa (\L'/f' - — /) j)) — /,f !./// ik ‘/{k’.. ('

e

y, 2 durch die Gleichungen (4) zusammenhédngen. Fir

gesetzt worden, wobel z',y’, &' mit a
¢

= () wird:

(Pi=0o=T1 (=¥, 2),

|

Den Anfangspunkt { =17, unserer Bewe lassen wir mit der Zeit

zusammenfallen; dann ist die allgemeine Losung von (11) in der Form:

//,' = r,,; J:- &b
gegeben und es bestehen die Anfangsbedingungen:
((/v:)f:“: (*1'5'.“"'4} + ]"1 (1-’7- Y, 2).

B+ f,(xy,2).

o¢
> ey
(af =0

Aus @' wird das eigentlich gesuchte Potential ¢ gemif der Formel (10) berechnet,
vorausgesetzt, daf sich die am Schlusse von § 1 erwihnten Bedenken beseitigen lassen.

I . ‘ oQ . . : : diticke ot
Es verschwinden offenbar ¢ und ,\; fiir £ = 0, sobald die entsprechenden Ausdriicke g¢
3

SR 23 ; 4 =l - :
und /[-- fiir £ = 0 verschwinden. Nun soll das Elektron vor der Zeit ¢ = 0 noch in Ruhe

sein, und die Bewegung soll im Momente # = 0 beginnen. Wir miissen also annehmen,
daB die Gleichungen

, dq -
@.— 0. und (’f — 0

W

fiir £ = 0 erfiillt seien und demnach
G B0 Ty = G

wihlen. Fiir das von uns behandelte Problem geniigt es demnach, die Funktion
@' in der folgenden partikulfiren Form anzunehmen:

i
= , ¢ e
(27) P = - f@‘s"(‘”“) sincst-dz,
S0
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worin (wie auch oben) 8k (x -+ &) fiir die Summe k(x + &) +I(y +5) +m (e + &) ge-

schrieben ist. Auf eine andere (fiir die Elektronenhypothese vielleicht niiher liegende) An-
nahme {iiber den Anfangszustand gehen wir unten in § 15 niher ein.

3. Die Hilfsfunktion P.

(VIA

Das mehrfache Integral P, welches durch Gleichung (8) eingefithrt wurde, 146t sich
unter besonderen Annahmen iiber die Gestalt des Elektrons noch niher ausfiihren. Wir
setzen von jetzt an das Hlektron als Kugel voraus, die mit einer gleichférmig
verteilten Volumladung & erfiillt sei.l)

v interpretieren wir als Koordinaten eines Punktes in Bezug

Die Hiilfsvariabeln =, 4,

auf das bewegte (im Elektron feste) Koordinatensystem; den Abstand dieses Punktes vom

Anfangspunkte bezeichnen wir mit o, den Radius der das Elektron bildenden Kugel mit a;

dann 1st: L
Q 1 e
o & it
0 = const — e o =a, 1
(28) 4daad !
0o—0 SO '
Bei Berechnung von ¢ handelt es sich dann um eine Integration fiber das Innere i
einer Kugel; wir werden deshalb Polarkoordinaten einfithren, die sich auf den Mittelpunkt hil

dieser Kugel (d. 1. den Anfangspunkt des bewegten Koordinatensystems) beziehen. Als
Achse dieses bv\tunn denken wir uns die Verbindungslinie s des Punktes %, I, m (wobei
diese GroBen auch als Koordinaten eines Punktes im bewegten Systeme gedeutet werden)
mit dem Mittelpunkte. Um diese Achse herum werde der Winkel y gemessen, der Winkel

dagegen von dieser Achse aus und zwar so, daff der Strahl s mit dem Strahle ¢ den
Winkel 9 einschlieft und somit die Formel

JM(,‘

Skx kw +02+mpu

(29) cosin ¥ = S - L ‘] |
' : | LAY i | |

besteht; das Volumelement wird gleich: ! | f :"”, ﬂiu»
| ‘ v"‘\,,‘,.l‘”m {|

o?-sind-dodydd

und ¢ lduft von O bis @, v von O bis 27, & von 0 bis w. Die Gleichung (8), verbunden

mit (28), ergibt somit:
g o 2z 7
, 9 & b & s A e g
P=- j o? d ()J dy )y e—isocosindgin 9 g,
0

32 a3 7t
so daf P als Funktion von s (und a) erscheint.
Die Integration nach w kann sofort ausgefiihrt werden und liefert den Faktor 2 x;

=)

die Integration nach ¥ fuhrt auf:

e 168 cosinz‘)\z 4) SlIl S 0
0

S$0

S0

und nach Einsetzen dieses Wertes lifit sich auch die Integration nach o erledigen; man findet:

1) Fiir Oberfliichenladung vgl. den spiter erscheinenden zweiten Teil der vorliegenden Abhandlung.
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(30) s
BETT:
Diesen Wert von P und den in (27) gefundenen Wert von ¢; fithren wir in das

darch (10) gegebene Integral ein und finden:

,E,/L {

B CEiASIhas — G5 COSINGS i :

(31) Q= 5— j j f? S adkdldm ji eS8tz aincsx dic,
g Sl @’ s .

— 0

wobei nun s durch (12) definiert war. Auch hier 1iBt sich das Resultat

von Polarkoordinaten vereinfachen; als Achse derselben wihlen wir die

den Punkt z + &, v+ %, 2+ ¢ mit dem Anfangspunkte
verbindet; von dieser Achse aus moge der Winkel @ gezihlt werden, d. h. der Winkel
zwischen der Richtung & und dem Strahle, der denselben Anfangspunkt mit dem Punlkte
zt die Inte

n Bezug auf das im Raume feste System &',

, m als Koordinaten

k, I, m verbindet. Dabei deuten wir je

eines Punktes allerdings hatten wiz

te System

bei Berechnung von P in § 2 dieselben GroGen £, [, m auf das im Flektron fé

bezogen; damals ergab sich P als nur von s= Vk? 4 I* 4 m? abhingig; und nachdem

dies Resultat gewonnen ist, ktnnen wir den Hiilfsvariabeln %, I, m, denen direkt keine
leutung beilegen.
laufenden Winkel .

geometrische oder mechanische Bedeutung zukommt, jetzt eine andere Be
Um den Radiusvektor R

herum zihlen wir den von 0 bis 2=
Dann wird:
‘

I

S/xf \"’.](} —f» :> — Z; (3/’ _1_ nf) Jl' (/

y+ )+ m(z -+ )=sRcosin 6,

und:
o 7 2 i
1 A4S — &S eosin &S (. e o b e : .
—— g sin @ d 6 g a'¥ ; eisBeosin®qin cor. d7.
.

o/ Ly,

) 0 0 0

Auch die Integrationen nach @ und ¥ lassen sich ebenso, wie oben diejenigen nach

¢ und v, ausfithren; und so findet man:

3 o0 % . i
: S&C (‘SIn@S—ascosinas foos o dt
o e e ST T A e a s SN CST « 81N fi8 .
D) 1 2 g
(33) ’ Qi as G . y

0

Unter der Voraussetzung, daf auf der rechten Seite die Integrations-
ordnung trotz der Unendlichkeit der einen Grenze vertauscht werden darf,
wiirde man ferner erhalten:

s
i

, 3 el S
(34) g j n 4T,

2.x%al

(1]
wenn:
=
S sinas—ascosinas . :
(34 %) S — [’»;—v« -sin ¢sz -sin Rs-ds,
- ¥
0

(34) BR=@E+ 9+ U+ 0+ e+ 07

gesetzt wird. Wir kommen auf die hiermit beriihrte Frage sogleich zuriick.

te}
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§ 4. Berechnung einiger Hilfsintegrale.

Bl
auf die Auswertung des In- it

Ist die

teorals S an.

el (34) anwendbar, so kommt es zu

31

b RE

I

renzieren wir dasselbe nach @ und fithren die Differentiation unter dem

Integralzeichen aus, so wird:

@ | \

2 S & : - ds
=a | sinas-sinczs-sin RS i gl |
(47 . S £ |
(4] !
Das rechts stehende Integral ist aber nur bedingt konvergent, und deshalb ist die ik 'LJ |
Zuldssigkeit der Diffi 1 r dem Integralzeichen zweifelhaft. Um alle Zweifel f
o = !

zu beseitiogen, betrack llgemeinere Integral, welches entsteht, wenn wir unter

T

dem Int

chen den Faktor e—7¢ hinzufiigen und gehen nachtriglich zur Grenze p = 0

iiber.

3dJ, ‘
: i i
o a Al

sinfasinyz-de=J,—a

(35) b fotne N0 T -
) A
)

wenn:
‘? £ &

(36) Jp = g e—P% sin a x sin Bz sin y (/I LI AR

gesetzt wird. Hs wird ferner: w::"”“f :

: @w bl
2, ! ' - S ax { it B
—— = fje Prfcosinaxrsinprsinyxr-—, il L |
J 2 ! {
da 5 {ialri i 11
L L ||

@

il e
r”‘-y‘jpgl' ,,Ilf"[ \ jj;. "
Tt

az 1
g A, [
fi A

— {c" P% gin g @ sin f 2 sin y &
:

0 i
Das letzte Integral ist unmittelbar bekannt, denn setzt man:

5 1 L S LY y 24 "y
Foizpnl f UG+ Bmels =gep )

(3)7) 7
()!’; ==l _*— /f + 7 04 = a — ‘lf:)) =k
so Ist:
sina & sin Bz siny x = — (sin 6,  + sin 6, & —sin d, & — sin 6, ) i
4 2 |

: J‘!‘!Iiw‘;“ i
und folglich: il
Lo

o S o e OB
— “ el oW & f(j‘/'l sin 0, &
,0 J

@ : g % dx = o e dz
,,,f({ —P% qin O%x —J e=2% sin (3417/’ =5
: : ' z /

3 e / 7
Qa 4 L 0 % 0

Die hier rechts au.{'tretenden Integrale sind bCkFlHHt; man hat:
o]
@0

")4/1417 1 K,«dxl e v !3
¢ sin 0 & — anchano -
: P

0
und somit:
( 3 T i 5 5 s, =
(37%) € 2 __ __ |arctang —* + arctang -2 — arctang —> — arctang -* |.
2 a° : = P s D]
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T T R = P e e 4 T YA bt i

Von hier kehren wir durch zweimalige Integration zu o, zuriick; zundchst ist:

o) ; L o) n 6% -+ p?
dretang — - da — O aretang — — —log——
o 2 > D Fai P2

wenn 6 irgend eine der Zahlen 4, d,, d,, 6, bedenkt; folglich:
34d ) 9, 0. 0, O, 0 J
i 5%'4 = ; arctang ' - f arctang —% — L3 — ;* arctang —*
a 4 P 4 P 4 . 5
SR /) = /(_[)'—’ 4+ 0 ) [1 —+ (,_)\ -
sl oy o) "
Die Konstante bestimmt sich durch die Annahme o« = 0; dann ist bekanntlich:?!)
<€D
3 N 3 B
(< r/. . E w X
£ = g e ?% gin Bz sin y &
il e )
S
o 7o ey 3% i s 70 B T b ¥ S S 2
Dt B =) B = Y ) 2 o 1w 20 v
= /——7{)]’— arctang teal oo arctang ——~ + = log=, ———"L,
p 2 D 4 Sp e\ f )
folglich const = 0 und:
o, : , L
= e 2 cosin @ sin B x Sin y X
a .
(1]
i 2y . S 5 5 5
Hors ) (p? + &) (p? o5 ) (‘) ) 0, 0, 0,
(38) — = ]ou £ -+ ) U L ! arctang - 2 arctang —2 4+ —? arctang —2
S (p? + &) TEE L T 2eep 4 2aD 4 P

) S

‘54. ]

-+ —— arctang —=.
4 =i

ir eine nochmalige Integration bedienen wir uns der Hilfsformeln:

o2
j’x/ arctang  d @ = (f = _)) arctang  —

§log (p* + 2°) dz = = log (#” + p*) -+ 2 p arctan; ;} — 2

und finden:
an
3 : ! : @z

Jy :Jfﬁﬂ’“ sinaxsin f xsin y @
a

0

(89) =+1[6,log(»* -+ )+ 8,log (p* + &) — 3, log (p* + 65) — 6, log (p? + 07)]

3 Al

] s o) ) o)

i y2 SR e ] 2 2 £ §2 ot

-1 07 arctang -1 |- 9] arctang —2 — &; arctang -* — 4} arctang i].
o L P P P Ry

: - > , d :
Gehen wir nun zur Grenze p = 0 {iber, so ist zu beachten, daB arctang gleich
7
)
ik

7 . Ty : o =it -
-+ 5 oder gleich — - wird, je nachdem 6 positiv oder negativ ist; demnach haben wir

&

folgende Fille zu unterscheiden:

1) Vgl. Meyer-Dirichlet, Vorlesungen tiber bestimmte Integrale. Leipzig 1871, S. 298.




la =0 =

/

es ist ,> 0 und 6,> 0 (4, ist immer > 0, da natiirlich a, ,

Zahlen bezeichnen sollen).

da 3
e q T 5,
(40) 5 7
2 o, =a—p—yp=0,

(5 + 0t — 0 =— T (F — 17,
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y positive

(o S—— 2@
S o,=0a—p a0
7 bsan 9 9 &) 7T 9 9 2 s i ¢ ¢
Jo = —pOIF A —— (@4 B F i =2y 2ya)

(o], 7T 7
P J < T 7
k T 78'((31 Fd,— 6, 06,)=— i 5 — ),
. ) X

(407) 8, =g [a* — (6 — 7]

. 8=>a>yp; esiist 6, > 0" und §; =6
iz 6 =a—f+9y>0,

: IS g 9 2 T e | g ¢ 0 5 <
Jdo=— =B+ hE—G)=— (a0 ¥ Dafi= Ly 2
(@

16

ae/, 7t § 7T o)
('9 (:)0“; % (0, - 0, — Oy 1 O )= — T (0 —p—9),

Tt

S By et e

2. (5‘,——:-0['———/“))—}—;/:0,
Tt

16
3570 {1 (R
= Celmnt s

(3&)0 8 ("(1

< [a — (8

g

S+ o) =——c@—fty

(41%) vy —~Bayl;

E. g L 53)2__]’; (P4 2+ —20f—28y—6ap),
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s 0, — a4 — /‘/’) =i = ()
2
Tl , _, A
S HeS2 i = 2ol
Iy = — w(u d; O+ 0) =ay,

|

(417) S, = 0.

IIl. >y > a; es ist 0 < 0, wihrend 9,

gelten also die Formeln des vorhergehenden Falles.

itiv oder negativ sein kann; es

[V.o. >a>p oder y> > a; esist ,> 0, 4, <O, wihrend J, positiv oder negativ
sein kann; wir haben im vorigen Falle # und y zu vertauschen, also:
1. 6,=a -~ p—y>0; es gelten die vorstehenden Formeln unveriindert,
2. ,=a+ f—y =0; es gelten ebenfalls die Formeln des vorhergehenden Falles,
3. 0, —=a -+ f—y <O0; es wird
- TT (3 J 7 :
(42) Iy =2 a8, KM“)O: 58 8,=0.

Unter Beiseitelassung der Grenzfille, wo eine der Griben ¢ verschwindet, honnen
wir diese Resultate in folgender Form zusammenfassen:
Stellt man die drei Zahlen a, 8, y durch Strecken dar, und bezeichnet S,
[

das in (34?%) definierte Integral, so ist:

'll) ;\0_—- 8 J*”- s (/g) i ) »{.
wenn sich aus den Strecken «, 3, y ein Dreieck bilden ldft, dagegen:
g T
/ (et A
(ii) ht= PV

wenn sich ein soleches Dreieck nicht bilden 1iaft, weil a > 4+ p ist, und:

| (l:)) bf” - U,

wenn die Bildung des Dreiecks dadurch unméglich wird, daf a<pf—y (wenn
B>y) oder a <y —f (wenn g <yp) ist.

Es ist von Interesse zu sehen, welches Resultat sich ergibt, wenn man vorstehende
Rechnungen durchzufiihren versucht, ohne unter dem Integralzeichen den Faktor e—#% hin-
zuzufiigen. Zu dem Zwecke geht man von der obigen Gleichung (372) aus, welche uns

fiir p = 0 sofort lehrt, dafy das Integral:

16 R S fhE dx
(46) ] = fsm QXS PE SN yxr —
0 A
durch die Gleichung:
& T JT at T
Ty | e
e SO B
Hle % 5 o

gegeben ist, wenn d,, d,, d,, 9, simtlich positiv sind, dagegen durch:




e 1t omam e T e S S

7T T 2\ -
iy (rr L = ﬁ') o
. 4 G ’ 9 ¢ ¢ A2
2 2 2 2 4
wenn 0,, J,, 0, positiv, o, dagegen negativ ist, wobei a > £ >y angenommen wurde. Da

j in a, fi, y symmetrisch ist, kann man das Resultat in folgender Form aussprechen: Das

J

obige Integral j hat den Wert 4 oder 0, je nachdem sich aus den drei Strecken
a, B, v ein Dreieck bilden 1Bt oder nicht.

Integrieren wir nun j nach a® und vertauschen die Integrationsordnung,
so wird:

@

g‘ Sar -

g oosiaEE dz 7
sinfasinyx— =8
i

2 02

f, aid o —
b

das in (85) definierte Integral fiir p = O bezeichnet. Setzt man links den

wo S, wiec

oder (}) fiir j ein, so ist damit auch S, bekannt. Fir kleine

/

: o 7T
gefundenen Wert (;ﬂso

4

Verte von a ist sicher ¢ < + y und auch (wenn wir f > y voraussetzen) a < pf

y, also
ein Dreieck unmiglich und j = 0, folglich:
S —10 file 0 g =0 5. wWeln g =y

und ebenso:

S, =00y, 0<a<\ypy—f7 wenniy>p:

Wird aber a> 8 — » (bzw. y — f), so wird das Dreieck moglich, falls a den Wert

B -+ y nicht iiberschreitet; es ist folglich:

~ 9 T 7T 9 N 9" ey — /
S f 7 dia —ic [ =i =] cfuah =< p— g =<5 |
_ ey &
und ebenso:
5 9 7T I - g D N9 5o n )
O =— f Tode= S [2— (B — pP] fir 0<y—B<a<p+ y

Wichst die obere Grenze a weiter und geht tiber den Wert § 4- y hinaus, so ist
das Dreieck wieder unméglich, d. h. j = 0 und:

v T \2 ‘o \o- E ¥ , e
S, :j - a da — 5 [B+ ) —B—yfl==5— fir >y und a=>p+ y

und ebenso:

tic p=spund o 00

Die hier gefundenen Werte?!) stimmen mit den in (43), (44) und (45) angegebenen
vollstindig iiberein; bei diesen Rechnungen ist es also erlaubt, die vorkommenden
Vertauschungen der Integrationsordnungen vorzunehmen. Da aber das Integral j
bedingt konvergent ist, gibt das hier zuletzt eingeschlagene Verfahren kein sicheres Resultat.

1) Auf dem hier zuletzt eingeschlagenen Wege hat Sommerfeld a. a. O. (Gottinger Nachrichten
1904) die Werte des Integrals S, abgeleitet.
Abh. d. TI. Kl d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt. 33
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§ 5. Uber die Zulidssigkeit der vorgenommenen Vertauschungein von Differentiationen
und Integrationen.

Die im Vorstehenden aufgestellten Relationen sollen uns noch dazu dienen, die am

Schlusse von § 3 aufgeworfene Frage zu beantworten, ob die dort vorkommenden Diffe

alzeichen erlaubt sind. Wir fragen zu dem Zwecke nach ¢

tiationen unter dem Integ

Bildung der Differentialquotienten von S, nach y, d. h. wir bilden den betreffenden Differen-

tialquotienten von S, und gehen dann zur Grenze p = 0 {iiber.

Hs ist nach (38) und (39):

7y r

Q T e, p £

By = dJp— & — =7
ou O

O\

(eerr Tt et
== 8L — )
EEe

< ROy See }/ t :‘)‘;) : \"\ >|
oy 8 ("4 85)(p* + 9) ‘ 82/ |
i i /3 5
(47) + | (B — 7) | arctg
< \ f)
G J,
3| p'—+ 05 o2

Fiir p = 0 haben wir wieder die obig

a0 o0 —0,.0,>0, 6,

0 — o =55 ()

“4 ! / ’
) S 38
(\\’ D.‘?,, JT 7 D,»l' o [71 P i N
48) = - = in Uberemnstimmung mit (40),
oy Jp=0 2 ay = e
g 00— B el

(48"

(ARQD St = iy Ty
(438%) in Ubereinstimmung mit (40?).

HESTei N 0, 050 =0 0y =<0

1. =a—p+y>0,
> J S A T 28
40 Oy : T d i > . : = ; 2 2
(49) (D ) = (B —9)= == in Ubereinstimmung mit (41),
P Jp=n 4 Dy '
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20, =a—0+yp=0
A QY
TR a0y a e gL L s, e i
(49%) : = — (f — ) nicht in Ubercinstimmung mit (412),
a;’ y—0 8
5 1'32—’—(( —/[—1<0.
b 0 ‘\‘“\ i d ":’0 . £ . . S J
(49®) : =0=_ in Ubereinstimmung mit (417),
a;" Jp=0 oy
und analog fir III. >y > a.
5 Rk et S Y i .
Die Grenzwerte, welche sich fiir p = 0 aus —— ergeben, sind diejenigen Werte, welche
iy 2
man erhilt, wenn man in S, (also in J, und —?2 ] die Differentiation nach y unter dem
0 0 da /

Integralzeichen ausfithrt. Die Differentiation von S; unter dem Integralzeichen
fiithrt daher in allen Fillen zu richtigen Resultaten, allein ausgenommen die
=0, 6, = 0. :

Grenzfille 6, =0, ¢

Bilden wir auch den zweiten Differentialquotienten nach y und bezeichnen mit P
einen Ausdruck der fiir p = 0 verschwindet und deshalb nicht genauer berechnet zu werden
braucht, so wird:
SIS, [ 0 0, O, o 1 243
= Ll =i e S s L g0
50 i S| = S 4y S | 4
) 74 P I P

Die hier auftretende eckige Klammer ist dieselbe, welche in (57") auftrat und zu dem

Integrale (46) fihrte. Es " ftir p = 0 bis auf das Vorzeichen mit dem Integrale

4 identisch, und folglich:

o

i
/

i
wenn sich aus den drei Strecken o, £, y ein Dreieck bilden liBt, dagegen:

\

/N2

28,

-t =)
) Y J/p=0

N

wenn sich ein solches Dreieck nicht bilden liBt.

Die erstere Gleichune erhilt man ebenso aus (43) bzw. (48") und (49*%), die letztere
g ; ) ;
Gleichung aus (44) und (45), bzw. (48) und (49”), wenn man vor der Differentiation p = 0

setzt und unter dem Integralzeichen differenziert. Auch die Bildung der zweiten
Differentialquotienten von S, nach y kann daher so geschehen, dafi man einfach
unter dem Integralzeichen differenziert. Dies Resultat war nicht mit Sicherheit
vorauszusehen, da das durch Differentiation unter dem Integralzeichen entstehende Integral j

cent ist.

nur bedingt konver

Fiir die Differentiation von S, nach £ gilt natiirlich dasselbe.
Wenn wir jetzt zu unseren Untersuchungen zuriickkehren, so haben wir zuniichst zu
3) wirklich gleichwertig ist; es ist dies sicher der

o
35

entscheiden, ob das Integral (34) mit (5
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Fall, wenn es gestattet ist, die in (33) gegebene Funktion @ unter dem Integralzeichen
nach £ zu differenzieren. Ersetzen wir @ wieder durch ¢,, indem wir unter dem Integral-

zeichen den Faktor e—?¢ hinzufiigen, so ist:

s R e
Ljf)j[ i ‘ 2 R l\a /:’,) il

Nun haben wir soeben gezeigt, dafi:

JE ( ) ;q,,\) 2 Sn
(50) = =
S \2 !'1’-“,,:(‘ R

ist (denn in vorstehenden Formeln ist jetzt a durch @, f durch B und p durch c¢v zu

(9] 2
3¢ g o 4

ot o i

ersetzen); folglich ist der gefundene Ausdruck fiir p == 0 identisch mit dem aus (34) abge-

: . @ : ; : 2 s ; =

leiteten Werte = und demnach ist hier die Vertauschung der beiden Integrationen nach

ot

s und nach t erlaubt, d. h. die Funktionen ¢, wie sie in (33) und (34) angeg
wurden, sind miteinander identisch.

Ebenso lift sich jetzt die Richtigkeit der Relation (16) nachweisen. Hs kam darauf

ralzeichen differenziert

an, ob die Funktion @ unter den drei nach k, I, m genommenen Inte
werden darf, oder ob die in (34) aufgestellte Funktion ¢ unter dem nach s genommenen

Integrale differenziert werden darf. Jmn;\r\,f;ui,rs 15t

4 ¢
5 LoR . (28 3R de
£ — — ——dr + _
X 2 o ViR iR
V]
und aus (50) folgt dann sofort die Zulissigkeit des Verfahrens. Ebenso ist es bei zwei-

maliger Differentiation. Hs boxtuht daher in der Tat die Gleichung (16); und die

in (34) aufgestellte Funktion ¢ ist als Integral <!m~ Differentialgleichung (6)

f
zu betrachten, und zwar fiir einen Punkt z, 9, 2, der sich zur Zeit ¢ im Innern des

Elektrons befindet, wéihrcml die rechte Seite von (6) durch Null zu ersetzen ist, wenn
x, ¥, & die Koordinaten eines fuBieren Punktes sind.

§ 6. Das skalare Potential ¢ fiir Volumladung bei Translation mit Unterlicht-
geschwindigkeit.

E

's handelt sich nun darum, die Werte von S in den verschiedenen Fillen zur Aus-

€

wertung des fiir @ in (34) gefundenen Ausdrucks wirklich zu benutzen. Dabei haben
wir zu verfolgen, wie das Elektron allmiihlich seine Anfangslage verldfit, um dann die
ithm durch die Funktionen &, ¢ (__hm\*. durch die Komponenten v, v,, v;) vorgeschriebene
Bahn zu beschreiben. Dabei ist aber die Variable v zunichst als Zeitmaf zu denken,
und diese Zeit v wird nach riickwirts gemessen.

Fiir 7 = 0 wird nach (26) £ =0, y = 0, £ = 0, d. h. das Elektron befindet sich
in der zur Zeit ¢ erveichten Hundlage, wiithrend der Wert 7 = ¢ der urspriinglichen Ruhe-
lage entspricht.
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Nach (26) und (34%) bezeichnet R die Entfernung des Punktes mit den Koordinaten:
t ¢ ¢

z+ (v.dt, Y+ s b, dt, 2+ (v, dt,

J

V] V) V]
von dem Punkte mit den Koordinaten
i T
) 0s di,
0 U (‘)
d. h. des Punktes, welchem in Bezug auf das im Elektron feste Koordinatensystem die

Koordinaten y, 2 zukommen, von demjenigen Punlkte, in welchem sich der Anfangs-

punkt dieses Koordinatensystems zur Zeit ¢ — = befand.
Die geradlinige Entfernung der Anfangspunkte dieser beiden Koordinatensysteme
voneinander soll im folgenden mit 7' bezeichnet werden; es ist also:

(51) B CE Ly 2

Um den Wert von ¢ zu bestimmen, haben wir den ganzen Raum, entsprechend den

Ungleichungen, wie sie in § 5 bet !'391'(‘1-1.11111110' des Integrales S,(= S) benutzt wurden,

in verschiedene Gebiete einzuteilen, gleichzeitig aber auch das Anwachsen der Variabeln «

berticksichtigen. Hs sei:

I co <@,

Dann zerfillt der Raum in folgende drei Gebiete

1. R<a—ct, eine Kugel mit dem Radius @ — ¢t um den Punkt O als Mittel-
punkt, in welchem sich der Anfangspunkt des Systems z,y, 2 zur Zeit ¢ — 7 befand.

2. a4+ ¢t>R>a—ct, eine Kugelschale, welche nach innen von der Kugel
B — a— ¢r. und auben von der konzentrischen Kugel R = a -+ ¢z begrenzt wird.

3. R>a + ¢z, der Raum auBerhalb der letzteren Kugel.

lieer—>a

Dann sind folgende Gebiete zu unterscheiden:

1. R<¢v— a, das Innere der Kugel B =c¢c7—a.

9. ¢v+a>R>cr—a, eine Kugelschale, begrenzt von den beiden Kugeln R=c¢7 —a
mnds .

3. R>c¢v-+ a, der Raum auBerhalb der Kugel B = ¢t + a.

Dementsprechend haben wir folgende Werte von ¢:
el e — 0;
1. R<a—cz (also auch R<ao und a > R+ ¢7).
Hier ist (44) anzuwenden, und folglich erhalten wir aus (34):
t

oot

S
rdz:» -
C7/l

J"\«

Ok St
(Oc‘ Q==
) - 4t A

(0]
Diese Formel gilt, solange ¢ einen gew issen durch die (x leichung R =a — ¢t bestimmten

Wert + von ¢ nicht iiberschreitet. Da R von z, vy, ¢ und &, abhiingt, ist dieser Wert ¢’

e e e e e e T e oy o
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eine Funktion von ¢ und z,y, 2; nur wenn derselbe auch der Bedingung ¢’ < a geniigt,

ist er hier brauchbar; und diese Ungleichung wird fiir gewisse Werte von z,%, 2 und ¢

immer erfiillbar sein.
Oy — o7 ol -a- ¢y hier stig< B+ cz, und a> K— ¢ fir R>e¢v, und

. [Tes 7 -~ Tau \7 31 (5 I
da ev<a sein soll, auch a >¢cv— R fir R<e¢r; fiir !1’{,\«1'7 gilt also nach (43) und

(34) die Formel:

t
(8] 2 (9] » /
o I i ST o (b SR b
¥ Oa 5 o Bkt (i J2)2
3 V) R = = - S = g a \C T LV )
(2 ! Saxad S @) | ‘ | R

und zwar, solange ¢ eine gewisse, durch die Gleichung R = a 4 ¢t bestimmte Grife 7"

nicht iiberschreitet, welche als Funktion von %, z,¥, # erscheint.

8. a-+cvr<R, also auch ¢e < R und a< Bl —cz, d h es ist die Formel (

ftir £> ©* anzuwenden:

s ST 1 3 el é’l y )2 d1
(02") @ = = ; a® -—— (¢t — )|
1 S mad 8 (lj.r’ - } ‘/'f
z
IR iirca>a.
1. R<c¢v-—a, also auch E<c¢t und a <e¢zv— R, so daB wieder die Formel (45)

zur Anwendung kommt, nach welcher das Intervall v <7<z~ keinen Beitrag zu

der durch (34) gegebenen Funktion ¢ liefert, wenn v durch die Gleichung R=c¢t—ua
. 5 3 AR Gl g = h : 5
bestimmt wird (wobei die Wurzel 77 > — sein mull, wenn sie brauchbar sein soll); es ist
i : ¢
: : B , =
also hier ebenso wie im vorigen Falle:
Sieicie® Sec
(53) Vi el e g T i gt 1t
o7 a° (e b s
2. ct—a< R<c¢tv + a, also a > ¢t — R; iiberdies ist die Bedingung a <cv4- B
von selbst erfiillt, da hier @ <c¢rt vorausgesetzt wird; es kommt also Gleichung (43) zur
it Anwendung, und es wird nach (34):

¢
y y 19 Yo e 5 7
; Becin? S T dr
(689 o=+ 2 ([@—@r— RM Y 4 -
Srmas T S ) : ey > : £
f rir Fa > . . . e ™ . i L as 7 LV
; wo 7 definiert ist, wie im vorigen Falle. Die Gleichung hat Giiltig oo eor
W v - y < . e = - ;
wenn 7'V als Wurzel der Gleichung @ = ¢7v + R definiert wird.
< | ~ | [ras r 3 ~_
B. et o~ I also a< K — ¢ fixr 6t < R; dex Fall ¢z >R
7

Betracht, denn dann wire ¢t — R -+~ a < 0, was nicht sein k:

anwendbar, d. h. der Faktor S unter dem Intecralzeichen in

Null und:

v
S Se0- dr 3 ¢
(03%) @ = A4 ’ a? — (et — R)?] = =
S8xma L ( )l R s :

T
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: ; g : s 5 : 2@ 2@ q
Es kommt im folgenden auf die partiellen Differentialquotienten bt /’ L an;
= ‘ dx’ 3y’ - ‘
wir haben nach Gleichung (34%):
>R
o |
demnach ergibt sich aus (52): {
(54) fir ct<ae und R<a—er,
(Lrl»%“(‘&fpﬂ i
;
CRZ Sisclui o v S {/uf-’ (¢ Ry s 3w 5’ 9 [a® —(¢c7v— R ;
e . i, o ——- -} d=.
iy t gt O 8mad \ R ): S Bma®J 2z R )
Nun war 7’ durch die Bedingung R = @ — cz definiert; es ist also:
A7’ 2 2 it
( = — |{ - - ( A
ox o \ o)
und :
(/S R\ J d
\ 2T ) A gt d 2 T

i X : c _
51 )i =g ) 0+ e HE G, l) 1
= v (z) - cosin (R, v), gl

’rvlﬁ-. i Hed ;A

e ?ﬂjﬂf b

somit :

| I Rt R
S d7 | TR S
(542) = e = e ; HEn e
ox | E+ v cosin (7, ) Je=r’ Wm0
und schlieflich: e g 1
) a9 / 7 + - { "w« i "'hu N IEW
E @ S ol . X E b |
(Ui h) CL At £ : ((/,_). I;’ e AT ;33) : S dx | i il
dx Sea - Re |
. 1t
- il
fiir oz <<a wnd-a —¢1 < K <<w jcx, -
T e - = : :
wo fiir ~— der in (54%) angegebene Wert einzusetzen ist.
dx : R i
i
Ebenso erhilt man aus (52°), da ¢’ der Gleichung @ = R — cv geniigen sollte: e

3@ Sec®t' 3t Qe = e el
L = e ! J (¢? v2 — a? — I?) ~dz,

(54°) = - = =
2x 4ma® dx Sma R

2

fir cv<a und a4+ ¢t < R.

Dieselbe Formel bleibt fiir den in (53) behandelten Fall (¢cz>a, BR<cr— a)

hestehen,
Aus (53?) ergibt sich ferner: firt
ki

3@ Seci 0T Y ;=x:
o dore =34
e

Wi
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7

i denn die durch Differentiation der Grenzen 7/ und !V entstehenden Glieder fallen hier
infolge der fiir diese Grenzen geltenden Gleichungen fort.

Im folgenden wird weiters verlangt (und zwar zur Berechnung der auf das Hlektron

¢
, e e = 3 g g
wirkenden Krifte), diese Differentialquotienten —— —~

~L iber das Innere des Elektrons
* dx oY oJ&

nach @, ¥, & zu integrieren. Dabei sind die fiir die verschiedenen Fille aufgestellten Un-

Da «, =%, v/, vV nicht ndher bekannte Funktionen wvon

o gleichungen zu beriicksichtig

smeinen nicht weiter ausgefiihrt

2 (und ¢) sind, so konnen diese Integrationen im allg

g erzielen.

i werden. Doch liBt sich durch folgende Uberlegung eine Vereinfachun

§ 7. Fortsetzung. — Ausfiihrung der Integration iiber das Volumen des Elektrons.
il Die verlangten dreifachen Integrale fithren wir auf Doppelintegrale mittelst der
‘ bekannten G aufk’schen Formel:
i o :
, i ¢ : \
jeit (55) ,{ ( | dadyds= — {\ {r/ < cosin (x, n) do
J o J 2w J o §
il zuriick, wo n die nach Innen gerichtete Normale und do das Oberflichenelement der das
T Elektron darstellenden Kugel bezeichnet. In unserem Falle ist die Normale # der Radius
i der Kugel und
“ g
i s z . s
it cosin (%, %) = ——, do=asmOdB dYV,
! a
i
il wenn ¥ und © in bekannter Weise Liinge und Breite auf der Kugel bezeichnen, also:
27 T
e 0 r3o e - : . s
a8 (56) {J ‘ “dw dide — ; J @ —do= ! A J p-x-sinB.do6.
i JJJow o a o .
y 0 0
i Um die Winkel © und ¥ analytisch einzufithren, gehen wir von einem rechtwink-
i ligen Hiilfssysteme z, y, 2" aus, dessen Mittelpunkt im Zentrum des Elektrons liegt,
und setzen:
2! = 7 ¢osin @,
i ’[ (D7) z' = r sin O - cosin ¥,
| . e
é_, git—roin Gk,
i D 212 ) > c 9 . 3 Vil
i + ¥+ &% =2 | y? 4 22, und wo auf der Oberfliche der Kugel » == a zu
it 5 =
L nehmen ist.
(it | Die Achse 2" soll mit der Linie O-M zusammenfallen, welche den Anfangspunkt
? ) 3 1 "‘ 4 .\"' K Al Y s 3 « S A o ~ ~5 s
B des im Raume festen Koordinatensystems mit dem Zentrum des Elektrons verbindet, die
@'~Achse soll in die z-y-Ebene des im Elektron festen Systems w-y-z fallen; dann ist
s & S e Qe _{ o ALY . 9 \ ) 3 By
die Lage des neuen Systems vollstindig bestimmt, und man hat in den Substitutions-

gleichungen:
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R

=z' - cos (z,2") + y'' - cos (z, y'') + 2" - cos (z, 2"),
(58) y =a" - cos (y, ") + y" - cos (y, y"') + 2" - cos (y, 2*),
2 =ux'""-cos (2, ') 4 y" -cos (¢ y') + ' - cos (2, 2")

noch die Koeffizienten zu berechnen. Jedenfalls ist:

5 & x ? &
(9) cos (z, &) = i,, cos(ise) — ,}” con (el — T

Die 2~ Achse steht zur y''- und z''- Achse senkrecht, aulerdem aber auch zur z-Achse;
es ist also:

(60) cosin (2i,:2) =—.0,
ren in einer KEbene, so daB:

g
Vot 8
i,

und die drei genannten Achsen lie
(61) cosin (2, ') =sin (2, 2') =sin (s, ') =

Die iibrigen Koeffizienten ergeben sich aus den elementaren Formeln der orthogonalen
Transformation; man findet so durch leichte Rechnung:

&= E“T(— gl e g P LSt O E O
(62) 7 ! (@'s&d] y'n i+ 2"n0)
2 = (@& il 70),
Y ik Yy 16 He0,
1 o2 4 5
: B i Bl
wo zur Abkiirzung o =/ & + 52 gesetzt ist, oder nach Einfihrung von Polarkoordinaten SRR & ":ll =
mittelst (57): ity 4R | | (1
r= 7T( — 1y T'sin O cosin ¥ — & sin Osin ¥ + & p cosin O),
(63) o WTT (¢ T sin © cosin ¥ 7 ¢ sin @ sin ¥ 4 7 o cosin O), g | ';Jr
e iy
1 e a!
- 17’( 0 + 0%2sin ®sin ¥ 4 { o cosin O). !
o1

Die Koordinaten z, , # kommen in ¢ nur vor, insofern sie in I eingehen; man findet
sofort aus (63):
Rr=(@+ 8+ 4+ + 4 O
S AT Gy el
(64) =72+ 7% 4+ 27 T cosin 6.

Ferner ist:

: x = ; : ; i f :
(64%) cosin (7, ) =— = i (& 0 cosin ©® — 5 T'sin O cosin ¥ — { & sin O sin ),
7.

und :
T NN S e e e
: ’ 0y o T Vr?+ 1% 4 2 T cosin O

Abh. d. T1. K1. d. K. Ak. d. Wiss. XXIIL Bd. IT. Abt. 34
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Dieser Formeln werden wir uns sofort zur Ausfithrung der in (55) verlangten In-
tegrationen bedienen.

Vorweg bemerken wir noch, daB es bei diesem Integrationsgeschiifte notwendig wird,
zu unterscheiden, ob die Geschwindigkeit, mit der sich das Elektron bewegt, gréBer oder
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. Wir nehmen zuniichst das letztere an, setzen
also zunichst Bewegung mit ,Unterlichtgeschwindigkeit® voraus. Wir defi-
nieren dieselbe durch die Bedingung:

(65) Gy 2=l

legte geradlinige Weg stets

welche aussagt, daB der vom Lichte in der Zeit v zuriickg
groBer ist, als die durch (51) definierte Entfernung des Anfangspunktes O vom Anfangs-
punkte des Systems z, y, 2. Die Bedingung (65) ist sicher immer erfiillt, wenn die Be-
schieht, welche kleiner als ¢ ist, denn

wegung des HElektrons mit einer Geschwindigkeit v g

der vom Klektron beschriebene Weg ist im allgemeinen nicht geradlinig und somit griofer

als 7. Aber auch fiir v > ¢ kann die Ungleichung (65) noch erfiillt sein; auch derartige

Bewegungen sind daher in unsere Bedingung (65) fiir ,Unferlichtgeschwindigkeit® mit
eingeschlossen.

Wir gehen jetzt zur niheren Behandlung der in (56) angedeuteten Integrationen
2) und (52%) als ein in

nach @ und ¥ iber. Es war ¢ selbst nach (34), bzw. (52), (5

Bezug auf die Variable z gewonnenes Integral gegeben. Die Integration nach 7 kann,

so lange Vg, vy, v. als Funktionen von ¢ ganz allgemein gelassen werden, nicht weiter aus-
gefiithrt werden; Vereinfachungen sind also nur durch Vertauschung der Integrationsordnung

moglich: wir denken uns zuerst die Integration nach © und ¥, und dann die nach 7

ausgefiihrt. Die dabei zu berticksichtigenden, je nach dem Werte von ¢ verschieden zu
wiihlenden, Integrationsgebiete, sind uns durch die in § 6 aufgestellten Ungleichungen
vollkommen definiert.

Wir haben demgemiify die sukzessiven Lagen des Klektrons im Raume genau zu ver-
folgen, und zwar zuerst unter Annahme der Ungleichung (65), d. i. fiir Unterlicht-
geschwindigkeit.

Erste Lage. Fiir t=0 ist 7=0, und fiir kleine Werte von 7 kann a>2c¢7
und @ > 7' angenommen werden. Der Mittelpunkt des Elektrons befindet sich in der
Entfernung 7' vom Anfangspunlkte O, um den eine Kugel mit
dem Radius cz gelegt werde; diese Kugel liegt ganz im
Innern einer konzentrierten Kugel mit dem Radius a — ¢z
Die letztere befindet sich ganz im Innern des Elektrons,
d. h. der Kugel mit dem Radius ¢ und mit dem Mittelpunkte
M, denn die kiirzeste Entfernung A-B (vgl. Fig. 1) zwischen
den Peripherien beider Kreise ist gleich:

g = (@ —c¢t —ct — T >0 nach (65).

Die Kugel mit dem Radius @ — ¢ teilt das Innere des Elek-
trons in zwei Gebiete. In dem einen, das in Fig. 1 vertikal
: schraffiert ist, haben wir R < 7 4+ a (T 4+ @ = O C in Fig. 1),
g I also auch @ — ¢t < R <a + cv, wenn wieder R die Entfer-

H:a‘-CT///
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nung des Punktes #, 4, # vom Punkte O bezeichnet; es ist hier also ¢ durch (522) be-
stimmt. In dem andern (horizontal schraffierten) Gebiete ist <@ —cz, also ¢ durch
(52) gegeben.

Im letzteren Gebiete ist @ von 2, ¥, # unabhingig, folglich das tiber dasselbe erstreckte
Integral (55) gleich Null. Das entsprechende, iiber das erste Gebiet erstreckte Integral
ist die Summe zweier Integrale J, und J,, von denen sich das erste auf die #Hussere Grenz-
fliche der Kugelschale, d. i. auf die Oberfliche der Kugel mit dem Radius » = a (Ober-
fliche des Elektrons) bezieht, das andere auf die Oberfliche der Kugel mit dem Radius
B—a ot Bs ish alse:

J, = — ‘““ @-cos(r,z) - a?-sin®@-dOdY,

worin cosin (7, #) durch (642) bestimmt ist. Wenn man den zu withlenden Wert von ¢
aus (52%) entnimmt, ist zu beachten, daf die Groke ¢ jetzt ihre Bedeutung verliert. Friiher
nimlich handelte es sich darum. fiir einen gegebenen Wert von R (also auch fiir gegebene
Werte von z, ¢, 2) die Integrationsgrenzen den Ungleichungen gemiB zu bestimmen; jetzt
aber (nach Vertauschung der Integrationsordnung) ist ein Wert von 7z gegeben, und I soll
entsprechend (hier einfach durch <'he Gleichung R = a — ¢ 1) bestimmt werden. Die fritheren
Werte 7', 7%, v, v'V kommen daher jetzt nicht weiter in Betracht; man findet so:

S e e i iy a6
Jh= } t/rj Z”fﬁ [a? —(¢c7 — R)*] cosin (n, @) -sin @ - —-.
87w a 44
()
Setzt man hier fiir & und cosin (n, ) = — cosin (7, ) die Werte (64) und (64*) ein

(wobei in ersterem # = @ zu nehmen ist), so lift sich die Integration nach ¥ ausfiihren,
und infolge der Relationen:

2z 2
j'cosin Ay — jslll Ya¥ =0, (d¥=2am,
(V) v
ergibt sich:
i T
Becc e a: 2 ,
J, = %ﬁdv{ '—i—ZCT————]ﬂ\Hl\)COS]D G d 6.
4 o) 2
0 (0}

Auch die Integration nach @ ist ausfiihrbar, denn das Glied mit 2¢7 fillt ganz
heraus, und es ist

O cosin O d 6 pite: g ot : D = o
(66) ‘J‘ - sin @ cosin = - o s u(@®+T?—a T cosin @) Va?+ 1%+ 2 a T cosin O,
Va2 J” + 2 2 a T cosin {) so 1 :

{Va? +72 4 2a T cosin ©. sin® cosin Od O
(662)

—(a® + T? 4 2a T cosin )2 (a® + 17 — 3 a T cosin O)

also durch Finsetzen der Grenzen 0 und

(67) fw_blll () (‘05111 () de =t 2 T
; Va* 4+ 17 + 2 aT cosin ® 34

3
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(67%) ‘J Va2 1% + 2a T cosin O. sin Ocosin Od O = 1_')213 (5P T2).
0

Mit Hilfe dieser Formeln driickt sich J; durch eine Funktion @, (a,#) aus, die durch

die Gleichung:

: : e C :
(68) Pra(0,8) = o f E(I?—10a2 + 52 e?)dr
0

definiert sei, wo sich das zweite Argument von @, darauf bezieht, daf auf der rechten
Seite unter dem Integralzeichen eine Funktion von ¢ steht; es ist:

F— D L1
Um das auf die Kugel mit dem Radius R = a — ¢ = beziigliche Integral zu behandeln,
fithren wir Polarkoordinaten R, ©', ¥’ mit dem Mittelpunkte O ein, und zwar mit Hilfe
eines rechtwinkligen Systems, dessen Achsen den oben benutzten Achsen z’,y", 2" parallel

(68%)

sind; d. h. wir setzen, analog zu (63):

I . eane oy = : ; :
= (—n T'sin @ cosin P’ — ¢ {sin @' sinP" + &g cosin @),

X E=—
TG Q _Z
d 75 &0 g e ! . wr s e OV o 1) . N\
(69) y-+n= 7 (£ Lsin O'cosin V'  — 4 sin O sin ¥ + n o cosin @),
- Th . w oy
2 i— o (0 —+ o?sin O sin ¥ - { p cosin O).
Dann ist:
(692) cosin (R, %) = —5— = ~T(— n T'sin®' cosin ¥’ — & £ sin O sin'?" + & g cosin ©')
: v o
und (da hier cosin (n, #) = -+ cosin (R, x) zu nehmen ist):

Jy=—fd ¥ (- cosin (R, &) (a— ¢ 7)*sin O'd O’
0 0

3

o e s i e =~
(70) — " :(((3[(“ ((l Yz ﬁcﬂ —(ct— R)?]cosin(R, z) - (@ — ¢7)sin @' d' O,
o e J

0

wo nun B = a— ¢t zu setzen und die Integration nach ¥ auszufithren ist; also:

7T
(702) ,;, dz [4 ¢t {a — ¢7)’ sin O cosin @' d O,

0

Hier ist auch die Integration nach @' ausfihrbar, und es ergibt sich J, = 0.
e o
t =< e gilt somit die Relation:
(71) o= ([fodadydes = D, (1 1),

wenn die Integration iiber das Innere des Elektrons ausgedehnt wird, und wenn @,, wieder
durch (68) definiert ist.
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Weitere Entwicklung der ersten Lage. Hsist ¢t <a <2c¢7. In dem horizontal
schraffierten Gebiete (Fig. 2) ist wieder ¢ von =z, y, # unabhingig, also das betreffende
Raumintegral gleich Null; in dem vertikal schraffierten Gebiete dagegen ist wieder der in
(52%) angegebene Wert von ¢ zu benutzen, so daB die Formel (71) fir das ganze

Intervall 0<¢< % giilltig bleibt.

Zweite Lage. Wiichst v weiter, so wird ¢z > @, wihrend 7' (stets < ¢ 7) zunéchst
noch kleiner, als @ bleibt; es ist dann ¢t —a<a— T, d. h.:

(72) ct+ T<2a.

Die Kugel mit dem Radius R =
R=a— 1T (und letztere berithrt die Kugel r =
Elektron durch die Kugel R = ¢v — a in zwei Gebiete getrennt; in dem vertikal schraffierten
(vgl. Fig. 3) ist ct —a < R<ct+ a, also der entsprechende Beitrag zum Potentiale ¢

¢t—a liegt also ganz innerhalb der Kugel

@ von innen). Auch hier wird das

Fig. 2. Fig. 3.

durch (53?) bestimmt; im andern (horizontal schraffierten) Gebiete ist R <c¢v— a, also
der fragliche Beitrag gemif (45) unter Beriicksichtigung von (53) zu berechnen; dieser
Beltlktg ist also gleich Null, und es kommt genau wie in der ersten Lage nur auf das
Gebiet

ct—a< h<c¢t @

an, in welchem der Beitrag zum Potentiale ¢ durch die Gleichung:

S eC

dg — [0 — (ct— B)*| dv

8ma?
gemiif (53%) bestimmt wird, also genau wie in der ersten Lage. Wir erhalten durch An-
wendung der Gleichung (55) wieder zwei Oberflichenintegrale J; und J,. Das eine (J,)
bezieht sich auf die Kugel » = a und ist wieder durch (68) gegeben; fiir J, gilt wieder
die Gleichung (70), in der nur jetzt B = c¢7v — a (statt frither @ — ¢ 7) zu setzen ist; dann
aber wird der unter dem Integralzeichen stehende Faltor:

ot | i | W“ Wl 1‘

i Jt.,, 'l"' il e

il 1
i
ettt
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[@® — (et — IR)?|
gleich Null, und folglich J, = 0. Da nun auch in der ersten Lage J,= 0 gefunden

wurde, so gilt folglich die Formel (71) auch fiir die jetzt betrachtete zweite Lage.

Der Giiltigkeitsbereich dieser zweiten Lage ist durch die Ungleichung (72) definiert;
da 7 stets an die Bedingung 0 <7 <{¢ gebunden ist, so wird diese Ungleichung so lange
bestehen, wie das ganze Intervall 0 <z <7 in den Bereich der Ungleichung (in der 7'
eine Funktion von = und ¢ ist) fills; bei wachsendem ¢ wird schlieflich nur ein Teil
dieses Intervalles brauchbar, letzteres selbst also durch den Wert ¢°, welcher als Wurzel
der Gleichung:

~~

2 lceE T — 20

bestimmt ist, in zwei Teile geteilt; filr 0 <7 <?¢’ gelten die Resultate der ersfen
und zweiten Lage; fiir # <7 <?¢ kommt die folgende Lage in Betracht. Dabei ist der
Einfachheit halber vorausgesetzt, dat die Gleichung (72%) nur eine brauchbare Wurzel
hat; bei der vollkommenen Unbestimmtheit der Funktion 7' kénnen hier die verschie-
densten Moglichkeiten eintreten; an der Hand einer geometrischen Integration der Glei-
chung (72%), wie wir sie sofort bei der dritten Lage besprechen, wird man sich in jedem
einzelnen Falle leicht iiber alle Moglichkeiten Rechenschaft geben kiénnen. Fiir die erste
und zweite Lage gilt also die Gleichung (71) fiur 0 <Z<4,.

Dritte Lage. Bei weiterem Wachsen von z wird nicht nur ¢z > a, sondern auch
¢t -+ 7> a werden,!) so dat die Ungleichung (72) nicht mehr erfiillt ist, aber 7' mnoch
kleiner als @ bleibt. Der Punkt O liegt jetzt noch innerhalb des HElektrons. Letzteres
wird von der Kugel R = c¢v—a geschnitten und in zwei Gebiete geteilt; in dem einen
(in Fig. 4 horizontal schraffierten) Teile ist der Beitrag von ¢ gleich Null (da R <c7—a),
in dem anderen (wo R>c¢7 — @ und » < @) ist der Beitrag von ¢ nach (53%) zu berechnen.

Fiir die Berechnung des Integrals iiber das Volumen des Elektrons tritt keine weitere
Anderung ein, wenn = so weit wiichst, daf auch 7'>¢ wird (z. B. Fig. 5); dann liegt O

1) Es ist hier vorausgesetzt, daB T mit wachsendem 7 im wesentlichen wiichst; es wire denkbar,
daf andanernd 7'<< a bleibt, so daf das Elektron sich nie um mehr, als die Linge eines Radius betrigt,
von der Anfangslage entfernt; dann gilt die Gleichung (71) unbegrenzt fiir alle Werte von ¢.
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auBerhalb des Elektrons, und die Kugel wird, so lange ¢z — a < T + a bleibt, wieder in
zwei Teile zerlegt. In dem vertikal schraffierten Gebiete ist:

(73) G<eriae Bl nSoe i,

also ¢ wieder durch (53%) bestimmt, wenn das bei der ,ersten Lage® iiber 7' Gesagte
beriicksichtigt wird; in dem horizontal schraffierten Gebiete ist R <<e¢z — @, und dem-
nach @ aus (52) zu entnehmen; d. h. dieses letztere Intervall liefert keinen Beitrag zu

dem Integrale von ¢, und wir haben nur das erstere Gebiet zu beriicksichtigen. Dasselbe

wird von den Kugeln R =c¢v —a und r = a begrenzt; demnach zerfiillt das Integral in G
e iy ‘ = i
die Summe J; + Js, Wo: “.:‘
Ji = — ff @+ cosin (n,x)-a’sin O@dOd¥ ez —w . L
Jo = — 5j @-cosin(n, 2) (@a—ct)Psin@ dO-d¥Y fir R=a—cr.
: i el apt — : : : : = gl i
In Ji ist cosin (n, ) = — = durch (64*) gegeben; in einem Schnittpunkte beider |
A
Kugeln (vgl. Fig. 4 und 5) ist @ = O, wenn O, durch die Gleichung:
(73%) (@=—cv)l = a°F 12 | 2a T cosiiO)} i R
ol | .
definiert wird. Als Beitrag unseres Gebietes finden wir also, wenn 7° entsprechend ge- 1
wihlt wird: I e |
t 27 64 HlIE 1
. B e SRS el e
i — (((1’ (d’l’“(r—(cr——.fi)-[— —sin®.d 06, o
8 7 a. . 3 =, ‘
20 0 0 |ilF ":h
el i Y
- i : - HHEER
worin R wieder aus (64) bekannt ist. i |
g {
Die untere Grenze z° bestimmt sich dadurch, daB fiir das Intervall 0 <z <<’ die e | ¥ il |

Elle

Resultate der ersten und zweiten Lage zur Anwendung kommen missen. Nun war die
Grenze zwischen zweiter und dritter Lage durch die Ungleichung (72) definiert, die fiir 1
7 . = v . R - H i
die erste und zweite Lage gelten sollte, wihrend in der dritten Lage: (it | Z

: i

ctt+1T>2a

wird:; es ist demnach 7z° als Wurzel der Gleichung:
28 : (]
(787 ct+T=2a i

b

als Funktion von ¢ zu definieren. Natiirlich ist hierbei vorausgesetzt, daf diese Gleichung
eine Wurzel 7° zuliift, die kleiner als ¢ ist; dariiber verschafft man sich in jedem ein-

zelnen TFalle durch eine geometrische Interpretation des zwischen ¢ und v gemifi (73%) LR
bestehenden Abhiingigkeitsverhiltnisses leicht vollkommene Klarheit; wir kommen darauf .
sogleich bei Betrachtung der Figuren 6 und 7 zuriick (vgl. auch unten die Beispiele in Al §
§ 12, 13 und 14). o
Die in Ji verlangte riiumliche Integration ist ganz wie bei der ersten Lage aus- ,‘“[“ R
fihrbar. Man hat, indem man den Wert von cosin ©, aus (73?) einsetzt und die unbe- W |
stimmten Integrale (66) und (66%) benutzt: s
W
i

st
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— af 8@+ 0 s D
Al
S (/i s @—ca(I* — %) —2 £,
() 3L LAY Ce AL S P L NS
‘ U, :f]/(@ 4 12 + 2a T cosin © - sin O cosin © d @
it 0
il
i\ = 30 ,]; o @+ ) —3@—c¢ i ila—co ~2(T 1 apla + 1" —3a 1)]
L o a® L”
also: .
n o : 3E¢ (r s 2 .2) 1.8 4
74) 4 fﬁﬂ(‘u — 24 U, — U] dr.

i 70

In analoger Weise wird J; gefunden, indem man in Jz, d.i. in (70), die obere

it Grenze = des nach ©' genommenen Integrals durch ©; ersetzt, wobei nach Fig. 4 und 5
‘ der Winkel ®; aus der Gleichung:
(742 a?=(a — c1)®?+ T? — 2 (a — ¢7) 1 cosin &}

zu entnehmen ist. Dabei ist in (70) R gleich ¢ 7 — a zu setzen; dann verschwindet aber
e [t der unter dem Integralzeichen stehende Faktor a? — (¢7 — R)?; das Integral J: ergibt
sich folglich gleich Null. Da die Funktion ¢, gleich dem von O bis # genonnenen Inte-
grale ist, so ist fiir das Intervall 0 <z<<<° wo +° durch (78P) definiert war, die friihere

[l - v .
! Formel (71) anzuwenden, fiir das Intervall ° <z <# aber die Funktion (74), d.h.:
& ’ £ 3
i a "'E
ik AR ¥ 0 &C s o) .29 ¢ 14
i (75) Dy, (a, t) = Tedl [(a? — ) U, — U,] dr.
-0
o Hs wird also fiir die dritte Lage:
i (76) P (2)1»’5 (qu t) + (plx U: é)v
it wobei ©° durch (73%) bestimmt wurde.
e Dieser Ausdruck ist anwendbar, solange das Hlektron von der Kugel mit dem Radius
R = ¢7v — a geschnitten wird, d. h. solange fiir alle Werte von t zwischen #° und ¢ die
diy o Ungleichung ¢v — a < 7 - a erfiillt ist; der #ukerste Wert von 7, bei dem dies noch
;’"' 1 stattfindet, ist die kleinste Wurzel 7', welche > #° ist und der Gleichung geniigt:
W = =
i (77) ct—a=T44+a.

i Ist diese Wurzel 7', welche selbst im allgemeinen .Funktion von ¢ ist, groker als ¢,
W | so ist dieselbe nicht brauchbar, da die Variable 7 notwendig an die Bedingung 7 <f?
T A - . . « g e " % 5 q . g
R gebunden ist; dann gilt die Gleichung (76) fiir alle Werte von ¢, die der Ungleichung

t<7' geniigen, und durch die Bedingung:
(78) — oder soi — T ;1 24

ist ein Wert ¢ bestimmt, bis zu welchem ¢ wachsen kann, ohne die Gleichung (76) zu stéren.
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Fiir ¢ > # wird zugleich (vgl. unten Fig. 6 und 7) #* <, und es tritt die sogleich
zu besprechende vierte Lage ein.

o)

« i

Vierte Lage. Wenn die erwihnte Wurzel 7' kleiner als ¢ ist, so wird fiir ¢> 7*
al wieder gleich Null (indem die Funktion unter d

das betreffende Integ

schwindet, da dann ¢z — a > R fir v < <t¢), und wir erhalten:

em Zeichen ver-

(7(’) D= (—I)l z (‘TU-. T) %“ D 2 (Tls i’)w
wo @, und D, bzw. durch (68) und (75) definiert sind.
2@

x 2).

Zusammenfassend haben wir also fiir das dreifache Integral von
€

erstreckt iiber das Innere des Hlektrons, die Werte:

(80) = D14t 1) fiir 0 <#<#,
(81) Glanvigps qoen b gl iy | iR ee
(82) o.—D LD st e

wobei vorausgesetzt ist, daf die Kurve so verlduft, wie es in Figur 6 und 7
schematisch dargestellt ist.

: Eanet R Lo 1
TFiir die Integrale von und — gelten ganz analoge Formeln; man hat nur
g y Y < g

e

Uy

bzw. durch # oder { zu ersetzen.

Es empfiehlt sich, diese Verhiltnisse an einer Figur zu veranschaulichen. Wir wiihlen
die Variabeln ¢ und ¢ als Koordinaten, # als Abszisse, = als Ordinate, und zeichnen die
Gerade £ — z und die Kurve (77), d: h: ct=T+ 2a, und die Kurve cz+ T'=20. In

dem vertikal schraffierten Teile der Ebene ist v>¢; derselbe kommt daher fiir die Inte-

gration nicht in Betracht. Verlauft die Kurve (77) so, wie in beistehender Figur 6, so ist

in den schriig schraffierten Intervallen ¢ selbst als obere Grenze des Integrals @, bzw. @s,

zu wahlen, in dem horizontal schraffierten Intervalle dagegen 7’.

"
cT=F 2a

Fie. 6. F]S T

Man konnte einen Moment zweifelhaft sein, ob diese Resultate auch giiltig bleiben,
wenn die Kurve (77), nachdem sie in Fig. 6 die Linie 7=7 an der Stelle ¢ =% iiber-

schritten hat, nicht so verliuft, wie in der Zeichnung angenommen wurde, sondern mit
wachsendem ¢ fillt. Wenn niimlich zur Zeit v = ¢ die entsprechende Lage des Elektrons
Abh. d. IT. KL. 4. K. Ak. d. Wiss, XXIII. Bd. TI. Abt. 35

T —

i

’ mn‘f""}" “‘3}‘" {ji(j

i
il
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durch den Wert z = 0
den W ¢t markierten
nachwirkende
anderer ist, als im
Bei zum Integ
jeden Wert von ¢
i stellung von 7z zu benu
v der Kurve ¢t =71 -+ 2a)
Schneidet also die Kurve (
Figur 7, so haben wir:
gt (83)
Pae— (4‘{)1 z |
Anders ist es, wenn die
! dann ist aber (1), _,-=¢7'
durchgehen, und das Elektron
bediirfen einer genaueren
“ B |
Es braucht kaum erwihnt zu we n
I’ fir die dreifachen Integrale ¢, ¢. der
"
3 8. Das Vektorpotential ¥ fiir Translation mit Unterlichtgeschwindigkeit
bei Volumladung.
Neben dem skalaren Potentiale ¢ haben wir die drei Vektorpotentiale ., A,, U.
! zu untersuchen, welche durch die Gleichungen (2) definiert
bgl Diese Gleichungen entstehen aus (1), indem auf der rechten Seite bzw. der Faktor:
i K 1 o) A
i e %
.
3 s Y . ‘ ' . 1
1§ hinzugefiigt wird, wo ., v,, b, gegebene Funktionen von z', U und ¢ sind, und nach
W Kinfiihrung der Koordinaten z, ¥, # nur noch von ¢ abhéngen.
0 L Fithren wir wieder das mit dem Elektron fest verbundene System z, y, & ein, so
geniigen also W, Ay, A, den Gleichungen, welche aus (6) entstehen, wenn man rechts die
S el . e es I e v % e 5 = 5 =
gleichen Faktoren hinzufiict. An Stelle von A, fiihren wir eine Hilfsfunktion A, ein, die
der aus (11) in derselben Weise hervorgehenden Gleichung zu geniigen hat, nimlich:
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229 N dy 29[

e e fali 4 RS A, D U 9 49 ay¢ 7 ' \

(04) ;} S VC — 28 i, V.0, — 2 A2 N ——ch, citl? +ly+ms)
: D1 ox dt 9z Y !

Diese wird wieder auf eine zu (18) analoge Gleichung zurii

D

kgefiihrt; es ist dann

rechts wieder ¢ durch ¢v, zu ersetzen, und demnach wird in (27) die rechte
der Form:
[ : :
— o, (u)-eSC+Dsines(t— u) du
S ‘1]’
[/
13 : A
= )m (t—1)etSktTosinesrdr
5
0
erhalten; und schlieflich ist (34) zu ersetzen durch:
¢
5 5 3 r
3H) = — .
(Do) 2” > 2 ”3‘5 Ve (/ T)
0

wo S und R die fritheren Bedeutungen haben; und zwar ist B durch (34?), S durch (43).
(44) bzw. (45) definiert; in v, ist unter dem Integralzeichen ¢ durch ¢ — 7 zu ersetzen.
i
i

Die Kinteilung des Raumes in verschiedene Gebiete ist hier, ebenso wie vorhin bei

Berechnung von ¢, zu beriicksichtigen. Man hat folgende Fille zu unterscheiden:

Ico<<a.
1. R<a—crt (also auch R <a) im Intervalle 0 <z <¢ fiir hinreichend kleine

Werte von ¢:
¢

"

lsjnnw(t slaprid

86 Sl =
(86) i 4xa

0
nach (34) und (44), analog zu (52);

2. a—c¢r< R<a-+cr im Intervalle #.<z <%, analog zu (562%):

% i
= e s B gl
(86*) Ny — 5 8 ”,J Ve (t — 7) Ve dr + e [a? — (v — R)?] v, (t —7) - =5
0 z’

nach (34) und (43);

3. a + ¢t < R, analog zu (52%):

o
RSG‘) ?Il == q) }’L;‘;‘ zij]I (4
= 0

nach (34) und (45), indem diese Formel aus (86*) fiir £ = 7" hervorgeht.
I cer— o

1. R<c¢t—a, analog zu (53), ebenso wie im vorigen Falle:

24
e

£ * S
@®7) bl S
' de = S aat n
0

nach (34) und (45);

<@
ot

D P —
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2. ct — a< R<c¢t - a, analog zu (53?):
¢
¥E s » S e n (/ T
; ) € : 3D J : e
Q7a = N < ( 2 1 i N2
e 9 — e 0 (E— 7 dt - .,jt’; t—7)|a® — (ct— R)?|
€72 2 i (/,rj«,{ a ( ) R F Siie Wl ) { ) R
5

nach (34) und (43);
3. ¢z + a< R, analog zu (30), indem in der vorhergehenden Formel ¢ = ¢V ge-

setzt wird:

(‘r",—f-b) 9&: o

nach (84) und (45) fir ¢> 'V

Befindet sich die das Elektron darstellende Kugel zur Zeit v teils in einem teils in
einem anderen der hier gekennzeichneten Raumgebiete, oder geniigt fiir einen gegebenen
Wert von B ein Teil des Intervalls 0 <t <{¢ der einen, ein anderer Teil einer anderen

Ungleichung, so miissen fiir diese verschiedenen Teilintervalle verschiedene Werte von 2,

iionen iiber das

angesetzt werden. Das ist besonders bei den zu verlangenden Integ

Volumen des Elektrons wichtig.

Es handelt sich aber nicht um die Integration der Funktionen ., N, 2A,, sondern

= €3 Y X
um die Auswertung der dreifachen Integrale ihrer ellen Differentialquotienten —
: > 2x

2 Uy
2y’

ihren partiellen Differentialquotienten, u

Dieselbe geschieht in ganz derselben Weise, wie bei der Funktion ¢ bzw.

nd zwar auf Grund der obigen Relation (55);

bl o)
el om0

unter dem nach v genommenen Integrale ist nur iiberall der Faktor -
i = 4 (4

hinzuzufiigen. Die betreffenden Integrale bezeichnen "wir mit Aus Auy, - - o

C

die dabei einzufiihrenden Funktionen mit ¥,,, Y.y, ... Man erhilt so die folgenden
Resultate:

Erste und zweite Lage: 0 <#<#, wo #° durch (72 definiert sei. Es ist, wie
i ()
)Q vali -aC‘)LE 7 T 7
(8%8) e j j ( 5 S dwd pd e = Witk

wenn analog zu (68):
a

- fnj, ¢t — (I —10a2 5620 dv fir 0 <t< 0,

Bae . W
= 1ze (4, 1) 10 @ ’

(8]
und ebenso:

» N

(89) Ay = J |1

wenn :

o U

oy

B e 0 R AP

o

(89%) Pray(a,t) = 1(;(13 j 0.t —2)n (12 —10a® + 5 2% dr. :

!
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Dritte Lage: #*° <:¢< 7', wenn 7' wieder durch (77) definiert ist:
((H)) A ol e 3’r}rL x® (7707 t) ; {[[‘3 " 1) (if:« ?),

wenn analog zu (75):

A
S O & - S .
(90%) % layl) — P {n,,, t—r) 7 [(a® — ¢
= ATy, 2
70

und ebenso:

(91 A = G )

Y

wenn :

Z

8] .
i o (2. ) o €&

il F om0l

o) - : 4a
Vierte Lage: £ > 7', analog

(9)\) o

((’)'ﬂ A {Eil %y (Tug /) =

In Betreff der Bedeutung der Grofie ' und anderer damit zusammenhiéngender Fragen

Q. Qr

kann auf die friitheren Hrorterungen (vgl. den SchluB von § 7) verwiesen werden.

wichtige Formel (55) ist nicht

Die den bisherigen Rechnungen zu Grunde liege
mehr anwendbar, wenn es sich um die Integration des partiellen Differentialquotienten
3 A,
deshalb nicht auf ein Doppelintegral zuriickfithren; es gelingt dies aber teilweise durch

iiber das Innere des Elektrons handelt; das betreffende dreifache Integral lait sich

die folgenden Erwigungen.
Bs hingt 9, explizite von B und ¢ ab; in B wiederum geht ¢ dadurch ein, dai R
eine Funktion von « + & y -+, 2+ £ ist, und daB &, %, { gemdB (26) von ¢ abhingen.

1 2
Das von O bis # nach der Variabelen v zu nehmende Integral, durch welches A, nach (85)
dargestellt ist, zerfillt zufolge der in § 6 fiir die Funktion ¢ bei den Gleichungen (52)

bis (53Y) angestellten Uberlegungen in eine Summe von einzelnen Integralen, deren Grenzen

7', 7' . .. selbst wieder Funktionen von ¢ sind, da sie durch Gleichungen der Form:
R—a—c¢t, R=a-+c¢r, a=c¢r, R=ct

bestimmt werden. Auch diese Grenzen sind also Funktionen von #, aber nicht explizite,

sondern nur insofern, als sie von R abhiingen. Bei der Differentiation aber kommen diese

Grenzen nicht in Betracht; denn die Funktion S ist nach (43), (44) und (45) an ihnen

stetig. TIst z. B. ein Wert 7, durch die Gleichung R + ¢7=a bestimmt, so wird fiir

und R - ¢# > @ nach (43):

B aileril
S=— — ,
i a” =t ]

d. h. gleich demselben Werte der sich fiir R+ ¢z >a aus (44) ergeben wiirde; da nun 7,
einmal als obere, das anderemal als untere Grenze auftritt, so heben sich die durch Differen-
. . N1 " - Cee p)
tiation der Grenzen entstehenden Glieder fort. Ebenso ist fir ¢ > c¢v — R und @ = ¢v — R,

T =T,
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(43) S=0, fir a <e¢r— R aber nach (45) ebenfalls § =0. Wi
e 3 U, :
bei Bildung von ~_% nur die

db

obere Grenze ¢

und die Funktion
tegralzeichen zu beriicksichtigen. Man erhélt aus (85):
Qi
0/ ) ‘ 24 ¢
oy s T denaas RPN
s LUk + )0 (C—7) — D A
'» ot = 5 ot A ot
0
denn fiir die untere Grenze v = 0 verschwindet die Funktion S nach (44)
tlied wenden wir die partielle Integration an und erhalten:
Glied lie partielle Integration an 1 erhalten

t /
e gt
. 2d

(1}

] S

17 = — V., ()\( - -+ {1\,,{[’
3 R JT .1(_}_\1,7i[% 5
0

S 9, (-

%
also:
i [/‘j\ /SV
L ey )
(94) ?)‘“T“"“‘-L‘:é'n t — 1) o - e
i ot S sole 2y 2T J
0

Hierin ist nach (26):

g 9> S\
a(/:) 9(1&) - (a ) o( ) -
. 0 B i S

= , R ’

von S die GroBe R als konstant betrachtet.

Was soeben iiber die Differentiation der Grenzen nach ¢ gesagt wurde,
bei der Differentiation nach x; es ist also:

: . (S
2n2ad U, . (\"z; x -+ E
= foe—1) -
& o

) ol
o It R
N
)

und entsprechende Gleichungen gelten bei Differentiation nach y und 2.
aus (94) die spiter wichtige Relation:

Sona
: t
e oW, 3%, 3 A, o U, & ; as\ dz
(J()) T DJ? = ni‘ ord ) Dx rt e T) )
ot dw 51 dz 2 a ‘ i e
(8]
und hierin ist fiir 5, ) emer der aus (43), (44) und (45) sich ergebenden Werte einzu-
setzen, némlich :

+ %+ @+ o +E+ 0o

. - A E . . . . Ty = =
wobel mit ( ) dasjenige bezeichnet ist, was man erhiilt, wenn man bei der Di
= A

r brauchen also

unter dem In-

(Z'r,

Auf das letzte

w

@
| hl
&)
i

7) =k
e
0=

)R
ifferentiation

gilt ebenso

ch folgt
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(96)

A ‘«{‘\ 2 23
Sy (el T C A1 ;
(962) Vo | = : : (44)
NG/ & L
e T QBN
il 2ig e ) g
(96") { e 0 - (45).
\3 T )_/ 3
; s o - 3 U
1O 1'"' = “‘ 3 Nt o b va e e Y 3 v Ve H 5 P i . :
Wenn jetzt das dreifache Integral von — .+ genommen tiber das Innere des Elek-
¢
trons, zu berechnen ist, so haben wir uns nur noch mit dem Inte
4
~ LAECUN . =
am - i W\ [ORY AT
©7) - foog —a(2) 2
) 5 \ o1 / L

zu beschiiftigen, denn es ist

iR ) e A R a7 .
infolge von (95) gleich:

((}b> A st = Dy A 2 gr }YJ D

Zur

durchzugehen :

Berechnung von ¥V, haben wir die verschiedenen mdoglichen Lagen

Erste Lage: 2¢t<<a. ige Gebiet vertikal

welchem :

a—ct<RBR<a+ cr

schraffiert, in

(8

hier die Formeln (4

Qe

und (96)

ist, so daB )

anzuwenden sind. Das hierauf beziigliche drei-

fache Integral, das wir ¥, mennen wollen, ist {iber die Kugelschale auszudehnen, welche
nach aufen von der Kugelfliche » = @, nach innen von der Kugelfliche R=a — ¢z

begrenzt wird. Wir fiihren mittels (69) Polarkoordinaten R, @', ¥ ein; dann variierh

(bei gegebenem Werte von @

(99) as—

) It von B =a — ¢t bis zu einem durch die Gleichung:

)2 772 9 2]
Ry T 2R

T cosin ©'

bestimmten Werte R, (und zwar ist das positive Vorzeichen der betreffenden Quadrat-

wurzel zu wihlen); @' lduft von 0 bis &, ¥ von 0 bis 2 z; also:
t 7T Iy 27
= =
Vy= AE—1) z(,-j sin 0'd 6’ | (cv — R) Rd TJ 4
0 @ —ct 0
i 7T .

: Sec = -
(100) = — v (t—7)dv|sin® | -ce B2 — = R? de.
\ 4 =i &\ y 15) 33

@ o 2 da—cx
0 0

Hierin ist nach (99):

R —=a?— 1% + 2 1% cosin? ©' -+ 2 T cosin O Vo'

also:

|
i i) ‘l
i

1l

| 1y B |
r'-gn‘bq i::‘ fite

i n»j“

| i

i
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(101) é Rsm® dO = —(a® — 1?) cosin @' — £ 17 cosin® @ — — 7 (a? — 1% sin? ©')%,
- (2

T

(101%) j‘ Rsin®' dO =2a®> — 2 17

ferner:
(102 K —3(@ 19 Tcosin @ + 4 17 cosind® @' 4 (a2 — 17 +4 T2 cosin? ') V a® — 1%sin® O'.

3ei der Integration nach ©' haben wir uns der Formeln

é Va2 — T2 sin? @ sin O’ d O = — } cosin &' Via? — 42 sin? O

i e
X AT ‘7 ) ot e ety
o log (T'cos @ + Va2 — 1?sin® @),
(102%) } Va? — T2 sin? @ cosin® @' sin O' d O
(o — 1% loo (a? T2 1 92 T2 cosin O 2 T eosin @' } ) T2 5in2 OF
= TWE e e e gosinz @ - 2 1 cosin @ Jat— LS 0)
] Y me oL o 2 L S\ - i [ (2 9
- 0 B2 IPcosing O yeosin @) Ve, —1lsmE 0

or L

zu bedienen; dieselben ergeben:

T

e I = (,'
J Va? T2sin?® sin @' d @' =aq — ——— log
0

.
J a2 — T2 sin? @ cosin? @ sin & d.O — —

a4+ T
0
und folglich, indem sich der logarithmische Ausdruck heraushebt:
(103) JRisin @' dO" = 24?,
QO
sonach schlieflich durch Hinsetzen in (100):
¢
. : E0[C o iEn = 5
(104) Vs — L ad b (—7)-[T2— 22+ 6(@—c1)]-cr-dr.
i
0

Es bleibt das zweite (in Fig. 1 horizontal schraffierte) Gebiet zu betrachten, das bei

: o : : S : : = ;
Integration von - keinen Beitrag lieferte, jetzt aber einen von Null verschiedenen Wert
ergibt. In diesem Gebiete ist B <« -—c7; es kommen also die Formeln (44) und (96*)
zur Anwendung; den Beitrag zum Integrale (97) bezeichnen wir mit V3; dann wird:




e e

T e

(105)

In (98) ist schlieBlich:

(106) Vo= Vo+ Va2

unter Benutzung der in (104) und (105) angegebenen Resultate einzusetzen, um den ge-
suchten Wert von A4,; zu erhalten.

sl . : @ g ; :
Weitere Entwicklung der ersten Lage: -— <¢< -. Wie bei den fritheren
i a c

Betrachtungen tritt hier nur eine Anderung in der Zeichnung der zugehdrigen Figur ein,
nicht eine Anderung der sonstigen Betrachtungen (vgl. oben Fig. 2). Man hat daher:

(107) Vo= Vit Vo= Win(t,t) fir 0 <ﬁ<;{’

wenn die Funktion ¥ gemiis (104) und (105) durch die Gleichung:

@
Vs we oy ) = — - fu,,, t—1)-[dla—cr)P+6cr(@—o) +ct(I?—P7)|dz

= W e

B 0

(108)
o % ; o : ; o
=i ’ v(t—v)-f4a?—6alcr & ci1l-| oriildig
4 a®,
0

definiert wird.

Zweite Lage: ct>a, 7<a, ct+ T<2a, wie oben in (72); vgl. Fig. 3. Das
Tlektron zerfillt wieder in zwei Gebiete; in dem vertikal schraffierten haben wir ein
Integral V. zu bilden, das aus V, entsteht, wenn man in (100) die untere Grenze a—e¢ =
durch ¢ — a ersetzt, also:

¢ 7

e ;,J.um (& ade fsiu O’

0 0

1 : Sl -
Lnnad pv” 4o

~ o ct—a

Bei der Auswertung bleiben die Formeln (101) bis (103) unverindert anwendbar;
und man erhélt:

{
V= fic;*j . — ) [(I2+ 2 —6ad)ct+ 4a’]dr.
) 0

Fiir das andere (horizontal schraffierte) Gebiet, in dem R<c¢t— a ist, hatten wir
nach (45) und (53) einen verschwindenden Beitrag fiir das Potential ¢ gefunden, so daB
jetzt gemiifs (96%) und (97) fiir die zweite Lage einfach:

VotV e e
¢

Abh. d. IL. K1. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt. 36
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zu setzen ist, wenn wieder ¢’ durch (72%) bestimmt wird. Dieses Int
genau gleich dem fiir die erste Lage in (108) aufgestellten Integrale. i
fise Hhig (107) und (108) haben daher fiir die erste und zweite Lage, d. h. fir 0<¢<¢,

cemeinsame Giltigkeit.

P <t<7, wenn t' durch (77) in
=
|

in dem vertikal schraffierten

Dritte Lage: 0 <¢

definiert ist. Wir haben

wie in (73):
0<e¢r—a< R<TH+a<ct+ a,

|

2 S\
el ; ; s : ; > = S = > 20
et I also S durch (43) bestimmt (da cz — R < a<cz o ki cv=g =tcv ast), und ( -
1 - \ T
durch (96). Hier liuft @' von ' =0 bis @' = O, wenn O durch die Gleichung:
i (109) 9 R Feosin &, — _ 72— @2
{ {
i als Funktion von K und 7' (also auch von z und ¢) bestimmt wird; B lduft vor
e o bis R =T -+ o; dieses Gebiet liefert also nach (96) zu dem Integrale V, den
{ € oY ;
o 2 de
0
t Tta
" oO&C [ = - {2y = Z : N >
= g‘u,,; (t—1)dr ? (¢ct— R) R(1 — cosin ©)) d R,
4 0°e ) : ;
70 CT— @
oder wenn man den Wert von cosin ®; aus (109) einsetzt:
1
e | ) ' 3 )
Sec (0, (t—1)_ & SN e R 5 <
it . e AT o)t —(r—a)tt— QT+ er) (T + a)* — (cv— )}
VR (110) 20
il : : :
! e g N (/" | 2 / \9 r ¢ mo o
+ 12—t 2¢:T){(T' +aPf —(ct—aP —(T+2a —cr)er(I? —a?)]dr.
ik In dem horizontal schraffierten Gebiete (Fig. 4) ist I'—a< R<¢r—a, also B<c¢7
| HIRIET, : X : e SR o 5 §
und o <c¢z— R, so daf die Gleichungen (45) und (96") zur Anwendung kommen, dieses
Gebiet also wie in der zweiten Lage keinen Beitrag zum Integrale liefert. Hs wird
demnach:

,,,\2‘ (I | 1) }:r.(; —— li/i xt (101 lﬂ —{_ ?E;(:-‘:x‘f (f’ [')7

wenn ¢ durch die Gleichung:
; o,
i (112) [ Y50r 0
| 12 rot(0,8) = — o 7 et
Bis ' : Bat. -
20

definiert wird, in der mit G (7, ¢7) die ganze Funktion von 7' und ¢z bezeichnet ist, welche

hy ? s & e

i in dem Ausdrucke (110) unter dem Integralzeichen auftritt.

‘.d:r‘ | | -’ - B - . .
I Die vierte Lage bedarf keiner neuen Erirterung, da fiir sie keine neuen Funktionen

bendtigt werden, sondern nur die Grenzen einer eingehenderen Diskussion bediirfen, die
ebenso wie vorhin auszufiihren ist.

WMy
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§ 9. Die von den Potentialen ¢ und ¥
TRy i Lt
abhingenden K e
f' it
Durch die berechneten Potentiale ¢ und U, U, A, liBt sich die auf einen Punkt b ma i
. 1 1.4 i — 5 e % : % R Ltk i e
%, Y, & durch die Bewegung des Klektrons ausgeiibte Kraft darstellen; es geschieht die iEE “!“nww il
durch die Gleichungen:?) ‘ b |
ORI e :
Iz SElTY {
Q¢
JEL s
i
: 3 it
11 9) e T |
(113) i g, i
fom—° |
s o
welche die drei Komponenten bestimmen; und es ist wieder: |
Sy bl e M
also z. B. i
98 b, g, ey a2
— i oy, —2 v, . -
Qx ox dw ox il i |
Die Kraft f bezicht sich auf die Ladungseinheit des Elektrons; fiir die Gesamtladung ‘
e ergibt sich also durch Integration iiber das Innere des Elektrons eine Kraft mit den el |
i {
Komponenten: o
(s
= ool inbE e
= =] 4 % fodx-dydz, ! ‘
- dma: ) ,/‘q, E i |

=

&

]

—
—
M

D
~

T

|

2

Pt

: ,;,,’ije' g Hé fydxdyds,

Fo= é é 5 Ldxdydz.

4aad,

Die hier verlangten Integrationen sind in den beiden vorhergehenden Paragraphen |

bereits ausgefithrt. Unter Benutzung der dort angewandten Bezeichnung erhalten wir also: i
o A a0 ol : d 1 i as
(115) - Fe=— s+ = (03 Apo+ 0y Aoy + b: Apo) — = Asy. il il
o & c c !
Infolge der obigen Gleichung (95) lassen sich diese Relationen sehr ver- il
S . . 3 /1 14 0N e { | |
einfachen; die Gleichungen (113) nidmlich werden: il 1
: i
/. Y |
- : dq e Sy [ S\dr L
(116) bl | g
P 2R Wi \97/) R R
0 bl
. ‘9 KS( 9 7 y . o\ [  q\ ( 2 ] \ Des g . y > L il ‘:ﬁ‘
worin | ——) durch die Gleichungen (96), (96%) und (96°) fiir die verschiedenen Gebiete L
21 3 ; 4 . il /)
!
definiert ist; entsprechendes gilt fiir f, und ;. Ebenso ist die Gleichung (115) infolge von | k
(98) durch die Relation: ‘
-

1) Vgl. Abraham a. a. O.

w
(o]
*




i enst)

..l‘f.
! 276
I
k7 : Thits
(117) T
| (und die entsprechenden fiir &, und §.) zu ersetzen. Wir haben jetzt nur die in § 6 fiir
@, und die in § 8 fiir ¥, gewonnenen Resultate bei den verschiedenen Lagen zu verwerten.
Erste und zweite Lage (Fig. 1, 2 und Fig. 3): 0 <¢ < ?°; dann ist nach (71)
| und (107):
Se Aos L st R
it (J ] \) 7 SN Yo (])1 @ (/~ l‘) ¢ . Ll (”“, [):
it 2 3
| L P Een o , ¥ £ E
I hierbei ist @,, durch (68), ¥,,; durch (108) definiert. Da hier @ > ¢z und nach
i 5 G = - Bl ARG Sin =l T
i ¢z > T sein soll, so ist offenbar @, negativ, wenn v, positiv ist (da dann auch &> 0);
ebenso ist nach (108) ¥i,: <0 wegen (72). Die Komponente &, der Kraft ist also
| i 2 e Gaos o SR 7 e e
i in der ersten Lage eine stets positive (und von Null verschiedene) Grife; ebenso
i ist es in der zweiten Lage. Entsprechendes gilt fiir §, und ..
DBritte Lage: 0 <cv Sa< L a /<<
e Hier folgt aus (117), (79) und (107):
e G : il e e ] S
(118) e e D ) O () ()
| ‘ Jé : ¢ ¢
wo nun Ds, durch (75) und %, durch (108) definiert ist. Die Funktionen @, und ¥4
il sind auch hier negativ; ebenso @y,, denn nach (74) kann diese Funktion in der Form:
o t &2
<) nE . . /
SectEdai sin © cosin & o h - e
e ‘5' e ‘ e [0 — 222 (@® + 1% + 2 a T cosin @)] d ©®
i | 4a) T J Va2 T2 + 2aq Fecosin @
e 70 0
I’ ’.vl.
' % = : ‘ g s . ¢ 2 ey
il geschrieben werden, worin die eckige Klammer unter dem Integralzeichen offenbar negativ ist.
Jm %,, zu beurteilen, zerlecen wir den Ausdruck in die Summe von ¥' und ¥*;
| .
e et 1S sel:
(i i
i S¢ecC (v, (f— 1) : B3
| Wt i AR Pty s B S e S AN MRS (9 Bl 0 e IS e S S :
i | Y = 8(!3[ T W'+ a) lce—a) | L1274+ co){(IT'+ a) (¢ct— a)®} | dr;
<
et dann ist nach (110):
¢ T+-o
1} o 2
| 3 See .t 1) - , = eEi
WL V' o= — —— g»vf—\ —_ (!’r‘[(lf—Bcr T—a*>) BR—ctv(1? —a?)]dR.
i 8 a?. 7 ; : : S
¥ e | 20 cT—a
Jh.u
i Der Ausdruck in der eckigen Klammer unter dem Integralzeichen in ¥ ist gleich:

i T+aPE T +a)—3T—3ce] —(cr—ap[L(cr—a)— 3 T—ferl;

i hier sind die beiden eckigen Klammern negativ; das erste Glied iibherwiegt dem absoluten
Werte nach; die Differenz ist folglich negativ.
Ebenso ist die eckige Klammer in ¥* negativ, denn es ist 7'> @ und:

ayuny

e 2¢t Tl —a?=(T —¢ )L —ct T — a?
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A 4 : s

d. h. <0, da T <c¢z nach (65). Somit ist auch ¥5,;<0; alle Glieder der rechten Seite
von (118?) sind positiv; auch in der dritten L

ge ist daher die Komponente §,

der wirkenden Kraft (fiir positive Werte von b,) stets positiv.

Die Gleichung (108%) ist in dem Intervalle #* <#<t' anwendbar, wenn 7' die kleinste

P R 77y 20

Wurzel der Gleichung (77) bezeichnet, welche grifer als 7° ist; diese Wurzel ist aber

(vgl. oben S.265) nicht immer

brauchbar; es greifen dann diejenigen Uberlegungen Platz,
die oben am Schlusse von § 7 angestellt wurden, und die wir hier nicht zu wiederholen
brauchen; wir stellen hier nur nochmals die Resultate zusammen

Fiir 0 <#<#" gilt obige Formel (118), analog zu (71).

Fir £ <t<t, wo t' durch die Gleichung

analog zu (76).

t die Formel (118%),

Fir ¢ <z ' <t, wo ¢ durch (77) definiert ist, haben wir, analog zu (79):

(=}
Qb k7 a® ; 0 7 e g sy 1 s =SS g
(] lb‘) [5) B = (]—)i.r, (.T’~ "v) — Dy (7, f' S v P (T /‘ = [:Z,,cﬁ , i
3¢ N s ¢ ¢

In gleicher Weise haben die fritheren Formeln (83) hier ihre Analoga.

Die in Richtung der Tangente der Bahnlinie wirkende Kraft i, findet man schlieBlich

aus der Relation:

fiir jeden einzelnen dieser K4

(1519 v Fy = T 05 + Ty 0y + T2 0.

§ 10. Das Potential ¢ fiir Volumladung bei Translation mit Uberlichtgeschwindigkeit.

Im Gegen (65) definieren wir eine ,Bewegung mit Uberlichtgeschwindigkeit*

durch die Un;gloit_'imngi

S 3
(120) et [
welche fiir all von 7 und 7' erfiillt sein soll; allerdings kann die Geschwindigkeit

it sein, ohne daf diese Bedingung erfillt

des Elektrons als die Lichtgeschwindigk

ist, z B. wenn das Flektron eine Spirale um den Anfangspunkt beschreibt, deren Win-
dungen sehr enge sind; eine solche Bewegung fillt unter die Ungleichung (65), ist also
nach unserer Definition als eine Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit zu betrachten.

Die oben (§ 6) vorgenommene Hinteilung des Raumes in verschiedene Gebiete bleibt

hier unverindert bestehen, demmnach auch die Gleichungen (52) und (52%). Die verschie-
denen Lagen, welche zu den weiteren Gleichungen fiihrten, bediirfen aber einer erneuten
Besprechung.
Beim Potentiale ¢ kommt es fiir die Schlufiformeln auf die Integrale:
Al . £17
‘ 6 (8(‘1 dxdydz, | é 2.2 L dx dydez, { { [‘80
) % s ) Q&

n

L dw dy dz

an; die Berechnung derselben wird wieder mittelst der fundamentalen Formel (55) auf die
Berechnung der entsprechenden Oberflichenintegrale zuriickgefiihrt. Wir brauchen deshalb
die in § 6 fiir Unterlichtgeschwindigkeit durchgefiihrten Uberlegungen und Rechnungen
hier nicht in entsprechender Weise zu wieder holen, sondern gehen fiir mehchtf»esch\\ indig~
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keit sogleich dazu iiber, die in § 7 ausgefiihrten In

ationen auch hier in analoger

, Weise
durchzunehmen. Wir beginnen sogleich mit Betrachtung der verschiedenen durch Un-

gleichungen charakterisierten Lagen:

Erste Lage: Der Mittelpunkt M o
¢r um den Punkt O géschlagenen Kugel (da 7'> ¢z ist). F

von z liegt diese Kugel ganz im Innern des Elektrons, denn es ist in 8:
AB=AM—BO—0M=a—(*+ T),
also positiv fiir hinreichend kleine Werte von z. Fiir diese

erste Lage sei demnach:

(121) ad el

gidicnadi b ieoia oy
)

so daB die Kugel mit dem Radius B =c¢v in der Tat so

Nach (120) ist dann auch

liegt, wie es in Fig. 9 gezeichnet ist.

D
Die Kugel mit dem Radius @ — ¢z teilt das Innere

des Elektrons wieder in zwei (Gebiete. In dem einen (in

Fig. 8 horizontal schraffierten) ist:
B G-, > cr.o0 =B,
Fig. 8. folglich kommt Gleichung (44) zur Anwendung, und es
wird @ wieder durch (52) gegeben; im Innern des Gebietes
: o @ Al e e =i
verschwindet ; das Gebiet liefert also zu dem Integrale ¢, keinen Beifrag.
& >
In dem andern (in Fig. 8 vertikal schraffierten) Gebiete ist:
(122) R>a—ct wmd R<a-+ cr.

Auch die mit dem Radius @ 4 ¢z um O konstruierte Kugel trifft nimlich infolge der
Bedingung (120), d. h. hier:
Jedingung (120), d. h. hier:

' Voot

a+cr<a-1

stets das Hlektron. In diesem Gebiete ist (43) anzuwenden, und demnach:

;
3 Bigc - -
(123) 0 — it J [a? (¢ -
0

also wie in (522), wenn dort ' = 0 genommen wird.

ge

Ein drittes Teilgebiet des Elektrons liegt aufierhalb der Kugel mit dem Radius

R =a -+ ¢7; hier ist:
(124) atect<B<T -+ a,
so daf Gleichung (45) zur Anwendung kommt und ¢ = 0 wird.

Nur das durch (122) charakterisierte Gebiet liefert sonach einen Beitrag zu dem
Integrale ¢,; die Oberfliche wird teils durch die Kugel » = @, teils durch die Kugeln
R=a —ct und R = a 4 ¢t gebildet; an letzterer ist nach (123) ¢ =0, so dak nur die
beiden ersteren Flichenteile in Betracht kommen. Die darauf beziiglichen Integrale seien
bzw. K, und K,; fir K, wenden wir die Polarkoordinaten », @, ¥ an, die durch die
Gleichungen (63) eingefithrt wurden. Es wird dann nach (55) und (123

o




B ..o o e I it e T —

wenn 6, und @, bzw. d L
;|
m 5 2 1
o Jicosin),
(125) ; i
. SiryT el hgns gy il
v 1 cosin G, i
bestimmt werden. In K, sind R? und gemiiB (64) und (64?) als Funktionen von © und

1. Die von cosin ¥ und sin ¥ abhingenden Glieder fallen durch !
h

¥ fiir r = a einzusetzez

die Integration nach ¥ zwischen den Grenzen O und 2z heraus, und es bleibt, #hnlich SR

wie oben bei i in § 7, nur das von & abh stehen, so daB:

: { Ty |
Y
wird. Vermdoge der frither bei Ableitung von (74) berechneten Integrale U, und U, lift a
sich die Integration nach @ durchfithren; es wird, wenn man cosin @, und cosin @, aus
- 2 : V
(125) einsetzt:
G : : ity
: ; sin ® cosin @ - i A sl R
By é: S d6=-—— (72— 3 17 @
= - e 2 42 a\ &t 8
JVa®+ T?+ 2a T cosin® o a4 i
O
. |

7 GRS R . L |
W, = 2 a T cosin O sin @ cosin O d & il : ‘
7 I $ ot
(it
it W
cT 4 AR 9 9 o g 5 l“. i i
=i (3 ettt 250 == 15a” ,En'»u { .
io G- z !ﬁ | i
& f1 |l s e
Hierzu kommt jetzt das I N LG E | (aRoR R
Hierzu kommt jetzt das Integral: \ L
%) f l
!
- v = 5 (4 790
i fsm O cosin O d O = =2 8
5 “ )
G L
3 A |

und es wird:

e ) Wy — W, + 261 W,]dr

S
(2
1)

—

Ec S : . 2 e o !
S vy S S e L 900 9 awad D N S ey ‘
=10 aaf 7% [6 ¢t 1008 ¢l 22 (e % T (15act —4c¢? )] dr. o

: | HJ.,.‘
Es bleibt K, zu berechnen, d.h. das auf die Oberfliche B = a — ¢z beziigliche { L

Doppelintegral, soweit diese Fliche im Innern des Elektrons verlduft; hier ist: i
- |

Cosmi(in ) —feosm i e i
v i |
i,
W i ll {




280

also nach (55) und (123), wo K =a —cz zu nehmen ist, unter Benutzung der durch (69)

eingefiihrten Polarkoordinaten R, ©', ¥":

L Ao 27
Q o ~
i DEC (5 ,. e F 7 i i 2 i
i - { —=dzlcz(a ct)?sin® -cosin®@' d @ §d¥,
2 2mad) T :
DG : 5
0 0 0

wo 6y durch die Gleichung:

@’ = (a—ct)? + 1%+ 2 (a— ¢7) T cosin O

, definiert ist; also:

K, = — (@ —c7)?sin® Oydr

(124 2 —2act)’—4(a—co)? T?|de

(17— ) L'+ er—2a)(T—ct + 2a)] dr.

Die gesuchte Funktion ¢. war gleich K, 4 K,; fithren wir also zwei Integrale @§,

und D%, durch die Gleichungen:
D8, (o ) = — }“ 2L (ar L) d

(128)
Dio(a, ) =

'1"3 1\
W V“
i ~
ein, wo G, und G, bzw. die in K, und K, unter den Integralzeichen in den eckigen
Klammern stehenden ganzen Funktionen bezeichnen, so wird schlieflich bei Uberlicht-
geschwindigkeit:
(129) @n= Pl (1,8) + Pi.(%,¢) fir a>cz 4 T.
Zweite Lage. Ist im Gegensatze zu (121) die Un-
gleichung:
(130) a<cr—+ T
erfiillt, so wird in Fig. 8 die Strecke:
{ - b8 G o - By m
L AB=a— (cv+ 1)

negativ, d. h. das Elektron (Kugel » = a) wird von der

Kugel B —= ¢t geschnitten, so daB die frithere Figur 8
D tes) ? b )

durch beistehende Figur 9 zu ersetzen ist. Auch hier

wird das Flektron von den beiden Kugeln mit den Radien

@—c¢7v und @ + ¢z geschnitten; auf die Oberflichen dieser
Kugeln kam es aber bei Berechnung von ¢, allein an; es

wird daher nichts wesentliches gefindert; und die Formel

(129) bleibt fiir diese zweite Lage giiltig.
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Die Kugel mit dem Radius R = a — ¢t schneidet das Elektron nicht mehr, wenn
die Summe der Radien kleiner als die Entfernung der Mittelpunkte, d. h. wenn:
a—ct+a<T oder 2a<T 4 cz
ist.  Dann bleibt aber (wegen I'> ¢t) noch zunichst a > cz, so daf die Kugel mit dem
Radius @ — ¢7 noch méglich bleibt. Die Grenze der Anwendbarkeit des in (129)
abgeleiteten Resultates ist also durch die Gleichung:

(131) Sa— 1 Tice TR e

gegeben. Hier aber sind zwei Fille zu unterscheiden. ! i 1
Bezeichnen wir mit 7, den Wert von 7, welcher sich aus (131) ergibt und der eine ..,i... i

Funktion von # ist, und von dem iiberdies zunichst vorausgesetzt werden moge, daB er e ']“

: a : i :
kleiner als ; sel. Dann ist entweder:

(132) Ty il
oder :
(1322) Ty Kb

Die Variable z ist stets an die Bedingang 0 <t <? gebunden; im Falle (132) wird
daher das Bestehen der Gleichung (129) nicht gestért. Diese Gleichung gilt weiter, bis

a i
) der Gleichung:

(47

7, =1¢, wird, wo #, die kleinste positive Wurzel <<

(133 2 g = (T + ¢1)ees

bedeutet. Die Kurve (131) verliuft in diesem Falle (wenn wieder ¢ als Abszisse und =
als Ordinate betrachtet werden) so, wie es in Fig. 10 angedeutet ist; sie schneidet die

Linie # =7 zum ersten Male, indem sie von oben links kommt, und zwar fiir £ = 7, =¢,. 1
Dritte Lage im Falle (132). Dieselbe tritt ein, wenn ¢># wird, wo ?¢, in der ST AT ||
eben angegebenen Weise durch (183) definiert ist. Jetzt ist die Gleichung (131) durch B s
{eo)ten) o | fihd

4
Werte z, befriedigt (vgl. Fig. 10; ob die Kurve mit wachsendem 7 steigt oder f4llt, -ist ‘]‘f"'[
nach den Erdrterungen am Schlusse von § 7 gleichgiiltig), die <7 (und >¢,) sind. Es 1st ! i it i
i s
2a>T+ ¢,

Wl
i il

|
i
i
i
(et
.4;7‘\«_——/
=
/T%
e i
s “ !TJ Z-a /
| I - 4 Baie
Z, 23 /
Fig. 10. Bio a1
Abh. d.TI. K1. &. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt. 37
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it so dag fiir diesen Teil des Integrationsintervalles (0 <7<, die Formel (129)
; giiltig bleibt; aber fir 7> 7, wird:
it el 2a<<T—+ce,

und das Elektron wird wohl noch von der Kugel @ -+ ¢z, nicht aber von der Kugel ¢ —c¢=
geschnitten. HEs kommt nur das Doppelintegral iiber denjenigen Teil der Kugeloberfliche
8 Pi 3 2 o)
r = a) in Betracht, auf dem ©@ von O, bis & liduft, wo wieder @, durch die erste Gleichung
) &) D
125) definiert ist (vel. Fig. 11). Der betreffende Beitrac wird durch die Funktion:
D) fe} /

\_)

s *5 Jf[ ( R 60 © cosin & 40

i srla i —= | —0 a? — (¢t — R)?| sin O cosin 6

| (a, 4@(} 7 T Sin DSII iz
i O3

| fiir @ = ¢ dargestellt. Die fiir (L‘f_)(i) aufgestellten Integrale W, W, , W, sind jetzt unter
o ‘ Benutzung der in (66) und (66?) berechneten unbestimmten Integrale bzw. durch W,
113 e Wi, W, zu ersetzen; dabel ist:
= e e . : ¢ o
Wil (134) Vs — 5311’1 O cosin®@ d B = - —T? 4+ 4a® +4ace],
("/3

: - sin @ cosin @ d O 1
il g 1342 W — { . = &g 2 (a? 7 +aT) l/ a—T
= 3 Va4 1% 26 T cosin® e ( o he y

! ‘ ¢ g o 7 g -

il —{83a2 4+ 31% — (a + ¢7)?} (a + c7)].
e o

Auf der rechten Seite muf der positive Wert der Quadratwurzel aus (a Ty ein-
i L gesetzt werden. Hs ist also zu unterscheiden, ob @ > T oder a < 7' ist. Fiir kleine Werte

von 7 ist sicher a>7"; ob dies aber in unserem Intervalle (£>¢) vorkommen kann,
it bedarf in jedem Falle der Untersuchung; es moge fir ¢ <z <t die Bedingung
a > T erfillt sein, fiir grofiere Werte von v (d. h. v>¢)) nicht; dann ist:

."‘“‘\f prd (1347) W= 6 (ﬁ_) 7 [—2T%+38ac?7® —3(a+ cr) 17 4 ¢*2?] fir ¢, <tv<H¥,

Iy dagegen :

(184¢) M — r?i 7 2T —6a>+3ac?t? —3(@-+c7) T24 ¢31®%] fir t> 4.
) 5 *

it
In gleicher Weise sind bei Berechnung von W, zwei Fiille zu unterscheiden, je nach-

dem @ > 1 oder 7> @ ist. Man erhilt aus (6632):

M
! ", JT
“‘!‘"‘ W — f] a® -+ 12 + 2a T cosin ® sin O cosin @ d O
\‘i (01
i‘"‘LE i = alg 7 R@—TP@+1T?+3aT)—(a+c¢0)?{5@ + I?) — 3 (a + c)?}]
‘,Al,\ iy £

Bk e 1

L i 1) L St Q1R 3T et bt

o (6

S oacde? (@ T3 —27T° —5T*c*1% 3¢°7°] fix a>1T,

A iy

dagegen :
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W' -— 1 E g Y3 (a2 st e O T ( NSifiEt 20 m2 ¢ N2
S — 30(#-’ 7 | & (I —aPla®+ 17 F5a. ) — (@ + cv)® {b(a® + T3 3 (/1, “+ ¢ T)~}»J
(134¢) =__ [ 4g°f5a*(d2+8c¢%*t)—5a?@T*+3T%2¢ct— 5c*7)

302 12" :
+15ac? e (v — T?) 25— 5 T2 37 + 3¢5¢%| fir a < T

Es wird also:

g
(135) Bha(@ )= 50 | 5@ — @) W= Wit 20c Wildr.
1

Dabei ist das Integrationsintervall in zwei Teile (eventuell in mehrere
Teile) zu zerlegen; in dem Teilintervalle, in welchem a« > T ist, sind W,; und
Wi bzw. durch die Ausdriicke (134%) und (1349) zu ersetzen, in dem Teilinter-
valle, wo a << T ist, dagegen bzw. durch (134°) und (134¢). Wir erhalten so:

@y = Do ((,8) + Pl=(t, %), wenn 0<1i<v, <7,
Qo = Dby (15, 1) + Pl (15, ) + Poo (6,8) — Dial(r,,8), wenn ¢ <7, <E<{,,

wo nun £, die niichst grokere Wurzel der Gleichung (133) hezeichnet, die noch Kkleiner
als a:c ist. (Die Bedingung ¢, <7, entspricht der Figur 11; fillt die Kurve mit wachsen-

(1859

dem ¢, so kann auch v, <7, werden.)
; st = a s
Vierte Lage fiir den Fall (132) und £, <¢{<-—, wenn #, ebenso wie im vor-
¢
stehenden definiert ist. Die Wurzel = der (leichung (131) wird hier griBer als £; sie
werde mit 7, bezeichnet; sonst bleibt alles unveriindert; man erhilt also:
(136) Po—=Di GO+ Qs 6 8) fir O <1, <1, <t<71 <08
wenn f, die niichste Wurzel der Gleichung (133) bezeichnet, denn jetzt wird im allgemeinen
wieder:
2 i en e w40
so daB das Elektron hier wieder von der Kugel R =a — ¢t geschnitten wird, und die
Funktionen @Df., @i, zur Anwendung kommen.
In #hnlicher Weise geht es weiter, bis t>0— wird, und wir zur fiinften Lage
kommen.
Pos m Q¢ a o X
Funfte Lage fiir den Fall (132) und #> —. Hier ist statt der Kugel R=a—c¢t
S ¢
die Kugel R=ct— a zu betrachten; letztere schneidet aber das Elektron nicht, da nach

(120) T — a> ¢t — a vorausgesetzt wird. Infolgedessen bleibt wieder dasselbe Integral @;,

anwendbar, wie bisher; und wir erhalten im Anschlusse an (136):

(137) @ =P, (: i) + Dl (g t) EF \(bi‘sm(t, t) — Pk, (z tﬂ o R e %‘< I

dagegen z. B.:
(1372 Qs = Diw (12, 8) + Pla(vy )+ [Pt 8) — D5 (e, £)] fiir 6 <7 <g <l

wie man durch entsprechende Uberlegungen leicht findet.
87
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Dritte Lage im Falle (132%). Verlduft die Kurve
(131) derartig, wie es in I'ig. 12 gezeichnet ist, indem
o <f st,
Jcl t-Achse bezeichnet; dann ist offenbar die Gleichung
(129) anwendbar fir 0 <?<<{;,. Wird aber ¢>7,. so

0

so sei mit ¢, der Schnittpunkt der Kurve mit

()
—_
=~

£ o il S
ist ¢, <7, <t<—; und fiir das Intervall von 7, bis
C

1

wird das Elektron von der Kugel R = a — ct nicht

cgeschnitten, so daB hier die Funktion @3, anzuwenden
g ;

~.

ist; es muB also in @3, die untere Grenze #, durch =

1 1

pige e ersetzt werden, d. h. es ist:

Or— Db (£, 8) + DF, (¢, 6 fur 0<¢<?y, und

(138) : d ek ik b : . a
Py — D Oz (""1@ f) e (j)’z (\Ti, /) “Jﬁ [ (—[)_:ﬁ (Zly f) e rj:);" (\T17 '/) -/.0 = o Sty fl s s
. . = . . a
Vierte Lage im Falle (1322). Wichst ¢ iiber ¢, hinaus, bleibt aber kleiner als
so wird das Elektron von der Kugel R =a — ¢z wieder geschnitten; und wir finden:
(139) @s = D (t,, ) + iz (¢, ) + P (@, 0,

und so geht es fort.

. 1 OO0 ¢ (4
Fiinfte Lage im Falle (1322). Es werde £> —. Dann erhalten wir:
¢

(l“D "/':L' S (1.)(:;::5 (Z’lﬁ f) 1"— fj’)‘i (Zt’p /) + (Ij?:z- (T/. f) ﬁil’ Tl <: tl /:, ’Cf < v
Dagegen z. B.:
(140%)  @o = i (( f) it ("., f) o) — o5 (2, zf) Pt 282 2k b
4 .C \ € &

Und so wird man sich an der Hand einer Figur leicht von allen mdglichen Tdllen
Rechenschaft geben, die hier ebenso wie bei Unterlichtgeschwindigkeit in grofier Mannig-
faltigkeit auftreten konnen.

Endlich kann 7' so weit wachsen, daf auch die Kugel mit dem Radius ¢z -+ a das
Elektron nicht mehr schneidet, dann ist:

11) ctt+a<T—a oder 2a<T —cn
und wir kommen zur

Sechsten Lage: die durch diese Ungleichung (141) charakterisiert sei. Im
oD & b \ /

ganzen
[nnern des Elektrons ist jetzt ¢z + @ < R, also (45) anwendbar, und ¢ verschwindet im
ganzen Integrationsgebiete. Bezeichnet demnach 7, die kleinste Wurzel der Gleichung:

(142) 2a=T1—c~

e @ ; : e .
welche positiv und > — und kleiner als # ist, und zwar derart, dag fiir v <=, die

(4

['Hln‘lt‘,f('hllnj_’; 2a> 1 —c¢xz, fir t>7, aber die Ungleichung (141) besteht, so haben wir
fiir £ > 7, keinen Beitrag zum dreifachen Integrale in Rechnung zu ziehen; es wird z. B.
im \F\(hhl‘“c an (137):
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i g ! ot : o e R
(143) @, = D \ 4 D, | o t) -+ L‘ﬁg‘,,, (v, &) — D3 : (-) fiir ¢,<<7, <%, < <r Gl
e boie) ' o el
dagegen im Anschlusse an (137°%):
39 o —Dr (L8 L B D PR G =0 ] e = o f
¢

[st aber die Wurzel 7, der Gleichung (142) groBer als ¢, so 1st in vor-
stehenden beiden Formeln v, durch ¢ zu ersetzen.
Ebenso wird im Anschlusse an (140):

(144) O — D Q@ o G 1) + D3 (T»L, t) fir z, = i (:< 7 <y

und im Anschlusse an (140%):

N

Al Zf:)_‘lz((z,ﬁ>} flzor, << 5 L gt

Auch hier ist fiir 7, > ¢ die obere Grenze 7, durch ¢ zu ersetzen.

Bs sei darauf hingewiesen, dat die Ungleichung (141) nur erfullt sein kann fiir
¢t >w, denn wenn das Julekbl'on ganz auBerhalb der Kugel R = c¢7 4 a liegt, so muB
es um so mehr auBerhalb dm' Kugel B =c¢t—a liegen; es mufl also der Ubergang von
@ —c¢7 zu ¢7 — @ schon stattgefunden haben.

Hat die Gleichung (L;Z) mehrere Wurzeln, so hat man ganz analoge Uberlegungen
anzustellen, wie sie im Falle der Unterlichtgeschwindigkeit am Schlusse von § 7 angestellt

wurden.

§ 11. Das Potential % bei Volumladung und Translation mit Uberlichtgeschwindigkeit
und die auf das Elektron wirkende Kraft.

Wie in § 8 gezeigt wurde, unterscheidet sich das Potential % von dem Potentiale ¢
hauptsiichlich dadurch, dafi unter dem Integralzeichen der Faktor:

" @anﬁ;ﬂ b (¢ — 7))

c f ¢

C
hinzutritt. Die Binteilung des Raumes in verschiedene Gebiete ist aber jetzt eine andere,
sie ist durch die fiir Uberlichtgeschwindigkeit (7'>¢7) in § 10 angestellten Uberlegungen

bedingt.

T —————————————

~ae—

Unabhingig von dieser Hinteilung sind die allgemeinen Betrachtungen, welche zu der

Relation (95) und weiterhin zu der Gleichung (116) fithrten. Aus letzterer folgte, da die
Berechnung der Integrale Ao sad oA A a sk - Im el iner nicht ausgefiihrt zu
werden braucht, denn diese Funktionen heben sich bei Berechnung der Kraftkomponenten
Fe, Ty B heraus; und es wird schlieflich gemif der Formel (117) nur das Integral V,

benotigt, welches durch (97) definiert war:

> > € S ((rT
o 2 [ fazavar fue 0 (35) %

0
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I\

worin fiir (9 ) die in (96), (96%), (96") angegebenen Werte je mach den betrachteten
T

riumlichen Gebietsteilen einzusetzen sind. Wir beschrinken uns daher hier auf
Jerechnung des dreifachen Integrals V, fiir die verschiedenen Lagen.

Erste Lage, charakterisiert durch die Bedingung (121), d. h. ¢ > ¢v + 7, und veran-
schaulicht durch Fig. 8. Die Kugel r = a (d. i. das Elektron) wird von den Kugeln
RE=a—cv und R=a 4 cz in drei Gebiete zerlegt. In dem horizontal schraffierten
Giebiete ist @ > R + ¢z, so daB (44) und (962) zur Anwendung kommen. Es ist folelich

| 1 < \ ) o]
der entsprechende Teil von ¥V, gleich:
¢
Siecaler
e . { rg dxdydz fb“’ (t—r)dr,
LA ) o ; .
0
wobel sich die rdumliche Integration auf das von den Kugeln R=a-—c¢7 und »r =a
begrenzte Gebiet bezieht. Wir fiihren wieder mittels (69) Polarkoordinaten R, & ¥* ein,
() \ / 9

wobei ¥ von O bis 27, @' von O bis & liuft; um also die Grenzen genau anzugeben,

74

zerlegen wir V; in die Summe W, und W,.

His entspreche W, dem Innern einer Kugel, die mit dem Radius @ — 7' um den Punkt
1 o]
B = 0 konstruiert werde und demnach die Kugel » =@ von innen beriihrt; hier wichst
O von Null bis # und R von Null bis @ — 7'; es ist folglich:

f e = O
- dice Y : = o 4 .
i H/lz _1,’, pE j v, (t—r7)dr ‘ Dy ]'J'J sl @ {f'l i
; v—r ’ ‘ . e/
0 - : )
¢
a4l ‘ 2 NS
-
0

Das Gebiet fiir W, werde begrenzt durch die Kugel R=a— T, die Kugel R=a—c7
und die Kugel » = @; fiir einen gegebenen Wert von B lduft &' von Null bis zu dem
durch die Gleichung:

(145) @t =— T B> 93 R cosin B
zu berechnenden Werte @), so dab:
s a—ct &y 2z
W= J o) clrf R dR [sin€ do’ f ay
‘ 0 a—1 0 0
i z a—cT
- %;f f U o d[ f @RT —T'_ Rt o )RdR
0 a—1
o ¢ - 2 a—CT
= 425 ! By (it L(a Y ‘7; LB Tl ,I.i*];; Gz

Es wird demnach:
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¢
e fux C—o)[tlea—TrT+gla—cr,T)Y—gla— I,T)] i{;,
0

e I e i e
(@46) Vo— W Fol—
wenn die ganze Funktion g (R, 7T) durch die Gleichung:

(1469) g(R,TN=L1t(@®—T)R*+ 2 TR — 1R
definiert war.

Das zweite Gebiet lieot zwischen den Kugeln R=a —c¢r und R=a 4+ ¢t und
g g =l

wird seitlich durch die Kugel » = a begrenzt; in ihm ist der Beitrag zum Integrale V,
nach (43) und (96) gleich:

fi¢ f E {a(,'lx dydz ‘D_,z. t—1)-(ct— R) (z;
2/ E Ly

Sa,

Fiir einen gegebenen Wert von R liuft hier @' von Null bis zu dem durch die
Gleichung (145) bestimmten Wert 6, und sodann B von @ — ¢t bis a + c . Es wird also:

i at-cv 0 27
Vine okt {'(m —_R)RAR J sin @' 4@’ f av
0 :.—Cz 0 0
4 a-cz
o —3ec (i ds s S L - 8 s ;
(147) - jm G- 5 J[ ¢:—R@RT—T — R +a)dR
0 a=G7
t i
3ec =4 i e T {1 e
==t aéjb,;(t — 1) -[erf{g, (@ + ¢, T)—g,(a —cz, T)}
. i M;JJL »»i\.“ i il
—g@+er, ) +g@—cw D] 55, i
: | 1 :".ll
worin ¢ wieder durch (146%) und g, durch die Gleichung: W et || e ‘“';‘;L"
(1472 9, (B, T)=(@*— 1) R+ TR — 4 R?
gegeben wird. Fiir die erste Lage wird so schlieBlich:
L t
Vo=Vt V=200t —9[3 T@— TP +g@+ e +gla—cr) —29(@—1)
(148) 0

dz
_f—CT'{ffo(a’_‘CT)_‘go(a'*’ CT)}] ]j’

wo in g, und g das zweite Argument 7' nicht angegeben wurde, oder ausgerechnet:

t
(4] gfaf Jn t—1) AT —2 TP+ 80*T + 2 (P — 202+ L2 )] EZTT .
]

Zweite Lage, erliutert durch obige Figur 9. Diese neue Figur war nur not-
wendig wegen der verinderten Lage der Kugel R = ¢7; das Elektron wird auch hier
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b von den beiden Kugeln B=a—c¢v und B =a -} ¢t geschnitten, so daB die Glei-
chung (148) auch fiir die zweite Lage giiltig bleibt; wir setzen:

| = . ec e ey oot Ll a e
(149)  Frot (e ) = 1¢ ”Juu (t—1)[1*+ 1603 T+ c*r*+ 6202 12— (1202 T2+ 1242 ¢21?) | =
a0
! also:
» (150) Vo= Pis:(t, t) fiir 0<¢<¢ im Falle (132).
A 199 ad
e S SRS
PR ! % S 5 L o 4
{ Dritte Lage. Das Elektron wird von der Kugel R = @ — ¢ nicht mehr geschnitten;
i es tritt dies ein, wenn 7> 7, wird, wo 7, die kleinste brauchbare Wurzel der in (131)
K gegebenen Gleichung bezeichnet; und zwar sind zwei Fille zu unterscheiden, die oben
il bzw. durch die Ungleichungen (132) und (1322) gekennzeichnet werden. Fiir einen ge-
fitlhi T e 3 H i T . R 2 - ~ . 2
il gebenen Wert von £ liuft @' von Null bis zu dem durch die Gleichung:
@t — PP B2t Rall ookini@,
it bestimmten Wert ©; I selbst aber liuft von 7'— a bis ¢ 4 a. Da jetzt Gleichung (96)
i anzuwenden ist, so wird der dem Gebiete entsprechende Beitrag durch die Funktion:
o cr+a F/.;
it B e ; Séec : R e s Skt £V
oo iloit) — — g8 ) e (t—1v)dzj(ct— R)R|sin® dE
4 ¢ ]
e Y 7 1—a 0
P! Lo ) crtta
d (3] (+
e Dee 1), [ e : :
(151) _— gn - (/,7}((;7—*,15)]: RT—R2—T12 4+ a®]d R
r o e AR 7 Sie 7 =
“ 51 r'—a
e Dl (T (i SR = : : dr
il : =% L% (E—1)[er{g,(ct+a) —g,(T—a) } —g(a + c1) + g (T—a)] 7
| C b °
'lrl
i, i , 3 : : S it
il dargestellt, und es wird hier g, und g wieder bzw. durch (1472) und (146) gegeben, so
l daB die in der eckigen Klammer stehende ganze Funktion sich in der Form:
oy @ —T"—2¢c:D)[(ct+ a)) — (L —a)? |+ (@ — T cv(cr — 1 4+ 2a)
51 3 g \ ST Ly - ,
il : et t+af — (T —a)] — Lz 4+2D)[cr +0a) — (T — a),]
Biid [ schreiben l4Bt, wodurch die Analogie mit der in (112) auftretenden ganzen [Funktion
- My deutlich hervortritt.
13 l
| i : i ; ; L EE. : S 3 .
Bis Es wird jetzt in der dritten Lage fiir den Fall (132):
Vo= Wi, (%, %), wenn 0<t<t,,
y > ¢ > y B % 7 : \ < >
i (152) Vo= Pis(z,, %) + V3ot (4, D) — Wiy (T, 2); wenn L <o < f< i,
i
R dagegen fiir den Fall (132%):
b = e St .2 n a
(1522) Ve=Yise(z;, t) + ¥52:(¢, ) — Wiy @0 e e ~7 i1~ -
iy wobel 7, und 7, dieselbe Bedeutung haben wie in (135) und (138).
_'15:,
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a0
=)

(132). Es wird:

o SRR AET o a : ! a5 .
( =ty e p i iy <G ah R ety ey G Ry S iR
Fall (132). Es wird analog zu (137): fh
‘v
'/(, (\\\ e b La a : \
(154) et et &0 — ¢ B A< st == < ¢ |
5 ki) g c i
dagegen (e bl It |
ten] Len} > i i
{ > I ) ' . (Pes ; - - a oty ‘ i 5
(k55) Vi + | ) Hilestsa < 70t == [ <= { A
- 2 g :
|
Dritte Lage im Falle ( dieselbe ist schon oben durch Gleichung (1522) i
g . RS
erledigt.
Vierte Lage im Falle (1322); es wird analog zu
@ il | |
(156) EY, ) t) e z_faf_;g-[ (£, 7): Qir Ty < 7y =5 ?‘ < —, 4 ]
¢ | |
Fiunfte Lage im Falle (1322). Wir haben analog zu (140):
- : e S ‘
(1o7) Vg = o U T sl s = =it L
e : = - 5 AR
also dieselbe Formel wie im n Falle; dagegen z. B. analog zu (1402): e | |
g ¢ : i ‘
i

- v (S o 4
Ve (t, 6) — ‘1’%”(7 7) e, = == s i
¢

(157 .
lfI. i ‘.Ll |
{lich kann es bei wachsendem ¢ eintreten, daB auch die I mit dem Radius ’J \
R = a -+ ¢t das Elektron nicht mehr trifft; wir kommen dann zur sechsten Lage. Es "?fu e &
sei wieder 7, die kleinste brauchbare Wurzel der Gleichung (142), so wird z. B. im An- g | [ |

aahditea . (154) -
schlusse an (154):

. e e |
15 7 J\ Uit it 1783 e = ey = |
(BB sk, — blett S ilmn 0 Hogy = 1‘) Hiroly iz, S0, = -5 = ,
e / 3
dagegen im Anschlusse an (154°): Hy ’
,
! . ik a e A |
@isse) 1A 0 S (5 0) At 0 sbe = - s < aps |
: : ; i W
Bbenso wird z. B. im Anschlusse an (157), analog zu (144): i 1
|
: - 2 2 <
(159) — ) P @) St = g Ui B b |
\ / 55 ) ¢ C | i
| ’i“ '

dagegen im Anschlusse an (1572):

: - : 3 i
(b9 2. 4t ( ol ) + Yiai(r,, 1) - fir 7,52 B el o i o

Bei der Willkiirlichkeit der in 7' vorkommenden Funktionen v, b,, v, sind natiirlich 1
auch andere als die hier betrachteten Fiille mdglich; dieselben lassen sich indessen immer
in analoger Weise crhzdigen.

Abhk.d. I1. KI. 4. K. Ak. d. Wass. XXIIL. Bd. 1I: Abt.
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Nach Berechnung der Funktioven ¢, und ¥V, bietet die Bestimmung der Komponenten

S

Fzy Fyy T infolge dvr l\()lamm (117) keine Schwierigkeiten mehr. Wir konnen sofort dazu
tibergehen, die betreffenden Resultate zusammenzustellen.

Erste und zweite Lage, nach (129) und (150)

(160) : T;’ Fo==— D (t, 1) — DI, (L, 1) — ﬁ Pl ) i << t<_7 im: Falle (1382)

By ..

”
Jm die Richtung der Kraft zu bestimmen, bemerken wir, daB @3, nach (126) von
den Integralen W,, W, und W, abhingt. Hier ist W, (wegen ¢v << T') negativ; es ist:

(&)Y
BlctE % e e s xm ()-(()sm—() :
@—=ac)W,— W, = (= +THW,—2aT 5 = = ——d 0.
I "a? + 72 + 2 a T cosin @
—c7 = s : 5 =g :
Hier ist W, = — 7 (8 I'* — ¢? v?) negativ, das Jntef.;'m] auf der rechten Seite ist
o 0 sl A 1 6 5
positiv; iiber die in X, vorkommende Kombination (a? — ¢? %) W, — W, ist folglich hin-

sichtlich des Vorzeichens etwas allgemeines kaum zu sagen. Dle Funktion @1, ist nach
der in (127) und (128) gegebenen Definition stets negativ.

Ine Wis, st 3, LK Tl
lo ; 'j‘,‘ =2 RT-(1—cosin B >0
R :
] q : -
o By O

folglich wachsen g, und g mit wachsendem /2 und es sind in dem Ausdrucke (148) fiir V,
die vier ersten unter dem Integralzeichen in der eckigen Klammer stehenden Glieder positiv,
die in der geschweiften Klammer (Faktor von ¢t) stehenden Glieder aber geben etwas
negatives. Welcher Teil iiberwiegt, scheint sich allgemein nicht angeben zu lassen, denn
auch in dem ausgerechneten Ausdrucke, wie er in (149) unter dem Integralzeichen steht,
kénnte es sein, dal das positive Glied a® 7' fiir das Vorzeichen entscheidend wird, und
es konnte eintreten, daB ein positiver Wert von ¥ ,; auch das Vorzeichen von &, bestimmt,
so dafy dann die Komponente der Kraft entgegengesetzt der Bewegungsrichtung wirkt.

Dritte Lage im Falle (132). Es wird nach (134) und (152):

4 7wa® e ‘ - o
B = — Bra(ry ) — Pla () — [ B (b &) — Bra (53, D))

(161)

a

ey e 1 b L 202 .
— = Pty ) — = [Fias (6 ) — Pras(opy 0] fir o, <7, <8 <4,
Hier wird die Entscheidung tiber das Vorzeichen noch umstindlicher; denn auf der
rechten Seite von (135) zeigt unter dem Integralzeichen die Summe (a? — ¢ %) W, — W,
analoges Verhalten wie bei der ersten Lage, aber W, ist positiv.

In gleicher Weise kann man die iibrigen Lagen durchgehen, indem man gemif der
Relation (117) die Ausdriicke — ¢, und — = V, addiert; es ist wohl nicht né&tig, die
¢ 2

entstehenden Formeln hier zusammenzustellen. Das in § 13 zu behandelnde Beispiel
konstanter Uberlichtgeschwindigkeit wird tiberdies die Formeln erliutern.
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§ 12. Die translatorische geradlinige Bewegung eines Elektrons bei Volumladung mit
konstanter Unterlichtgeschwindigkeit, bzw. Lichtgeschwindigkeit.

Bei geradliniger Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit vereinfachen sich die
gewonnenen Resultate aufierordentlich, indem sich alle Integrationen ohne Schwierigkeit
durchfithren und die Wurzeln der auftretenden Gleichungen leicht bestimmen lassen.

Hs sei v die gegebene konstante Geschwindigkeit, und die Bewegung finde in Rich-
tung der X-Achse statt; dann ist nach (26):
= el )
und nach (51):

(162) W —w -
also T nur von der Hilfsvariabeln =, nicht von 7 selbst, abhingig. Die Bedingung (65)
fir Unterlichtgeschwindigkeit wird ]llei einfach:
v=s .
Wir haben gemiif § 7 die verschiedenen moglichen Lagen zu besprechen. Fir die
erste Liage ist die Funktion @,, nach (68) zu berechnen. s wird:

: ‘ S0 SOl AR
Prula, ) =2 [T| A5 — 10a%] dr
(163) 0
cv

[ a* Sebia
:10”5‘(2 5 ¢?) - o 5 (,z-(:J

; SEs Wi 2 £ i e
und diese Formel ist fiir 0 < ¢ < — giiltig. Nach Gleichung (108) wird ferner:
¢ = =

e e : e = : ;
(163%) U ) — 5 | 16a® —12a?ca 4 (¢® -+ 9%)ca?],
= % = : : % 2 z Gl “ { § i
und somit die in Richtung der z-Achse wirkende Kraft, wenn man nach Potenzen von — Hl e okl it
= a |
o
(welche Zahl kleiner als Fins ist) entwickelt, und w = — setzt:
‘
: 4 70 1 5 el = 7 N
(164 Fo=—Dig— —Wips—m—cvt|l —— — + — |3+ - >? :
5 ) Sie ol 2 & = 4 a ! 16 1 5 i

Diese fiir die erste Lage abgeleitete Gleichung bleibt nach obigem auch fiir die

zweite Liage giiltig, d. h. so lange ¢ <¢° ist, wo ¢° durch obige Gleichung (72%) bestimmt

wird; da jetzt 7= w7 zu nehmen ist, so ergibt sich:

: 2 a
(164%) =S
Vil

il e e ct - :
In der Gleichung (164) ist also die Variable an die Bedingung
a Ddai

ct 2

(l<1—!—aj

gebunden, wo nun die rechte Seite (fir w < 1) groger als die Einheit ist.
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Fiir kleine Werte von ¢ ist die Kraft

eine beschleunigende Kraft hinzug Geschwindigkeit konstant zu

auf sich selbst wirken. Fir

wiirde

erhalten: ohne diese Kre
1

groere Werte von ¢ sind die Wurzeln der kubischen Gleichung

10

(‘41,1}5) 1 - - @ -+ ‘ /} s / (")"‘)\) 3 = ()

Di =0 und negativ fiir @ — —00;; eine

e

zu untersuchen.
Waurzel

Die anderen beiden Wurzeln sind ebenfalls reell; fiir 2 = 0 nimlich ist der Ausdruck (165)

kommt also fiir uns nicht in Betracht.

positiy. hir @ — aber gleich:

1 1) 6

et e 0 \3 5 :
4 (] ) o .

also fir alle Werte von w, die kleiner als @, sind, negativ. Zwischen 0 und

liegt demnach fiir w < w, immer eine Wurzel der kubischen Gleichung;

hen

diese Wurzel bestimmt diejes zu welcher die Kraft &, ihr Vorzeic

ktrons . auf sich selbst aufhért verzégernd

andert, d. h. die Wirkung

zu sein und beschleunigend wird.

@
1. / T T 7
Fir =, d. h. am Ende der ersten Lage wird:
= (

und am Ende der zweiten Lage:

(166) 5. (") =5

und dieser Wert ist fiir o < w, stets positiv, dage

Dritte Lage: ' <¢< ¢, wo sich

Auf-

Fiir die b

Wir haben zuerst die Funktionen @5, und %,; zu
;

ol ) ( 11 1 1 (™7 A } i i & o N .
stellung von Gleichung (74) benutzten Integrale U, und U, findet man in unserem Fal

s
le:

Ay

e ;
5 (,13/,:2[ 15a%(v® —¢*) + a*(10034-25 ¢ —150%¢) t+15a ?(v® — ¢?)7? + (3¢ —5¢30

also (wenn w = cesetzt wird)

C
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e

1 = 1 L)
i L s 4 9 k 1 Cl 3 bt
Py, — —— ~ : + D w* +— — W — = W’ — ) y -+ 10
a5 ;U) 10 2 it ‘ 2 2 a / \ :
| ’l,‘/‘\’( 5 P s el
e ) (0 + o @ + 0 @E == }JA
& a ) i

wird nach (110) und (112) die dort vorkommende ganze Funktion & (7, ¢7)

[4 et e o\ 8
Y A r \ & 1 \ *oe ¢ .92 (3 Spron et
G — \'\-’U‘ —— : + tl — w) + = 2 -3 w* — 2 f.-')") =

L-, a 2 o o ¢ a

’ o\

sl B b B SO

=t [ (L o i) ( - > ‘
- 5 a i

otenzen von — und w = — ordnet:

i =
(167) — Dy, — — Vo= ”; bk
-
t0
WO:
lw—1 s 1
//0 = — ~ - ""I =
Z w b =
= i 6
(167 %) b, = —= 420+ 83wt —w— 2w},
- o w*
maflipgal 6 e o Naliier SRR i g
by=——|——514 654 40 @ + 30 ®* — 52 w® + 45 w* |.
160 | %) )
Fir die Lage wird also gem#f (1182) die Kraft gleich:
) :
3 &4 w* : 6] 23\
onT 41 (.3 = Tk )
-/ D .
2owea (L @)\ ) /

4

R AR - T e AN 1 g 1 A% ‘ | M
= O (12 g / 13 u3) [t — P
{2 ./” = 0T 50, k”) v %) + 5 0 ((;> . Vi heie 4 by (”> (t ¢ )] {‘3 i ' fi

und diese Gleichung

gilt in dem Intervalle:
20 2 a

{te=) <t =34 1
e+ = (

c—v

ichung (78) hat, wie schon erwithnt wurde, nur die (von ¢ unabhiingige)
5 2a

Wiurzel 28— 1 — :

c—v

Will man sich die Intervalle an den Figuren 6 und 7 verdeutlichen, so hat man

die Kurven ¢v 4+ T=2a und ¢t — T =2 a einfach durch zwei Parallele zur Abszissen-

achse zu ersetzen, und zwar durch die Geraden:

) 9]

a 1 o
T = — UNaA7 T— ¢
Cc-v G—=1

P
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Fir £>¢ (d. h. fiir die vierte Lage) ist endlich Gleichung (118%) anzuwenden,
se

9
d. h. wir haben in (168) den Wert ¢ durch den konstanten Wert ¢/ = ——,, zu ersetzen;

dadurch ergibt sich:

2 g
S eDr

e (D6 n it 2
92 = 9 a? (I =w)t 5 s
Gei [l e 1
(169 4= 2 — — 2 ¢ ==
L | 47 a® { 2 (.\1 —w 14 m) e {(I

g [N sl o N N ] 2a
+ 30 - e o Pigey Bty
o {(i —— m) (1 - m) } takh, {(] e m) (\1 e n)} H e c— v’

wo die eckige Klammer der rechten Seite in der einfacheren Gestalt:

¢%r“”“+a@

16 3w -
e :

D {1 = ®?)3 :

geschriehen werden kann.

5}
Die Kraft ist also nach Ablauf der Zeit stationdr, d.h. unabhingig
C =% iy

von ¢, geworden,

Da w (: > kleiner als Hins vorausgesetzt 1st, so wird man nach Potenzen von o
G
entwickeln, um eine Néherungsformel zu erhalten. Da in b, b,, by das Quadrat der
Geschwindigkeit » im Nenner vorkommt, so wird die Entwicklung mit negativen Potenzen
von w? beginnen; man erhilt fiir den stationiren Zustand:

: e 29 1 1 3935 967 o
69 a P ; £ 3 = - ST - e i e o et LA {
e ig 4 7 a? ( 16 w? @ 384 ha }

Die Kraft ist also fiir kleine Werte von o negativ, d. h. verzogernd. Es muf also fiir
w < w, wihrend der dritten Lage noch ein Vorzeichenwechsel eingetreten sein. Im statio-
néren Zustande ist ferner bei Unterlichtgeschwindigkeit (v <<¢) die Kraft in

erster Anniiherung dem reziproken Werte des Quadrates von proportional.

Natiirlich darf man hieraus nicht auf ein Unendlichwerden der Kraft fiir v = 0
schliefien, denn die Ableitung der Formel (169%) setzt voraus, daf schon eine gewisse Zeit
i 2a - : : = o ;
hindurch {und zwar von der Dauer # — eine Bewegung mit der Geschwindigkeit v

TP gung 2

stattgefunden hat; man darf also nicht nachtriglich durch die Annahme » = 0 dieser

Voraussetzung widersprechen; fiir die Formel (164), welche bei Beginn der B

ewegung
gilt, ist es dagegen erlaubt v = 0 zu nehmen, und sie ergibt dann in der Tat §, = 0.

Fiir die Bewegung mit Lichtgesch windigkeit wird die Wurzel ¢ =1’ unendlich
e e e e 2a : - s : e
grof, die Grofe ¢ e wird gleich —, so daf die zweite Lage vollkommen in Wegfall
) 2 C s o)

kommt; es gilt also fiir alle Werte von £, die groBer als sind, stets die




Formel (168); die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit bietet demnach keine besonderen

Schwierigkeiten. Macht man in b&,, b,, b,, b, die Substitution w = 1 (d. h. v = ¢), so
ergibt sich:
[9) Ly
£ 5 (5 {
b — 0. 0.— L b,— 0, b, = =

also die erzeugte Kraft fiir die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit wird
nach (164):

(170) ‘;i‘g‘.}_)b‘:/? T

und nach (1682):
362 [ 1 f%j(rz‘ 2 e lidot®
\r Di=ie. Vi red i - 3 i 1 el
(8o = 471“-‘ 407 8(;_(.5) } k 8(}((u) 1} '
oder :
oL £ 367 39 S etNE ¢ leon |
0 (Be)o = drna l g0 B <u) T 80 («)

disial IO e e rony a
= = s hE
320 ma® | 13\ a 39\a/ ¢
[m Gegensatze zu den bisher von anderer Seite aufgestellten Formeln (vgl. unten
§ 16) erkennt man, daB die Kraft bei Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit fiir
Sie ist nach (170) gleich Null fiir
Um zu untersuchen,

jeden endlichen Wert der Zeit endlich bleibt.
t = 0, negativ fiir kleine Werte von ¢, ebenso fiir groke Werte von ¢
ob ein Vorzeichenwechsel eintritt, hat man die kubische Gleichung:

40 — 50 + 11 2> =0

zu betrachten. Hine Wurzel ist reell und negativ, und fiir uns unbrauchbar, sie liegt

zwischen £ = — 2 und # = — 3; die beiden anderen Wurzeln sind ebenfalls reell und
liegen bzw. zwischen = 1 und 2 = ¢ und zwischen z = ¢ und = 2. Da aber in der

e : : : : : ;
ersten Lage ¢ << , sein soll, so ist # an die Bedingung 0 <z <1 gebunden; auch die beiden

also unbrauchbar, d. h. in der ersten Lage tritt kein Vor-
In der zweiten Lage bleibt §, nach (1702) negativ, denn die

anderen Wurzeln sind
zeichenwechsel ein,
Wurzeln der quadratischen Gleichung :

89 —80x — 722 =0

sind imagindr. Bel Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit ist die Kraft demnach
andauernd negativ, d. h. wirkt verzdgernd.

Die tramslatorische Bewegung mit konstanter Uberlichtgeschwindigkeit
(bzw. Lichtgeschwindigkeit) bei Volumladung.

§ 183.

Wir machen jetzt die Voraussetzung » >¢ und nehmen wieder v als konstant an,
so da 7 und & wieder durch (162) bestimmt werden. Fiir die. jerste und zweite Lage®

kommt es auf Berechnung der in (128) aufgestellten Integrale an. Man findet unter der

gemachten Annahme:

i

il ik

i
i
g

i e
1l

}g‘;lm.
i

‘}{ il
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¢
= EiGE " Sifiere 5 e Sk S SRR .
DL (6 = . [2 (c* gl i b a ¢ (ef - v == 10w ctalidin,
e T, 2 e \ : L
¢
3
S 3 e [ 0 s
&) da?z)dr,
i ) S a® v’
i also:
w5 — P} + Dj, U’,)
Ly &
(171) e : 1 STATAN i e s
—_ ) (1—3 F—(1— w?) | B ﬂigi_arAl—lum)(
4 w?\a, 4 \a 40 * & /]
wenn wieder w = — gesetzt wird, wobei jetzt w >1 ist. Die Grenze der Giiltigkeit
58 ; J >
dieserFormelist durch die Gleichung ( ebend.h.hierdurch die Bedingung:
g .5 ; ¢ 2a
(1719 EsNv e wenn s i (— ) —
: : : Ve—f=iC
- : e 2a s
ist; an der Grenze, d. h. fiir ¢ e o Tk

RS T Qi ga ; saon Sk ; =Sl .
CLZ2) @ — i e 45 wr— 130 @® —. 64 .@? + 50w + 5
i £ T\ 20 (1 + @) w*

X (

ntegral V., gemiB Gleichung

Ftir die erste Lage berechnen wir sofort auch das g O

(1482); es wird:

¢
Ox=-oi s v [ T | 1
73} W= ’ E ‘73 { =0t o2 !, ,4\ — 2 a’
e = 5 Saz i 6 G
0
, ? [8 A : O e 5 & (et
= —cCd|=w ) e (J + w*) = (] = 6 w? |- ) | e s
it 3 | 3 \ @ g \u} 24 = \ u/ |

il Hieraus folgt nach (160) fiir die wirkende Kraft in der ersten Lage der Wert:

B¢ i 3 g2 Yoo 1 AT
e = — = e o= — = e ot 1+ 9 ¢
- 4 na? (f/ dt o ﬁ> 4 7 a2 w? [_” l ¢ ) 3 S g <ﬂ, )
e bl

1/
5 Ct) 1 et 4
(ot (51 4 2 w? -+ 35 w¥) :
fotle ( St ek el )]

a \

Fir kleine Werte von ¢ ist das Vorzeichen der Kraft negativ wie bei Unterlicht-

geschwindigkeit; um zu untersuchen, ob sich das Vorzeichen mit wachsendem ¢ dndert,
(&

hat man die in @ (t f> kubische Gleichung:
CU

<

@ B

Lty 9i0d o, 5 51 4+ 2 w? 4+ 35 w*
)

3 X7+ 1‘6 (0w — 1Dz + =

| zu betrachten. Dieselbe. enthiilt zwei Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge, hat also
Jedenfalls eine reelle negative Wurzel (die unbrauchbar ist) und vielleicht zwei positive
Wurzeln. Sind letztere vorhanden, so muk der Differentialquotient der linken Seite:




[L gpdyeiphe o
—— 4+ — (w2 — 1)
16 ( :

reelle lineare Faktoren enthalten; die Diskriminante dieses quadratischen Ausdrucks ist:

€14 (8l w* — 60 w® 4+ 60 @ + 1 + 18 w?);
¢

sie ist fiir kleine Werte von o positiv. und kann das Zeichen nur wechseln, wenn 60 @3> 81 w*,
also auch @ <1 ist; dann aber ist 60 w > 60 w® wund sie bleibt positiv; jene linearen
Faktoren sind also reell, und es ist in jedem Falle zu untersuchen, ob ibhnen reelle Wurzeln
der kubischen Gleichung zugehoren, d. h. ob die Kraft ihr Zeichen wechseln kann.

: ; . 2a
Die Gleichung (131) hat in diesem Falle nur die eine Wurzel ¢ — =

-, indem
)
die in Fig. 10 gezeichnete Kurve hier eine gerade Linie ist, welche parallel zur Abszissen-
5
5 & SR B reER f .
achse im Abstande - = verliuft und demnach die Linie # = r nur einmal schneidet. Es
v+ ¢

o)

: ; 2a L
ist also 7, konstant, und zwar gleich +— und es kommt die Formel (1835?) zur Anwen-
2 2 5% 51 A

dung, wo der angegebene Wert fiir 7, einzusetzen ist. Die Summe der beiden ersten
Glieder @, und @I entsteht aus (171), wenn dort t =1, genommen wird; d.h. es ist:

s inis e N 1 : 1 23— 14 w? + 15 o*
B o ) B 1 = (g (L 8 00 g1 oty ot 2B
) £
_—— 73 — 104 w? 2 w?).
*:L()(l—f—m)'i(” 104 w? 4+ 12 w?)
Wir erhalten ferner nach (135):
¢
e : 3ec, o = : i
(175%) Biy () — D3z (v,) = gve - J‘I;(u? — Wi —Wa+t 2¢crWilde

Ty
Da die Wurzel 4, in diesem Falle nicht existiert, so gilt die Gleichung fiir das ganze

@ i ’ ok :
Intervall 7, <<#<< -, und es kommt die vierte Lage, die durch (136) dargestellt war, hier
%

: : ; i i - o ;
nicht in Betracht; in dem ganzen Integrationsintervalle ist also v < —, so dak a — 7T
3 2 C

= a — vt stets positiv bleibt, und die oben im Anschlusse an (135) gemachte Bemerkung
iiber die Zerlegung des Integrationsintervalles hier (und im folgenden) nicht zur Anwen-
dung kommt, wie aus den Ungleichungen:

a 2a a a
o el it
] c+ v ¢ v—¢
sofort hervorgeht.

Es ist demnach W7 durch (134%), W3 durch (1349) und auBerdem W, durch (134)

gegeben; und zwar wird:

Abh. d. 11. K1. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. I1. Abt. 39
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[l on S N

e Al Sl

W =2t |ﬁ4 42T @ —en (2 ) I
. 1 [ : ¢zl

e A e e he soias o Disd
Pl i e !.) (1 w?) + (1 } w?) 3 '

@ v 9 pne S E SOl as wlip ) 2 e 3\/07 2
W, = —{15(1 —w?)-+(25—15w2+10w?) —+15(1 — w?) +(B—5w*—2w?) :

4 slim® | : e a : N )

AT

Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich aus (135):

(47

maiialo eeds "’ 2P iy B ol E BE play et
@) — 160 (1)7‘)‘,J { 15 (1 w?) + 35 (1 3 w 2 w?®) ( )
t

f CERe N O et % CloT\ %
+ 15(1 — w?) < ) + (13 + 5w | 68 ©?) ( r.') ld#,
: @ @

‘ 9
e 15{1,—-(,r)2)<('t—— = )
. =\a 14w
(175 + - (1—3w? —2w? J ¢t 2,4 ( 2 l o n)g\) (0 . 3"* (’ . "‘l{
2 Ha g ] a 1+ w ] \ @ Jd+w/ |

L 9 e A J Cilo ¢ 2 4
= 4k1"+ o w* + ')8(“3)]<a>*7 (_1 +W) H

7
Zur Berechnung der Kraft dient ferner der Ausdruck ¥.,;; wir haben nach (151):
(=) ’ /

und somit:
E O

S0 S 0], (F ai
Pf; (t) — Pi, 160 w?

¢
Hioroy T x‘(f{’ e - ' 73,, s _]/‘3_”” - e (GT\
(175¢) Y (f) = + 5 (@ l)." 41 e (o 1) = -+ gl@’+3w 4) i /) d = J
1y
Die wirkende Kraft wird schlieBlich nach (161):

5 Siica 2 a \ = ( 20 L%

¢ = — QDa = @Dy = ":r ) —(_)ﬁ S
176) D 4 7w at i Sl ((: —~+ v ) (=B ¢ + ’z;) R0 & ( ¢+ v
(176 : ;
Sh ey ( 2a 1 ‘ 1 2 2 a @

s = N g e s fEos P
= i s ,U> o Vsai (1) : “t<(,: o U)l [ 1;—}—/,?<t< -

wo nun die einzelnen Werte aus (175), (175P), (173), (175¢) einzusetzen sind.
Fiir das nichste Intervall ist Gleichung (1372) anzuwenden, d. h. es bleibt die-
1 1090 s @ = - - . >
selbe Formel (176) aueh fiir > giiltig, und zwar so lange, bis die obere Grenze ¢
7

des nach z genommenen Integrals gleich einer Wurzel der (Gleichung (142) wird; diese
Gleichung lautet hier:

(177) 2a0a=@w—c¢)t;
die Wurzel:
(3

et a
CLiv) S el

g V—C
st also wieder von ¢ unabhéingig. Ist endlich ¢>-—"—"— so wird die Kraft stationir,

: v—¢
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indem alle Integrale @Ds, und ¥s,; sich nicht mehr 4ndern, wenn ¢ iiber diese Grenze
hinaus wichst. Diese stationire Kraft ist also fiir die Bewegung mit Uber-

lichtgeschwindigkeit gleich:

&) [ 9 2) /359 S

S a a % & (( 3 z hg s AL B
@ ( i k, s e Lty o )
i e Uie v-—¢C \v+ ¢

e 4Gy
(178) 2 ) 1 c ‘ 1 o
0 Er Vg o 0 Y g
L2 ay .
D ¢ A (,/ (43 =B
Die rechte Seite ist eine rationale Funktion von e, deren Nenner sich aus Potenzen
von w, 1 —w und 1+ o zusammensetzt. Diese Glieder werden also fiir o =1 (d. h. fiir

Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit) sehr grof. Trotzdem bleibt die stationiire
2a

Kraft § immer endlich, denn die Formel (178) ist nur anwendbar fiir £> - ;. wird
; V¢

also » = ¢, so gibt es keine Werte der Zeit ¢, die dieser Bedingung geniigen; und folglich
SitE = a SRET : e
1st dann fiir alle Werte von z‘(> ) die frithere Formel (176) anzuwenden.

¢

Damit sind wir schon in die Diskussion des Falles v = ¢ eingetreten. Dieser Fall
ist bereits oben als Grenzfall der Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit (§ 12) eingehend
behandelt, so daB es kaum notig ist, hier darauf zurlickzukommen. Immerhin mag man
sich davon tiberzeugen, daf die jetzt fiir die Bewegung mit Lichtgeschwindig-
keit entstehenden Resultate mit den fritheren vollsténdig tibereinstimmen.

Zunichst ndmlich ist das zuerst in Betracht kommende Intervall (171%) mit dem
fritheren Intervalle 0 <i¢ << (: im Falle w =1 (d. h. v = ¢) vollkommen identisch. Die

fiir dieses Intervall abgeleitete Kraft ., wie sie in (170) berechnet war, ergibt sich jetazt
genau ebenso aus (174). In der Tat wird das in § 10 behandelte Integral K, mit dem in

9
§ 7 behandelten Integrale o/, identisch, indem sich aus (125) jetzt (d. i. fiir v =1¢, I =c¢7)
0, =0, 6, = x ergibt, so daB die Grenzen beider Integrale tibereinstimmen; ebenso wird

in dem durc (100) gegebenen Integrale V. das Integrationsgebiet jetzt identisch mit dem
je

Integrationsgebiete des Integrals ¥; in § 11; die Ubereinstimmung ist nur nicht so
unmittelbar einleuchtend, weil frither (§ 8) erst nach R und dann nach @', spiter (§ 11)
erst nach @' und dann nach £ integriert wurde; die ﬁhe}'@instimmun;z tritt aber im
Resultate hervor, indem der in (148%) fiir V, gefundene Ausdruck jetzt (d.i. fiir v = ¢)
in den Ausdruck (107) bzw. (108) direkt iibergeht. Die Identitit der beiden in (170) und
(174) fiir den Fall v = ¢ erhaltenen Ausdriicke der Kraft §, gibt iiberdies eine niitzliche
Kontrolle der Rechnung.
a1 2a a ; G .

Das zweite Intervall Thie = 7= - kommt fiir v = ¢ nicht in Betracht, da hier obere
und untere Grenze zusammenfallen; die Formeln (174), (175) und (176) gelten aber auch
im nichsten Intervalle, dessen obere Grenze /sz—(L’ hier unendlich grof wird, wo wir diese

Formeln fiir:
i <t< o
C

39
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anzuwenden haben. Das Integral W wird gleich Null fiir I'= ¢, das Integral Wi mit
: g de il i e 2w idafas
dem fritheren Integrale U, in (74) identisch, nimlich = — _,—, denn es wird jetzt O, =z
g (%) 3 a2’ ]
und @, = 0; ebenso wird W mit dem fritheren U, identisch, ndmlich :71—;—(,:)(,!,* — ¢ 1?);
i 2 5

fiir v = ¢ fallt also in der Tat die jetzige Funktion @3>, mit der fritheren Funktion @,

zusamimern.

Ebenso wird endlich das in (112) aufgestellte Integral #5., mit dem jetzt in (151)
* N * aw oy Al 2 . .
auftretenden Integrale ¥ss:(t) — ’1’3“(( * 7> fiir ¥ = ¢ und 7" = ¢t identisch, indem
(O

dann sowohl die Grenzen als die Funktionen unter dem Integralzeichen {ibereinstimmen;
in der Tat wird auch nach (166%) die frithere ganze Funktion G jetzt gleich Null, und
derselbe Wert ergibt sich fiir die in ¥s,; auftretende ganze Funktion, wie sie oben in
(1512) angegeben wurde. Es ergibt sich hierbei also, daB der durch das skalare Potential

gegebene Teil der Kraft §. bei Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit schon nach der Zeit

a e - - . . s
o - stationdr wird, wihrend der durch das Vektorpotential gegebene Teil der Kraft stets

von ¢ abhingig bleibt.

§ 14. Die geradlinige, gleichférmig beschleunigte (bzw. verzigerte) Bewegung eines
Elektrons mit Volumladung. — Ubergang von Unterlichtgeschwindigkeit
zu Uberlichtgeschwindigkeit.

Das Beispiel der Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit (§ 12 und 13) war zu
einfach, um das Wesen der aufgestellten allgemeinen Formeln ganz erkennen zu lassen;
es ist deshalb niitzlich, auch noch das niichst einfache Beispiel, d. h. die gleichférmig
beschleunigte Bewegung, kurz durchzugehen. s sei demnach:

D=0 gy v O S g

so dafi die Bewegung wieder in der z-Achse stattfindet und mit der Geschwindigheit »
beginnt. Wir erhaltan aus (26):

1
(179) E:’I’:[Dw(lr:(v—}—(]t)r—~zﬁ, el gy (V)

J
i

Ist v<¢, so ist jedenfalls zu Anfang der Bewegung, d. i. fiir kleine Werte von ¢,

Unterlichtgeschwindigkeit vorhanden; bei wachsendem ¢ wird dieselbe aber allmiihlich in

Uberlichtgeschwindigkeit iibergehen. Die Grenze zwischen beiden Geschwindigkeiten wird

durch die Gleichung ¢7 = 7, d. h. nach Absonderung des Faktors 7, durch die folgende

Gleichung gegeben:

(180) gé— g+ v—e=0.
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Wihlen wir wieder ¢ als Abszisse, 7 als
Ordinate, so stellt diese Gleichung eine gerade
Linie (L in Fig. 13) dar, welche die Achse 1 = 0

St

: v . ! -
im Punkte { = ——— (Punkt 4 in Fig. 13) und
g o - .

die Achse £ = 0 im Punkte 7 = 2 t~; - (Punkt B)

schneidet. Fiir alle Punkte rechts von dieser
ziemlich steil verlaufenden Geraden ist 7' > ¢,

il
ol

| {eR "I' it
|

links von ihr ist I'<e¢z. Da t an die Bedin-

gung 7 <t gebunden ist, so kommen fiir die
Formeln der Unterlichtgeschwindigkeit nur die L { ‘,"L
Punkte #, = des Dreiecks O A C in Betracht. / \
[n Figur 18 ist das oberhalb der Linie z = ¢ .
liegende Gebiet (das fiir uns keine Bedeutung /
hat) vertikal schraffiert, das Gebiet der Uberlicht- A
geschwindigkeit horizontal, das Gebiet der Unter- Fig. 183.

)

lichtgeschwindigkeit schrige.

Fiir die erste und zweite Lage gemeinsam gilt die Formel (118‘)‘, d. h. es ist hier:
(181) Be = — 4{;;3 FO By, ) el ok,

dabei ist #° durch die Gleichung (722) definiert, welche hier nach (179) die Gestalt:

gt?+ 2(c +v)t—4a=0 ji!

annimmt, so dab:

{7 ¢+ v [ fek B\ Lo Ml
sl t‘/°=—~'+ +l/ ( ! ) S

q q q
wird (also fiir positive Werte von ¢ auch stets reell ist). In (181) sind die Funktionen
@ und ¥ durch die obigen Gleichungen (68) und (108) definiert; man sieht, daf diese it

Integrale infolge von (179) rationale ganze Funktionen von # (also nirgends unendlich)
werden.

Fiir £>1¢° haben wir die Gleichung (118%) anzuwenden; in ihr ist z° durch die
Gleichung (73"%) als Funktion von ¢ definiert; diese Gleichung lautet hier:
(1817Y) g2—2¢qrt—2(c+v)r+4a=0.

Nimmt man wieder ¢ als Abszisse, 7z als Ordinate, so ist dies die Gleichung einer
Hyperbel; ihr Mittelpunkt M’ liegt an der Stelle:

t:_cﬁ_,,,)/,;, il o .

([ . L

ihre Asymptoten haben die Gleichungen : I
/

r=92¢4 " T e '

'Die Lage der Hyperbel ist in Fig. 14 veranschaulicht; sie ist dort mit H, bezeichnet.
Durch Auflosung von (181P) findet man fiir ° den Wert:
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(1819) z%ft+cﬁ’”—}/{}+ff”ﬁa»%ﬂ

: q \ q q

‘;l hierbei ist das negative Vorzeichen zu wihlen, da nur soleche Werte 7z° in Betracht kommen,
: die kleiner als ¢ sind (vgl. oben die Erorterungen bei Kinfithrung von t°). Die Abszisse ¢°

des Schnittpunktes der Hyperbel mit der Linie v==1¢ ist durch (1812) gegeben, also stets

i reell; sie entspricht dem Punkte F in Figur 14. Der Schnittpunkt 7 mit der durch (180)

dargestellten Linie L hat die Koordinaten:

f i i G C— 05 3 a
g (] ‘&;]d’) T = + — (= 13)’ 7T — i
- | 2e q ¢
i Der rechts von diesem Schnittpunkte gelegene Teil der Hyperbel H, hat fiir uns
bl | = 5 - 1 . ~ s T s . 7 - % 0 o
| zunichst keine Bedeutung, da er im Gebiete der Uberlichtgeschwindigkeit liegt, in dem
i andere Formeln gelten. Die Schnittpunkte mit der Achse =0 haben die Koordinaten:
fiy [ ¢ t-w 2 e dia
1 L | T = -+ £l J
. e g
i e konnen also reell oder imaginiir sein; da sie oberhalb der Linie 7 = ¢ liegen, kommen sie
/ fiir uns nicht in Betracht.
Fiir ¢ > 1° zerfillt das Integrationsintervall der Variabeln z in zwei Teile, wie frither
| erortert wurde (vgl. oben S. 263 f.), das eine geht von 7 = 0 bis 7 = 7, das andere von
113 b 7 = 1" bis zu einer Grenze, die durch die Glei-

chung (77) bestimmt wird. Letztere ist hier:

" (182) g2 —2¢gtr+2(c—v)t—4a=0.
p A /
{ | .
i B e Sie stellt also in der -7-bene eine Hyperbel
it b . dar. Thr Mittelpunkt ist durch die Gleichungen:
fl o
|
) 182y t=""Y(=t), =0
L i (Loa® == (= ,2/), T =
it § - q
i ;
' it = : . ; A
W , 2 bestimmt, liegt demnach im Punkte 4 (Fig. 14);
i A 0|6t

mptoten sind die #-Achse und die durch
[l v / ; . ~ (180) dargestellte Linie L. Die Hyperbel ist
in Fig. 14 mit H, bezeichnet. Nur diejenigen
| Punkte derselben haben fiir uns Bedeutung,

i { fiir welche 7 <# ist; es miissen deshalb 1ihre
k Rt | B Schnittpunkte mit der Geraden #=1 gesucht
, ¥ Fig. 14. werden; diese sind:?')
| Bl
| i : / T T
MLl G- ¢ G —u\Tedig SEES -
W = — (Punkt G- in Fig. 14),
it (1 ! ola} : q g (] J ;
S kg (183)
| (il Wies T,
1) In Fig. 14 ist vorausgesetzt, daf ¢, > 10 sei; das tritt ein, wenn 4 a ¢ >c¢ (8 ¢ 4 v) ist; andern-
falls sind noch weitere Fiille zu unterscheiden.
i
-

i o s
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&
Wir haben demnach zwei Fille zu unterscheiden:
a) Hs ist (¢ —v)? <4 aq, die Schnittpunkte (#, und ¢,) sind imaginir; hier gilt die i
= i ; ; ; ¢ — i -
Formel (118?%) in dem ganzen Intervalle ¢, <¢<t, (wenn wieder ¢, = gesetzt wird); B
es 1st also: &
: o Braaif ¢ S i 58 1581 i 5
(18’1) N — Pl ([)1 x (TU, ZL) + (_Z)gm (l, é) S 1]’] @t (T”, /) + 7 ?j/g ol (fk t) finsl s < t,). i
4 ma (51 2 J 3 t
b) Es 1st (¢—v)*>4aq; hier muf das Intervall in mehrere Teile zerlegt werden ; . {
man hat (indem wir hier und im folgenden die Indices x und ¢ an den Funktionen @ und ¥ ‘E‘:,”
der Kiirze wegen fortlassen): ‘
e S i L i 1 e g !
(1842) Fo=— g [(1)1 @)+ B, (60 + — B 6040 + - ¥, (2, #)] fiir 10 <1<t i
i Se 7(!) - & b 1 Mgyt 1 oy By f < b | ‘ ' E
(, 2 ) Oz —7-[.7"( a’ I(T ‘t)+ Q(I-Ieé_)_*- o 1(1‘7 G led) ¢ '2([]’ ) Lar v, fz* ‘ i | 1
v 7 s o

AN

wobei 7, die positive Wurzel der Gleichung (182) bedeutet: B
c—v Fiinbre—i B 1 &a .

et = { — / (Z ————-wv") e | ‘

£ > q +E \ LT I

und an Stelle des in (79) und (118%) gebrauchten Zeichens ¢* steht, withrend #°, ¢, ¢, wieder . , |

bzw. durch (181%), (183), (182%) ge

geben werden. i

Wiichst ¢ iiber #, hinaus, so treten wir in das Gebiet ein, in welchem die Bewegung

g : S . o ‘ o j : : (it 1
mit Uberlichtgeschwindigkeit erfolgt, und das rechts von der Linie L liegt. Die allgemeine iy e | ]
Formel (34) behilt ihre Gilltigkeit; das Integrationsintervall ist nut in verschiedene Teile e e

' : : E I
zu zerlegen, ndmlich: i
Higk |
0<z<<7* wo die Formeln fiir Unterlichtgeschwindigkeit anzuwenden sind, :
* <7 <{, wo die Formeln fiir Uberlichtgeschwindigkeit in Betracht kommen. o ,;"[‘; | 1
) tel O, Hiw il 1y
Dabei bedeutet z* die Ordinate des Schnittpunktes der durch (180) dargestellten ]

Linie L mit der Parallelen zur z-Achse, welche in der Entfernune ¢ von derselben gezooen
b D o =
wird, d. h. es ist:

SH v-— ¢ i
(185) T*=2¢—2 —
q p
Da aber 7 <7 sein muB, so gilt diese Zerlegung:
T2 i
2 =S J = i |
; 9 EC { S ) i f
(186) ¢=5—osl [Zdrt [de & i
) / s IQ iz =+ ip “m { |
0 T LR
nur, solange auch z* <¢ bleibt, d. h. fiir: i ‘ifl,“
.‘!\v T 1
i v— ¢ = W
(187) = g had A
q q = { ‘
i ol |
wenn ¢, die Abszisse des Punktes ¢ in Fig. 14 bezeichnet, d.i. des Punktes, in dem die i
- . 3 % 2 e It } R
Linie L von der Linie 7 = ¢ geschnitten wird.
|
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Man erkennt hieraus, daf der allmihliche Cbergang von Unter- zu Uber-
lichtgeschwindigkeit keinen Schwierigkeiten begegnet; insbesondere wird die
Kraft nicht unendlich grof (wie von anderer Seite behauptet wurde), denn die Integrale @,
und ¥, bleiben durchaus endlich; in der Tat tritt in D, nach (75) nur die Funktion 7'
im Nenner unter dem Integralzeichen auf; es verschwindet aber 7' nur fiir r =0, und
dieser Wert liegt auberhalb der fiir (184), (184%) und (184") vorausgesetzten Intervalle;
und auBerdem ist 7'== 0 nur fiir:

-
q
und dieser Wert ist groker als £, wenn g (wie wir jetzt annehmen) positiv ist, kommt
also auch nicht in Betracht.
Fiir das Gebiet der VUbe_rlichtgeschwindigk(—sit miissen wir zunichst die kritischen

oegeben :

Kurven (131) und (142) untersuchen; die erstere wird hier durch die Gleichung geg

; : v+ ¢ 4a
C S e e
q q

also mit der obigen Hyperbel (181%) identisch, die in Fig. 14 durch H, dargestellt war,
und deren rechts von der Linie L verlaufender Zweig nunmehr auch fiir uns Bedeutung

o

0,

gewinnt.
Wir finden demnach fiir das nichste Intervall und fiir den obigen Fall a) nach (129)
und (186):

A — G0+ BLCN O+ PO
(158) = [ (p1 (TO, t) i d)1 (1*, z‘)"] —+ ;} L ?I/1 (:TU, ?f:) qu (7/ ﬂ_]

+ D, (4, t) + L Y, (@&t fiur ¢, <t<t, im Falle a).

n
(4

Im Falle b) dagegen sind wieder zwer Méglichkeiten zu unterscheiden :
o o] D

N c—v\?_4a a \?2 : :
2 e s R (W(]‘ ) >(1 + (;} o) ; dann gilt im ganzen Intervalle

die Gleichung :
e

A G L ICU RS T

o &

(188" + [, (5, 9) — @, (%, )] +  [¥, (5, 8) — ¥, (%, 9]

1 3
LRk - TG T, <t<4;
dieser Fall entspricht der -Zeichnung in Fig. 14.

: c—o\2 _4da 7 N : {
bs) Es 1st £, <%, d. h. ((g U) < q((. -+ (9(((;) ; dann muB das Intervall in zwel

Teile zerspalten haben, und wir erhalten die Gleichung (188%) fiir das Intervall ¢, <7 <7;
dagegen :
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e ]

LD (9 A D 1 W (o W (% ]
(188 ) i {}’1(‘1 by — r'lﬂf.r)J ~+‘ | 1\T,/)“—Jl(l nf)[

: 5 I B

D, (L) = e, 6 b <l < T,

Die Kurve (142) ist hier durch die Hyperbel H,, d.i. durch die Gleichung:
(189) ) e e 1 4a 0
L O BT ey B Z T ST e

ey q q

ihr

Mittelpunkt fillt mit demjenigen der Hyperbel H, zusammen; auch die
Asymptoten sind beiden Kurven gemeinsam; die letzteren liegen aber in verschiedenen

Winkelrdumen zwischen den Asymptoten. Lost man die Gleichung (189) auf, so ergibt sich:

(190)

Die fiir uns in Betracht kommende vertikale Tangente ist also durch die Gleichung:
¢ =0 S
0%) t— -+ 2 / = =)
q 9 ¥
Durch diesen Wert #; ist ein.weiteres Intervall abgegrenzt.
Hyperbel (189) mit der Linie 7 ==¢ liefert den Wert:

(19

bestimmt.

Der Schnitt J der

(191) =

und es ist ¢, > ¢, so daf durch ¢, und 4, dann ein weiteres Intervall abzugrenzen ist.
D

Dazwischen schaltet sich als zu beachtender Punkt noch der Schnittpunkt C der Linie L
mit der Linie z =1¢ ein:

e ¢

(192) t=17=2 — =

=

dieser Wert ist stets kleiner als #; er liegt zwischen &, und £ in obigem Falle b), dagegen
zwischen ¢, und ¢, in obigem Falle a); demgemif ist die Unterscheidung dieser Félle auch
im folgenden beizubehalten. Wir erhalten:

Im Falle a) fiir ¢, <#<¢, zunichst obige Gleichung (188); dann:

D B =B (%8 - B 6) - o PG
(193) + @5 (% ) b 3 w3 (1%, 4)
+[B, (4, £) — B, (*, £)] + % [W, (¢ 0) — ¥, (0] fir & <t<1,
Abh. d. II. K1. d. K. Ak. d. Wiss. XXTII. Bd. II. Abt 40

o

I

Nt ]
i i1 B
b | it
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wobei als untere Grenze der Integrale @5 und W5 der Wert ° zu nehmen ist; dieselbe

untere Grenze ist im folgenden fiir diese Integrale zu wihlen; das BEinsetzen
einer anderen unteren Grenze ist durch entsprechende Differenzbildung (in den eckigen

Klammern) angedeutet. Ferner:

4 7.0 R R Lo
— ———Fe=Do (@, + L1 (75 ?) M el i)
(0 i/ N : . S ¢ :
g2 a)
(193%) 1

£ @y s, o < el
:

Fiir ¢> ¢, ist zu beachten, daf

mit der Hyperbel H, verschiedene Intervalle ergeben, in denen das Integral (152 von Null

die beiden Schnittpunkte einer Parallelen zur z-Achse

o

verschieden ist, withrend dazwischen (d. h. fiir 7z, <<v <7,) die Integra

e @, und ¥, ver-
schwinden. Weiter wird:

Loawad
Uz

: =00+ P )+ ¥ % 1)

Sh

1
(193%) + Bi (5, 8) + — ¥ (701 1)

g B - D, m+ L (60— Vi, )] fur 6,<t<t,.

[n (193%) und (193%) hat der Einfluf der fritheren Bewegung mit Unter-

lichtgeschwindigkeit ganz aufgehort (‘du) nach Ablauf der Zeit ¢, =

z Z

\

endlich:

o | .
=& (1) + i ) + Vi (D)
¢ §

(1939 o :
o e e e e
I :

Je mehr ¢ wiichst, um so mehr nihern sich die Werte z° und 7, einar und der
Null; bei der gleichférmig beschleunigten Bewegung (mit Uberlichtgeschwindi g
ro

also die von dem Elektron auf sich selbst ausgeiibte Kraft bei hinreichend g

10e
-
K

eit) nimmt
Ben Werten
von ¢ scheinbar andauernd ab; da aber ¢ auch in den Funktionen unter den Integral-
zeichen vorkommt, so kann doch der Wert der Integrale bei wachsendem ¢ alle Grenzen

iibersteigen; jedenfalls lifit sich ohne genauere Untersuchung hieriiber nichts aussagen.

Im Falle b) ist zu beachten, daB das Auftreten der reellen Schnittpunkte der
Geraden =17 mit der Hyperbel H, (die den Abszissen # und #, entsprechen) eine andere
Abgrenzung der Intervalle bedingt. Man hat zunichst fiir ¢, < t < t, obige Gleichung (138%)
fiir den Fall b,), dagegen fiir den Fall by) die Gleichung (188%) nur im Intervalle 7, << =1
und (188%) im Intervalle ¢, <¢<#. Fir ¢>4¢, sind \vlo(ler die beiden 'Lmtombtelhmg‘en
zu unterscheiden; aber es-tritt noch eine weitere Unterscheidung hinzu, je nachdem 7, <f7;
oder ¢, > t, ist. Wir haben also:

N2

: : Sa ¢ — v :
bua) ?, > ¢, wie oben in b,) und dazu £, >¢,, d- he > —- ) ; dann ist:

4
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4 7xa it ke s las i
— e Fo= Dy (% ) + D] (% 8) + = ¥ (%)
9 ¢ G
1 04N L S S 1 VS s D
(194) + @3 (Kt + o WG

r

i
T Ol

B Tharr o f
C !

S
und

% — G D) R )
-

(1949) SE i e )

|
L (LY~ F Gy,
.
Fir ¢t > ¢, kommt wieder der Umstand in Betracht, daf eine Parallele zur z-Achse
die Hyperbel H, in zwei Punkten (r,und 7,) schneidet; demnach wird:
Anas: i

= S B DG, el
D E ?

o b; (T35 /) e ] y (T:%' )
c
1947 G s - 1t i .
( . + [P (50 — D (7, )]+ 1 [Ps (%, 0) — We (1, 1) ] it

C
S - S fcesssit e e 7 I
+ [P, (4 t) — P, (7, 0] + = [P, (4,6 — P, (=%, )] fir &<t <. |
B : ; '
Fiir £> ¢, kommt das Gebiet links von der Linie L (d. h. der EinfluB der zu Anfang
bestehenden Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit) nicht mehr in Betracht, und es wird : i
4oa, : g AR ] Ik Jedai,
——2F, = D (% 8) + D (% 1) + ¥ (z*, 1)
' ¢

s
) ¢

L @y e = Pola )
(194°) :

+ [Dy (¢, 8) — D> (z,, )] + ]C LU (h ) B (et THE Ll = ;

Endlich, nachdem die Hyperbel H, die Linie t=1¢ in J iiberschritten hat:

47 :[ a (\)'r == (I)O (‘TO? f) 7}‘ E[/l (,IO-, f) 'la c IIII (\1\)7 Z‘)

3ie
: ; lee staly 80
4+ D5 (1,,1) +— Yoz, t) fir ¢ N
Tas L, - T3 U,

¢

1
&

(1949

3 Sa e— : -
beg) &, > t5, wie vorhin, aber leSdy d : < ( : ) . dann ist: I

(195) Gleichung (194) giiltig ftir das Intervall ¢, <t¢<¢;.

Fiir ¢> ¢, kommen jetzt die Punkte 7, und 7, auf der Hyperbel H, in Betracht; also:
40*
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Bl ol 4mad e e 1 :
i = N Dy (2%, )+ D1 (%) + > ¥ (% 9)
o & H
& o Lo
il -+ D (7, t) + Vs (., 1)
if SRR R
L S : e e S e
(1959) [} (%, ) — B (10 O] + = [ 5 (%, ) — W3 (5,0 8]
: € T :
(’{) i YA ((f) ( T 1 1[7( 7 ?L Z[’r {.. 7 ~ {, ey
DGt — Pl O]+ = L, 00 — P, ( ur o, St 7.
R Ferner :
P o ey ; TR oo : 2
f (LEY5D) Gleichung (194%) fur das Intervall ¢, <¢<¢%,,
| ‘ . 1
i YW e G £ 5
J (195°) : g e
i (1959) - El9Ldys e 5 t=it,
i
liid LR bg) Es ist ¢ <4,, wie oben. Die folgenden Gleichungen schliefen sich also an
i i e
! L s Q il), {4558 & ! =t & (; i (] .') / (” b h) X
Gleichung (188") an; hier ist immer ¢, < ¢, d. i. <2% ; wir haben also keine
1 < : q g
it v weiteren Unterabteilungen, und erhalten:
| (196) Gleichung (194%2) fiir das Intervall 7, < ¢ <¢,.
itk Ferner:
s ORa Q4 b
1 et (1969) L e : Bt
i i :
i wie oben und ebenso:
| b Al (5 s { ¢ +
g b (196%) Gleichung (194°) ', 4 lewiis sy
196¢ (1094 ) ; ,
! v (196°) - 9 e = o0 T ficouta
R Hiermit ist die gleichférmig beschleunigte Bewegune vollstindig behandelt: die Aus-
il ﬁ bs ] f () D D ’
i wertung der auftretenden Integrale bietet im einzelnen kaum groferes Interesse.
Wit . : ¢— v :
e Ist g sehr klein, so liegt der Punkt 7, = : sehr weit nach rechts entfernt; dann
YJ! 7 ,l
nennt man die Bewegung quasistationiir. Fiir diese quasistationiire Bewegung gilt also
S Wi die Gleichung (184%), in der nur die Funktionen @,, @,, ¥, ¥, vorkommen (die sich also
g ) S .

nur auf Unterlichtgeschwindigkeit bezieht), fiir ein sehr weites Intervall. Das Interesse,
welches sich an diese Bewegungsform kniipfte, beruht wesentlich darauf, daf die gleich-

formige Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit bisher als ,kriiftefrei (unter der Bedin-
e & gung & = 0 erfolgend) betrachtet wurde; es kam deshalb darauf an, den einfachsten Fall
'{ et der nicht kriiftefreien Bewegung niherungsweise zu behandeln. Nachdem aber obige
! ﬂl genauere Behandlung gezeigt hat, dafi auch die gleichformige Bewegung nicht kriiftefrei
‘!~' i ist, konnen wir eine eingehendere Behandlung der quasistationiiren Bewegung zuniichst
i iibergehen.
|ﬂ In ganz analoger Weise lifit sich die gleichmiRig verzogerte Bewegung
i behandeln. KEs gentigt, fiir diesen Fall die verschiedenen Hyperbeln zu zeichnen; aus der
Figur entnimmt man leicht die zu unterscheidenden Intervalle. Jetzt ist die Beschleuni-
i st gung ¢ negativ; wir setzen sie gleich — ». Die Gerade (180) wird dann:
‘‘‘‘‘ i
it 5

i
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2nt—un1—(v—0)=0;

sie trennt in der ¢-7-Ebene wieder das Gebiet der Uhuh(‘hf«v eschwindigkeit von dem i

der Unterlichtgeschwindigkeit. Sie liegt so, wie in Fig. 18 die Linie L. wenn:
o) ] I f=}

Ode 5t cng g |

2x %

gewiihlt wird, wobei jetzt »>¢ sei, so dat die Bewegung mit Uhmhchtgﬁ schwindigkeit
beginnt; aber jetzt entspricht das schriig schraffierte Gebiet der Uberlicht tgeschwindigkeit,

das horizontal schraffierte (rechts von I gelegene) Gebiet der Unterlichtgeschwindigkeit.

Die durch (181P) dargestellte Hyperbel H, hat hier die Gleichung:

8-

1?2 —2x71t+2(c+v)r—4a=0.
Ihr Mittelpunkt M’ hat die Koordinaten:
¢+
er liegt also rechts vom Punkte 4 (vgl. Figur 15); die Asymptoten sind die Linien:

c-Hv ‘

T g & nnd w40
%
Erstere Linie geht durch 27 und ist parallel Sl e : i ®
o} L Vs it

zu L; die Lage der Kurve H, ist in Figur 15
schematisch angegeben. Die Hyperbel H, ist
nach (182):

w1 —2xtr+2(w—0r+4a=0;

i iy I i
- L wﬂww
hat den Mittelpunkt: ' T

1] i

Ul ,
| ks l"\
i 1 it
|

I
=
&
i

\

\
<

derselbe liegt also in A; die Asymptoten sind die

Linie L und die Achse 7= 0; die Kurve liegt / 7
also so, wie die Hyperbel H; in Figur 14. Um- /7 ‘
gekehrt liegt jetzt (in Fig. 15) die Hyperbel H,, /
i
d. 1. nach (189) die Kurve: .
(@ —218)+2@w—01—4a=0 1% /
so, wie frither die Hyperbel H,; sie hat Mittel- Fig. 15. -
punkt und Asymptoten mit H, gemeinsam. {
Die Hyperbeln H, und H, schneiden sich in einem Punkte mit den Koordinaten: i
i
1) v 2a N e
= e T == ¢ It
(4 —;_ %’ c |
ey 5 A 5 i : 5 I i
Auf den ersten Blick konnte es scheinen, als ob dieser Schnittpunkt einen stérenden 0|

Einflug auf die Bestimmung der einzelnen Intervalle habe; tatsichlich ist das aber nicht
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= s Tl Fii i i
der Fall; denn zur Zeit { = — ist die Geschwindigkeit des beweq

geworden, und dieser Zeitpunkt liegt immer vor demjenigen, welcher dem erwihnt

punkte entspricht. Sobald aber nun die Geschwindigkeit negativ wird, hat man den

Anfangspunkt der Zeit zu verlegen, d. h. eine neue Zeit 7* einzufiihren, so daB:

wird, und fiir die neue Zeit ¢* eine neue Figur zu entwerfen; dabei darf man natirlich

nicht versiumen, die im Intervalle 0 <?¢<< gewonnenen Beitriige zur Kraft §, auch fiir

die weitere riickliufize Bewegung zu beriicksichtigen. Auch der allmihliche Uber-

gang von Uberlichtgeschwindigkeit auf Unterlichtgeschwindigkeit bereitet
demnach keine Schwierigkeit.

§ 15. Ergiinzende Betrachtung iiber den Anfangszustand der Bewegung, insbesondere
bei gleichférmiger und bei gleichférmig beschleunigter Bewegung des Elektrons.

Bei der bishericen Behandlung der Bewegung eines elektrischen Teilchens haben wir
angenommen, daB dasselbe zur Zeit ¢ = 0 seine Bewegung beginnt und gleichzeitig seine
elektrische Ladung empfingt. Denkt man sich aber das bewegte Teilchen als ein Klektron,
d. h. als durch und durch aus Elektrizitit bestehend, so ist die Ladung schon vor der
Zeit ¢ = 0 vorhanden gewesen, und schon vor Beginn der Bewegung hat sich ein elek-
trisches Feld durch den ganzen Raum ausgebreitet, wihrend unsere Behandlung nur das
vom Momente # — 0 ab entstehende und vom bewegten Hlektron mitgefithrte Feld bertick-
sichtich. Jenes schon vorhandene Feld wird natiirlich die Bewegung mit beeinflussen, es
sei denn, daf die Wirkung vor der Zeit ¢ = 0 durch andere Klektronen und sonstige
Umstéinde neutralisiert wurde.

Um nun die Wirkung dieser neuen Voraussetzung iiber den Anfangszustand mathe-
matisch zu behandeln, konnte man von dem elektrostatischen Potentiale der vor der Zeit
t = 0 ruhenden Kugel auf die bewegte Kugel ausgehen. Von jedem Punkte der ersteren
aus zieht sich das elektrische Feld mit der Geschwindigkeit ¢ zuriick, so daB jedes Volum-
element der ersteren nur auf diejenigen Punkte der bewegten Kugel eine Wirkung ausiibt,
die zur Zeit ¢ sich auBerhalb einer Kugel mit dem Radius ¢t befinden, in deren Zentrum
jenes Volumelement liegt. Dabei wire ferner zu beriicksichtigen, daB die hewegte Kugel
eine gewisse Zeit hindurch die feste Kugel schneidet, dafi daher ein Teil der ersteren im
Innern der ruhenden Kugel sich befindet, ein anderer Teil auferhalb dieser Kugel, und
daf fiir beide Teile verschiedene Werte des Potentials zu beniitzen sind. Einfacher kommt
man indessen durch folgende Betrachtung zum Ziel.

Unsere allgemeinen Formeln gelten bei ganz beliebigen Annahmen iiber die Geschwindig-
keitskomponenten v, b, 0., z. B. also auch dann, wenn die Bewegung durch eine Ruhezeit
unterbrochen und dann wieder fortgesetzt wird. TLegen wir nun eine solche Ruhezeit in
den Anfang der Bewegung, so kommt dies darauf hinaus, dafi wir:

5

e el
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1. die am Schlusse von § 3 in den Moment # = 0 verlegte Anfangszeit durch einen

negativen Wert ¢ = — ¢, d. h. in den allgemeinen Formeln #, durch — %, i

ersetzen, so daB die Bewegung zur Zeit ¢ = 0 beginnt, wie bishe

2. fiir die Zeit von ¢ = — ¢,

gleich Null annehmen, so dak

Sy unde Rik el tin (8108 vollsi

bis ¢ = 0 die Werte der Funktionen v, (z), v, (), v, (7) -

)
- die in (26) gegebenen Funktionen

' indig ungedndert bleiben;

e

50 bestimmen, dak die vor Beginn der Bewegung vom

den Anfangspunkt ¢ = — ¢,

Elektron o

gehenden Kraftwirkungen volle Berticksichtigung finden. i

Die allgemeine Formel (34) wird jetzt: 1\ ? il
: L i
?‘ f | ‘

wo wieder S durch (34%), R durch (34") gegeben sind. Der einzige Unterschied gegen
frither besteht darin, daB die Variable = (welche die Zeit von dem Momente ¢ aus riickwirts
mifit, so daB z = 0 dem gerade betrachteten Endpunkte der Bahn, 7 = # dem Anfangs-
punkte entspricht) jetzt fiir das erweiterte Intervall von 7= 0 bis v = ¢ -+ ¢, in Betracht
kommt. Die Bestimmung von ¢, ist fiir Unter- und ﬁ1)01'7i(;htg(zschwimli;gkeit naturgemif

eine verschiedene.

Wir setzen zunichst wieder Unterlichtgeschwindigkeit voraus (also 7' < ¢7). Sei TE
Ty=(T)e=¢, so bedeutet T, die Entfernung des Mittelpunktes des Elektrons zur Zeit ¢
von seiner Anfangslage. Die Wirkung der Anfangslage auf das Elektron hort offenbar !

o 5 ) b =] i

auf, wenn dasselbe von der Kugel, welche mit dem Radius ¢¢ um den am weitesten ent-

fernten Punkt der anfiinglichen Lage der Kugel geschlagen werden kann, iiberholt wird,
d. h. wenn das Elektron diese Kugel mit dem Radius ¢¢ von innen beriihrt; dadurch i

st die Zeit ¢ = — 7, bestimmt; dies ergibt die Bedingung:

Ot =— Lol Za = fiited— il

oder :

(198) (T)e=4, + 20 = c ;.

Durch diese Gleichung ist bei Unterlichtgeschwindigkeit die in (197)
einzusetzende GriBe 7, bestimmt.

Die Abgrenzung der einzelnen Intervalle ist jetzt ebenfalls zu Hndern, denn dieselbe i
beruht wesentlich darauf, daB die Variable = an die Bedingung 0 <z <¢ gebunden war,

wihrend dies Intervall jetzt auf: i

(199) 0 KBt i i

erweitert ist. Die sonstigen Uberlegungen bleiben indessen ungeiindert. Demgemifs bleibt

das in § 7 besprochene erste und zweite Intervall (0 <z < ¢°) ungeiindert, insoweit die i
Variable © in Betracht kommt; die obere Grenze des zweiten ist jetzt durch die Gleichung,
welche aus (72%) hervorgeht, indem man 7z durch ¢+ 7, ersetzt, d. h. durch: W

(.300) (¢t _J[. T), s — 2o
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definiert. Die Grofe 7° bleibt aber untere Grenze der Integrale @y, und ¥s,; indessen ist
die obere Grenze des zweiten Intervalls nicht mehr durch (77) gegeben; es beh&lt nimlich
die Kurve (73"%) ihre Bedeutung, aber die Grenze der Anwendbarkeit ist nicht mehr durch
die Bedingung v = ¢, sondern durch die Bedingung 7z = ¢ 4 #, gegeben, so dal (77) durch

die Gleichung:

(9] R 3 ! B NEARTS g i )
(201) bl (e 2
zu ersetzen ist. Bei der im Anschlusse an die Figuren 6 und 7 angestellten

geometrischen Diskussion ist also die Gerade 7=1¢ durch die Gerade:

(20-’) = e

zu ersetzen, um dem jetzt vorausgesetzten Anfangszustande gerecht zu werden;

im iibrigen bleibt dieselbe unverindert anwendbar.

Wir nehmen als Beispiel wieder die geradlinige Bewegung mit konstanter Unterlicht-
i (=) (e | te] (o]

geschwindigkeit. Hier war 7' = vt (vgl. § 12); somit erhalten wir aus (198)
\ 2a

(203) by — 1 A
; g 0

Die Gleichung (200) gibt infolgedessen fiir die obere Grenze des ersten Intervalls
o) S )
den Wert:
4

(204) t=t, — =" 344 W il

¢ —v ¢4

und die Gleichung (164) fiir die wirkende Kraft im ersten Intervalle wiirde ergeben:

: A e : bt ¢ 1 ( 0 —\fet 4 $
205) Fp = — = ——— 11 —- = "y ST ( o 3 )|
(205) 8o tna®\a 1—w?)| ta\a, 1—ow?) "16\ ' 2 - ) o “3"> :

N

Da aber die obere Grenze des zuocehdricen Intervalles nach (204) negabiv ist, das
te ] tew) te) )]

Intervall selbst also ganz im Negativen liegt, so hat diese Gleichung fiir uns keine Be-
deutung; denn ihrer Ableitung nach stellt sie die Kraft nur nach dem Beginne der
Bewegung (d. h. fiir 0 <v<¢) dar; fiir £ <0 wire auch w =0 zu sefzen, und dann
resultiert in der Tat der richtige Wert §, = 0: die Kraft der elektrischen Vollkugel auf
sich selbst.

Die Gleichung (201) liefert jetzt fiir die frither benutzte Grife ' = ¢ (obere Grenze
des zweiten Intervalles) die Relation:

o0 o o o8 - T
(206) c@E'+t)=vE'+¢)+-2a oder ¥=-—

sl
c—w -

Auch dieses Intervall liegt also ganz im Negativen und kommt nicht in Betracht,
so daB die Gleichung (168) hier zu keiner entsprechenden Gleichung fithrt. Die Bewegung
beginnt also im vierten Intervalle, fiir welches die Gleichung (169) aufgestellt wurde,
d. i. die Gleichung der stationiiren Kraft. Die Gleichung (169) fiir den Wert J.» der
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i
Kraft im stationiren Zustande gilt also jetzt ebenso wie frither; dieser Zu- f

stand tritt aber schon bei Beginn der Bewegung ein.
Bei Uberlichtgeschwindigkeit befindet sich das Elektron nach einer gewissen
Zeit ¢, dauernd im elektrischen Felde, das von ihm selbst in seiner Ruhelage erzeugt i

wurde; diese Zeit #, wird wieder durch den Moment bestimmt, wo die Kugel mit dem L
Radius ¢?¢g, welche den vom Elektron entferntesten Punkt der Ruhelage zum Mittelpunkt
hat, mit dem Elektron eine Beriihrung (aber jetzt von aufen) eingeht, d. h. durch die
zu (198) analoge Gleichung: |l

2 L m ¢ * ‘“[v,
(20() (/0)’:16 N —C fu &

Dieselbe Uberlegung kann man fiir einen beliebigen Zeitpunkt 7 anstellen (von der
Zeit t nach riickwérts gerechnet); es bestimmt die Gleichung:

(2072) (L=t — 2a = ¢ty

diejenige Zeit ¢;, withrend welcher die zur Zeit 7 vom Elektron ausgehende Kraftwirkung
noch auf die Bewegung des Elektrons von Einflu ist. Diese Zeit # ist im Sinne der i
wachsenden Grifze 7 gemessen, also vom zur Zeit ¢ (d. h. © = 0) erreichten Endpunkte nach
riickwiirts. Setzen wir nun = =1¢ d. h. betrachten wir den Anfangspunkt der Bewegung,

und ist dann ¢ ={#; die kleinste brauchbare Lésung von (207%), d. h. von der fiir 7 = ¢ |

aus ihr hervorgehenden Gleichung (207), so muB die gesuchte Zeit #, durch die Gleichung:

(208) ty=—+ 1 1 1R

0

bestimmt werden; denn wir hatten die Anfangszeit mit — #, bezeichnet, so daf ¢, in der
gleichen Richtung von ¢, gemessen wird. Dieser Wert ist fiir die Bewegung mit =

L¥es 5 & " % 4 . = ; B 1
Uberlichtgeschwindigkeit in die obere Grenze des auf der rechten Seite von 4 i

(197) auftretenden Integrals einzusetzen, um der jetzigen Annahme iiber den L
Anfangszustand zu entsprechen. | |

i i

| TR T
b | TR ;:{, i 18

i !

Die dadurch notwendige Abiéinderung der fritheren Formeln tritt besonders bei Bestim- i
mung der zu beriicksichtigenden Intervalle hervor. Zun#chst sind die Ungleichungen (132)
und (132%) bzw. durch die Bedingungen:

T, >t s und sy < A L AER
zu ersetzen; alsdann tritt an Stelle der Gleichung (133) die Gleichung: !
(209) Lt i, - L

wihrend die Gleichung (131) und die entsprechende Kurve ihre Bedeutung behalten; der
sich hieraus ergebende Wert von ¢ ist aber in @5, und ¥s,; nicht als untere Grenze ein- 1
zusetzen, als solche ist vielmehr der frithere Wert z; beizubehalten; es tritt eine all- 3
gemeine Verschiebung der Intervallgrenzen gegen die Integralgrenzen ein
(wie bei Unterlichtgeschwindigkeit). Die zweite kritische Gleichung, némlich (142), oder:

20—

definiert wieder 7z, als Funktion von #; aber die Grenze der Anwendbarkeit ist verschoben i i
und jetzt durch die Gleichung: : I
Abh. d. II. Kl. d. K. Ak. d. Wiss. XXIII. Bd. II. Abt. 41 i
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(210) 2a=(T'~— et);—i¢iys, also durch z,=1¢ -+,

festgelegt (withrend frither 7, = ¢ zu setzen war).

s moge dies wieder durch da ispiel der Bewegung mit konstanter

: : Therlicht-
geschwindigkeit erldutert werden (vgl. § 13). Die Formel (174) bleibt im ersten Intervalle
riilti

.
wenn man dort ¢ durch ¢ 4 ¢, ersetzt, wobel ¢, gemif (207) und (208) zu berech

guitig, ‘0. 5
ist; es ergibt sich:?)
it : 20
(211) — -
V- ¢

Sied it Do\ I+ 9w?//ct 2 ) Biry { /ol 2N
4 i —— : - L = — w?2) ; = \
0D (m ) | ! g { G }7) 16 e i) e Al

w — 1 3 \ @

et qECUEy g
- 390 Bl 4 2 @? + 55 m““)(
(3 V) § a

und diese Gleichung wiirde anwendbar sein in dem Intervalle:

B4

oder :
2 a 2 a DQa
Sl = fe<t %

c—w L el

Dieses ganze Intervall liegt aber im Negativen; da die Variable ¢ nur positive Werte

annehmen kann (0 <z <?¢- #), so hat dieses ganze Intervall und die zugehorige letzte
Formel fiir §, fiir die Bewegung des Elektrons keine Bedeutung mehr. Will man die
Formel fiir §, dennoch anwenden, so muB man bedenken, daB » fiir negative Werte von
¢t gleich Null ist, wodurch auch §, gleich Null wird. Wir haben demnach sogleich mit
dem niichsten Intervalle zu beginnen, fiir das die Formel (176) abgeleitet wurde, und das
nach obigem durch den Wert (1772) begrenzt wurde. Letzterer ist nach (211) jetzt durch
die Gleichung:
t+t)v—c)=2a,

oder:

V=0

bestimmt. Auch dieses Intervall hat also keine Bedeutung mehr, und ebenso der zuge-
horige Wert von §,, und wir kommen sofort zum dritten Intervalle; in ihm war die
Bewegung stationéir und die Kraft &, durch (178) bestimmt. Diese Gleichung ist ebenso
wie im Falle der Unterlichtgeschwindigkeit unveriindert anwendbar, da ja nur die Intervall-
grenzen, nicht die Integralgrenzen gegen frither geiindert werden. Bei der jetzigen
Voraussetzung iiber den Anfangszustand ist daher die Bewegung mit kon-
stanter U|)erlichtgoschwindig](cit von Anfang an stationir.

1) Bezeichnet 4 B einen in Richtung der Bewegung des Elektrons von A nach B gezogenen
Durchmesser desselben, so ist ¢, die Zeit, welche die von B ausgehende elektrische Kraft gebraucht, um
sich rickwirts bis A fortzupflanzen.
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Besonderes Interesse

bietet die Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit (v =1, v = ¢).
Geht man von der Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit aus, so werden die entsprechenden
Formeln (205), (168) und (169) scheinbar unbrauchbar, indem sie unendlich grofie Werte
von . ergeben. Tatsichlich aber darf keine dieser Formeln fiir den Fall @ = 1 angewandt
werden: denn wir haben gesehen, daf die den Gleichungen (205) und (168) uutsprcchm’ulon
itervalle jetzt zu negativen Werten der Zeit gehoren, also keine Bedeutung haben; die
Jeichung (169) aber entspricht dem stationiiren Zustande, und der ihm zugehorige Wert

der Kraft wird gewonnen, indem man in den Ausdruck der Kraft fiir das zuletzt vorher-

Intezx
G

gehende Intervall die Zeit ¢ (sofern sie in der oberen Grenze des Integrals (197) erscheint,
und bei konstanter Geschwindigkeit kommt sie unter dem Integralzeichen nicht vor) durch
die obere Grenze dieses vorhergehenden Intervalles <ws0tzt, also hier durch Null ersetzt.
Nun war aber jene Kraft im vorhergehenden Intervalle (t < 0) gleich Null; folglich bleibt
sie gleich Null im stationfiren Zustande, d. h. das lntogmf! @@97) ist fir w = ¢ bei jedem
Werte von ¢ gleich Null (indem der Wert von 7, der den stationiiren Zustand liefert, hier
mit der unteren Grenze Null zusammenfillt). Bei unserer jetzigen Voraussetzung
tber den Anfangszustand der Bewegung (wo das Elektron nach unendlich
langer Ruhe die Bewegung plotzlich mit Lichtgeschwindigkeit beginnt) ist
die geradlinige gleichférmige Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit ,krifte-
frei.® Dasselbe Hesultab ergibt sich, wenn man von Ube srlichtgeschwindigkeit ausgeht, denn
auch bei dieser kommt nur das dem stationiren Zustande entsprechende Intervall in Betracht,
dessen untere Grenze ebenfalls an der Stelle ¢ = 0 liegt.

Drittens betrachten wir das in § 14 behandelte Beispiel der gleichmiifig be-

schleunigten Bewegung unter den jetzigen Voraussetzungen. Die zur Bestimmung

von t, dienende Gleichung (198) wird hier gemils (179):
&P Ya

sie hat eine negative und eine pomtlve Wurzel; nur die letztere ist fiir uns brauchbar, also:

(212) - ( __11'_7)2.,1; 4(]((,.

Die frithere Gleichung (180), welche in der {-7-BEbene das Gebiet der Unterlicht-
geschwindigkeit durch die Linie L von dem Gebiete der Uberlichtgeschwindigkeit trennte
(vgl. Fig. 13), bleibt hier unveriindert bestehen. Das erste Intervall (0 <i?<<#?), fiir welches
Gleichung (181) aufgestellt war, wird hier:

(9194 = 0 C;T v :_3 L(//_ / (——’L _4({
(2124) Bikit <atd—t, +V =

Die rechte Seite kann pos;itiv oder negatlv sein ; nehmen wir dus letztere an, so kommt
das ganze Intervall fiir uns nicht in Betracht.

Es handelt sich weiter um die Hyperbel (182); jetzt ist aber die Linie 7 =1 durch
die Gerade 7 =1¢ 4 7, zu ersetzen; die Wurzel 7, der genannten Gleichung (wie sie in
(184°) angegeben wurde) ist nur brauchbar, wenn sie kleiner als t 4 t, ausfilll. Wir

I ¢, mit der Hyperbel (182) zum Schnitt bringen; das gibt

miissen also die Linie 7 = ¢ - ¢
die beiden Wurzeln:
41*

LI A 13
| ,“"W"‘ ol ‘\u ‘,‘N,“!'
| :;H hi
| {




T R ——

i : : O e L 2 & m;;q‘
4
il !
i 316
il i c—wv\? c— v 4a
e bo— =+ 2 e
q q q
1 a / 6—w[y6—W Vet
| 3 B
q Ghisy s q
und :
b i " fe—\2 4a Y/ e—v[, c—vw Gl
(213) li— — V + + l/ 3 + 1/ :
{ i q q q q g q
g e ji"u welche an Stelle der fritheren Gréfen ¢, und f, treten; diese Wurzeln sind immer reell;
b § i s Al 3 3 . " . B . : 3 Al 4
[ Lo die erste aber ist negativ und kommt nicht in Betracht; die zweite ist positiv und groker
] s c— o
als 7 (: -), auch grofer als 7, (— TEr s ;
Ty ' e 4
i
m Der frither mit a) bezeichnete Fall, in dem # und #, imaginir waren, scheidet hier
U 1 4 -]
ganz aus; es kommt nur die Moglichkeit b), bzw. ihr jetziges Analogon, in Betracht; wir
erhalten also nach (184%):
:w i e o O o \ 1 W AL 1 7 ( e
(214 X — T D (700) - Dy(a ) v (2% - i i, s, Bl 0 =t =7,
it wobei 7, wieder durch (184°¢) definiert ISt
) Fiir ¢ > ¢, geschieht die Bewegung mit Uberlichtgeschwindigkeit; hierdurch ist die
it 1 obere Grenze des zuletzt betrachteten Intervalles festgelegt; diese Grenze 1ist wunab-

hiingig von #, Das niichste Intervall erstreckt sich von #, bis ¢, und wir erhalten, analog
zu (188%):

: -:; 2 %= B (% )+ PG O+~ PIE, )
it D& C :
iy p.
215) 7([) o i 4] (>&< z‘)‘ | 1 w 4 7 W (% f"
i W (215) i T IH0| 7 - 3 A e 5 0)

A\l M
: 1 N ;

L + D, (7., 1)+ - L) Bl ==t

i o Man macht sich die Abgrenzung der einzelnen Intervalle wieder durch nebenstehende

Figur 16 leicht klar (eine analoge Zeichnung hiitte auch fiir den obigen Fall der gleich-

1 R formigen Bewegung mit Vorteil benutzt werden konnen).
i i i Das niichste Intervall erstreckt sich von #, bis £, wo f; wieder die vertikale Tangente
}’ L der Hyperbel H, bestimmt und durch (190%) gegeben ist; #y ist hier stets groBer als
| t;; kommt also noch nicht in Betracht.

e ‘l- Tt (’,’/3 A Py 5 & X 1 2l
4 AR g = B30, 0) + B )+ P
V~J‘ 0.4 G
fite
o ; (2 16) s (‘DQ (t‘vt) + I‘. 11/2 (T'P-, t)
o y BRgu sl g i
+ @, (z,, )-}—’ G t) - Ty el

o
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Da t; zwischen & = ¢5 und ¢g liegt, so erhalten wir im nichsten Intervalle, indem

nun auch die Hyperbel H, in Betracht kommt:

4 7 ad 5 ? I
e L HCUR AR A G

i i -
+ Dy (15, 1) + 1 Woi(vat)

¢

£ [ @5 (%, ) — B (1, O]+ [PE 6 0 — P (1 O]

Fig. 16.

An der Stelle ¢; wird die Hyperbel H, von der Linie 7 = ¢ + ¢, geschnitten, so daf
jetzt der Hyperbelzweig durch diese Linie zu ersetzen ist; wir erhalten demnach:

daa’

Fe = Dy (2% 8) + D1 () ¢) + ]; V)

DE

B (ry )+ 5 (1. 1

218) p

+ [ B (@) — Dy (r, O] + - [P (7% 8) — Pa (v, 8]

(5

- : Wi : oLt
B b ) — By @ 8]+ [Pa + by ) — Pa (%, )]
fiie el

ittt

| [ u,;p’ H“" il
LI

Wi e ‘!;W" |
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dabei bestimmt #¢ den Schnittpunkt der Linie L, die durch (180) gegeben war, mit der
Linie 7 = ¢ 4 ¢,; es ist also:

q

Endlich bezeichne #; den Schnittpunkt der durch (189) dargestellten Hyperbel i
mit der Geraden 7 =+¢ -} £,; dann wird:

dimmas L L e ]l w
STER ) Bz =— ([)0 (T (1) "‘}’ (l,)[ (( -f) f ; (T /)
9 & [
e ; [ igks :
(219) B (1, 1) + — 5 (2, 0)

5
+ [Pt + £y ) — D3 (z,, O] + - [Fo b+ t0t) — P2 (z;, )] firti<i<i.

Hier sind die Glieder, welche von @ und ¥, also von der anfinglichen Bewegung
mit Unterlichtgeschwindigkeit herriihren, verschwunden: der Binflub des anfinglichen Ruhe-
zustandes macht sich aber noch in den Argumenten geltend, indem #-I- t, an Stelle von ¢
getreten ist. Wiichst endlich # noch weiter, so wu'tl.

4aa®

o 8o = Do (2% ¢) + D (+°, /)+ 2I’ L

D E

(220)
+ D; (1, t) + ; Poleit) N\t > 4.

Auch bei der jetzigen Annahme iiber den Anfangszustand macht hier-
nach der ﬁbm'gang von Unter- zu U berlichtgeschwindigkeit durchaus keine
Schwierigkeit; er vollzieht sich vielmehr vo IIstéindig stetig; der nahezu statio-
niire Zustand, wie er durch (220), bzw. oben (1949), gegeben wird, stellt sich nur erst
nach léngerer Zeit her (denn es ist #;>¢). Bin Unterschied macht sich ferner darin
geltend, dafi jetzt schon fiir £ = 0, gemiifs (914) sich eine endliche Kraft ergibt, wihrend
bei der fritheren Annahme, d. i. nach (182), diese Kraft fiir £ =0 gleich Null war.

§ 16. Vergleichung mit anderen Bearbeitungen der behandelten Probleme.

Im Laufe der Untersuchung ist wiederholt hervorgehoben worden, dai unsere Resultate
mit den von anderer Seite erhaltenen nicht iibereinstimmen. Es ist daher notwendig, die
Griinde dieser Divergenz klarzulegen.

Von Lorentz, Searle und Abraham wurde die Bewegung eines Elektrons mit
konstanter Gteschwindigkeit behandelt, besonders von letzterem auf Grund seiner allge-
meinen Formeln zur Dynamik des Elektrons, und zwar unter der Annahme, daf diese
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit schon unend llich lange Zeit cmgehﬂtpu habe, so
daB sich ein stationdirer Zustand herausgebildet hat, d. h. ein Zustand, der fiir einen mit
dem Hlektron fest verbundenen Punkt von der Zeit unftbhanulg geworden ist. Hs ist dann
(bei gleichformiger Bewegung, nach unendlich langer Zeit) in jedem Momente die Vor-
geschichte des Problems dieselbe; mithin ist das Feld des skalaren Potentials @ und des
Vektorpotentials 9, bezogen auf ein translatorisch mithewegtes Achsenkreuz, konstant. Wir
haben zu untersuchen, inwieweit dieser Schluf mit unseren Formeln iibereinstimmdt.
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Fiir den Fall der Translation mit konstanter Geschwindigkeit v, geht unsere Differential-
J
le

gleichung (6), die auf das im Elektron feste Koordinatensystem bezogen ist, in die Gleichung:

e

B % m 92 « 9% ¢
R \ 9 & 3 y? 922 ;

£ : ; el s
tiber. Fiir den stationdren Zustand k’; :()) wird also:
Lol /3

o ) 2 @
(221) (Lol ekl ——0 A
: Gl oy

d. h. in der Tat dieselbe Gleichung, welche Abraham zu Grunde legt. Durch die Trans-
formation :

M

(222) il L= e e
wird dieselbe:
22 g % @ 2@
ST AL
dx'” Y- e = £

d. h. die gewo6hnliche Poisson-Laplacesche Gleichung fiir das elektrostatische Potential.
Jene Transformation fiithrt aber die Kugel des Elektrons in ein verlingertes Rotations-
ellipsoid iiber (wenn w <1, also bei Unterlichtgeschwindigkeit):

2% (1 — o) +y? + 22 = o’ I ‘

Hs ist also ¢ das elektrostatische Potential eines Rotationsellipsoides in Variablen

z', y's 2. Ebenso lassen sich die Gleichungen fiir %Ay, 2, A transformieren; wir erhalten :
aus (2): il 3‘
: 2" 9l I
(bt aes & Lt
¢ 9 aff/z IR )
| "Mm

g agll

(Il—w?) " 2.
! da

; st e
(1 — w*) 3

2
X

so daf A, = w - ¢ wird, wihrend ¥, und A, in den Ausdriicken fiir die Kraftkomponenten
bzw. mit v, (= 0) und v, (= 0) multipliziert erscheinen und ganz herausfallen.

Die Komponenten der wirkenden Kraft werden dann nach (113):

i Q@ v Uy o O i 9@
71_4_9@’%}07 Sl w)é,'x:“al]ﬂ'm dx’’
598> : . s w B Qg ] o Q@ 4
(2222 fo ="t i taihes T b= ion etk B Rl ih2 : i
¥ ) /.I a?/ + c ay ( L >@!/ \ A )a'?/f | “J‘“
. Q@ v Uy o 0P 5 2@ -
fe =i o) g pinds il Taf )“a'}:' miterel &l )9;5:"' '

Die auf das Elektron wirkenden Kraftkomponenten werden durch Integration iiber
das Innere desselben gewonnen; sie sind nach (114), wenn o im Innern konstant ist:
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Fe = — 4':'fr{;r.3 11— m"’)j ’j; z dz dy dz = — 4;':’3 (1 — w?) ‘ r { ::/ adxr dy dz
513 > Cra AR :’) € 2 & " d g o B WS L o 3 £ 2 (> 3 q o ] )
(223) &y =— i ”3{1 — )(’ f&’ 3y dwdygas — o (1—w )J f!j S dxidy'dz,
- e s O = n 3¢ ony By s e e i
i (1,3” z “)_)j J j 92 etile 4 nm‘(‘[ (”J)jjfa,e" Py da

Die Integrationen nach «, 3, 2 beziehen sich auf das Innere des Rotationsellipsoids,

welches aus dem kugelformigen Ilektron durch die Transformation (222) entsteht. Diese
Integrale sind bekanntlich gleich Null, da die Kraft, die das Ellipsoid auf sich selbst
ausiibt, verschwindet, und so ergibt sich scheinbar das von den genannten Forschern
erhaltene Resultat, daf die stationire Bewegung eines Elektrons ,kriftetrei“ sei. Trotzdem
sind diese Schliisse nicht emwurfsfrei.

Zuniichst kénnte man zweifeln, ob die Annahme, dak das Potential ¢ nach unendlich

; s el S e i
langer Zeit von ¢ unabhingig werde, d. h. daB sich a; flir ¢t =oc der Grenze Null und

@ einer bestimmten endlichen Grenze nihere, berechtigt ist. Dieses Verhalten von ¢ ist
aber in der Tat eine Folge unserer allgemeinen Formeln. Bei gleichférmiger Bewegung
ist mamlich & =w7, =0, £ =10, folglich:

R? = (x + ve)® 4+ y? + &%,
und wenn man diesen Wert von R in die Gleichung (53") einsetzt, so wird die rechte

Seite der letzteren in der Tat unabhingig von #, indem die Grenzen 7', 7', 7', vV bzw.
durch die Gleichungen:

B—a-—ci, BR=a-+c71 (c1<a); R—cr—a R=atcr (¢cv>n),

als Funktionen von =z, %, ¢ definiert werden. KEs wird also ¢ schon fiir endliche Werte
von ¢ stationdr, um so mehr fiir unendlich grofe Werte von ¢, wie vorausgesetzt wurde;
dasselbe gilt fiir das Vektorpotential 2. Der in (53") gegebene Ausdruck ¢ ist iibrigens
fiir den Fall der gleichfsrmigen Bewegung auf elementare Funktionen zuriickfiithrbar, indem
sich die Integrationen ausfiihren lassen; er muB eine von der gewthnlichen abweichende
Form fiir das elektrostatische Potential des Hllipsoids darstellen, wenn man in ihm die
Transformation (222) ausfiihrt.

Die Schwierigkeit liegt demnach an einer andern Stelle. Wenn man den stationiren
Zustand der Bewegung beurteilen will, so kommt es nicht so sehr auf den Grenzwert des
Potentials fiir #= o0, sondern auf den Grenzwert der Kraft an. Die Formeln (223)
entstehen, wenn man, ausgehend von den Gleichungen (113) und (114) den folgenden
Grenzprozefs macht:

(224) b 55— *j ( "Rt

L — T

D e a?.[x 199,
o CHOIL Gl

J dx dydz,

und die Integration rechts iiber das ganze Volumen des Elektrons ausdehnt. Zur Dar-
stellung des stationéiren Zustandes bentigt man aber den Grenzwert:

3k § : o e X R 8 19,
2aids Im §, = —1 J Ll S ‘|dxdy dz;
i tl:nl% z]:nlj t‘ (ax Cr 3 i ¢ -9 qu i
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und dabei ist die Integration rechts nicht iiber das ganze Volumen auszudehnen, sondern
nur iber den Teil, welcher zwischen den Kugeln mit den Radien R — ¢z und R+ ¢r

o
SRR A AR ¢ = . e 0 5 i
sich befindet, wie in §7 und 8 niher ausgefiihrt wurde, wenigstens fiir —~ wiihrend fiir |

&X i
! o U, ”
at
der Kugel. Hierbei ist vorausgesetzt, daf die Integration nach z zuletzt, die Integration

iiber das Volumen zuerst ausgefiihrt werde; eine solche Vertauschung der Integrations-

e}

noch andere Gebiete im Innern in Betracht kommen, nicht aber das ganze Volumen

ordnung ist ja bei endlichen Grenzen und endlichen Funktionen stets erlaubt (und in
obigen Rechnungen durchgefiihrt). Auf der rechten Seite von (225) hingen also die
Grenzen des Volumintegrals (nach der Vertauschung) von z, und somit auch von £ ab,
woraus hervorgeht, daB eine Identitit der beiden Grenzprozesse (224) und (225) nicht zu

erwarten ist; in der Tat ist ja schon in einem einfachen Beispiele:

a t
1a {7 ; = Ly
lim ——— =0 dagegen lim | ——— = w0.
Lf—fl/l*'l ' t—=oo ¢ [r'(-— T
(0]

Fiir die Losung des physikalischen Problems, das uns beschiftigt, kommt es aber
auf den zweiten, durch (225) gekennzeichneten Grenziibergang ausschlieBlich an; diesen
haben wir in unseren Entwicklungen durchgefiithrt; die letzteren geben daher die einzig ‘
brauchbare Losung der Aufgabe. Sie lautete dahin (vgl. § 12 und § 15), dak bei gerad- W

liniger Bewegung mit konstanter Unterlichtoeschwindigkeit nach einer oce-
ez fen} D D O )

s

wissen endlichen Zeit die Kraft stationtir (aber nicht gleich Null) wird
Dak andauernd eine Kraft notig ist, um die konstante Geschwindigkeit aufrecht zu i

erhalten, kann man auch durch folgende Uberlegung einsehen. Ks sei 4 B ein Durch-
messer des Elektrons, der von 4 nach B in Richtung der Bewegung weist. Von B und "

von der Umgebung des Punktes B gehen in jedem Momente elektrische Wirkungen aus,
und zwar auch riickwirts in Richtung auf den Punkt 4 und dessen Umgebung. Diese Kriifte
mul das Klektron in jedem Momente iiberwinden, und nur in der Ruhe werden sie durch
die entgegengesetzt wirkenden Krifte aufgehoben. Daran wird nichts geiindert, wie lange E

e
auch die Bewegung gedauert hat; auch nach unendlich langer Zeit wird daher eine Kraft

fies e
.‘m«"w !I‘ | |

i ‘“‘M-\'H
MR |

aufzuwenden sein, und die Zeit, wiihrend welcher diese von jedem Momente ab wirkt,
ist gleich der Zeit, welche die elektrische Kraft braucht, um sich riickwiirts von B nach

’,j}fﬂhn,‘.. xL"

A mit der Geschwindigkeit ¢ fortzupflanzen, also (da das Elektron sich mit der Geschwin-
9
2a

digkeit v in entgegengesetzter Richtung bewegt) gleich . So wird es verstindlich,
, gegeng g gt) 8 BTt ;

§

9 !
ey e : : ; 2« ‘
dak die bendtigte Kraft durch ein zwischen den Grenzen 0 und ——— genommenes Integral |

v !
dargestellt wird, dessen Variable ¢ die Zeit von der augenblicklichen (d. h. zur Zeit ¢
erreichten) Lage des Elektrons nach riickwirts mift. |

Andererseits beruht die Liorenz-Abrahamsche Losung des Problems der Bewegung o

. 3y g S S o o
mit konstanter Geschwindigkeit sicher auf einer unter der Annahme = 0 zuléissigen
Losung der zu Grunde liegenden partiellen Differentialgleichung; daf dieselbe trotzdem

Abh. d. II. Kl. d. K. Ak. d. Wiss. XXIIT. Bd. I1. Abt. 42
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im vorliegenden Falle nicht anwendbar ist, erkennt man ohne Hilfe der obigen
ausfithrlichen Rechnungen durch folgende Uberlegung. Wenn man ein mit dem
Tlektron fest verbundenes Koordinatensystem eingefiihrt hat, so denkt man sich selbst mit
diesem Systeme (und mit dem Klektron) in starrer Verbindung; das Blektron wird also
als ruhend betrachtet, wihrend der ganze Raum sich mit der Geschwindigkeit — ¢ vom
Elektron forthewegt. Die Formel (221) Abrahams ist anwendbar auf alle Punkte bzw.
Korper, die sich mit dem Elektron ebenfalls in starrer Verbindung befinden. Das hier zu
behandelnde Problem verlangt aber, die Wirkung des Elektrons auf seine friitheren Lagen
(bzw. die Wirkung der letzteren auf das Elektron) zu berechnen; die fritheren Lagen sind
aber mit dem Raume, nicht mit dem Blektron starr verbunden; man hat also die Wirku

des letztern auf diese fritheren Lagen, d. h. auf kongruente Elektronen zu berechnen (he
sich mit der Geschwindigkeit — v vom Elektron fort (also nach 1"ﬁckm’irt%) bewegen und

diese fritheren Lagen markieren. In den Gleichungen (223) ist also nicht tiber das Innere
des (jetzt ruhend gedachten) Rotationsellipsoides zu integrieren, sondern iiber das Innere
anderer Ellipsoide, die sich vom gegebenen aus nach riickwiirts bewegen; und dann kommt
auch die Zeit in die Resultate hinein, und man erkennt, daf es auf die Variable 7 ankommt,

welche oben eingefithrt wurde und die Zeit vom (ruhenden) Blektron aus nach riickwirts

1

mifit. Zur weiteren Durchfiihrung der Integration hitte man die verschiedenen Iiag

) oenau so studieren miissen, wie wir es getan haben, und es wird kaum moglich sein, hier
wesentliche Vereinfachungen zu erzielen.
| Allerdings war Sommerfeld!) durch seine Bearbeitung des allgemeinen Problems
der Elektronenbewegung auch zu dem Resultate gekommen, daf die gleichférmige Bewegung
! des Elektrons mit Unterlichtgeschwindigkeit kriiftefrei sei; aber die dahin fiithrenden mathe-
matischen Entwicklungen unterliegen gewissen Bedenken, die hier dargelegt werden mogen.
Sommerfeld hat den allgemeinen Amnsatz gegeben, der die Losung des Problems ermog-
i licht; wir haben uns ihm in den ersten Paragraphen (§ 1 bis 3), wie dort schon hervor-
gehoben wurde, ziemlich enge angeschlossen. Der Unterschied beginnt bei der Gleichung
(25) bez. (27); dort kommt die Anfangszeit #, vor, die wir der Finfachheit halber an die
Stelle # =0 legten; Sommerfeld nimmt dagegen #,= — o, so dafs die obere Grenze
t —t, durch oo ersetzt wird, und ebenso alle folgenden Integrationen mnach 7 von 7=0
,, statt von 7=0 Dbis 7 = ¢ ausgefithrt werden. Kr begriindet die Annahme
t,— — o damit, daB im Laufe der Entwicklung die unendliche Grenze doch wieder durch
eine endliche Grenze ersetzt wird (wie auch wir es fanden, vgl. Gleichung (79), (118%) und

viele andere, insbesondere den stationiiren Zustand in § 12, 13 und 15); das ist allerdings
richtig, aber diese endliche Grenze ist dann im allgemeinen eine Funktion von ¢ (Wurzel
der Gleichung (78) oder (133) bzw. (142)); dasselbe gilt fiir die Potentiale 2, Ay, Ws s bei
Berechnung der Kraft werden die letzteren gemif den Formeln (113) nach der Zeit ¢
differenziert; da nun 2, bei uns durch das Integral (85) dargestellt war, in dessen oberer
Grenze die Zeit (spiter eine Funktion der Zeit) vorkommt, so entstehen durch Differentiation
nach der oberen Grenze Glieder, die fortfallen, wenn man diese Grenze konstant (nimlich
i oleich o) gesetzt hat; diese Glieder sind von uns in § 7 bzw. § 11 beriicksichtigt. Uber-
! dies aber oab gerade das Auftreten der Veriinderlichen in der oberen Grenze uns die

te] e}

1) Gottinger Nachrichten, a. a. O, Jahrgang 1904.
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Veranlassung, die verschiedenen Félle zu unterscheiden, die z. B. in § 7 (d. h. fiir Unter-
©

lichtgeschwindigkeit) @ingehend diskutiert Sind; die Unterscheidung dieser Fille brachte es
mit sich, dag im ersten Intervalle 0 <¢?¢ < eine Funktion unter dem Integralzeichen auf-

tritt, die fiir = = 0 nicht unendlich wird, wiﬂn'end die einzelnen Sommerfeldschen Inte-
grale fiir 7 = oo unendlich grof werden, und dieses Unendlichwerden erst in der Schlub-
#1lt.

formel wieder heraust

Nur bei gleichférmiger Bewegung tritt im stationdren Zustande (der der Annahme
f()
A, auf (vgl. § 12); diesen Fall der geradlinigen stationféiren Bewegung mit konstanter

= — o entsprechen wiirde) eine konstante obere Grenze in den Integralen fiir ¢, und

Unterlichtgeschwindigkeit miiiten daher die Sommerfeldschen Formeln richtig darstellen
Aber auch hier sind die Resultate dadurch entstellt, dat das bei Ausfithrung der Volum-
mtegrationen angewandte Verfahren nicht einwandfrei ist.

Bs handelte sich in § 7 um Ausfithrung des Integrals:

R N e
K ;) [ g i Az dydes— I J (ZTL‘J 6 -dxdyde

wo nach (342):
LR - SIn a8 — ascosmas . S :
(226) N — - sine¢st-sin Rs-ds.

\3
o/ S

Da z, y, # nur in R, d. h. in der Verbindung # + &, y + »n, 2 + ¢ vorkommen, so ist:

3 (s L 3 80
dX \.-l[l)r fkla)

Dem entsprechend setzt Sommerfeld, bei dem (wie schon erwihnt) die obere
Grenze ¢ des nach 7 genommenen Integrals durch oo ersetzt wird, jenes Integral gleich:

e ook i <
47”‘30!(1735Jjj o dadyde — 1.

Dabeir ist das dreifache Integral wieder iiber das ganze Innere des llektrons zu
erstrecken; nun hat aber die Funktion S die Eigenschaft, in einem Teile dieses Innern zu
verschwinden, und nur im andern Teile (dessen genauere Begrenzung von 7' abhingt, wie
aus obigen KEntwicklungen in § 4 hervorgeht, wie wir auch sogleich noch sehen werden)

von Null verschieden ist; es bezeichne d'w das Volumelement in demjenigen Teile, wo §

von Null verschieden ist; dann wiirde:

@

a 3

et D38 € ; 7

K!'— — - [dr i f ad' w;
4708 oJ R

0

und wenn wir mit @' die Differentiation nach &, in den Grenzen des Raumintegrals bezeichnen:

S A N P A AR

.‘N ‘lf rJ

| s

"I .; whlu

"“'ra: 1
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Da aber T in demselben Gebiete verschwindet, in welchem S gleich Null ist, so ist
= %
£
andererseits:
1
2 e o re) L A 5‘ \
(2 Fecael &) < A
K — ’d? ‘ , . S ( = ld @,
4ma®. JIJGENE

und so ist es evident, daB die Integrale K und K‘ sich wesentlich voneinander unter-

scheiden. Was die Abhingigkeit der genaueren Begrenzung von 7' (und somit von &, 3, {)

angeht, so sei z. B. auf obige Gleichung (74) verwiesen, wo ©, durch (73%) als Funktion
von T' und 7 definiert ist; ebenso ist es bei Sommerfeld, in dessen Gleichungen (19) die
Werte von S fiir die verschiedenen Intervalle als Funktionen von R angegeben sind; bei
der Integration nach R kommen so auch bei ihm unter Berticksichtigung dieser Intervalle
Funktionen von 7' in die Grenzen des dreifachen Integrals. Trotzdem kann allerdings unter
besonderen Verhiltnissen eine Identitit beider Operationen eintreten.

Hs ist leicht, diese allgemeinen Uberlegungen durch ein Beispiel zu erlintern, das alle
wesentlichen Momente der vorstehenden Erorterungen deutlich hervortreten laft, aber sehr
viel einfacher ist. Wir betrachten das Integral:

21 o
4 3 |, . ("sin&s-cosmn xS
L — jr,{ x—|(x+ af) d sl
(S 3 =5 { e/ S 4|
(1] (0]

wo 0 < &< @ sei. Das nach s genommene Integral ist der Dirichletsche Diskontinuitits-

faktor, also:

-
rsin £s- cosin xS s 7
disi=— — it ey S
o) S i
0
== () o il
Folglich wird:
By . (*sin &s.cosin xS 7 f
— (x + af) ‘ — — (/x:(/,‘) ur g <&
o) [ © S 4
O -
— 5 winEy
und :
7T 4 i A
L——-a ‘cix:, Ea.
~) -)
i) 2
0
Damit vergleichen wir das Integral:
a o :
= 3 . [(sinés-cosinxs
L'=— | |z +ad f = ——ds|dx.
& J S d
: 0 (0]
Dasselbe ist:
: ) L ST 7 e LT i 1 ‘);?TL_
L s o (‘.x,—ruﬁ)z {/;13:_2 (1 +“‘);+l g &¢ @ —{ —l—_a)2 E.
0 0
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Es entstehen also in der Tat ganz verschiedene Werte bei verschiedener Anordnung

der Operation des Differenzierens und des Integrierens. Nur fiir « = -—1 geben beide
7

)

Fre

Integrale denselben Wert —

Fassen wir die Sommerfeldschen Formeln zusammen, bevor die betreffenden Inteorale &5
ausgewertet sind, so liBt sich sein Ausdruck fiir die Kraftkomponente . in der foloenden 18 I
e ; . = i
Form schreiben: ‘

o

g :’( :l 'j(/' T ; ‘([@ - (:l;, 8 g (7) 0 (7 - 7‘)> : (j\.’) dwdyde i ‘.'“ .

0 |

s {ll ;/ J{‘D‘ (= 7)dt J:{jf Z dax //:1/ (/.:‘VJ 5 ‘

wobei unter S wieder das obige Integral (226) verstanden werde. Zufolge der von uns R
gen die entsprechende Formel lauten: B

erlangten Resultate wiirde dag

2

= e i‘ Mo 1 ; 4 : S -
- ";.‘, [ ‘ (/TJ.J J (] e 8 v, () v, (¢ — T)) EJDE (t[ﬁ) dxdydz

:
B

) ¢
S

Do
Do
-

t

A ,1 fj’ {;’4 j’% () 5’3,) dr

0 fl

=

da dydz J, 3:) i |

und hierin treten die von uns besprochenen Unterschiede deutlich hervor

(Wahl der oberen Grenze fiir das Integral nach v und Vertauschung verschiedener Inte-
grationen und Differentiationen). Allerdings haben wir die Kraft §, oben nicht in dieser £ ‘w""")‘
Form gegeben, teils weil wir die einzelnen Bestandteile gesondert auswerteten, teils weil - “[, ke |
wir das Glied 8 v, (#) v, (! — 7) im ersten Gliede der rechten Seite von (227) zuvor mittelst ! | ‘ 1]\'<
der Relation (95) fortschafften, so daB sich das Resultat auf Grund der Gleichungen (94), i !

I R

(114) und (116) in der einfacheren Form darbot: : i

|
il ,M

?;: e 1 v
IR

[

|
t |

i W“(\(ZTfj'e" ;,5 (:) dxdydez | ;3{ :

0

i
Ry TSN
-1 - ‘ fJ dady rlézflwx(t~r)(ar> o

\

0 &

Wir hatten ferner weitere Vereinfachungen erzielt, indem wir in § 7 auf Grund der ‘ !
Gleichung (55) das erste Integral der rechten Seite auf die folgende Form brachten: i

n
i

¢
(2284 rdr fj‘j Aa- (\)) dzdydz = — ‘)clrf f b) cosin (n,7) do o
v gl il . o iy
0 0 |

l | 1 b {| LB

- S 3 [ 1 S '\_l‘;“} e

= — ffd 0] r 5 CosIn (n,r)dr, i b | L
ey 5 ¢ | il iy

0 il | (i g
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wobei % die innere Normale der Kugel des Elektrons und do das Oberfliichenelement des-
selben bezeichnete. Durch diese Umformungen wird der direkte Vergleich unserer Formeln
e mit den bisherigen erschwert, weshalb obige Zusammenfassung in der Form (227) niitzlich
sein diirfte.

Sommerfeld sucht die notwendige (und von uns durchgefiihrte) Diskussion der ein-
zelnen Fille durch ein anderes Integrationsverfahren zu umgehen; nachdem das Integral

A
o qQ . S " e L. .
von = durch den angegebenen (nicht zulidssigen) Ansatz auf den Differentialquotienten
. Jeg .

des Integrals:

) ‘;,e’ ¢ i
H e Q) s _ /-
| 0 S g A i : :
i P:f{lz {’ ﬁ —dxdydes= |dz f‘ ‘Z"/”"/.’/”-?
™ ' J J oo [lw oJ J Y
.\‘ 0 0
il nach & zuriickgefiihrt ist, kommt es noch auf Behandlung dieses letzteren Integrals an
i Rt (nur daB bei Sommerfeld als obere Grenze nicht #, sondern oo steht). Setzt man zur
i Abkiirzung:
sin fu.s
il e o
‘ so isb:
* sinas—ascosinas .
‘ ! 4= \u ————————sinest-ds.
& S
0
il \ !'
L Al KEs geniigt « bekanntlich der partiellen Gleichung:
590 L o S
I . (229) A2y + % - u = 0;
iR B
AR TR es ist also:
| L > LG . e L ¢ (rou
e b N ff [u didyde— — - 5 ‘ fl uwdrxdydes = — - ( [ ~ dao,
! g JJdo S% Jiekie " sidJJ an
| wenn do das Oberflichenelement des Elektrons bezeichnet. Nun ist bekanntlich:?)
1,\{ oL ‘ . : ;
i U sin 7's sin as — @8 cosin & S
I’ )l\
til (230) do—= —4a———" —,
Iy JJ an 1 <

und folglich wird:

{lle % 4 ; - sl i
-‘ [ f ‘7 dadyde — - <Sm~i’:—' o
Ol 5 / S
i 0

>

1S cosin as\? . D ds
——— | sin¢st-sin I's-—.
Qe

i Die Auswertung des obigen Integrals P ist also auf die Berechnung des Integrals ¢
My 3t o ; 5
t p zuriickgefiihrt, wo:
i | o :
! M Sin @S — @ S cosin &S\ ? . SRR A
i Q= ||————— ) sincse-sinT's:—.
\{ Ui 3 52 82
h 0
Y P
/ 5 » . . . .
L Rt Diese Berechnung kann in analoger Weise geschehen, wie die Berechnung anderer

Integrale oben in § 4; die Sonderung der verschiedenen Fille wird dann nachtriiglich bet

o Ay

1) Vgl. Pockels: Uber die partielle Differentialgleichung A u -+ k2w = 0. Leipzig 1891, Seite 217.

IR
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Ausfiihrung dieser Integration notwendig, withrend sie bei unserem obigen Verfahren vorher

geschah. Dieses von Sommerfeld fiir das Integral @ eingeschlagene Verfahren wiire
tibrigens fiir uns auch anwendbar gewesen; allerdings kommt es, wie schon gesagt, nicht

auf das Integral P an, sondern auf dasjenige Integral, welches aus P entsteht, wenn man i
du _ du ; Ol L0415 ey vdatt g ol i
durch —— = — ersetzt. Die obige Hiilfsformel ( gilt allgemein fiir jede Funktion w,
ox & = - i 2 |
welche der Differentialgleichung (229) geniigt; da nun auch:
if!
1
5] | !
,Qu ., O i
220 L2t = w
ox dx l
: : i ‘
ist, so wird nach (230):
CCrou 1 r 2 (2w 3 (sin T sin@s — as cosinas
‘ —dzdyds = — — do =47 — 2 Nl :
JJdJ ox I s?Jd an \ow Q& [ S
Wir hitten also nach der Methode von §-7 das Integral:
il
o . . 5] . < 3 &
S */Sin@§— ascosinws\2 sincgr 9 (sinsd ,
(231) 4 ~ . S e —— ) -ds
; J S / i 3¢ i/
0
auszuwerten gehabt, um dann nachtriglich die Diskussion der verschiedenen Félle durchzu-
fithren, wie sie auf anderem Wege oben in § 7 gegeben wurde. Ks diirfte allerdings kaum { o] |
eine wesentliche Vereinfachung dadurch erzielt werden; iiberdies laft sich gegen dies
Verfahren noch ein Binwand erheben. Dasselbe setzt nimlich voraus, daB die In-
tegration zwischen den Grenzen O und oo noch mit der dreifachen Integration iiber das =
Volumen des FElektrons vertauscht wird; ob aber diese Vertauschung gestattet ist, bedarf v \“l}

31)

unter dem Integralzeichen die vierte Potenz von s im Nenner stinde an Stelle der tat-

erst der Untersuchung: ohne weiteres wiirde sie gestattet sein, wenn in dem Integrale

U,,.‘J[-l M

Al I.H

siichlich (durch Differentiation nach &) vorkommenden dritten Potenz.

o a | 3 - T e 2 A | i f | o by 8
Hs muB noch bemerkt werden, daf die Berechnung des von Sommerfeld benutzten i | '"a i‘
Hiilfsintegrals @ von ihm nicht korrekt durchgefiihrt ist. Bezeichnen wir wieder mit S r | |
das in § 4 eingehend behandelte Integral: A |
4 Sih ax — axcosmmaxr . , : }
S=|— - sin B - sinyx - du,
< Z ‘
0 M, |
so ist zuniichst: i
747 a ¥ |
fz_‘ -p-dp, T
eay a_ |
: LR (. ‘
es kommt also darauf an, das Integral:
@ - & |
; Qiila IR i ;
o b'/l'((/) [
0

berechnen; dabei sind die Gleichungen (40) bis (42) von § 7 zu Rate zu ziehen.




en wir @ von 0 ab allmihlich wachsen, so ist zunichst das Intervall 0 < a < !

zu betrachten, in dem wihrend der Integration 0 <p <« ist; wir haben hier g <y — 8-
ersetzen wir also @ durch a, soist 0 < g <a <y und o,=a-+4+f—y<0, d h.

es kommen

or

die Gleichungen (42) zur Anwendung, nach denen | gleich Null zu nehmen ist. Somit
ergibt sich das erste Resultat:

[m niichsten

haben wir den Fall IV) von

TR > o 5
=7 ([a— @ — pr1pdp =
(o))

Alsdann moge @ den Wert y iiberschreiten, aber p wihrend der Inte

Uberschreitet

D=
o

g shipiglesn il

S<atop el Sl also f<a<y und a>y — [; hier

/

o[~

L
L

Q@

§ 4, und zwar ist d, > 0, folglich nach (41):

gz (M 1 1 je
2 02 2R 3 (R
: apr—=p(p =7+ —(f—
8 |2 / 3 / (\/ /) 12 ly i
_l_ = Sy o a2 »2 | o e fiir 0 <<
o E T e B ey

soration zunichst

hier ist @ >8>y und 6,—=a—pf— y >0, also nach (40):

{77
S g,
Ly Vg

dagegen f den Wert @ — y, so wird 4, <0 und nach (40b):

@ L 9 0 \9
S 3 [a? — (L —2)° l

== 7 a
9T 5 TLos(s 2
8 ARTE P Bal, S s BT D
B—yRlpdp -+ > J/} vdp + — {'Jf’ — (b —pr|pdp
& oo O o)
7 a—y
7 (1 & g ik or 1 ;
. 3, i i 2 02 B N e 4
— A — Y)Yy — =y Y — Vv —
Jr 5 J;( ,) ? 3/ 7J T S _f{ P ,u(/; /) “"‘12(,11 ,) i
4 = Gyt 2 s 175 | ;
5@ 40’y — 9G0Pl Bapl =50 j 0T A >
— —

Dieses Resultat ist von dem bei Sommerfeld ge-
gebenen verschieden; bei ihm wird nimlich die obige
Gleichung (40) fiir das ganze Intervall 0 < g <a —»

in Anspruch genommen, wihrend wir oben das Intervall

0 <p < abtrennen mufiten, in dem die Formel (42)

anzuwenden ist. Infolgedessen #ndert sich auch sein

Resultat fiir das Integral @. Nehmen wir die Grofe ¢ 7

als Abszisse, y als Ordinate eines rechtwinkligen Systems,

und zeichnen die Kurven y =¢v — 7 und y =¢7 -+ 7,
. . . - . . i
wie es in Figur 17 geschehen ist, und seien 7,,7',7,, 7*

bzw. durch folgende Gleichungen definiert:




BT ST TR e e e T e
i 2 ] k B L

J|
TIR
L iR
i | i,ﬁ
B . . | i i
g4 durchiediel Glaichnos va— o -1 ;‘?[l‘ Bl
1 5 | “{h i 1
% 4 A 3 2a=ct+ 7, [ e il
v 3 2 5 a=cr— 1,
7t 4 s 4 2 d=micm s R
&=
: 11|
ziehen wir ferner die Linien y =& und y = 2 a, so ist in dem horizontal schraffierten Teile |
B i,
der Figur: R
G PRt vt SN RS
: : 4 ; o
m dem vertikal schraffierten Teile: 118 8
cr-— 1 S y=ter g Wl 20 ) o, 8
. 3 - . . . . - | i
Nehmen wir ferner der Einfachheit wegen an, es sei 7 < i<, <! (andernfalls
wiren leichte Modifikationen ndtig, ebenso wenn obige Gleichungen mehrere Wurzeln haben).
Dann ist: N EE
cr 1T i
2 1 N s SR 3 i
Lo ide D) <gican O éJ Q,dy, wenn O, durch (234) definiert ist, . '
ct—1
| a cz1
: - s
2oy fliRdn =t opnon)e _‘,J Q,dy 4+ 3 ] £,dy, wenn O durch (233) gegeben ist,
. .
ct— 1 @ e | ;
o 2a i,u" { mi‘;‘;
Sl <Caeias, Q== 1 f'(')z dy + 1 (!21 Az | |
L5 v/ ! |
ct—1 a A | 1 M
2a 1 B il |
] 4. fir 7, <z <7, Q= £ f”@l ay, | i 1‘5u I
i ct— T | i ‘ ! ‘ Mi,
Bukfilnimy Sl @i=: 0 i | 3
. : i | o W
re . A & 3 ViR ‘ i ":“lj || i f w‘
Wir haben somit fiinf verschiedene Fille zu unterscheiden, wihrend bei Sommerfeld | i e
: ; ] 2 o a 4h it
nur drei unterschieden werden. Obgleich also die Grenzen des Integrals ) scheinbar von i ‘E “!" e
I" unabhéingig (ndmlich gleich 0 und o) sind, erweisen sie sich tatsiichlich doch als Funktion . y‘ i "Mwh
£ S e £ : ; £ 5 L i o
von 7 =V} & + 7?4 2, und somit (auch bei Sommerfeld) als Funktionen von &, P i8I A
‘ wodurch es nach Obigem bedingt ist, dak die Integrale A und K' (auch abgesehen von der :
| . s 5 5 = A = 5 d i
oberen Grenze oo statt ) voneinander verschieden sind, Wie wir in § 7 sahen, sind die
Wurzeln 7' und v, fiir die schliefliche Auswertung unserer friiheren Integrale nicht von
wesentlicher Bedeutung.
In einer spiteren Arbeit?) hat Sommerfeld seine Resultate auf anderem Wege ‘
abgeleitet, wobei er die Hinfithrung des Fourierschen Integrals (vgl. § 1) vermeidet und B
statt dessen den Greenschen Satz wiederholt benutzt; er kommt so fiir das Potential @ i
zu dem Resultate:
|
') Simplified deduction of the field and the forces of an electron, moving in any given way;
Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Proceedings, December 1904.
Abh. d. L. K. d. K. Ak. d. Wiss. XXTIL Bd. II. Abt. 43
d
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d. h. zu derselben Formel,

die er auch in seiner ersten Mitteilung gewonnen hatte und die
sich von unserer Gleichung (34) dadurch wesentlich unterscheidet, daB in der oberen Grenze
t durch oo ersetzt ist. Weshalb aber nach 7 zwischen den Grenzen 0 und oo integriert
wird, geht aus der a. a. O. gegebenen neueren Darstellung nicht hervor. In Befreff der
weiteren Folgerungen gelten dieselben Bedenken, die wir soeben erdrtert haben. Diese
Folgerungen beziehen sich hauptsichlich auf die Bewegung mit konstanter Uberlicht-
geschwindigkeit; doch werden auch einige andere Resultate der fritheren Arbeiten ermeut
abgeleitet.

In etwas modifizierter Weise leitet Abraham?) die Sommerfeldschen Formeln fiir
konstante Geschwindigkeit ab; doch wird auch hier nach z zwischen den Grenzen 0 und o
ohne weitere Begriindung integriert, wihrend die Zeit # als obere Grenze in dem betreffenden
Integrale auftreten sollte.

Auffillic ist es, daB Herglotz®) auf ganz anderem Wege die Sommerfeldschen
Resultate bestiitigte; derselbe geht von einer partikuléren Losung der Differentialgleichung:

7@
! / — A2 p=0
2 t?
! aus, indem er diese Gleichung als Differentialgleichung -eines Potentials ¢ im Raume von

vier Dimensionen auffaft, wobei die vier Variabeln z, %, 2 und ic¢¢ in Betracht zu ziehen
sind. Jedes Integral der Form:

j ! § ‘ ’ 5P G, lmoydkdldmdr :
{ JJJJ (@— kP 4+ (y—0>2+ (2—m)? — 2 (t—1)?

ist dann eine allgemeine Losung der Gleichung, und Herglotz bestimmt nun die Inte-
| gration nach 7, indem er diese Variable als komplex auffafit und dann iiber einen gewissen
Weg in der komplexen Ebene integriert; er findet so in der Tat einen Ausdruck, der sich
als 1dentisch mit dem betreffenden Ausdrucke Sommerfelds erweist; indessen bleibt es
bei den Entwicklungen von Herglotz zweifelhaft, ob seine Formeln wirklich zur Dar-
stellung des physikalischen Problems brauchbar sind; erstens ist durch das Operieren mit
t, dak die
angegebene Lisung im Innern des bewegten Elektrons auch der geforderten Bedingung (1):

imaginiren Zeiten 7 der Zusammenhang gestort, dann aber ist nicht gezei

p—c A p=cp

wirklich geniigt; denn der tibliche Beweis hierfiir, wie er sich in der gewdhnlichen
Potentialtheorie gestaltet, lifit die unmittelbare Gl)ertragung auf den Fall, wo ein Quadrat
im Nenner der partikuliiren Losung mit negativem Vorzeichen unter den Integralzeichen
auftritt, nicht zu.

1) Elektromagnetische Theorie der Strahlung (Theorie der Elektrizitat Bd. 2). Leipzig 1905, S. 238.

2) Uber die Berechnung retardierter Potentiale. Gottinger Nachrichten, Dezember 1904.
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Ausgehend von der Vorstellung, daB die Réntgenstrahlen durch plotzliche Hem-
mungen der Elektronen an der Antikathode entstehen, hat Paul Hertz®) solche plstzliche
\nrh\luno’on in der Geschwindigkeit der Elektronen und deren Einflu auf die Ausstrahlung

studiert. Die Behandlung dieses Problems kann selbstverstindlich auf Grund unserer
allgemeinen Formeln geschehen, denn in dem Sommerfeldschen Ansatze sind die Ge-
schwindigkeitskomponenten ganz willkiirliche, also z. B. auch unstetige Funktionen der
Zeit. Hertz stiitzt sich dabei teils auf die allgemeinen Formeln Abrahams fiir die
Dynamik des Elektrons, teils auf dessen besondere Resultate fiir das konstante Feld bei
stationiirer Bewegung; die wirkenden Krifte werden auf indirektem Wege (durch Ver-
mittlung der Energie des stationiren Feldes) berechnet, und die Resultate stimmen mit
den unsrigen nicht {iberein, und zwar, soviel ich sehe, deshalb, weil die Abrahamsche
Formel fir die Energie im stationiiren Felde vorausgesetzt wird, und aus ihr riickwiirts
die Energie vor Eintritt des stationiren Zustandes abgeleitet wird, wiihrend auch fiir die
Berechnung der Ausstrahlung und der Energie unsere Formeln von den bisher benutzten
abweichen (vgl. den folgenden Paragraphen). Hervorzuheben ist aber, daf die verschiedenen
Stadien, fiir welche Hertz jeweils verschiedene Formeln  aufstellt, mit den von uns betrach-
teten Lagen (§ 7) tibereinstimmen (fiir den Fall konstanter Unterlichtgeschwindigkeit), und ‘
dafy Hertz den Grenzfall der Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit ebenso beurteilt, wie wir ‘
es taten, indem auch nach ihm in diesem Grenzfalle der stationire Zustand niemals erreicht
wird und die Kraft fiir jede endliche Zeit endlich bleibt. Trotz dieser qualitativen Uber-
einstimmung sind die Hertzschen Schlufresultate von den unsrigen verschieden.
In einer spéteren Arbeit hat Paul Hertz?) die Frage untersucht, welche Bewegung
von einer gegebenen Kraft hervorgerufen wird; inshesondere wird ein Beweis dafiir erbracht,

i
daf; dieses Problem in gewissen einfachen Fillen 18sbar und eindeutig bestimmt ist. Alle R L
1 : : el G . i iR el
diese Entwicklungen kniipfen an die Sommerfeldschen Formeln an, werden also einer | ‘: 1
. e A { filly o k ik
Revision bediirfen. ] ke ...,,,
§ 17. Weitere Folgerungen. i { (IR

Nach den bisherigen Anschauungen galt das Gallileische Prinzip, nach welchem ein
Punkt sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, wenn keine Kraft wirkt, fiir eine
elektromagnetische Masse ebenso wie fiir einen Massenpunkt der Mechanik; auf Grund
dessen konnte man den Versuch machen, die Mechanik auf elektromagnetischer Grundlage

aufzubauen, indem man nur elektrische Massen als vorhanden annahm. Nachdem aber
gezeigt ist, daf eine elektrische Masse auch bei gleichformiger Bewegung eine Kraft
erfordert, welche diese Bewegung aufrecht erhiilt, fillt die Analogie zwischen Mechanik
und Elektrodynamik fort, wenn man sie vielleicht auch durch Hinzufiigung weiterer Vor-
aussetzungen wieder einfiihren kann. Inshesondere wird auch der Begriff der elektro-
magnetischen Masse hinfillig; als solche bezeichnet man (nach Analogie mit der gewdhn-
lichen Mechanik) den Quotienten von Kraft und Beschleunigung (nach Lorentz und

1) Untersuchungen tiber unstetige Bewegungen eines Elektrons, Inauguraldissertation, Gottingen 1904.
2) Die Bewegung eines Elektrons unter dem Einfluf einer longitudinal wirkenden Kraft. Got-

tinger Nachrichten, 1906, S. 229.
43*
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Abraham); derselbe ist abhingic von der Geschwindigkeit und von der Richtung, in
welcher die betreffende Komponente der Kraft gemessen wird. Insbesondere bezeichnet
man diesen Quotienten als longitudinale Masse, wenn die Kraft in Richtung der Bewegung
gemessen wird. Da nun bei gleichformiger Bewegung die Beschleunigung verschwindet,
und dennoch die Kraft von Null verschieden ist, so wiirde sich eine unendlich grofie Masse
'geben. Schon in diesem einfachsten Falle wire also die Analogie gestort:

Von Interesse ist ferner die Berechnung der Energie und der Strahlung des bewegten
Hlektrons. Nach Abraham besteht allgemein die Gleichung:?!)
adA; aw
dt hapas

R Sl

(235) %’i@doz
L2 v/

wenn W die elektromagnetische Energie des betrachteten Raumteiles bezeichnet:

(256) W = 811 “‘Aff{@“’ F9 dxdyde,

und wenn A4; die Arbeit der inneren Kriifte bezeichnet:

i
o
=1

- e s ek
) cu’“4anJ9@“J““””U“*" gD Ve,

wobei f, durch (113) gegeben ist.

Hierbei ist ferner:

i \ c
' (238) i I
I und
Y N2 e B2edirin2 ) O
‘Q []1 4 D]/ ! I]'
il i e, U, ¢ 3 AU 9, g ZE0)E )
Jo = — y = = —_ o —_—— 7
f Y 2z’ i 2z oz ) dx Qy
Emdlich bedeutet ©* den Poyntingschen Ausdruck:
R 5 . i s gt
= e ) o (e b — To 9% G By — Ty Ba)?
) 9 ‘O & N\
— & [ S f; — (S §z ho)?
Ll R Dl e
= §7- H?. sin? (§, 9),
und auf der linken Seite von (235) steht das iiber die Oberfliche des betreffenden Raum-
teiles genommene Doppelintegral iiber &. Dieses Doppelintegral bestimmt die Ausstrahlung
aus dem Raumteile, und Gleichung (235) sagt uns, daB innere Arbeit und Ausstrahlung
auf’ Kosten der elektromagnetischen Hnergie erfolgen. Auf Grund unserer Formeln kann
14

| diese Strahlung in jedem Falle berechnet werden, indem man die dreifachen Integrale A;
und W iiber das Innere des Elektron ausdehnt.
Im eimnfachsten Falle der gleichformigen Bewegung war nach den bisherigen Formeln

=

, ; aw

W von der Zeit unabhiingig (nur eine Funktion der Geschwindigkeit), also . 0;
; .

) Vgl. Abraham, Annalen der Physik und Chemie, Bd. 315, 1908, Gleichung (IV); dabei ist das
dortige 4 7 o durch ¢ zu ersetzen, sodann G» durch fz, & durch Fa.
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ebenso war — gleich Null zu setzen, denn die Bewegung war kriiftefrei (§, = v, &, = o,
¥ = v); infolge dessen war auch keine Ausstrahlung vorhanden.

Auf Grund unserer Resultate ist aber die rechte Seite von Gleichung (237) von Null
ad A,

verschieden; es mubk also jp aus (237), W aus (236) berechnet werden, und dann ergibt
a 5

sich die Strahlung des Elektroms aus (235). Dabei ist zu beachten, daf in der Formel

1 ¢
da A — —j'S D, T dt = — an‘,v, -Fo-dt

0 0

fiir die Funktionen §,, F,, & in den verschiedenen Abschnitten des Intervalles von 0 bis ¢
nach obigen Resultaten verschiedene Funktionen von ¢ einzusetzen sind.

Handelt es sich z. B. wieder um die Beweoung mit konstanter Geschwindickeit v
o te) D
lings der x+Achse, so ist nach (258) und (2222

n)

ferner:

2

h—=—0 = il DT

E‘(/" 2 a(/, 2
o)+ G2

Wendet man den in obiger Gleichung (55) enthaltenen Giaus’schen Satz an, so wird:

_ (1—w?)? ag\* I p\* dp\* @Y rTdeNd - (et
Tt . f dxdydz~+ - ’ J‘ -+ I zdydz
! o Ji Lﬂ(a'%) =i (a?/) e a,e:‘> dzdydz+ & | ‘ Gy sl 5 dady d

| =i m: (" " 3w B¢ 827* e s (1)3‘9(7' @?*dep ; ) 7
= . s R : cos(n,2) | o,
o A pa e LD S7 on 8mox 0 1y

@dzdyde ‘h‘-e‘,

wo wieder do das Oberflichenelement des Elektrons und # die Richtung der inneren

Normale bezeichnet. Hs ist ferner:
N (a(/ 2,
CR: \32/ |

Bei Auswertung desselben sind ebenso wie bei Auswertuno des in der letzten Gleichune

(o to) o)

auftretenden Oberfliichenintegrals die verschiedenen Lagen zu beriicksichtigen, wie sie fiir

Unterlichtgeschwindigkeit in § 7, fiir Uberlichtoeschwindigkeit in § 10 betrachtet wurden.
te) 5 S bt 5 b

Auf die nihere Ausfithrung der Integrale gehen wir hier nicht ein.

S = w? (1 —w?)?

Den Ausdruck fiir die Energie benutzt man, um die Geschwindigkeit der Kathoden-
strahlen 1m elektrostatischen Felde zu berechnen. Sei ¢ das Potential dieses Feldes, so
ist der Zuwachs der Energie des Elektrons gleich der geleisteten Arbeit?):

Wi '].Vn =e(p —q n)'

wenn — e die negative Ladung des Elektrons bezeichnet. Da man annehmen darf, daf

1) Vgl. Abraham: a.a. 0. Bd. 2, S. 195,

3;

/d" ﬂxqi
f '

i
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o
zZa 5 % X % e s .
— ist, so ist W — W, eine Funktion von w, fiir die man einen

die Zeit ¢

groBer als ;

dem stationiiren Zustande entsprechenden Ausdruck aus obigen Formeln zu berechnen hat.

g
Aus dieser Gleichung 1dBt sich dann die Endgeschwindigkeit w berechnen; doch wird die
Art der Abhingigkeit zwischen w und ¢ eine ganz andere sein, als man auf Grund der
bisherigen Formeln anzunehmen berechtigt war. Das Resultat wird wesentlich verschieden
sein, je nachdem man (konstante) Uber- oder Unter- Lichtgeschwindigkeit voraussetzt,
sowie je nach den Vorstellungen, die man sich iiber den Anfangszustand bildet, wobei
unsere HErorterungen in § 15 zu beriicksichtigen sind.

Um die Ablenkung der Kathodenstrahlen im magnetischen oder elektrischen Felde
zu beurteilen, ist es nétig, den Begriff der ,transversalen elektromagnetischen Masse®
zuvor zu erdrtern. Das ist aber kaum moglich, ohne daf vorher das bei der Translation
entstehende Drehmoment berechnet und die Rotationsbewegung der Klektronen behandelt
wiire; diese Fragen sind in ohigen Entwicklungen noch nicht beriicktichtigt, doch hoffe
ich darauf demniichst in einer Fortsetzung dieser Untersuchungen zuriickzukommen.
Dann werden wir auch auf die Herglotzschen Untersuchungen') einzugehen haben,
die sich auf die Krifte rotirender Elektronen beziehen und in besonderen Fillen von jenen
kriftefreien Schwingungen handeln, die oben in der Einleitung erwihnt wurden.

1) Zur Elektronentheorie. Gottinger Nachrichten, 1908, S. 1.

Berichtigungen.
; 5 : Sccia 3sc?
Seite 256 Zeile 2 v. 0. mub es heifen: — statt e
47 al 4 a°
,A e 5 Tasp o
» 260 In Gleichung (71) muB es heillen: - statt .
o
y 262 Zeile 18 v. u. mub ‘es heiben: £° statt ¢,
» 276 , 11 v.o. Fiir die zweite Lage ist iiber das Vorzeichen der Kraft %,

allgemein kaum etwas auszusagen.

Dasselbe gilt dann fiir die dritte Lage.

p e 2R8I B0 v . mullies heiBeni: | (T==i)® statt (T = @)
yo 802 dn Hisuriddi oo o i 0 statt 7.
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