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In ciner fritheren Abhandlung?! hatte ich Formeln aufgestellt, durch welche die Koordi-
naten eines Flichenpunktes in ihrer Abhingigkeit von den Parametern der auf der Fliche
liegenden Minimalkurven dargestellt werden, und in der mit diesem Hilfsmittel die Be-
ziehungen zwischen zwei durch Biegung (ohne Dehnung) ineinander iiberfiihrbaren Flichen
entwickelt wurden. Diese Formeln werden hier in § 1 kurz wiederholt. Daran schlieBt sich
die Zuriick fithrung des Problems, das die Aufstellung aller Biegungsflichen einer gegebenen
Fliche fordert und das zunichst auf eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
fithrt, auf zwei nacheinander zu 16sende partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
(§§ 2, 3 und 4). Bei diesem Problem war in der fritheren Abhandlung eine Liicke geblieben,
die ich in einer spiteren Arbeit? auszufiillen versuchte. Neben der von zwei willkiitlichen
Funktionen abhingigen Lésung fand ich damals zwei andere, die nur je von einer will-
kiirlichen Funktion abhingen, so dafl im ganzen vier willkiirliche Funktionen auftreten.
Die gegenseitige Abhiangigkeit dieser verschiedenen Lésungen blieb ungeklirt, die genauere
Diskussion (§§ 5 und 6) fithrt jetzt dazu, daf3 diese von je einer willkiirlichen Funktion ab-
hingigen Losungen als singuldre L.osungen aufzufassen sind, da sie sich nicht aus der all-
gemeinen (in § 3 aufgestellten) Losung ableiten lassen, wihrend umgekehrt die allgemeine
Losung aus ihnen wieder hervorgeht, so da3 eine Verbiegung der singulédren Flachen nichts
Neues liefert.

Besonders behandelt wurden die Biegungsflichen der Rotationsflichen, zudenenauchdie
Kugel gehort (§§ 7, 8 und 9) und die Minmalflichen (§ 10), wobei sich ergibt, daBl man fiir
diese Fille immer je eine Schar von Biegungsflichen, die von einer willkiirlichen Funk-
tion abhingen, durch blofie Quadraturen angeben kann.

Die im § 5 aufgestellten singuldren Biegungsflichen fithren von selbst zur Lésung der
Aufgabe, alle Flichen mit gegebenem Linienelemente zu finden (§ 11), wie sie schon in der
Arbeit von 1923 behandelt war. SchlieBlich wird auf den Zusammenhang mit der Theorie
der Weingartenschen Flichen hingewiesen (§ 12), d. h. derjenigen Flichen, zwischen
deren Hauptkriimmungsradien cine Relation besteht.

§ 1. Die Grundformeln,

Die Koordinaten x, y, z eines Flichenpunktes seien als Funktionen der Parameter «, p
der Minimalkurven gegeben. Es seien A, . die (einander konjugierten) Parameter derjenigen
Kurven, welche bei der sphirischen Abbildung in die Minimalgeraden der Kugel tiber-
gehen, so daBl ein Punkt X, Y, Z der letzteren durch die Gleichungen
O e cosin; A+ w - cosin ; O+
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1 Abhandlungen der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, Bd. XXIX, 1921.
2 Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, math.-physik. Klasse, 1923.
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gegeben wird, so lassen sich die Koordinaten x, y, z in der folgenden Form darstellen:!

x=z’f[%¥cosmk a’oc——ap—cosinu-dﬁ],yzz’f[?a%sinl-da -aB sin . - dﬁ]
(@) z—f Wa’oc-!— @]

wobei I eine reelle Funktion von « und § bedeutet. Damit in (2) unter den Intregalzeichen
vollstindige Differentiale stehen, miissen die Bedingungen

oA _OlgW. o 0 lg Wy
(3) 28 tgw = 8 %a tg © S also auch A W+ pa Ws=o0
erfillt sein. Die GauBschen FundamentalgroBen 7 und G verschwinden identisch, und
es ist

) F=2W, Wz cosin?o.

Dabei ist o rein imagindr, und zwar wurde

(5) 20 =A—u

gesetzt. Das KriimmungsmaB ist gleich (#' = lg /7 gesetzt)
Flag _ Mipp—DAglta

©) T F  2F-cosin’e

Bei einer Verbiegung bleiben # und F'44 ungeindert. Die drei Koordinaten (2) gentigen
der Differentialgleichung:

(7) Waa Wgg— Wzaﬂ + W Wﬁ % F’/f — Waa W/} F'ﬂ e Wﬁﬁ WeFlq= .F/aﬁ (F—Z Wa W/;).
Die Gleichung (6) kann in der Form
aZIgF )\p Wy — Aa mﬂ

(&) 0o OB cosin 20
geschrieben werden, oder in der Form
0 I "
Man kann daher setzen:
I dlg 1., _0tgQ
(10) )\ﬂtgm—iF,; o katgw—i—EF‘,— =

Vertauscht man 7 mit —Z, so geht Ain @, «in §, f in o, ® in —e Gber, und es mége Q’
zu Q konjugiert sein, wihrend die reelle Funktion # ungeindert bleibt. Es ergibt sich

_I ’ —_ﬂggl _E ’ __?_ng',
(11) (Latgco—}—zFa— 0q ! Wtgo 2F = B
und durch Subtraktion von (10) und (11):
0 lg QQ’ _01gQQ
(12) 2optg o = —a 2oatgo= —g

1 Auch Bonnet hat die Minimalkurven als Parameterkurven benutzt, kommt aber zu weniger hand-
. lichen Formeln (Journal de I’Ecole polyt. t. 25, 1867), nachdem Bour schon 1862 die Gleichungen (2) auf-
gestellt hatte (ib. t. 22), ohne weiteren Gebrauch davon zu machen.



Andererseits folgt aus (4) durch Differentiation:

0 . 0 a
(13) F’,;:—zcoﬂtgm—l—ligg—%: F’a=——2watgw—|—ﬁg—z—%-
Die Vergleichung mit (12) fiihrt zu dem Ansatze:
WalW, I
1o QQ = i = P by o B
(19) g Ll TR 7 2 cosin %
und die Vergleichung von (3) mit (11) ergibt:
We w,
(15) =z, O=
VF V
Diese Gleichungen sind nur moéglich, wenn die Bedingung
QVF oQVF
6 Moo L SRR
(I ) 8{3 aO!. Waﬁ‘
erfullt ist. Da der absolute Betrag von £ durch (14) gegeben ist, so kann man setzen:
£i . o—id
1 Q e e A e Ner—m
(17) V2 cosinw V2 cosine

wo 8 eine reelle GréBe bezeichnet. Die Bedingung (16) wird dadurch:

(18) eld (i Flg+ 48, 4+ co,gtgm) -} g0 (z‘Sa—%F’a——matg co) =10}

Formt man die Gleichungen (10) und (11) mittels (17) um, so ergibt sich in Ricksicht
auti(s):

(19) pﬂt_z-8ﬂ=iF,ﬂ; ﬁaf—l'8a=—éF’a’
wenn hier, wie im folgenden

I
(20) p=,0+mw t=tge

gesetzt wird, so daB jetzt A=p + w, w==p—. Die doppelte Berechnung von pqs aus den
beiden Gleichungen (19) fithrt zu der Relation:

(21) F'opsinw « cosin o = %(F,Q(D,g + F'porg) + 7 (0 85— 035 8a).

Zwischen wund 3 bestehen alsodie beiden Gleichungen (18) und (21). Die
zweite Gleichung reduziert sich wegen (19) wieder auf die Relation (6).

§ 2, Die Biegungstldachen einer gegebenen Fliche.

Diesclbe Bedeutung, welche nach § 1 den Buchstaben
%9, 8(= W), F 0Bk 16,0 t(= g w),d
fiir die gegebene Fliche zukommt, mégen die Buchstaben
5o, G ) o B O IR P T — e D) A
fiir die gesuchte Biegungsfliche haben. Dann ist nach (8) § 1:



21g Fa,g lﬁma——k (x)/g 7\/; P-a (I)p'% (Du QS,;
9 = Mgta— Aalp = L2
W T 0w 0B cosin 2o 2 cosin 2w : cosin2 %y
I
e B, L
2 cosin 238 pkilam
Diese Gleichung ist von folgender Form:
0 0
(2) *a—g()\nf—q)aT)=—a;()\/}f—(bﬂT).
Es gibt also.cine Funktion &, die den Gleichungen geniigt:
0
() ®, 7= Aut—}—algk, ;T =22+ lgBR
Ist R’ zu R konjugiert, so erhilt man durch Vertauschung von 7 mit —::
= 0lg R - 0lg R
(4) \FﬂT——p./;'l‘—"-'aB—, \FaT— at‘—'—a;(
Andererseits miissen, analog zu (3) § 1, die Gleichungen

o e

bestehen. Ersetzt man in (3) und (4) die ersten Glieder der rechten Seiten durch die in (3),
§ 1 angegebenen Werte, so folgt: {, = Wa R -2, wo a eine Konstante bedeutet; ferner {z==
Wy R'-a’, wenn a’ zu a konjugiert ist. Die Konstanten ¢ und @’ kénnen wir in die Definition
der Funktionen R und R’ eingehen lassen; dann werden die Koordinaten eines Punktes
der Biegungsfliche:!

E=17[f[cosin® R W,da— cosin¥- R W;dB],
(6) 7)=z'f[ sin ®-RWodo— sin ¥-R W;dp],

= [[RWa.dae+ R WsdB].

Damit hier vollstandxge Differentiale unter den Integralze1che1; erscheinen, mufl neben
den Gleichungen (3) und (4) noch die Bedingung:

IRW, OR W;

@ W
erfillt sein, oder:
(8) lVaﬂ(.R—R’) + Rﬁ Wa—R'a Wﬂ= 0.

Aus (3) und (4) zusammen mit (3), § 1 erhilt man:
@ RWoat Ve R W) T =Wyp(R—R)+ RgWo—R' o W
Die Gleichung (7) oder (8) ist daher dquivalent mit der Bedingung
(9) O RWo+ YR Wg=o,
welche auch in Analogie zur dritten Gleichung (3), § 1 bestehen muB.
Fir die beiden Flichen gemeinsame Fundamentalgréfie /# erhilt man:
(10) F=28Czcosin?W =2 W, Wscosin?w

1 In dieser Form habe ich in der fritheren Abhandlung (1921) die Koordinaten £, n, { auf weniger ein-
fachem Wege erhalten. Ich untersuchte den Einfluf} einer orthogonalen Transformation und dachte mir dann
die Koeffizienten variabel.



oder:

(11) RR’ cosin 2B = 72 cosin 2 W = cosin 2 o,

wenn:

(12) R—rele kel — - c—'%

gesetzt wird, wodurch die Gleichung (8) iibergeht in:

(13) Wap (19— e=1%) + Wa e (/g + ip) — Wpe ™ (r'a—ia) =0

wo 7’ =log ». Setzt man 2 2 =® 4+ ¥, so bestehen, analog zu (19) § 1, die Gleichungen:
(14) b W %F’,;, P.T = iba— > F'a,
ferner folgt aus (3) und (4) durch Addition:

' PﬂT=Pﬂt+"<Pp’=i8/?+"‘Pﬂ+%Flﬂ,

(15) : I
PoT=put+ ipa =134 -} ipa + = Fy,
also durch Vergleichung mit (14)
(16) A=138-+q.
Berechnet man aus (15) die Differentialquotieriten Py in doppelter Weise, so erhiilt man
die Integralititsbedingung fiir (15) in der Form

(17) (p) T— (pT) t—i(e7) = o,
wobei zur Abkiirzung

(18) (o) = Pa bp— @4 ba
gesetzt ist. Aus (15) folgt weiter

(19) @P)T—(gp)t=o.

Jedenfalls ist fiir alle Werte von p die lineare Kombination von (13) und (19) erfiillt,

niamlich:

(20) Wap(e¥'—e=%) + Wae? (' + dpp) — Wye ™% (r'a—iga) + o [(@P) T—(pp) ] =0

oder:

(202) Wap(e#— e %)+ Woetir'g— Wpe =% ¢ o+ i@a [Wpe— % o (Pp T— pp 0]
+ips[Waert —p(PaT—pat)]=o.

Man kann p und ¢ so bestimmt denken, daf3 die beiden Gleichungen

(21) Wge—i% 4o (PsT—ppt) =0, Woe' —p(PaT—pat)=0
erfiillt sind; dann folgt fiir ¢ unter Benutzung von (15)
(22) WaePios+ Wie™#@q =0,

worauf p aus einer der beiden Gleichungen (21) gefunden wird. Aus (20a) erhilt man eine
Gleichung zur Bestimmung von » (=Ig7):
(23) Wag (e —e— %) + Wee? r'p— Wge—% 7'y = 0.1

Durch die Relationen (22) und (23) wird jedenfalls die Gleichung (13) erfiillt, ob aber
auch die Gleichung (17), bleibt zu untersuchen. In Folge von (13) stehtin dem Aus-

1 In (22) und (23) haben wir die auf Seite 208 f. meiner Arbeit in den Sitzungsberichten von 1923 auf-
gestellten Gleichungen.
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druck fir{in(6)unterdem Integralzeicheneinvollstindiges Differential
und {ist einereelle GréBe.

§ 3. Die Ausfiihrung der Biegung.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Losung des Biegungsproblems in Angriff
nehmen. Ist eine Oberfliche durch die Gleichungen (2) §1 gegeben, so fin-
detman alle Biegungsflichen derselben in folgender Weise:

1. Man bestimme eine Funktion ¢ von «, $ durch die particlle Differentialgleichung
erster Ordnung (22) § 2, d. h.

0 Waeti gy + Wpe=" 9, =o.

Dadurch ist eine willkiirliche Funktion eingefiihrt.

2. Man bestimme sodann » aus der partiellen Gleichung erster Ordnung (23) § 2, d. h.
(2) Was(e"—e—%) + Waer v'p— Wye—¥7a =0,
wo #/ =lgr. Dadurch wird eine zweite willkiirliche Funktion eingefiihrt.

Dann ist auch die partielle Gleichung (13) § 2 erfiillt, welche aussagt, daf3 der Ausdruck
(3) dl = Ware®do+ Wsre—#df
ein vollstindiges Differential ist, so daf3 - durch Quadratur gefunden wird.

3. Nachdem 7 gefunden ist, bestimmt sich 2 aus der Gleichung (11) § 2, d. h.

@) 72+ cosin 23 = cosin 2 w.

Damit ist auch 7 = tg W bekannt. Es sind nur rein imaginire Werte fiir ® und 7°
zulissig.

4. Die gefundenen Werte von 7, 7 und ¢ benutze man, um aus den Gleichungen

r al R[Va 4 o
Oy 7 = ‘g'a“ﬁ“‘ =Ml 77+ iy
(s) /
ey a!g%_u@ = at— a0+ 794

die Werte von @ und ¥ (die zueinander konjugiert sind) durch Quadraturen zu berechnen.
Die Gleichungen (s) sind nach der Darstellung in § 1 die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, daBl die Ausdriicke

( dg =i [cosin® - RW, do.— cosin ¥ « R’ W; dp],
S dn=7[ sin ®-RW.da— sin VR W;dp]
vollstindige Differentiale sind. Da nach (3) auch &¢ ein solches Differential ist, so stellen

die Gleichungen (6) von § 2 eine Fliache dar, und die Fundamentalgroe # dieser Fliche
ist nach § 1:

F=2RR'W, Wy cosin ? i @—Y)=2,2W.W; cosinzé(d)—-—‘lf),
die gleich 2 W, W; cosin® & sein soll. Nach Gleichung (4) ist aber:
6) 72 cosin 2 W = cosin 2 w.
Folglich muB
(7) B=-@—¥)

gesetzt werden; das ist iibereinstimmend mit den Gleichungen (5), wie noch zu zeigen ist.































































