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§ 1. Einleitung.

1. Eine Punktmenge & des #-dimensionalen Raumes R”™ mit
den cartesischen Koordinaten xy, . . ., 2, mége ,, komprimiert"
heiBen, wenn mit jedem zu & gehérenden Punkt X = (x, ...,
23 auch jeder von X, gedeckte’ Punkt X zu & gehért, d. h.
jeder Punkt X = (x4, ..., x,), fiir den die Ungleichungen x; < x{,
oo %, Lz gelten. Ebenso soll, wenn § irgend eine Punktmenge
des R™ ist (beispielsweise der Bereich x; >o, .. ., x, > 0), unter
einer , komprimierten Menge R in §° (oder , komprimierten
Menge & des Teilraumes § ) eine solche Teilmenge & von §
verstanden werden, daf3 zugleich mit jedem zu & gehdrenden
Punkt X ° auch jeder von X0 gedeckte Punkt X aus § ebenfalls
zu & gehort.

Nimmt man fur § die Menge P aller Gitterpunkte des H®™
(Punkte mit ganzzahligen Koordinaten), so erhilt man die De-
finition der komprimierten Menge von Gitterpunkten: eine solche
Menge ist gekennzeichnet dadurch, dal3 mit jedem Gitterpunkt
auch jeder von ihm ,,gedeckte Gitterpunkt zur Menge gehort.

2. Im Folgenden haben wir es aber vor allem mit dem Fall
zu tun, daf} fiir § die Menge Q der Gitterpunkte des R" mit
durchwegs positiven Koordinaten genommen wird; ferner wer-
den nur solche komprimierte Teilmengen von £ auftreten, die
nur endlich viele Gitterpunkte enthalten.

Wenn also weiterhin (§ 2, §§ 4 ff.) kurz von ciner , kompri-
mierten Gitterpunktmenge & gesprochen wird, so ist eine
endliche Anzahl »2 von Gitterpunkten mit positiven Koordinaten
gemeint, so daf} zugleich mit X® = (x!, ..., ) auch jeder Git-
terpunkt X = (xq, ..., x,) zu & gehort, dessen Koordinaten die
Ungleichungen o <Zx, < x| erfillen. Dabei heiBe 7 der Grad
von §.

3. Es werde nun fiir festgewihlte Werte der Dimension 7 und
des Grades m die Gesamtheit I'"(s2) aller komprimierten Gitter-
punktmengen & = &7, dieser Dimension und dieses Grades be-
trachtet. Es bestehen dann zwischen diesen Mengen &7, gewisse
Ubergangsmaglichkeiten durch schrittweise Verlagerung einzel-
ner Gitterpunkte oder Gruppen von Gitterpunkten; und diese
Uberginge (die wir als ,,Umbau‘‘ bezeichnen und in dem noch
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zu erwihnenden besonderen Fall z = 2 als ,,Aufbau‘‘ oder ,,Ab-
bau‘‘ bezeichnethaben) hingen zusammenmit gewissen Ordnungs-
bezichungen zwischen den Gitterpunktmengen gleicher Dimen-
sion und gleichen Grades.

Der besondere Fall # = 2 wurde an anderer Stelle bereits
behandelt?, wobei die erwidhnten Ordnungsbeziechungen als
Ordnungsbeziehungen zwischen den verschiedenen Parti-
tionen der Gradzahl 7 auftraten. Wir kommen auf diesen
Fall in etwas gednderter Darstellung in § 5 zuriick. Weiterhin
sollen uns die entsprechenden Fragen fir mehr Dimensionen
beschiftigen?, wobei wir uns jedoch in dieser Note mit dem Fall
n = 3 begniigen. So, wie 1. c. ! fiir die &2, ergeben sich auch
fiir die &, Anordnungen nach Art von ,,Stammbiumen‘‘ (§§ 6-9).
Doch soll vorher (§ 2) noch auf den Zusammenhang unseres
Gegenstandes mit gewissen Aufgaben iber Partitionen hinge-
wiesen werden.

In § 3 finden einige allgemeine Betrachtungen iiber kompri-
mierte Punktmengen Platz. Dabei wird auf analoge Betrach-
tungen tiber konvexe Punktmengen hingewiesen (Nr. 16). Doch
ist § 3 fiir das Spdtere entbehrlich, da das speziell fiir kompri-
mierte Gitterpunktmengen Erforderliche in § 4 gesagt ist.

Eine an fritherer Stelle erwihnte Rekursionsformel fiir An-
zahlen von Partitionen gestattet mancherlei Verallgemeinerungen
fiir gewisse komprimierte Gitterpunktmengen, wovon im letzten
§ 10 die Rede ist.

§ 2. Zusammenhang mit Aufgaben iiber Partitionen.

4. In dem in Nr. 2 erkliarten Sinne sei & eine #-dimensionale
komprimierte Gitterpunktmenge vom Grad 2. Sei u eine posi-
tive ganze Zahl. Dann werde mit 2} die Anzahl der Gitterpunkte
von & bezeichnet, die der Ebene x, = p angehéren (1 <v < »).
Offenbar ist

1 Monatshefte fiir Mathematik u. Physik, 49 (1940), ,,Uber symmetrische
Funktionen von endlich oder abzihlbar unendlich vielen Verinderlichen‘,
§§ 4-7, S.3-2s.

% Auf diese mehrdimensionale Verallgemeinerung wurde gelegentlich bereits
hingewiesen; vgl. 1. c. 1, Nr. 22, S. 7-8, insbesondere Anm. 42, 43.

7‘
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(v) v)
Ty = Ay
und

a®l 4 a4 ... =m,

also sicher 2% = o fiir g >m, sodaB wir fiir jedes v nur die
Zahlen 2%, ..., 2% zu beriicksichtigen brauchen, die wegen
a®W 4 ... + @) = m cine ,,Partition*’ von » darstellen?; diese
Partition werde mit

(@, ..., a®) =AW

bezeichnet32 (oder auch mit M (R), wenn die Zugehorigkeit zu
& besonders hervorzuheben ist; vgl. Nr. 48). Erinnern wir uns
der 1. c. 3 (in Nr. 2) besprochenen Aufgabe, — wir nannten sie
die Aufgabe P’ | ... | ¥™), — zu # vorgegebenen Partitionen
A, A", ..., U™ der Zahl  ein System von m2 Gitterpunkten zu
finden, sodaB in der Ebene x, = p genau @) Gitterpunkte lic-
gen?, dann sehen wir, dafB3 diese Aufgabe sicherlich dann (minde-
stens) eine Losung hat, wenn die Partitionen %™ in der eben
beschriebenen Weise aus einer komprimierten Gitterpunktmenge
hergeleitet sind, da diese Gitterpunktmenge ja dann gerade eine
Losung der Aufgabe liefert. Wird, wie l. c., mit A/ (2| .. .| A
die Anzahl der Losungen der Aufgabe P (A’ | ... | Y™ bezeich-
net, so gilt also der

Satz 1. Wenn die Partitionen %', ..., 4™ (in der eben
angegebenen Weise) aus einer komprimierten Gitter-
punktmenge hergeleitet sind, dann ist

N |...]9™) > 1. (1)

3 Vgl. die vorhergehende Note ,,Systeme von Partitionen und Gitterpunkt-
figuren 1. Rekursionsformeln®, diese Sitz.ber. (1940), S. 23 ff.
33 Wenn spezielle Zahlenwerte fiir die 2% in einer Partition %™ gegeben

sind, dann laBt man die auftretenden Nullen meist fort und schreibt beispiels-
v

weise Y V) = (2, 1, 1) anstelle von (2, 1, 1, 0). So schreibt man, wenn 2

= 22,
a®™ = ofiir2 = pu < mist, einfach Y™ — (). Bisweilen schreibt man auch
abgekiirzt (2, 1%) fir (2, 1, 1), (62, 1) fur (6, 6, 1), (1) fir (1,1, ..., 1); vgh
l.c.3 S.31, Anm. 9.

4 Aus Griinden, die hier nicht von Belang sind, wurde 1. ¢. die Dimensions-
zahl nicht mit 7, sondern mit # -} 1 bezeichnet,
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5. Bemerkenswerter Weise gilt im Falle » = 2 in (1) stets das
Gleichheitszeichen, wie aus den Uberlegungen 1. c. 1 hervorgeht?.
Im Falle # = 2 geht ndmlich aus ciner komprimierten Gitter-
punktmenge &, stets ein Paar , konjugierter Partitionen* her-
vor und umgekehrt gehort jedes Paar konjugierter Partitionen
zu einer bestimmten komprimierten Gitterpunktmenge. Der
Satz®, daB N (%' |¥U"”) dann (und nur dann) gleich 1 ist, wenn
A und A" einander konjugiert sind, bedeutet also genau das,
was wir uUber das Gleichheitszeichen in (1) im Falle 2 = 2 ge-
sagt haben.

6. Fur #» > 2 liegen die Dinge aber anders. Man kann ndmlich
fiir jedes 7 2> 3 ein z-dimensionales komprimiertes Gitterpunkt-
system angeben, sodal} fiir die aus ihm hergeleiteten Partitionen
Ay, UM sich V(A | ... | Y™ > 1 ergibt”. Um dies zunidchst
flir » = 3 zu sehen, greifen wir zuriick auf ein 1. ¢. 3, Nr. 16 an-
gefiihrtes Beispiel. Jede der beiden in den dortigen Figuren 4
und 5 dargestellten® Gitterpunktmengen vom Grad 13 ist nam-
lich offenbar komprimiert und fithrt auf dieselben Partitionen
W =U"=A"" = (7, 4, 2). Da jede der beiden Figuren eine L&-
sung von P(A’ | U | U"'") darstellt, ergibt sich V(A" |A" |U"") = 2,
wobei tibrigens das Gleichheitszeichen gilt, da auller diesen bei-
den Losungen, wie L. c. gezeigt, keine weitere existiert.

Ist aber # > 3, so moge A’ = U = W' = (7, 4, 2) ge-
setzt werden und AM = (13) fir 4 <v < 2. Es ist® dann
N U AW | YM) = N JY | W) = 2; damit ist

5 Dariiber hinaus gilt die Umkehrung: Wenn NV (W | A") = 1 ist, so gibt
es eine zweidimensionale komprimierte Gitterpunktmenge, aus der A’, %
herzuleiten sind; vgl. 1. c. 8,

8 Vgl. 1. c.t, Satz VII, S. 9, bzw. die Teilaussagen (72), () und (#), S. 23,
26 und 27.

? Dariiber, daB {iberhaupt fiir 2 = 3 nicht die einfachen Verhiltnisse vor-
liegen, wie fiir » = 2 durch die Beziehung der komprimierten Gitterpunkt-
mengen zu den Paaren konjugierter Partitionen, vgl. auch Nr. 34, Anm. 72.

® Diese beiden Gitterpunktmengen findet man (zusammen mit anderen)
auch dargestellt in Tafel II, u. zw. auf den kleinen Teilfiguren, die sich in
der Mitte der Tafel in den mit 4 und B bezeichneten Rechtecken finden;
vgl. Nr. 34, Anm. 71.

® GemiB der 1. c. 3, Nr. 12, angegebenen Formel (8).
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unsere Behauptung nachgewiesen, daB fiir kein » > 3 in (1) das
Zeichen > allgemein durch das Zeichen = ersetzt werden kann?2.

§ 3. Deckungsmenge und komprimierte Hiille.

7. In Nr. 1 wurde die Definition der ,,komprimierten Menge
in §* gegeben, wobei die ,,Grundmenge’ § irgend eine Teil-
menge des R™ (unter Zulassung des Falles § = R ™) sein konnte 1.
Beim Studium dieser komprimierten Mengen in § bleiben nicht
zu § gehorige Punkte tiberhaupt auBler Betracht, sodafl bei-
spielsweise der Begriff der abgeschlossenen Hiille einer Menge
M(S §)relativzur Grundmenge § verstanden werden soll!:
als abgeschlossene Hille @ (M) werde also die Vereinigung von
M mit der Menge aller in § liegenden Hiufungspunkte von M
bezeichnet12,

Doch wollen wir uns — bis auf einige gelegentliche Bemer-
kungen — in dieser Note auf die beiden Fille beschrinken, dal3
§ = RN" oder dal} § gleich der Menge Q der Gitterpunkte des R™
mit positiven Koordinaten ist. Der Fall § = R" soll in diesem
§ 3 besprochen werden.

23 Ein iiber diese Aussage hinausgehendes Resultat wurde in der Sitzung
vom 6. Juli 1940 mitgeteilt; vgl. diese Sitz.ber., 1940, S. 9*, Punkt 2.

10 Im Folgenden soll eine Formel wie

MEF bzw. MC§
oder
T2 Mbzw. FOM

in {iblicher Weise bedeuten, daf die Punktmenge N eine Teilmenge der
Punktmenge § ist, wobei im ersten Fall auch I8 = § zugelassen ist, nicht
aber im zweiten Fall, wo I ,,echte’* Teilmenge von § sein soll.

Gegeniiber einer zeitweise aufgekommenen, etwas abweichenden Sym-
bolik scheint diese urspriingliche und vorteilhaftere Bezeichnungsweise (vgl.
hieriiber etwa Enc. III AB 13, Bd. III, 1. Teil, 2. Hilfte, S. 160, Anm. 33a)
Geltung zu behalten.

1 Wegen der hier hereinspielenden Ubertragung topologischer Begriffe
von einem Raum auf einen Teilraum moge auf die in Enc. I11 AB 13, Anm.10b
und 26 a genannten Stellen bei F. Hausdorf{f (1914) und L. Vietoris (1921)
hingewiesen werden.

12 Wegen dieser, von der iiblichen Bezeichnung 9 abweichenden Bezeich-
nung « (M) fir die abgeschlossene Hiille vgl. Anm. 24.
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8. Wir beweisen zunichst

Satz 2. Ist & eine komprimierte Punktmenge des #-
dimensionalen Raumes K", dann ist auch ihre abge-
schlossene Hiille 2 (®) komprimiert!3.

Ist ndmlich X = (x,, ..., x,) ein Punkt aus & (&), ferner
V=(y, ..., 5, und »,<x,, so gibt es zu jedem ¢ >0 einen
Punkt Z = (2, ..., 2,) aus & mit | z,—x, | <<e. Da dann fiir
w, =z, + ¥, —x, < 2, der Punkt W = (wy, ..., w,) zu & ge-
hért und |w, —y, | <e ist, gehdrt ¥ zu a (R).

9. Sei & eine komprimierte Punktmenge des ®™. Ein Punkt
X' =(x], ..., %,) des R, moge als ein ,,Deckungspunkt‘ oder
,,Dachpunkt’* von & bezeichnet werden, wenn er die folgenden
beiden Eigenschaften hat:

I) X' gehort zu a (R),

II) kein.von X' verschiedener den Bedingungen x; > x,,
...... , %, = x, geniigender Punkt X = (x,, ..., x,) gehort

In unserem Falle § = R™ (und analog in allen Fillen, wo
Satz 2 gilt) liefle sich offenbar I) auch ersetzen durch die Forde-
rung, daf jeder von X' gedeckte (d. h. den Bedingungen x, <
genligende) Punkt zu @ (8) gehort, wihrend I1) besagt, dal X’
selbst durch keinen anderen Punkt von « (&) gedeckt wird. Na-
tirlich braucht, wenn & nicht abgeschlossen ist, ein Deckungs-
punkt X" von & nicht selbst zu & gehéren.

Die Menge aller Deckungspunkte (Dachpunkte) von & moge
die ,Deckungsmenge’ oder das ,,Dach* von & heien und
mit © = D (K) bezeichnet werden. Hiezu drei Beispiele:

13 Daf dieser fiir die Grundmenge § = R ™ giiltige Satz nicht fiir jede be-
liebige Grundmenge § gilt, mag folgendes Beispiel zeigen: 7 = 2, § bestehe
aus allen Punkten der Geraden y = x und dem Punkt (— 1, 0), & bestehe
aus den Punkten y = x, x < 0; dann entsteht @ (f) aus & durch Hinzunahme
des Punktes (0, 0); die Menge @ (f) ist dann, weil sie nicht (— 1, 0) enthilt,
nicht komprimiert.

Hingegen gilt Satz 2 in trivialer Weise allemal, wenn § eine ,,isolierte
Menge (eine Menge isolierter Punkte) des R™", beispielsweise wenn § = 9
ist, da dann fiir jede Menge M C § stets a (M) = M ist.
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Beispiel 1): Sei & die Menge aller Punkte 2y + ... + 2, < 15
dann besteht © aus allen Punkten x; 4 ... 4z, = 1.

Beispiel 2): Sei & die Menge aller Punkte 2y <1, ..., x, <1;
dann besteht © aus dem einen Punkt (1, ..., 1).

Beispiel 3): Sei die Dimensionszahl #z > 2 und sei & die Menge
aller Punkte mit wenigstens einer Koordinate x, < o; dann ent-
hilt © {iberhaupt keinen Punkt.

Man sieht sofort, da3 sich die Deckungsmenge © (&) ciner
komprimierten Menge & nicht dndert, wenn man & ersetzt durch

die (gemaB Satz 2 ebenfalls komprimierte) abgeschlossene Hiille
a(®) von &, d. h. es gilt

Satz3.Ist R ecinekomprimierte Menge des R" und a (K)
ihre abgeschlossene Hiille, so ist'? D (a(®)) =D ().

Bei Betrachtungen iiber ©(8) kann man sich also auf
abgeschlossene Mengen & beschrinken. In Beispiel 2) hitte
man also ohne wesentliche Anderung statt & auch die durch
2151, ..., 2, £ 1 definierte Menge £ nehmen kénnen.

Sei noch eine weitere Bemerkung an unsere Beispicle an-
gekniipft. Offenbar hitten wir fliir ©, genau so wie im Beispiel 3),
die leere Menge erhalten, wenn wir fiir & die Menge aller Punkte
mit wenigstens einer Koordinate x,, < 1 (oder tiberhaupt irgend
eine aus ihr durch Parallelverschicbung sich ergebende Menge)
genommen hitten. Schon hieraus sieht man, dab es Fille gibt,
in denen eine komprimierte Menge & durch ihre Deckungsmenge
nicht bestimmt ist (und zwar auch dann nicht, wenn man {ber-
dies verlangt, daB & abgeschlossen sein soll). Ein weiteres Bei-
spiel hieflir erhédlt man, wenn man die Vereinigungsmenge 8
der Menge & des Beispicls 3) und der Menge ¢ = 2 (8) des Bei-
spiels 2) nimmt: die Deckungsmenge D (B) besteht genau wie
D (2) aus dem einzigen Punkt (1, .. ., 1).

Im Gegensatz zu diesen Fillen werden wir sehen (vgl. Nr. 13,
Satz 6), daB3 gewisse — einer zusitzlichen Bedingung gentigende —
komprimierte Mengen & tatsichlich durch ihre Deckungsmenge
bestimmt sind.

12 Uberhaupt ist D (8,) = D (K) fiir jede komprimierte Menge &,, fiir
die & € f; € a(R) gilt.
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10. Sei M eine beliebige Punktmenge des R™ und £ (M) der
Durchschnitt aller komprimierten Mengen 2 M. Dann ist £ (M)
selbst komprimiert und 2 M und kann als die ,,kleinste‘ M ent-
haltende komprimierte Menge angesprochen werden. Man mag
£(M) als ,,komprimierte Hiille'* oder als , komprimierte Fiil-
Iung' von M bezeichnen, ersteres in Anlehnung an die bekannten
von Herrn Carathéodory eingefiihrten Bezeichnungen ,,ab-
geschlossene Hiille* und ,,konvexe Hiille“*®., Da bei diesem
Vervollstindigungsproze3 & = £ (M) aus M erzeugt wird, soll
M eine ,erzeugende Menge von & genannt werden.

Es ist offenbar
£ 2 £N), wenn M 2 N. (2)
Bezeichnet ferner M; + M, die Vereinigung zweier Mengen

My, My, sowie © (M) die Vereinigung einer beliebigen Gesamt-
heit von Mengen M, so ist, wie leicht zu sehen,

My 4 Mo) = £(My) + £ (W) (3)
und allgemein

E@) = S (RM)). @

Insbesondere ist also 4(M) die Vereinigung aller durch
die Ungleichungen x, < x, definierten Mengen £({.X'}), wenn

X' = (x{, ..., z,) alle Punkte von M durchliuft und {X'} die
aus dem einen Punkt X' bestehende Menge bedeutet:
KW = SR(XD), wenn W=S(XD. )

15 Ich mochte, wenn nicht eine so gewichtige Prizedenz dem entgegen-
stiinde, hier fast der Bezeichnung ,,Fiillung* den Vorzug geben, da es sich
um eine Ausfiilllung und Vervollstindigung von M zwecks Herstellung der
Komprimiertheit handelt (wie iibrigens analog auch bei der abgeschlossenen
bzw. konvexen Hiille eine Vervollstindigung beziiglich Abgeschlossenheit
bzw. Konvexheit vorliegt), also um etwas anderes als um den Schutz nach
auflen, — niimlich in unserem Falle gegen Einwirkungen aus den nicht-
negativen Richtungen; diesen Schutz (auf den nach dem Sprachgebrauch
des tiiglichen Lebens das Wort ,,Hiille* hinzuweisen scheinen kénnte) iiber-
nehmen hier nicht die Punkte von 4 (M) fiir die Menge M, sondern fiir eine
Menge & wird dieser Schutz (ganz oder teilweise) durch die Punkte der
»»Deckungsmenge D (R) dargestellt.
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11. Ferner gilt

Satz 4. Ist M abgeschlossen und beschrinkt!$, so ist
£(M) abgeschlossen??,

Beweis: Sei Z = (z4, . .., z,) ein Haufungspunkt von £ (M)
und Z', Z", ..., Z%, ... eine gegen Z konvergente Folge von
Punkten aus £(M). Sei XP = (2P, ..., x?¥) ein solcher Punkt
von M, daB ZW = (=9, .. ., 2) zu £({XP}) gehort (gemiB (5)
muB es zu jedem Z® wenigstens einen solchen Punkt X geben).
Indem wir nétigenfalls zu einer Teilfolge tibergehen, kénnen wir
die Folge X', X", ..., X¥ . konvergent annchmen. Dann ge-
hért lim X% = X zu M. Zu ¢ >o gibt es nun ein 2, sodaB
alle Ungleichungen | 2% —x) | <}, |20 — 2z, | <<} c gelten;
wegen z) < 2@ folgt daraus 2, < xy + e fiir jedes ¢, also 2z, < x.
Somit gehért Z zu £({X °})), also zu £(M), was zu beweisen war.

12, Zu den Betrachtungen von Nr. 10 in gewissem Sinne
umgekehrt sind die folgenden. Es sei eine komprimierte
Menge & gegeben. Wir fragen nach allen Mengen I, fiir welche
£ (M) = a (K) ist. Den Durchschnitt aller dieser Mengen wollen
wir mit ®* =D * (&) bezeichnen!®. Von dieser Menge D * gilt der

18 Die blofe Abgeschlossenheit von I geniigt nicht fiir die Abgeschlossen-
heit von £ (M), wie man sieht, wenn man fiir M in der Ebene R? die Menge
x,x, = — 1 nimmt; man erhilt dann fiir £2(M) die nicht-abgeschlossene
Menge aller Punkte (x;, x,) mit wenigstens einer negativen Koordinate,

17 Ebenso wie Satz 2 ist auch dieser fir die Grundmenge § = R" giiltige
Satz 4 nicht fiir beliebige Grundmengen giiltig. Man wiihle etwa 2 = 2 und
fiir § die Menge der Punkte der Geraden y = x, vermehrt um die Menge
jener Punkte, fiir welche y = x + 1, x << o gilt; M sei die Menge der Punkte
mit y =x + 1, —1 < x < o, die sowohl beschriinkt als (relativ zu §) ab-
geschlossen ist; dann besteht 2(9M) aus allen Punkten mit x < o auf einer der
beiden Geraden y =x, ¥y = x - 1; £(M) enthilt nicht den Hiufungspunkt
(0, 0), ist also nicht abgeschlossen.

Satz 4 gilt natiirlich in trivialer Weise, wenn § eine isolierte Menge des 7
ist, da dann jede Menge & § rclativ zu § abgeschlossen ist.

18 Dem gegeniiber wire bei beliebigen (nicht abgeschlossenen) Mengen £
der Durchschnitt D¢ aller Mengen R mit £2(9M) = K von geringerem Inter-
esse. Betrachtet man etwa die Menge & des obigen Beispiels 2) (Nr.9) — oder
irgend eine offene komprimierte Menge &, — und nimmt fiir M, bzw. M,
die Menge aller Punkte von & mit lauter rationalen bzw. lauter irrationalen
Koordinaten, so ist 2(M,) = £(M,) = §K; dabei ist der Durchschnitt M, M,
und somit auch D¢ leer.
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Satz 5. Sei & eine komprimierte Menge des ®" und
a(8) ihre abgeschlossene Hiille. Der Durchschnitt D*
aller a(8) erzeugenden Mengen fillt dann mit der
Deckungsmenge D (R) von & zusammen??,

Beim Beweis dieses Satzes beachten wir, daB er wegen
D(a(R)) = D(R) (vgl. Satz 3) eigentlich nur von (&) handelt.

Anders gesagt: wir kénnen von vorneherein & als abgeschlossen

voraussctzen.

Wir wollen nun zunichst zeigen, dal} jeder zu ® gehérende
Punkt X° = (x{, ..., x,) auch zu D* gehort. Wir zerlegen den
Raum R" in die Menge & aller Punkte (x4, ..., x,), fur die

wenigstens eine der Ungleichungen x, << x) gilt und in die
Menge Ul der Punkte mit », = x,. Nach Voraussetzung hat X °
die Eigenschaft I (Nr.9), d. h. es gehort X° zu a(f) = &. Da ¥
komprimiert, also £2(Z) = X ist, so gilt fir jede Menge M = T
wegen (2) die Beziehung £(IM) S X, es enthilt also £(IM) nicht
den Punkt X?; eine Menge M S T kann also nicht erzeugende
Menge von & sein. Eine erzeugende Menge von & mufB also
wenigstens ecinen Punkt von U enthalten. Ein von X° verschie-
dener Punkt aus U kann aber wegen der Eigenschaft II des
Punktes X% nicht zu 2(&) = &, also auch zu keiner erzeugenden
Menge M von a(R) gehoren (fiir eine solche Menge miifite ja
M = 2(M) = a(R) gelten). Somit gehdrt X zu jeder erzeugen-
den Menge von ¢ (&), also zu D*, wie wir zeigen wollten.
Nunmehr wollen wir zeigen, daB3 jeder zu © * gehérende Punkt
X' = (x{, ..., x,) sowohl die Eigenschaft I als auch die Eigen-
schaft IT (Nr. 9) hat und somit zu © gehért. Nun ist jede & = a(®)
erzeugende Menge M notwendig Teilmenge von «(8); somit ge-
hért jeder Punkt einer solchen Menge IR, also auch jeder Punkt
X' von D* zu a(R), d. h. er hat die Eigenschaft I. Es bleibt also
nur die Eigenschaft IT nachzuweisen. Sei nun ¥V = (v, ..., %,)

19 Ubrigens gilt Satz 5 auch fiir eine beliebige Grundmenge § dann, wenn
a($) ebenso wie & komprimiert und dann notwendig D (¢(f)) = D (K) ist,
wobei im Beweis von Satz § nur © und W durch ihre Durchschnitte mit §
zu ersetzen sind. Wenn jedoch a(8) nicht komprimiert ist (wie im Beispiel
der Anm. 13), dann wird Satz § ungiiltig einfach deshalb, weil von den
Mengen © und D* die letztere ihren Sinn verliert, da erzeugende Mengen
von a(§) nicht existieren.
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ein Punkt aus 2(8) =8 und Z = (2, ..., z,) ein von ¥ ver-
schiedener den Ungleichungen 2z, < y, gentigender Punkt, sodal3
dEOERIEI) (©)

ist. Sei ferner M eine erzeugende Menge von &. Dann sei M,
dicjenige Menge, die aus M durch Weglassen des Punktes Z ent-
steht, falls dieser Punkt Z zu 9 gehort; andernfalls sei M, = M.
Ferner sei

My =My +{Z}, My=M, +{V}]. (7)
Wegen My S M ist gemiB (2)
E(Me) S AR = & ()
und da ¥ und somit auch Z zu & gehort, so ist
k(z) = &, 2(YhcS K ©
GemaB (3) folgt dann aus (7), (8), (9):
£(My) =k£(M,) +2(1Z) < &,

E) = (W) 1 A(Y]) < &, (re)
auBerdem wegen (6):
Ey) D A(My). (1)
Wegen M, 2 M gilt aber gemiB (2)
EAMM)DEM) =K. (12)

Aus (10), (11), (12) ergibt sich
E(Thy) = £ (M) = &

Es ist also M, eine erzeugende Menge von &, die den Punkt Z
nicht enthilt, der also nicht ein Punkt von © ¥ sein kann. Somit
haben wir festgestellt: Wenn ein Punkt ¥ zu & = a (f) gehért,
so gehort kein Punkt Z == ¥V mit 2z, < », zu ©*. Das bedeutet
aber genau dasselbe wie die Aussage: Wenn X' zu D * gehort,
so gehort kein Punkt ¥ &= X' mit y, > x, zu & = 2 (). Somit
hat jeder Punkt X’ von ©* die Eigenschaft I1, wie behauptet.
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Damit ist Satz 5 bewiesen. Es sei beigefiigt, daf3 beim Beweis
keine Voraussetzung dariiber gemacht wurde, ob Punkte von D,
bzw. von ©* tatsichlich vorhanden sind. Beispielsweise ist un-
mittelbar zu sehen, dal sowohl D* (&) als auch D(R) leer ist,
wenn & = R" ist, desgleichen natiirlich auch, wenn & die leere
Menge ist?0.

13. Wir betrachten nunmehr solche komprimierte Mengen &
des R, die noch der folgenden Voraussetzung geniigen:

Voraussetzung (V). Es gibt keine zu einer der Koordinaten-
achsen parallele Gerade x, = x) + a,¢ (— 00 < # < 00, alle q,
bis auf eines gleich null), deren simtliche Punkte zu & gehéren 2L,

Wegen der Komprimiertheit von & folgt dann aus (V), daf3
es itberhaupt keine ganz in & liegende Gerade x, = x{ + a,¢
mit einem Richtungsvektor (a,, ..., ,) 5= (o, .. ., 0) gibt, dessen
simtliche Koordinaten &, = o sind.

Wir wollen dann den (bereits am Schlufl von Nr. 9 erwihnten)
Satz beweisen:

Satz 6. Eine der Voraussetzung (V) geniigende ab-
geschlossene komprimierte Punktmenge & des R™ ist
durch ihre Deckungsmenge ® =D(8) eindeutig be-
stimmt?2, Es ist nimlich & = £2(D).

28 Liegt keiner dieser Fille vor und ist #» = 1, so kann die Giiltigkeit von
Satz 5 unmittelbar erkannt werden: die komprimierte abgeschlossene Menge
& kann nur eine Halbgerade x; = @ sein und es ist sowohl D *(f) als D(K)
die aus dem einen Punkt x, = @ bestehende Menge.

A Fir eine vom R verschiedene Grundmenge § wiire die Voraussetzung
(V) <o zu formulieren, daB auf keiner zu einer Koordinatenachse parallelen
Geraden alle zu § gehorenden Punkte auch zu & gehoren.

Nimmt man speziell § gleich der Menge Q aller Gitterpunkte mit positiven
Koordinaten, so erkennt man, daB (V") dann dasselbe bedeutet wie die Voraus-
setzung, dafl & nur endlich viele Punkte enthalten soll; (denn fiir jede un-
endlich viele Punkte enthaltende komprimierte Menge £ in £ ist leicht zu
sehen, daB & fiir wenigstens ein A die Gesamtheit aller Gitterpunkte mit z,, =1
firvsi x;=1,2,3..... enthalten muf).

3

2 Satz 6 sowie der folgende Beweis bleiben giiltig, wenn anstelle des R™
irgend eine abgeschlossene Menge § C R als Grundmenge genommen wird,
Hingegen gilt Satz 6 nicht fiir beliebige Grundmengen §, wie aus folgendem
Beispiel ersiclitlich ist: Es sei # = 2 und § die Menge aller Punkte der xy-
Ebene mit Ausnahme der Punkte der Halbgeraden y = x 4+ 1, 2 = 0; es sei
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Dabei ist zunichst klar, daB die Menge D, deren Punkte
gemiB3 I), Nr. 9, zu 2 (&) gehéren, wegen a (R) = & der Be-
zichung © © & genligt, woraus gemiB (2) sich £(D) S £(R),
also die Giiltigkeit von

ED)C 8 (13)

fiir jede abgeschlossene komprimierte Menge & ergibt. Zum Be-
weis von Satz 6 brauchen wir also nur noch zu zeigen, daf3 unter
der Voraussetzung (V) jeder Punkt X* = («¥, ..., %) der ab-
geschlossenen komprimierten Menge & zu £(D) gehdrt. Betrach-
ten wir nun die der ersten Koordinatenachse parallele Gerade
ry==x7 +¢ 2, =x) (v=F1). Wegen (V) gehort diese Gerade g’
nicht ganz zu § und wegen der Komprimiertheit und Abgeschlos-
senheit von & muB} es also ein # = ¢’ > o geben, sodaB der zu-
gehérige Punkt X' = (x/, ..., 2,) von g’ (sowie jeder zu z < ¢’
gehdrende Punkt) in & liegt, hingegen jeder Punkt # > ¢’ auBer-
halb &. Ebenso sieht man, daB es auf der durch x, = x, -+ ¢,
x, =z, (v = 2) definierten Geraden g’ fiir ein ' >0 einen
Punkt X" geben muB, der selbst, ebenso wie jeder Punkt # < 2"/,
in & liegt, wihrend die Punkte #>>#" auBlerhalb & liegen.
SchlieBlich kommt man so auf der durch x, =271 & ¢,
xy, =27 (v == ) definierten Geraden g™ zu einem Punkt
X = (@, .., 2™), von dem leicht zu schen ist, daf er ein
Deckungspunkt von & ist. Da nun alle Ungleichungen x} < 2
gelten, gehért X* zu £(D), d. h. es ist & S £(D). Wegen (13) ist
damit Satz 6 bewiesen.

14. Neben der abgeschlossenen Hiille & (M) und der kompri-
mierten Hiille £ (M) einer gegebenen Menge M ist auch die
Menge #(9M) von Interesse, die definiert werde als der Durch-
schnitt aller Mengen M, die = M und sowohl abgeschlossen als
komprimiert sind. Die Menge #(9), die demgemal als ,,kleinste**
M enthaltende abgeschlossene komprimierte Menge angespro-

& die (in § abgeschlossene) Menge aller zu § gehérenden Punkte, fiir die
entweder x <0,y <1 oder x =1, y < o ist. D besteht dann aus dem ein-
zigen Punkt (1, o) und es ist offenbar £(D) C &. (Ein noch einfacheres Bei-
spiel hat man, wenn § alle Punkte der Ebene ausgenommen y = z, x = o
umfalt und & durch x < o, y < o definiert ist; dann fillt D und £(D)
leer aus.)
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chen werden kann, mége etwa als totale Hille (oder totale Fiil-
lung, vgl. Anm. 15) von M bezeichnet werden. Bei Zugrunde-
legung des R™ als Grundmenge gilt der

Satz 72. Die totale Hiille einer Menge M des R™ ist
gleich der abgeschlossenen Hiille ithrer komprimierten

Hiille?4: ¢ (M) = ek (M).

Denn die abgeschlossene Menge a4 (M) =2 M ist nach Satz 2
aullerdem komprimiert, gemaB Definition von z (M) ist also
ak(M) 2 £(M). Andererseits folgt aber aus M = (M), dab ge-
miB (2) £(M) S £2(M) = (M) und daher a2(M) S at(M) =
= (M) ist.

DaB in Satz 7 die Reihenfolge der Operationen nicht ver-
tauscht werden darf, daf3 also nicht allgemein (M) = £a (M)
ist, ist an Beispielen zu sehen. Nimmt man etwa 7 = 2 und fir

M die Menge der Punkte x = —i, y=m(m=1,2,...), s0

ist 2 (M) = M und £a (M) gleich der Menge aller Punkte x <o,
withrend #(IR) durch x < o gegeben ist. Hingegen ist offenbar 25
t(M) = aka(M).

15. Die Komplementirmenge § einer komprimierten Menge
hat offenbar die Eigenschaft: mit jedem zu § gehdrenden Punkt
V' =(9{, ..., gehort auch jeder Punkt ¥ = (y,, ...,9,) zu

23 Satz 7 gilt (ebenso wie der beim Beweis verwendete Satz 2) nicht fiir
eine beliebige Grundmenge §. Um dies zu sehen, wiithle man § wie im Bei-
spiel der Anm. 13 und nehme fiir MM die dort betrachtete Menge &. Dann
umfalit 242 (M) = a(M) alle Punkte x < o der Geraden y = x, jedoch #(IM)
auflerdem den Punkt (— 1, o).

2 Wir schreiben abgekiirzt a£(IM) fiir «(£(IM)). Bei Betrachtungen, bei
denen Operationen an Mengen, wie £(3MN), a(M) usw. nacheinander ausgefiihrt
werden, empfiehlt sich eine fir die Zusammensetzung geeignete Bezeich-
nung dieser Operationen. Darin liegt der Grund fiir die in Anm. 12 erwihnte
Abweichung von einer sonst iiblichen Bezeichnung.

% Diese fiir § = R giiltige Aussage gilt nicht fiir jede beliebige Grund-
menge §. Um dies zu sehen, withle man § wie im Beispiel der Anm. 17,
jedoch noch vermehrt um den Punkt (o, — 1). Wihlt man M ebenso wie
dort (also in § abgeschlossen), so wird £2a(M) = £ (M) wieder die aus allen
Punkten » << o der beiden Geraden y = x, y = x 4+ 1 bestehende Menge,
aus der ea2a (M) durch Hinzunahme des Punktes (o, 0) entsteht, wihrend
2 (M) auBerdem den Punkt (o, — 1) enthilt,
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&, fiir den y, 29, (v = 1, 2, .. ., ) gilt. Einc Menge mit dieser
letzteren Eigenschaft mége etwa als ,,antikomprimiert' bezeich-
net werden (im Vergleich zur Komprimiertheit ist fiir alle Koordi-
naten die Rolle der positiven mit der negativen Richtung ver-
tauscht), wobei offenbar die Komplementirmenge einer anti-
komprimierten Menge notwendig komprimiert ist.

Man braucht nur in den entsprechenden Betrachtungen fiir
komprimierte Mengen die Zeichen < und > geeignet zu ver-
tauschen (anders gesagt: eine Spiegelung am Anfangspunkt vor-
zunehmen), um die Begriffe Deckungspunkt usw. fiir antikom-
primierte Mengen zu erhalten 28,

16. Die in Nr. 7-14 iiber komprimierte Mengen entwickelten
Uberlegungen weisen eine groBe Analogie auf mit Uberlegungen
tiber konvexe Punktmengen, also tiber solche Punktmengen &,
daB mit irgend zwei zu & gehorenden Punkten X, ¥ auch alle
Punkte der Strecke XY zu & gehoren (falls nicht der R”, sondern
irgend eine Grundmenge § C R" zugrundegelegt wird, dann ist die
Zugehdrigkeit zu & natirlich nur fur die zu § gehérenden Punkte
der Strecke X ¥ zu fordern). Der komprimierten Hiille (Fiillung)
von M entspricht die konvexe als , kleinste’’ konvexe Menge 2 I,
wobei M als eine die konvexe Hiille ,,erzeugende’ Menge er-
scheint. Insbesondere hat man die Menge ©* (&) als Durch-,
schnitt der die abgeschlossene Hiille 2 (R) von & erzeugenden
Mengen in ihrer Bezichung zur Menge © (R) der Deckungs-
punkte von &. Dabeli ist ein Punkt X’ dann als ,,Deckungspunkt*
der konvexen Menge & zu bezeichnen, wenn X' selbst zu a (&)
gehort, wihrend andererseits kein Punkt Z' zu a () gehort, der
auf ciner Verbindungsgeraden von X’ mit einem (von X' ver-
schiedenen) zu « (&) gehérenden Punkt ¥’ in der Anordnung
Y'X'Z' liegt. (Bei den konvexen Mengen bilden also die Dek-
kungspunkte in gewissem Sinn einen Schutz der ibrigen Punkte
nach auBlen, wihrend es sich bei den komprimierten Mengen
um einen Schutz gegen Einwirkung aus positiven Richtungen
handelte.) Es mag hier dieser kurze Hinweis auf weitgehende
Analogien zu unseren Betrachtungen {iber komprimierte Mengen
genligen.

26 Natiirlich gelten die Bemerkungen von Nr. 15 ebenso wie fiir § = R%
auch fiir eine beliebige Grundnienge .
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§ 4. Die Eckpunkte einer komprimierten Gitterpunktmenge.

17. Wenn in § 3 einige allgemeinere Betrachtungen tiber kom-
primierte Punktmengen eingeschaltet wurden, so kehren wir nun
zurlick zu unserem eigentlichen Gegenstand: den komprimierten
Gitterpunktmengen, wie sie in Nr. 2 erklart wurden. Ein Bei-
spiel einer solchen Menge in # = 2 Dimensionen stellt Figur 1
(Nr. 21) dar. Wenn wir die durch kleine schwarze Kreise ® mar-
kierten Punkte betrachten und von den auf den Achsen liegen-
den Punkten absehen, so stellen die {ibrigen (durch achsenpar-
allele Einheitsstrecken miteinander verbundenen) 30 Punkte er-
sichtlich eine komprimierte Gitterpunktmenge dar??. Die Be-
zeichnung einiger dieser Punkte unserer Menge &, mit den
Buchstaben 4 bis X spielt erst bei spiteren Betrachtungen eine
Rolle. Wohl aber werden wir alsbald (in Nr. 18) auf die ,,Eck-
punkte’ zu sprechen kommen, die in der Figur dadurch gekenn-
zeichnet sind, daB bei ihnen der kleine Kreis ® noch von einem
duleren Kreis umgeben ist (@).

Die Menge & der nicht zur betrachteten &, gehérenden Git-
terpunkte mit positiven Koordinaten (anders gesagt: die Komple-
mentidrmenge ) = Q — &) ist natiirlich ,,antikomprimiert®,
d. h. mit jedem zu § gehérenden Punkt ¥’ = (3, ..., »,) gehért
auch jeder den Ungleichungen y, > v, geniigende Gitterpunkt
YV=_(51, ..., ¥,) zu § (vgl. Nr. 15). In Fig. 1 sind die in den
Rahmen der Figur fallenden Punkte von & durch kleine innen
weill gelassene Kreise 0 gekennzeichnet 2.

Beispiele 3-dimensionaler komprimierter Gitterpunktmengen
findet man in Tafel III, u. zw. wird sowohl durch die Figur

7 Die beiden gemidB Nr.4 zu dieser Gitterpunktmenge 5\320 gehorenden

Partitionen A', A"’ der Zahl s = 30 sind Y' = (9, 6, 5, 4, 22, 1?) und Y’ =
(8,6,4% 3,2,13). Wegen der Schreibweise vgl. Anm. 3a.

*$ Wenn man zu jedem Gitterpunkt (xll, x?f) einer le die Menge aller
Punkte des Quadrates x{ —1<n = xll, r_f —1< = x.zl bildet, so erhilt
man jene ,,Quadratfigur”, die neben der ,,Gitterpunktfigur* .ﬁjl in der in
Anm. 1 zitierten Arbeit eingefithrt (L. c. 1, S. 4) und dort bevorzugt wurde.

Ganz analog kann man in » Dimensionen statt der komprimierten Gitter-
punktmengen auch komprimierte Wiirfelmengen verwenden; vgl.l.c. 1, S. 7,
Nr. 22,

Miinchen Ak. Sb. 1940 IL/TII 8
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im mittleren (doppelt umrahmten) Sechseck, als auch durch
jede Figur in einem der iibrigen 12 Sechsecke eine &, dar-
gestellt?®. Wieder sind in jeder Figur die ,,Eckpunkte’ (vgl.
Nr. 18) so, wie in Fig. 1, gekennzeichnet (@).

18, Sei & = {7, eine n-dimensionale Gitterpunktmenge vom
Grad m und X% = (x{, ..., %) ein Punkt von . Seien
X' =@+, 23, .., 2)), X'"=(xf, ) + 1, 23, ..., x0),
XM = (29, ..., 20 |, 2% + 1) jene # Punkte, die durch Vergro-
Berung einer Koordinate von X ° um eine Einheit erhalten wer-
den. Ein Punkt X° von & heiBe ein ,,Eckpunkt’ von &, wenn
zu & keiner der genannten z Punkte X', ... X gehort3?,
Es gehéren also die 7 Punkte X zur Komplementirmenge 31
H =9 — K. Ist £ ein Eckpunkt von &, so folgt aus der eben
gegebenen Definition, daB, ebenso wie §, auch die Menge
H* = §H 4+ {E}, die aus H durch Hinzunahme des Eckpunktes
E entsteht, antikomprimiert ist3!2. Bezeichnet also M irgend
eine den Punkt Z nicht enthaltende Teilmenge von &, so ist
wegen M S & — | £} notwendig?®?

EM) S k(8 —{E)) =8 —{E}; (14)

die Menge M ist also sicher nicht eine erzeugende Menge?® von
K. Jeder Eckpunkt £ von & muf also jeder erzeugenden Menge

2% Bei jeder dieser Figuren einer 2, sind die drei gemi Nr.4 zur ﬁ&
gehorigen Partitionen U/, A, A" der Zahl 7 = 13 mit angegeben; sie sind
beispielsweise fiir die mittlere Figur: U’ = (7, 4, 2), A"’ = (6, 5, 2), W' =
(7,5, 1).

30 Ein solcher Punkt X0 ist eine ausspringende Ecke der zu &7, fiir 2 = 3
gehdrenden ,, Wiirfelfigur® (bzw. ,,Quadratfigur* fiir » = 2), wie sie in Anm. 28
erwihnt wurde.

31 Da § antikomprimiert ist (vgl. Nr. 17), so gehéren alle von X ¢ verschie-
denen, den Ungleichungen x,, = xg geniigenden Gitterpunkte X' = (zy, ..., ;)
zu ). Die Menge € = € (&) der Eckpunkte von & ist also in unserem Falle
§ = 2 nichts anderes als die in § 3 mit D (&) bezeichnete Deckungsmenge.

81a Das Gleiche gilt allgemein fiir § + N, wenn N C € (K) ist.

32 Unter £ (M) werde (vgl. Nr. 10) die kleinste komprimierte Gitterpunkt-
menge 2 M verstanden. Wegen der Zeichen C usw. vgl. Nr.7, Anm 10; zu
Ungleichung (14) vgl. (2) in Nr. 10.

8 ,,Erzeugende Menge‘‘ von & heif3t eine Menge MM von Gitterpunkten aus
, fiir welche £ (M) = & ist (vgl. Nr. 10),
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von &, daher auch dem Durchschnitt D* = D*(8) aller erzeugen-
den Mengen von & angehéren: fiir die Menge € =€ () aller
Eckpunkte von & gilt somit € & D*. Andererseits ist leicht
zu schen, daf3 die Eckpunktmenge € (f) selbst eine erzeugende
Menge von & ist. Ist nimlich X ° ein Punkt von &, der nicht Eck-
punkt ist, so muf} es einen Eckpunkt £ = (¢4, ...,¢,) von &
geben, fiir den alle Ungleichungen x|, < ¢, gelten34, woraus folgt,
daB X0 zu £(€) gehért; es ist also D* & €. Damit haben wir
die Sitze3s

Satz 8. Die Eckpunktmenge G () einer komprimier-
ten Gitterpunktmenge ist gleich dem Durchschnitt
D*(R) aller erzeugenden Mengen von K.

Satz 9. Eine komprimierte Gitterpunktmenge & ist
durch ihre Eckpunktmenge € = G (R) eindeutig fest-
gelegt; es ist ndmlich & = £(€).

19. Gelegentlich wird es zweckmiBig sein (vgl. Nr. 21, 29, 37),
zu einer komprimierten Gitterpunktmenge & (die wir, wie schon
in Nr. 2 gesagt, stets als endlich voraussetzen) noch alle Gitter-
punkte des " mit wenigstens einer Koordinate < o hinzuzuneh-
men. Die derart gebildete Menge & ist selbstverstindlich eine
(beziiglich der aus allen Gitterpunkten des R™ bestehenden
Grundmenge P) komprimierte Menge von Gitterpunkten und
ihre Eckpunktmenge €(®) stimmt tiberein3® mit der Menge C(f)
der Eckpunkte von §.

Die Menge P — & aller nicht zu & gehérenden Gitterpunkte
des R™ ist dann zugleich die oben (Nr. 17) mit § bezeichnete

% Da namlich X ° nicht Eckpunkt ist, mufl wenigstens einer der oben ge-
nannten Punkte X/, ..., X zu & gehoren, beispielsweise XV} = V0, Ist
V0 nicht Eckpunkt, so muf3 unter den entsprechend gebildeten Punkten
Y’, ..., Y wenigstens einer zu & gehoren. So fortfahrend muB man (wegen
der Endlichkeit der Menge £) auf einen Eckpunkt £ mit ¢, = x3 stofen.

% Mit diesen Sitzen iiber die Eckpunktmenge € (zu denen man noch
Anm. 31 vergleiche) sind fiir komprimierte Gitterpunktmengen die wesent-
lichen Feststellungen gewonnen, die in § 3 fiir die Deckungsmenge D einer
komprimierten Menge gemacht wurden (vgl. dort Satz 5 und 6 in Nr, 12
und 13).

iy 3 Es liegt hier eine gewisse Analogie vor mit der in Nr. 9 festgestellten
Ubereinstimmung der Deckungsmengen © () und D (2).

hid
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Menge 2 — & aller nicht zu & gehérenden Gitterpunkte mit
positiven Koordinaten.

§ 5. Elementarer Umbau einer zweidimensionalen komprimierten Gitter-
punktmenge §2 . Stammbaum der Mengen &2, von gleichem Grad rm,

m

20. Abgeschen von § 1o werden wir uns weiterhin (§§ 6 bis g)
in dieser Note auf die Dimensionszahl 7z = 3 beschranken. Doch
sollen vorher (Nr. 21-25) bekannte auf # = 2 bezligliche Tat-
sachen zwecks spiterer Verwendung zusammengestellt werden37,

21. Es bezeichne & = &, eine zweidimensionale komprimierte
Gitterpunktmenge (2 = 1) in der xy-Ebene. Wir wollen erkli-
ren, was unter einem elementaren yx-Umbau (vom Typus
I, IT oder III) von & verstanden werden soll. Zu diesem Zweck
unterscheiden wir zunichst verschiedene Fille beziiglich der Eck-
punkte von £. Sei also Gy = (£, 1) ein Eckpunkt von & Wir
fragen zunichst, zu welcher der beiden in Nr. 19 erklirten Men-
gen §, & der Punkt 2; = (£, + 1, n; — 1) gehdrt38 (der Punkt
G ist natiirlich ein Punkt von &, wobei wir, wie Gberhaupt im
Folgenden, mit G;, G4 udgl. Punkte bezeichnen, die zu & ge-
horen, und mit #,, A3 Punkte von §).

Im Falle A), daB3 P zu § gehort, wandern wir vom Punkt 72}
aus in der negativen y-Richtung und suchen unter allen zu §
gehérenden Gitterpunkten (€, + 1, ) auf der Geradenx =&, + 1
denjenigen mit kleinster y-Koordinate; es sei dies der Punkt
Hy = (£, + 1, 1,), wobei 7, < 7y — 1 ist und der Punkt
Gg=(E1+ 1, 15—1) zu & gehort®?. Offenbar entsteht aus &
eine neue komprimierte Gitterpunktmenge &’ (vom gleichen
Grad m), wenn man zu &' alle von G, verschiedenen Gitter-
punkte aus £ nimmt und auBerdem (anstelle des Gitterpunktes

37 Eben um dieser Anpassung willen weicht die Darstellung in diesem § 5
etwas ab von der L. c.! gegebenen, auf die im iibrigen wegen weiterer Aus-
fithrungen hingewiesen sei.

38 Fir die in Fig. 1 dargestellte Menge & = (‘:;')0 liegt der erste Fall A) vor
fiir die Eckpunkte 4 und Z (hier ist 2, = A bzw. = S, der zweite Fall B)
fir die Eckpunkte C, D, H, K (wo P, baw. = D, E, /, IV ist).

3% Im Falle der Fig. 1 findet man #, =N, G, =Cfiir G, = A, P, = M,
und H, = S, G, = G fir G, = E, P, = S.
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Tig. 1.

G,) den Gitterpunkt #,. Dieser Ubergang von & zu & stellt
das dar, was wir im vorliegenden Fall A) einen ,,elementaren
yx-Umbau’ nennen, wobei wir sagen werden, da8 dieser Um-
bau am Eckpunkt G, ausgefiihrt wird 40,

Im Falle B), daB P, zu & gehért, nehmen wir zunichst an,
es sei 1, = 2. Wir wandern dann vom Punkt 2] aus in der posi-

40 Auf die Einteilung solcher Umbauten in zwei Typen, je nachdem 7, =
N1 — 1 oder < 7y — 1 ist, kommen wir noch in Nr. 25 zu sprechen.
Die Bezeichnung ,,y x*-Umbau weist darauf hin, daB eine Verlagerung

von der y- zur z-Achse hin erfolgt; vgl. auch das in Nr. 23 tiber &, und A
Gesagte,
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tiven x-Richtung und suchen unter allen zu & gehérenden Gitter-
punkten (x, v, —1) auf der Geraden y =7, — 1 denjenigen mit
groBter x-Koordinate (einen solchen mull es geben, da wegen
n1— 1 = 1 auf der Geraden y = v, — 1 Punkte von § liegen
miissen); es sci dies der Punkt Gy = (§5, 7;—1), wobei £, 2E, 4+ 1
und G, offenbar wieder ein Eckpunkt von & ist, wihrend
Hy =&, + 1, 17— 1) zu § gehort. Es ist dann zu unterscheiden,
ob fiir diesen Eckpunkt G, wieder der Fall B) vorliegt oder der
Fall A), d.h. ob der Punkt Py, = (£, 4 1, 15— 1) zu & oder zu
$H gehort. Nur dann, wenn fiir G, wieder Fall B) vorliegt, also
Py zu @ gehort, soll ein ,,elementarer yx-Umbau*, der am
Eckpunkt G, ausgefithrt wird, definiert werden: die neue kom-
primierte Gitterpunktmenge &' entstehe aus & dadurch, daB der
Gitterpunkt G, ersetzt wird durch #,, wihrend alle anderen
Gitterpunkte aus & beibehalten werden 4!,

Wenn dagegen im Falle B) fiir den aus dem Eckpunkt G her-
geleiteten Eckpunkt G, der Fall A) vorliegt 4%, desgleichen wenn
7, =1 ist*, dann wollen wir sagen, daB} es keinen am Eckpunkt
G ausfiihrbaren elementaren y x-Umbau gibt.

22. Wenn wir uns fragen, wie eine komprimierte Gitterpunkt-
menge £, beschaffen sein muBl, damit an keinem ihrer Eck-
punkte cin elementarer y x-Umbau ausgefithrt werden kann,
so sieht man zunichst, daBl dann fiir keinen Eckpunkt der Fall
A) vorliegen darf; aber auch der Fall B) eines Eckpunktes
G, =(£,, n1) mit n, =2 darf nicht vorliegen, da dann stets, ob
flir G, Fall B) oder A) vorliegt, ein elementarer yx-Umbau von
&;, mdglich ist, sei es ausfithrbar an G, selbst oder an G,. Es
bleibt dann nichts anderes Ubrig, als daB alle Gitterpunkte von
&2, auf der Geraden y = 1 liegen, da es andernfalls unter den
Eckpunkten (x, ¥) notwendig wenigstens einen mit ¥ > 2 geben
miiBte 44, 82 kann also nichts anderes sein, als die Menge der

41 DaB fiir G, wieder Fall B) vorliegt, tritt in Fig. 1 bei G, = C ein (wo
G, =D, H; = Q ist), sowie bei G; = H (wo G, = K, Hy = U ist).

42 Dies tritt im Falle der Fig. 1 beim Eckpunkt G; = D ein, wo Gy = £
{und A4 = R) ist.

43 Diesen Fall hat man in Fig. 1 beim Eckpunkt G, = X.

41 Aus £(C) = & (Satz 9, Nr. 18) folgt ja: wenn € ganz zu y = 1 gehort,
gehort auch & zu y = 1.
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Gitterpunkte 1 < # <, y =1 mit dem ecinzigen Eckpunkt
(m, 1). Wir haben damit den

Satz 10. An jeder zweidimensionalen komprimierten
Gitterpunktmenge &) ,dienichtmitderdurch1 <x <m,
y =1definierten Menge & = 87 zusammenfillt, ist ein
elementarer yx-Umbau ausfithrbar.

Ubrigens braucht man, um alle an einer 82, ausfithrbaren ele-
mentaren ¥ x-Umbautenzu erhalten, nur die verschiedenen Eck-
punkte von &2 gemiB Nr. 21 durchzuprobieren®.

23. Da bei jedem elementaren y x-Umbau ein einziger Gitter-
punkt seine Lage dndert, wobei seine x-Koordinate einen groSe-
ren, seine y-Koordinate einen kleineren Wert erhilt, so muB bei
Ausfiihrung einer oder mehrerer aufeinanderfolgender elemen-
tarer yx-Umbauten die tiber alle Gitterpunkte von &2, erstreckte
Summe X'y = H, stindig abnehmen, hingegen die Summe
2 x = H_ stindig zunehmen. Es kann also niemals nach meh-
reren elementaren y x-Umbauten dieselbe Gitterpunktmenge &
wiederkehren. Da es aber zu gegebenem Grad » nur endlich
viele komprimierte Gitterpunktmengen &2 gibt, so folgt aus
Satz 10, daB man durch geniigend oftmalige Ausfithrung ele-
mentarer y x-Umbauten von jeder &2 ausgehend schlieBlich
bei &7 anlangen muB 4. Es gilt also

Satz11.Von jeder zweidimensionalen komprimierten
Gitterpunktmenge m-ten Grades, die nicht mit der in
Satz 10 erklirten Menge § zusammenfillt, kann man

15 S0 sind wir (vgl. Anm. 38, 39, 41) bei der in Fig. 1 dargestellten .ﬁ;’o
zu vier an den Ecken 4, £, C und / ausfithrbaren elementaren yx-Umbauten
gelangt.

Beispiele von Mengen ﬁgm mit mehreren elementaren yr-Umbauten erhilt
man auch aus den in Monatshefte f. Math. u. Phys. 49 verschiedentlich ge-
gebenen Beispielen, wenn man die dortigen mit ,,Zahlensystemen® operie-
renden Betrachtungen ins Geometrische, die dortigen ,,Quadratfiguren® in
,»Gitterpunktfiguren* umsetzt. Vgl. etwa L. c. 1, S. 13, Nr. 27.

48 In der in Anm. 45 genannten Arbeit in den Monatsheften 49 werden
die elementaren Umbauten der J‘fn in Beziehung gebracht zu Ordnungs-
bezichungen zwischen den Partitionen A’, 4", die (gemiB Nr.4) zu
den .ﬁ‘fn gehoren.
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durch eine endliche Anzahl elementarer yx-Umbauten
zu § gelangen.

24. Unter Vertauschung der Rolle der beiden Koordinaten
x, v ist aus der in Nr. 21 gegebenen Definition des elementaren
yx-Umbaues sogleich die Definition des ,,elementarenxy-Um-
baues'‘ abzulesen, der sich als zum yx-Umbau inverser Prozel3
erweist; es ergibt sich dann der zu Satz 11 analoge Satz:

Satz 12. Von jeder zweidimensionalen komprimier-
ten Gitterpunktmenge &2, die nicht mit der durch
x=1,1 <y <m definierten Menge § = {7, zusammen-
fallt, kann man durch eine endliche Anzahl elemen-
tarer xy-Umbauten zu § gelangen; anders ausgedriickt:
Von ﬁ aus kann man durch elementare yx-Umbauten
jede andere &2, gewinnen.

In den Sitzen 11 und 12 liegt die Moglichkeit ausgesprochen,
fir jeden Grad = die komprimierten Gitterpunktmengen &2, in
einen von § ausgehenden und in @ endigenden ,,Stammbaum*
anzuordnen, in dem jede Verbindung von einem Element zu
einem anderen einem elementaren y x-Umbau entspricht4?.

Der Ausdehnung dieser, bereits 1. ¢. 1, §§ 5—7 in etwas anderer
Weise entwickelten Tatsache auf den Fall von # = 3 Dimen-
sionen werden wir uns in §§ 6~9 zuwenden,

25. Man kann, wie schon erwahnt, bei den elementaren y x-
Umbauten drei Typen I, II, III unterscheiden. Um mit der
Numerierung dieser Typen in Einklang zu bleiben mit der in
Monatsh. 49 (1. ¢., Nr. 26) gegebenen Numerierung?#, miissen

47 Vgl. L. c. 1, S. 20, Fig. 3, wo fir den Grad » = 6 der zugehdrige Stamm-
baum dargestellt ist (anstelle der Gitterpunktmengen sind dort die zugehori-
gen ,,Quadratfiguren® gezeichnet, vgl. Anm. 28).

478 Genauer gesagt sind die Beziehungen zu der 1. c. gegebenen Typen-
einteilung die folgenden: Wenn U = U’ (&) und B = A" (]) die zu einer
K= ﬁ:l gemiB Nr. 4 gehorenden Partitionen sind, dann entspricht einem
elementaren y x- Umbau vom Typus I, bzw. II, bzw. 1II ein Abbau der Par-
tition U vom gleichen Typus I, bzw. II, bzw. III, hingegen ein Aufbau der
Partition B vom Typus III, bzw. II, bzw. I.

Wird fiir einen elementaren yx-Umbau, bei welchem der Gitterpunkt
G = (&', ') durch den Gitterpunkt A= (§", n'') ersetzt wird, als ,,Index*
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wir die Reihenfolge in der Aufzihlung 4ndern gegeniiber der
Aufzahlung der Fille in Nr. 21.

Typus I. Dieser Typus eines elementaren y x- Umbaues liege
vor, wenn fiir den Eckpunkt G4, an dem der Umbau ausgefiihrt
wird und ebenso auch fiir den aus G4 hergeleiteten Eckpunkt &,
der Fall B) vorliegt, wenn also G, = (§,, 7,) libergefithrt wird in
die Lage des Punktes A3 =(,+ 1, n;— 1) mit £, =&, + 148

Typus II eines elementaren y x-Umbaues liege vor, wenn fiir
den Eckpunkt G, der Fall A) vorliegt und flir den aus &, her-
geleiteten Punkt A, = (£, + 1, 7,) die Gleichung 7, =7, —1
gilt, wenn also G; = (§4, n,) Uibergefiihrt wird in A, = (§; + 1,
ny— 1)

Typus III eines elementaren yx-Umbaues liege vor, wenn
fur den aus dem Eckpunkt G; im Falle A) hergeleiteten Punkt
Hy, = (%, 4+ 1, n,) die Ungleichung v, <7n; —1 gilt; dabei wird
G, in H, Ubergefiihrt 50,

Der zu einem yx-Umbau vom Typus I, II oder III inverse
ProzeB ist ein x y-Umbau bzw. vom Typus III, II oder I (vgl.
l.c. !, Nr. 28).

§ 6. Elementarer Umbau einer dreidimensionalen komprimierten
Gitterpunktmenge &3,.

26. Nunmehr wollen wir erkliren, was unter einem ,,elemen-
taren zy-Umbau'’ einer dreidimensionalen komprimierten Git-
terpunktmenge & = § verstanden werden soll. Es sei x =§
eine Ebene, in der Punkte von & vorkommen; diese Punkte bil-
den dann notwendig eine zweidimensionale komprimierte Gitter-
punktmenge, die wir mit 82(%) bezeichnen’l. Fiir eine zwei-

die Zahl 7 = A, — A, = (" —E’) —(n' —=x'') eingefithrt (wobei stets
Min (A, Ay) =1 ist), so kann man die Typen I, II, III des y z-Umbaues
durch 7> o, 7/ = 0, / < o kennzeichnen. Der zu einem yz-Umbau vom
Index 7 inverse zy-Umbau hat den Index A, — A, = — /.

48 Dieser Typus liegt in Fig. 1 vor fiir G, = C, H3 = Q und fiir G, = &,
Hy=U.

4® Dieser Typus II liegt in Fig. 1 vor fiir G, = £, H, = S.

80 Dieser Typus I1I legt in Fig. 1 vor fir G, = 4, H, = V.

®1 Genauer gesagt wird eine komprimierte zweidimensionale Gitterpunkt-
menge Ef in einer yz-Ebene gebildet von der Menge { jener Punkte (y, z),
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dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge ist nun aus § 3§
ersichtlich, was unter einem elementaren Umbau zu verstehen
ist, wobei wir — da jetzt die Koordinaten ¥, z heillen, — sowohl
von zy-Umbauten wie von yz-Umbauten sprechen 4. Ein sol-
cher elementarer zy-Umbau von £2%(§) wird freilich durchaus
nicht immer als ein Umbau von & = §2 (im Sinne eines Uber-
gangs von & zu einer anderen, wiederum komprimierten Git-
terpunktmenge &’) brauchbar sein®2. Gleichwohl werden uns
diese zy-Umbauten der Teilmengen 82 () zur Erklirung des
elementaren zy-Umbaues einer Menge £ = &2, verhelfen.

27. Wir wollen annehmen, daB es zwei Paare von Koordinaten-
werten (v, T'), (", T'’) und zwei x-Werte £,, £, mit 1 £, <&,
gibt, sodal} fiir jeden der Ungleichung

£, SESE, (15)

geniigenden Wert x = £ ein elementarer z y-Umbau derin Nr. 26
erklirten Teilmenge £2 (&) moglich ist, der darin besteht, dal
der Punkt (&, v, ') ersetzt wird durch den Punkt (&, %", T'").
Wir wollen dann von einer Schar paralleler elementarer
zy-Umbauten in den Ebenen x =&, bis x =, sprechen 522,

Es soll nun allemal dann, wenn durch eine solche Schar par-
alleler elementarer z y-Umbauten aus & = & wieder eine kom-

denen ein zu .ﬁ’zn gehoriger Punkt (€, y, 2) entspricht. Es ist aber bequem, —
statt mit £ — mit der in der Ebene x = £ liegenden Menge 82 (£) zu arbeiten.
Dementsprechend sind im Folgenden auch die zy-Umbauten oder yz-Um-
bauten als Umgruppierungen von Punkten in der Ebene x =  aufzufassen.

512 Dje in Nr. 25 angegebene Einteilung der elementaren yx-Umbauten
in drei Typen I, II, III ergibt natiirlich unmittelbar, indem man y durch z
und x durch y ersetzt, eine entsprechende Typeneinteilung der elementaren
zy - Umbauten.

Wegen der Bezeichnung ,,zy““-Umbau vgl. das in Anm. 40 Gesagte, sowie
die Ungleichungen (16) in Nr. 30.

52 Wenn nimlich dabei der Punkt (8, v/, {') ersetzt wird durch (&, %", ¢'),
so ist dafiir, daB die hiedurch aus & entstehende Menge komprimiert ausfillt,
notwendig, dafl der Punkt (£ — 1, %', ") zu & gehort oder dafl £ = 1 ist;
und weiter ist dazu notwendig, daB der Punkt (£ + 1,%',¢’) in & fehlt, was
beides nicht der Fall zu sein braucht.

22 Offenbar sind die Umbauten einer Schar stets vom gleichen Typus im
Sinn der in Nr. 25 bzw. in Anm. 51a, gegebenen Typeneinteilung.



Partitionen und Gitterpunktfiguren II 95

primierte dreidimensionale Gitterpunktmenge entsteht, von einem
elementaren zy-Umbau von &, gesprochen werden 52b,

28. Beispielsweise konnen wir Fig. 2 (Nr. 39) als Bild einer
komprimierten Gitterpunktmenge 83, von m = 26 Gitterpunk-
ten ansehen®. Nehmen wir ' =1, {' =4, 0" =2, {' =2,
£, =75, &, = 2, so schen wir, daB fiir jeden der Ungleichung (13),
also 2 £ £ < 5 geniigenden Wert £ in der Ebene x = £ ein ele-
mentarer zy-Umbau ausfithrbar ist, bei dem der Punkt (€, 4, ')
=(§, 1, 4) durch den Punkt (&, 7", T") = (§, 2, 2) ersetzt wird.
Fiihren wir diese ganze Schar paralleler zy-Umbauten gleich-
zeitig aus, so werden dabei die in der Fig. 2 mit 1 und mit 8 be-
zeichneten Punkte, sowie iiberhaupt alle vier Gitterpunkte auf
der Verbindungsstrecke 1, 8 dieser Punkte ersetzt durch die vier
Gitterpunkte der Verbindungsstrecke 3, 5 der in der Figur mit
3 und 5 bezeichneten Punkte. Die so entstehende Gitterpunkt-
menge ist wieder komprimiert; somit haben wir ein Beispiel
eines elementaren zy-Umbaus vor uns.

Ein weiteres Beispiel entnehmen wir aus Tafel III. Wir be-
trachten die in der Mitte der Tafel in doppelter sechseckiger Um-
rahmung eingeschlossene Figur einer & = &3,, fiir welche die
gemiB Nr.4 zugehorigen Partitionen %' = (7, 4, 2), "' = (6, 3, 2),
A" = (7, 5, 1) innerhalb der Umrahmung mit vermerkt sind.
Die vier (durch ® markierten) Eckpunkte von & haben die
Koordinaten £, =(1, 3, 2), E,=(, 1, 3), E5= (2, 2, 2),
E 4= (3, 2, 1). Wenn wir den Eckpunkt £ (das ist die eine mit
® markierte Ecke des in der Figur enthaltenen Wiirfels) von un-
serer Gitterpunktmenge wegnehmen und ihn ersetzen durch den
Punkt (2, 3, 1), dann gelangen wir zu jener, in Tafel III links

82b Ein solcher elementarer zy - Umbau einer an soll selbst vom Typus I,
bzw. 1I, bzw. III heiBen, wenn die einzelnen parallelen Umbauten der ihn
bildénden Schar gemiB Anm. 52a von diesem Typus sind.

% Die zu & gehorenden Gitterpunkte sind durch kleine schwarz ausgefiillte
Kreise @ gekennzeichnet. Die mit z, y, z bezeichneten Halbgeraden sollen
dabei nicht die Koordinatenachsen bedeuten, sondern die ihnen parallelen
vom Punkt (¥ = 1, ¥y = 1, 2 = 1) ausgehenden Geraden. (Diese letzte Be-
merkung iiber die eingezeichneten drei Halbgeraden betrifit nur die hier, fiir
Nr. 28, maBgebliche Auffassung der Fig. 2 und weicht von der spiteren Auf-
fassung in Nr. 38 ff. ab; vgl. Anm. 78.)
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unten gezeichneten komprimierten Gitterpunktmenge, zu der die
Partitionen U’ = (7, 4, 2), Y = (6, 4, 3), """ = (8, 4, 1) ge-
horen. Dabei handelt es sich auch hier um einen elementaren
zy-Umbau der betrachteten Menge &, wobei jetzt 4’ =2, (' =2,
7" =3,0" =1, § =&, =2 ist. Wegen £; =&, umfalBt hier die
»ochar paralleler zy-Umbauten' nur einen einzigen zy-Umbau
in der einen Ebene x =§, = £,.

Ein weiteres Beispiel eines elementaren Umbaues derselben
&3, erhilt man, wenn man den Eckpunkt 7, ersetzt durch den
Punkt (1, 4, 1), wodurch man zu jener ebenfalls in Tafel III ge-
zeichneten komprimierten Gitterpunktmenge gelangt, deren zu-
gehorige Partitionen U’ = (7, 4, 2), Y"' = (6, 5, 1, 1), 4" =
(8, 4, 1) sind %4,

29. Die in Nr. 27 gegebene Definition des elementaren zy-Um-
baues einer Menge & = & enthilt die Forderung, daB durch
die betrachtete Schar paralleler zy-Umbauten der einzelnen Teil-
mengen {2(£) eine dreidimensionale Gitterpunktmenge entsteht,
die wieder komprimiert ist. Diese letztere Forderung wollen
wir noch etwas anders ausdriicken. Dabei wird es bequem sein,
die Menge & = Q — & aller nicht zu & gehérigen Gitterpunkte
mit positiven Koordinaten sowie jene Menge & zu beniitzen, die
aus & durch Hinzunahme aller Gitterpunkte des R3 mit wenig-
stens einer Koordinate < o entsteht (vgl. Nr. 19). Wenn nun
der betrachtete Umbau von & darin besteht, dal3 fiir jeden der
Ungleichung (15) genligenden Wert £ der Punkt (§, %', {') durch
den Punkt (§, 9"/, T'") ersetzt wird, dann wird die so aus & ent-

54 Auf alles das, was sonst in Tafel 11T dargestellt ist, kommen wir spiiter
(Nr. 35) zu sprechen. Doch sei auf einen elementaren Umbau hingewiesen,
der wieder an derselben Menge & = 5?1;3 ausfithrbar ist und bei dem gleich-
zeitig zwel Gitterpunkte versetzt werden. Allerdings handelt es sich nicht um
einen zy-Umbau, sondern um einen zx-Umbau (bei dessen Definition nur:
die Rolle von z und y in der Definition des zy - Umbaues zu vertauschen ist);
er wird dargestellt durch den Ubergang von unserer Menge & zu jener
anderen komprimierten Gitterpunktmenge (mit den zugehdrigen Partitionen
7222 | 652 | 931), zu der in Tafel 111 die strich-punktierte Linie mit einer bei-
gesetzten (2) fithrt, und die man erhilt, wennman&’' =2, {’' =2, £/ = 4,
" =1,7n,=2, 1, = 1 nimmt, wenn man also die Punkte (2, 2, 2), (2, 1, 2)
ersetzt durch die Punkte (4, 2, 1), (4, t, 1).
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stehende Gitterpunktmenge & offenbar dann und nur dann kom-
primiert sein, wenn jeder der drei Punkte

Ll =(E_,1 S B .f)lr CI): LZ = (EZ» 7)I +1, CI>, L3 = (iz, "),: C/ -+ 1)
zu §) gehort und jeder der drei Punkte

My =E;—1,0", 0", My=(&,,7" —1,C"),
My =y, 7", 0" —1)

zu . Wenn wir aber beachten, dal der Ersatz des Punktes
(84, m', T') durch den Punkt (&,, 3", ") ein elementarer
zy-Umbau von 82(&,), ebenso der Ersatz von (£, 3/, {')
durch (&4, 1", ") ein elementarer zy-Umbau von K2(%,)
sein soll, so ist die Zugehdrigkeit der Punkte L,, L4 zu §) sowie
die Zugehérigkeit der Punkte M,, M5 zu & hierin schon ent-
halten. Es bleiben also nur mehr die auf Z; und M, bezliglichen
Bedingungen, d. h. wir haben

Satz 13. Eine Schar paralleler elementarer zy-Um-
bauten jener Teilmengen 82(&), fiir welche § der Un-
gleichung (15) gentigt, stellt dann und nur dann einen
elementaren zy-Umbau von &) dar, wenn der Punkt
Ei+1,7,C) zuH und der Punkt €, — 1, 9", ") zu @
gehort.

Da auBer L, =(&; + 1, %', {'), — zugleich mit Z,, Z;, — auch
die Punkte (€1, 7" +1,T'), E4,1', T 4 1) zur (antikomprimierten)
Menge & gehoren, so istder Punkt £ = (£, %/, {') gemal Nr. 18
cin Eckpunkt von & und er ist offenbar der einzige Eckpunkt
von &, der beim Umbau weggenommen wird und somit nicht
zu den Punkten der umgebauten Menge &' gehdrt. AuBerdem
ist sofort zu sehen, daB es nicht zwei verschiedene elementare
zy-Umbauten von & geben kann, bei denen derselbe Eckpunkt
weggenommen und durch einen anderen Gitterpunkt ersetzt
wird. Es gilt also

Satz 14. Von jedem elementaren zy-Umbau einer &},
wird ein einziger Eckpunkt von S’Cfn betroffen. Ver-
schiedene Umbauten betreffen stets verschiedene Eck-
punkte,
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Daher braucht man, um alle an einer & = &, ausfithrbaren
elementaren z y-Umbauten zu erhalten, nur der Reihe nach die
einzelnen Eckpunkte von & vorzunehmen und zu priifen, ob es
einen elementaren zy-Umbau gibt, von dem dieser Eckpunkt
betroffen wird®®. So erhilt man beispielsweise in Tafel IT bei der
mit A bezeichneten komprimierten Gitterpunktmenge zwei ele-
mentare zy-Umbauten, — sie betreffen die Eckpunkte (1, 3, 2)
und (2, 1, 3), — wihrend zum dritten Eckpunkt (3, 2, 1) kein
zy-Umbau gehért. Die Figuren der cinzelnen Gitterpunktmen-
gen (nebst den zugehorigen Partitionen) sind in Tafel II durch
Recktecke umrahmt. Von dem Rechteck, das zu der mit A be-
zeichneten Gitterpunktmenge & gehort, fithren zwei Pfeile zu
den beiden Rechtecken, in denen jene Gitterpunktmengen dar-
gestellt sind, die aus & durch einen elementaren £ y-Umbau er-
halten werden. Die entsprechende Bedeutung haben alle anderen
Pfeile in Tafel II (vgl. Nr. 34).

§ 7. Der Hauptsatz iiber den Umbau dreidimensionaler
komprimierter Gitterpunktmengen.

30. In § 6 wurde erklirt, was unter einem elementaren zy-
Umbau einer komprimierten &, zu verstehen ist. Allgemein
sprechen wir von einem ,,zy-Umbau’® dann, wenn entweder
ein elementarer zy-Umbau oder eine Folge elementarer zy-Um-
bauten vorliegt.

Ist & eine komprimierte dreidimensionale Gitterpunktmenge
vom Grad , sind Y, B, € die gemdB Nr. 4 zu & gehorenden
Partitionen von # und geht aus & durch einen zy-Umbau die
komprimierte Gitterpunktmenge &’ hervor, dann ist aus der ge-
gebenen Erklirung eines ,,zy-Umbaues'’ ersichtlich, daf3 von den

55 In dem Beispiel der in der Mitte von Tafel III dargestellten Menge
f = .ﬁi} haben wir (vgl. Nr. 28) zu zwei von den vier Eckpunkten £, £,,
E,, E,, nimlich zu £, und zu £ je einen, diesen Eckpunkt betreffenden
elementaren zy-Umbau besprochen. Zu den beiden anderen Ecken £, und
£, gibt es keinen solchen Umbau, u. zw. beldemal einfach deshalb nicht,
weil in der Ebene x = 1, bzw. x = 3, in der der Eckpunkt Z,, bzw. £ liegt,
gar kein zweidimensionaler elementarer zy- Umbau existiert, der an der be-
treffenden Ecke von & , (1) bzw. &, (3) ausfithrbar wiire.
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drei zu &’ gehérenden Partitionen &', B, € notwendig die erste,
', mit der entsprechenden Partition ¥ von & iibereinstimmen
muf}, da ja jeder bei einem solchen Umbau aus einer Lage in
eine neue Lage verbrachte Gitterpunkt dabei die Ebene x = const.,
in der er sich befindet, nicht verlaB3t, sodal fur jedes p die Anzahl
a{k der Gitterpunkte von &' in der Ebene x = p. {ibereinstimmt
mit der Anzahl a, der Gitterpunkte von & in dieser Ebene.
Fiihrt man die tiber alle Gitterpunkte von £ = &, erstreckten
Summen H, = Xx, H, = Xy, H, = Xz ein (vgl. Nr. 23), be-
zeichnet man mit Z/, H;, M, die entsprechenden Summen fiir
&', so hat man dem Gesagten gemiB jedenfalls /., = /7,

+» wih-
rend andererseits

H,>H, H.<H, (16)

sein muB %8, da ja die Gitterpunkte, die ihre Lage dndern, in
ihrer y-Koordinate wachsen, in ihrer z-Koordinate abnehmen.

31. Wir betrachten nun fiir eine spezielle Partition U, von
die Gesamtheit I'; (U ) aller solchen komprimierten Gitterpunkt-
mengen &, daB von den drei zu & gehérigen Partitionen U, B, €
die erste mit A, iibereinstimmt®7: Y = Y. Es ist dann klar, daB
man durch irgend einen zy-Umbau (desgl. durch einen y2-Um-
bau) niemals diese Gesamtheit I'; (U,) verldft.

Ubrigens ist diese Gesamtheit gewil nicht leer, da sie ja die
beiden Gitterpunktmengen

8 =8| Uy " |m) und & = K WUo|m | U )

enthdlt, von denen die erste, §, ganz in z =1 liegt und durch
die zugehdrigen Partitionen®® Y =U,, B =AU, ', € = () ein-

6 Unter Heranziehung der L. c.? (vgl. Anm. 46) eingefithrten Ordnungs-
beziehungen zwischen Partitionen hat man iiberdies:

B >B, C< .

57 Der Index 1 in der Bezeichnung I'y (2, ) weist darauf hin, daB U die erste
der drei zugehéorigen Partitionen ist; vgl. Anm. 97, wo dieselbe Gesamtheit
durch I'G) (Y’ = U,) bezeichnet wird.

%8 Es bedeutet %! die zu U, konjugierte Partition; vgl. Nr.5 und Monats-
hefte, 1. c. 8, — Wegen der kurz mit (#2) und (1™) bezeichneten Partitionen
vgl. Anm. 3a.
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deutig bestimmt ist, wihrend die zweite, R, ganz in y =1 liegt
und eindeutig bestimmt ist3® durch die zugehérigen Partitionen
A=Ay, B =(m), €C=U,". Dabei ist R stets == &, auBer es
ist80 Uy = (1™). ‘

Ferner umfaBt die Gesamtheit I'y () sicher nur endlich
viele # Gitterpunktmengen &,.

Das Ziel der folgenden Uberlegungen (in §§ 7 bis 9) ist es nun
zu zeigen, daBl man innerhalb der Gesamtheit I'y (%) durch zy-
Umbauten und ihre inversen Prozesse (yz-Umbauten) von jeder
Menge & zu jeder anderen gelangen kann®2. Genauer gesagt
wollen wir die beiden folgenden Sitze beweisen:

Satz 15. Es sei 8 eineinder Gesamtheit I'; (%) enthal-
tene komprimierte Gitterpunktmenge m-ten Grades,
esseialso Y =U,, wenn U, B, € die dreizu & gehdrenden
Partitionen von s sind. Wenn dann & verschieden ist
von der Gitterpunktmenge & = &, | U ' | ), so kann
man von & zu & durch einen zy-Umbau gelangen, d. h.
durch eine ein- oder mehrgliedrige Kette von elemen-
taren zy-Umbauten.

Satz 16. Essei f eine von & =R Uy|m|U;7") verschie-
dene Gitterpunktmenge aus I'y(¥;); dann kann man von
fzu f durch einenyz-Umbau gelangen, d.h. durcheine
Kette elementarer yz-Umbauten.

Im wesentlichen handelt es sich hier um einen einzigen Satz
(Hauptsatz iber den Umbau). Ersichtlich geht namlich

59 Im allgemeinen ist eine Efn durch ihre zugehérigen Partitionen U, %8, €
nicht eindeutig bestimmt, wohl aber hier, wo es sich eigentlich um zweidimen-
sionale komprimierte Gitterpunktmengen handelt.

80 T diesemn Fall besteht & = .@ aus den 7z Gitterpunkten (£, 1, 1) mit
1 =E <mundesist B =C = (m).

61 Die Endlichkeit von I'; (A ,) folgt einfach daraus, daB die Gesamtheit
aller Gitterpunktmengen E:n von gegebenem Grad endlich ist; jede S\‘fn ist
ja Teilmenge der Gitterpunktmenge J3(mz) (vgl. Nr. 49), die alle »2? Gitter-
punkte mit positiven Koordinaten = » umfafit und als endliche Menge hat
X3

I3 () nur endlich viele Teilmengen.

62 Von dem trivialen Fall ¥y = (1™) — (vgl. Anm. 60) —, wo I'; () nur
eine einzige Menge & umfaBt, kann natiirlich abgesehen werden.



Partitionen und Gitterpunktfiguren 11 101

Satz 16 aus Satz 135 einfach durch Vertauschung der Koordina-
ten ¥ und z hervor, sodaB es geniigt, Satz 15 zu beweisen. Der
Beweis dieses Satzes soll in § g erbracht werden. Wir wollen
aber sogleich (§ 8) die Folgerungen besprechen, die sich aus den
Sitzen 15 und 16 fiir die Zusammenhdnge unter den kompri-
mierten Gitterpunktmengen gleichen Grades ergeben.

§ 8. Stammbédume fiir die Mengen & }, vom gleichen Grad m.

32. Die Schilderung dieser Zusammenhinge geschieht wohl
am einfachsten an Hand der figirlichen Darstellung in den Ta-
feln I, IT und III. Beginnen wir mit Tafel I. Hier sind beispiels-
weise in Fig. Ic fiir den Grad # = 4 simtliche dreidimensiona-
len komprimierten Gitterpunktmengen vierten Grades, — es sind
ihrer 13, — dargestellt 8, Greifen wir aus dieser Gesamtheit eine
Teilgesamtheit heraus, fir welche die Partition U die gleiche ist;
wir wihlen etwa %, = (3, 1). Die zugehérige Teilgesamtheit —
nach der oben eingefiihrten Bezeichnungsweise mit I'; (3, 1) zu
bezeichnen — besteht aus 3 komprimierten Gitterpunktmengen.
Die — in Fig. Ic den Bildern dieser Gitterpunktmengen bei-
gefiigten — zugehérigen Partitionen U |B |€ sind 64

Got 412,12, (3,1]3,113,1), (3,1]2,12]4);

die entsprechenden Gitterpunktmengen selbst mégen &', 8/, &'
heiBen. Da (2,12) nichts anderes ist, als die zu ¥, = (3,1) kon-
jugierte Partition, so ist &', bzw. &’’’ nichts anderes als die oben
mit ﬁ, bzw. & bezeichnete Gitterpunktmenge, fiir welche die zu-
gehorigen Partitionen Mg | me | U5 ! bzw. Ay | U5 ! | 7 sind. In
Fig. Ic haben nun einfache, voll ausgezogene Linien zwischen
den die einzelnen Gitterpunktmengen reprisentierenden Sechs-

% Das Bild jeder dieser Gitterpunktmengen Ri ist in einen sechseckigen
Rahmen eingeschlossen, innerhalb dessen auch die drei zu 51\3 gehorigen
Partitionen ¥ | B | € angegeben sind.

%4 Wenn wir in diesem Beispiel (72 = 4) die einzelnen Gitterpunktmengen
einfach durch Angabe der zugehorigen Partitionen U, %, € kennzeichnen

konnen, so ist das bei groBeren Werten von 7z durchaus nicht immer der
Fall; vgl. Anm. 71.

Miinchen Ak. 8b. 1940 II/IIT 9
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ecken die Bedeutung von elementaren zy-Umbauten, wobei ein
solcher zy-Umbau in Richtung des gezeichneten Pfeiles zu ver-

stehen ist. So fiihrt ein elementarer zy-Umbau von &' = R zu
&, ein weiterer von 8" zu 8" = §&. Dieselben Linien, entgegen-
gesetzt zur Pfeilrichtung durchlaufen, stellen natlirlich elemen-
tare yz-Umbauten dar. Wir haben hier ein besonders einfaches
Beispiel fiir die Sétze 15 und 16 vor uns. In Anlehnung an die
im zweidimensionalen Fall (§ 5) und vorher an anderer Stelle ¢
gebrauchte Bezeichnung wollen wir den eben beschriebenen auf
die 3 Gitterpunktmengen &', 8, &' beziiglichen Teil der Fi-
gur Ic den Stammbaum der Gesamtheit I'; (3, 1) von kompri-
mierten Gitterpunktmengen nennen.

In analoger Weise enthilt die Fig. Ic noch weitere Gesamt-
heiten T'; (U,) und die zugehérigen Stammbidume: Fir Ay = (4)
eine Gesamtheit von § komprimierten Gitterpunktmengen 8, fiir
U, = (2?), desgleichen fur ¥, = (2, 12) ecine Gesamtheit von
2 Gitterpunktmengen, schlieBlich fur %, = (1%) cine einzige
komprimierte Gitterpunktmenge. (Wegen der abgekiirzten Be-
zeichnung der Partitionen, z. B. (22) fiir (2, 2), vgl. Anm. 3a.)

33. In gleicher Weise wie dic elementaren zy-Umbauten zwi-
schen den verschiedenen &7, so sind in derselben Fig. Ic auch
die elementaren zx- und yx-Umbauten dargestellt, erstere durch
strich-punktierte Linien, letztere durch Doppel-Linien. So ist
z. B. am rechten oberen Rand der Figur der Stammbaum aller
jener 5 komprimierten Gitterpunktmengen &7 dargestellt, die zur
Gesamtheit I’y (4) gehoren, also durch B = (4) gekennzeichnet
sind; am unteren Rand der Figur aber hat man den Stammbaum
der durch € = (4) gekennzeichneten Gesamtheit I'; (4).

8 Vgl.l.c.t, §7, S.19—-21.

88 Der zugehdrige Stammbaum deckt sich im wesentlichen mit dem Stamm-
baum aller Partitionen der Zahl 4 (iiber den ,,Stammbaum aller Partitionen
einer Zahl ‘ vgl. 1. ¢.%%). Um dies zu sehen, braucht man in der Gesamtheit
I, (Ug) = Ty ¢4) nur auf die zu den einzelnen Gitterpunktmengen gehdrigen
Partitionen 9B zu achten; die Partitionen € sind dann einfach = 8!, — Ganz
analog deckt sich allgemein der Stammbaum der Gesamtheit I'y(,) fir
A, = () im wesentlichen mit dem Stammbaum der Partitionen der Zahl #,
wobei man statt der Gitterpunktmengen aus I'y (»2) nur die zugehorigen Par-
titionen B zu nehmen braucht und wobei allemal € = B— 1! ist.
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Das was in Fig. Ic fiir den Grad m = 4 dargestellt ist, findet
man in den noch einfacheren Figuren Ia und Ib fiir die Grad-
zahlen 7 = 2 und m = 3. Der Fall 2 = 1 macht eine besondere
Darstellung entbehrlich, da es hier nur eine einzige komprimierte
Gitterpunktmenge gibt, die aus dem einen Gitterpunkt mit den
Koordinaten x =y = 2z = 1 besteht.

34. An Hand weiterer Figuren werde noch besprochen, wic bei
hoheren Gradzahlen kompliziertere Verhiltnisse vorliegen. Be-
schranken wir uns zunichst etwa nur auf die zy- bzw. y2-Um-
bauten. Bei dem in Nr. 32 besprochenen Beispiel des Stamm-
baumes fiir die Gesamtheit I'; (3, 1) enthilt der Stammbaum eine

einzige von & =&’ itber®’ nach & =&K' fithrende Folge. Es
gibt also zu jeder komprimierten Gitterpunktmenge & aus 1'1(3,1)
nur eine einzige Art, um von ihr aus durch einen elementaren
zy-Umbau zu einer anderen Gitterpunktmenge der Gesamtheit
zu gelangen (natiirlich abgeschen von der Gitterpunktmenge
& = &, dic iiberhaupt keinen zy-Umbau gestattet). Das Entspre-
chende gilt bei 7 = 4 auch fiir alle anderen Gesamtheiten I'; (U ):

der Stammbaum verlduft in einer einfachen Folge von R zu K.

Was hier an den Stammbiumen fiir » = 4 festgestellt wurde,
gilt ebenso fiir die in Fig. Ia und Ib dargestellten Stammbiume
fur m = 2 und m = 3 und lieBe sich auch fiir 7 = 5 ohne Miihe
bestdtigen 87. Fiir »z 2> 6 aber liegen die Dinge insoferne anders,
als dann schon Stammbiume mit Verzweigungen auftreten;
anders gesagt, es kommt vor, dal3 von einer komprimierten Git-
terpunktmenge auf mehr als eine Art ein Ubergang durch einen
elementaren zy-Umbau zu einer anderen komprimierten Gitter-
punktmenge ausfiihrbar ist. So treten bel » = 6 im Stamm-
baum fiir die aus 11 komprimierten Gitterpunktmengen be-
stehende Gesamtheit I'; (6) an zwei Stellen Verzweigungen auf 8,

87 Man hat hier 24 komprimierte Gitterpunktmengen ﬁg, die sich auf die
7 Teilgesamtheiten I(s), I';(4, 1), T1(3, 2), I'1(3, 12), I (2% 1), Ty (2, 13),
T'3(1%) verteilen lassen (diese Teilgesamtheiten umfassen der Reihe nach 7, s,
4, 3, 2, 2, 1 Gitterpunktmengen). Fiir jede Teilgesamtheit I'; (2, ) besteht der
Stammbaum aus einer einfachen Folge.

%8 Der hier erwihnte Stammbaum fiir T';(6) deckt sich im wesentlichen
(vgl. Anm. 66) mit dem I. c. 47 dargestellten Stammbaum fiir die 11 Partitionen
der Zahl 6.

g
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Tafel Il moge zeigen, wie kompliziert die Dinge bel etwas
groBeren Werten von 72 aussehen konnen. Es ist hier m = 13
gewidhlt und ein Ausschnitt aus dem Stammbaum fiir die durch
Ay = (7, 4, 2) gekennzeichnete Gesamtheit Iy (7, 4, 2) dargestellt.
Dabei sei bemerkt, daB3 in Tafel II nur 32 komprimierte Gitter-
punktmengen &7, mit Y = (7, 4, 2) aufgenommen sind %, wihrend
dervolle—die ganze Gesarntheit I', (7, 4, 2) darstellende — Stamm-
baum 70 komprimierte Gitterpunktmengen umfassen wiirde ??;

in Tafel II fehlt nimlich sowohl der obere in & gipfelnde, als der
untere in § endende Teil des Stammbaumes und nur das mitt-
lere Stiick ist dargestellt. Doch ist im oberen ebenso wie im
unteren Teil der Tafel durch angesetzte Linienstiicke (mit Pfei-
len) der Anschlul3 an die nicht dargesteliten Teile des Stamm-
baums angedeutet. Wie man sieht ist hier keine Rede mehr von
einer einfachen Folge von Gitterpunktmengen; vielmehr fithrt
von den meisten der dargestellten Gitterpunktmengen mehr als
ein elementarer zy-Umbau zu anderen Gitterpunktmengen und
das Gleiche gilt von den elementaren yz-Umbauten, die durch
die entgegengesetzt der Pfeilrichtung zu durchlaufenden Linien
dargestellt sind 71+ 72,

89 Die Darstellung ist dhnlich, wie in Anm. 63 geschildert, nur daB hier
das Bild jeder einzelnen 3?3 in rechteckigem Rahmen eingeschlossen ist.
AuBerdem sind in Tafel II nur die zy-Umbauten (durch einfache Linien mit
Pfeil) dargestellt, nicht aber auBerdem (wie in Tafel I} die zx- und y»-Um-
bauten.

70 Vgl. Nr. 65, Formel (43).

1 An den beiden in Tafel II (nahe der Mitte befindlichen) mit 4 und B
bezeichneten Gitterpunktmengen erkennt man, dafl es vorkommen kann, dafl
zu verschiedenen komprimierten Gitterpunktmengen dieselben Partitionen
A | B | € gehdren; vgl. Anm. 64, sowie § 2, Nr. 6. [Siehe ferner eine Arbeit
im Journ. f. Math., ,,Komprimierte Gitterpunktmengen und eine additiv-
zahlentheoretische Aufgabe‘’, sowie diese Sitz.ber., Sitzung vom 6. 7. 1940,
Punkt 2, Jahrgg. 1940, S. 9* (Zusatz bei der Korrektur)].

72 Tafel I zeigt noch ein Beispiel dafiir, daf es fiir » = 3 vorkommen kann,
daB 7-dimensionale komprimierte Gitterpunktmengen existieren, die in den
zugehorigen Partitionen U, U7, ..., W®—1) jibereinstimmen, jedoch nicht
in der Partition UM (im Gegensatz dazu ist fiir 2 = 2 die Partition Y'’ stets
durch U’ eindeutig als die zu A’ , konjugierte’* Partition bestimmt). Wihlt
man nimlich z = 3, m = 13, Y = (7, 4, 2), B = (7, 4, 2), so erhilt man vier
komprimierte Gitterpunktmengen, zu denen diese Partitionen gehoren. Fiir
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35. Natiirlich gelangt man zu noch komplizierteren Bildern,
wenn man in derselben Figur, so wie dies fir 7 = 2, 3 und 4 in
Tafel T geschah, nicht nur die zy-Umbauten sondern auch die
zx- und die yx-Umbauten darstellt, wenn man also die dreifache
Aufteilung in die Gesamtheiten T'y (¥,), in die Gesamtheiten
[y (B,) und in die Gesamtheiten I';(€,) nebst ihren Stamm-
biumen ersichtlich macht.

Von einem solchen Gesamtbild fiir m = 13 gibt Tafel III
einen kleinen Ausschnitt, wobei zu bemerken ist: In das Bild
aufgenommen sind, auler der in der Mitte in doppeltem sechs-
eckigen Rahmen dargestellten Gitterpunktmenge & *, gewisser-
maBen nur jene aus der unmittelbaren Umgebung von £*, nim-
lich nur jene, die aus &* durch einen elementaren Umbau (zy-,
yz-, 5%-, x2-, yx- oder xy-Umbau) herleitbar sind. Demgemil3
enthilt dieser Ausschnitt auBer 8* nur 12 weitere komprimierte
Gitterpunktmengen, wihrend die volle Figur (also das Ana-
logon fiir 7 = 13 zu den in Tafel I dargestellten Fillen 7 = 2,
m =3 und m = 4) insgesamt 2481 Gitterpunktmengen ent-
halten wiirde 3.

Bemerkt sei, daB &* (mit % | B |€ =17,4,2]6,5,2]7, 5, 1)
auch in Tafel II (Reihe 2 von unten, Platz 5) sich findet, wo auch
jene Gitterpunktmengen vorkommen, die in Tafel III mit {*
durch einfache Linien verbunden erscheinen (also durch Linien,
die einem zy- oder yz-Umbau entsprechen). Somit enthilt Ta-

zwei von ihnen, — es sind die in Anm. 71 erwihnten, — ist € == (7, 4, 2),
fiir die beiden anderen, die in Tafel II in der gleichen Zeile wie die beiden
vorgenannten dargestellt sind, erhilt man € = (62, 1) und € = (8, 3, 1?). (Das
gleiche Vorkommnis tritt {ibrigens schon fiir 72 = 6 auf, wo man leicht fest-
stellt, daB es eine komprimierte Gitterpunktmenge mit den zugehérigen Par-
titionen (4, 2 | 4, 2 | 3, 3) gibt und eine andere mit den zugehdrigen Partitio-
nen (4,2]4,2|4,1,1), daB es also zwei komprimierte Gitterpunktmengen
gibt, die in den Partitionen % = (4, 2) und B = (4, 2) iibereinstimmen, nicht
aber in der Partition €). [Vgl. hiezu noch ,,Uber Tripel konjugierter Par-
titionen*, Math. Abhandl. Hamburg, Bd. 14, sowie diese Sitz.ber., Sitzung
vom 5. 10. 1940, Punkt 2, Jahrgg. 1940, S. 10% (Zusatz bei der Korrektur)].

Nebenbei bemerkt, kann es fiir 2 = 3 auch vorkommen, daB es zu z — 1
Partitionen U, . .., U —1) derselben Zahl »z keine solche n-te Partition
A} gibt, daB eine n-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge existiert,
zu der diese 2 Partitionen gehéren.

" Vgl. Nr. 65, Formel (44).
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fel 111 selbst einen kleinen Ausschnitt aus dem zu I'y (7, 4, 2) ge-
hérigen Stammbaum (von dem in Tafel II ein groBeres Stiick
vorliegt); zugleich aber enthilt Tafel IIT einen kleinen Aus-
schnitt des zu [y (6, 5, 2), sowie des zu I'3(7, 5, 1) gehorigen
Stammbaumes, der eine durch die strich-punktierten Linien, der
andere durch die Doppel-Linien dargestellt 74,

§ 9. Beweis des Hauptsatzes.

36. Um unseren Hauptsatz (Satz 15) zu beweisen, geniigt nun
der Nachweis des folgenden Satzes:

Satz 17. Wenn die der Gesamtheit I';(U,) angehdrende
komprimierte Gitterpunktmenge 8 nicht selbst mitder
in Nr.31erklirten komprimierten Gitterpunktmenge &
zusammenfillt, dann gibt es wenigstens einen an &
ausfihrbaren zy-Umbau U.

Dall mit Satz 17 tatsdchlich zugleich Satz 15 mitbewiesen sein
wird, ist sofort einzusehen. Denn entweder ist die aus & durch
U entstehende komprimierte Gitterpunktmenge &' selbst = &
oder es 1iBt sich auf & anstelle von & neuerdings Satz 17 an-
wenden. Ist nun

K 8, 8 ... (17)

die so entstehende Folge von Gitterpunktmengen, sind dann /,,
H,, H, die gemil Nr.30 zu & gehorigen Zahlen 2z, Xy, 2z,
ferner 2, HY, HY die entsprechenden zu &% gehsrigen
Zahlen (v =1, 2, ...), so folgt aus den gemif (16), (Nr. 30),
geltenden Ungleichungen 73

H,<H,<H,<.. H>H>H>...,

74 Der volle zu T, (6, 5,2) gehorige Stammbaum umfalt 34, der zu I'y (7, 5,1)
gehorige 39 komprimierte Gitterpunktmengen; vgl. Anm. 105, Nr. 65.

76 oder auch aus den gemiB Anm. 56, Nr. 30, geltenden Beziehungen
B>B' >B'>..., C<C<C" <.,

wenn (Yo |BC), WUy | D' |C), Uy | B’ |C"),...die Partitionen-Systeme
sind, die zu den Gitterpunktmengen &, &, &, . .. gehoren.
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daB in dieser Folge (17) niemals dieselbe Gitterpunktmenge wie-
derkehren kann. Wegen der Endlichkeit der Menge I'; (Y,)
(s. Nr. 31, Anm. 61) mul3 dann (17) notwendig abbrechen, was
gemal Satz 17 nur so méglich ist, daB} cin 8V = & ist. Damit
aber ist Satz 15 nachgewiesen.

37. Zum Beweis von Satz 17 gehen wir aus von der in Nr. 18
erklirten Menge € = € (&) der Eckpunkte von £; da & &= § ist,
also nicht simtliche Gitterpunkte von & in z =1 liegen, so muf
es auch solche Eckpunkte von & geben, die nicht in z =1 lie-
gen Sei G4 = (§1, M1, 1) ein solcher Eckpunkt, wobei also

G122 (18)

ist. Wir werden nun ein Verfahren angeben, um — ausgehend
von G; — zu einem solchen Eckpunkt von & zu gelangen, der
(im Sinne von Nr. 29, Satz 14) von einem zugehérigen elemen-
taren zy-Umbau U betroffen wird. Damit wird Satz 17 be-
wiesen sein.

Bei diesen Betrachtungen lassen sich gewisse Fallunterschei-
dungen vermeiden, wenn wir wieder (vgl. Nr. 29) diejenige Menge
& einfithren, die aus & erhalten wird, wenn man zu & noch alle
Gitterpunkte des xyz-Raumes mit wenigstens einer Koordinate
< o hinzunimmt; & ist selbst (vgl. Nr. 19) eine komprimierte
Menge (in P). Mit & werde wieder die Menge aller nicht zu &
gehérenden Gitterpunkte bezeichnet; £ besteht also aus allen
nicht zu & gehérenden Gitterpunkten des ersten Oktanten x > o,
¥y >0, z2>o0.

Gewisse im Folgenden auftretende Gitterpunkte, die zu & ge-
héren, werden wir mit dem Buchstaben & und einem Index be-
zeichnen: Gy, G,, Gg, G,, ..., wihrend H,, H;, ... zu § ge-
hérende Punkte bedeuten??.

38. Das Verfahren, das wir ausgehend vom Eckpunkt &,

einschlagen werden, verlduft nun verschieden, je nachdem ob
der Punkt P; = (84, 7 + 1, {1 — 1) zu § oder zu @& gehort,

" Vgl. die analoge Uberlegung in Nr. 22, Anm. 44.

"7 In den Figuren 2 bis 7 sind Punkte wie G, A,, H;, G4 nur mit ihren
Nummern 1, 2, 3, 4 bezeichnet. Dabei sind die zu & gehérenden Punkte
durch @, die zu § gehérenden durch O markiert.
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und wir unterscheiden demgemailB beziiglich eines Eckpunktes
G, = (4, 11, &) (mit &y = 2) die Fille:

A) Py =(8qy, 11 + 1, {y — 1) gehort zu §;
B) P, gehort zu 6.

In jedem dieser Fille gehort, weil G; Eckpunkt ist, der Punkt
Hy,= (4, 11+ 1, ;) zu § und wir wollen von A, aus’® in der
negativen z-Richtung wandern, bis wir auf einen zu & gehéren-
den Punkt stoflen, was im Falle B) bereits beim Punkt P, im
Falle A) erst bei einem spéteren Punkt eintritt.

39. Im Falle A) sei unter allen zu § gehérenden Punkten
(€1, m1 + 1, 2) der Punkt Hy = (§,, 0, + 1, {3) derjenige mit
kleinstem Wert der z-Koordinate, sodaB G, = (§;,n; +1,83—1)
zu & gehort. Offenbar ist 1 L¢3 £¢;—1 (vgl. Fig. 2, wo
{1 — {3 = 2 gewihlt ist; ebenso in Fig. 3). Wir gehen nun von

4

'S
A

.)/
Fig. 2

8 In Fig. 2 bis 7 ist (vgl. Anm. 77) der Punkt G; durch @ und die Ziffer 1,
der Punkt A, durch O und die Ziffer 2 markiert und Analoges gilt von den
anderen Punkten. Bemerkt sei, daBl die mit x, ¥ oder £ und mit einem Pfeil
bezeichneten Geraden in den Figuren 2 bis 7 nicht die Koordinatenachsen
selbst sind oder zu sein brauchen; es soll vielmehr durch diese Geraden nur
die positive Richtung der drei Achsen gekennzeichnet sein. Es ist also durch-
aus nicht so, als ob notwendig die Gesamtheit aller zu & gehorenden Gitter-
punkte in der gezeichneten Figur enthalten sein miifite, die vielmehr nur als
ein Ausschnitt aus der Gesamtfigur anzusehen ist (abweichend von der speziell
fiir Fig. 2 in Nr. 28 zugrundegelegten Auffassung).
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Hj aus in negativer x-Richtung weiter; es sei dann unter allen
zu § gehérenden Punkten (x, 0, + 1, {3) der Punkt Ay = (§;,
71+ 1, {3) derjenige mit kleinster x-Koordinate, also Gg=(£; —1,
1, + 1, {3) ein zu & gehdrender Punkt (1 <&, < ;). Der Punkt
G,=(Es5, M1, {3) dessen Koordinaten simtlich < den entsprechen-
den von Gy sind, gehért dann notwendig zu & (da @ eine kom-
primierte Menge ist). Von G, aus wandern wir in positiver z-
Richtung und es sei unter den zu & gehérenden Punkten (&,
N1, 2) der Punkt Gy = (&5, 141, {g) derjenige mit gréBter z-Koor-
dinate, also Hy = (§;5, 11, {g + 1) ein zu & gehdrender Punkt.
Dabei ist sicher g > €, da (wegen der Komprimiertheit von &)
der Punkt Q = (&5, 14, Cy) (vgl. Fig. 3) notwendig ebenso wie G,
zu @ gehort. Wenn nun, wie in Fig. 2, {; =, (also G4 = Q) ist,
dann sieht man sofort, dal3 ein elementarer zy-Umbau dadurch
bewirkt wird, da die Gitterpunkte (x, 04, {;) mit £, <x L&y
iibergefiihrt werden in die Gitterpunkte (x, 7, + 1, {3); in der
auf diese Weise aus & entstehenden komprimierten Gitterpunkt-
menge &' erscheinen also anstelle der Gitterpunkte, die auf der
Strecke GGy liegen?, nunmehr die Gitterpunkte der Strecke
Hy Hy. Dieser elementare zy-Umbau (von dem der Eckpunkt G,
betroffen wird) ist vom Typus 111 oder II, jenachdem {; — ;> 2
oder Ty — {53 = 1 ist80

Wenn aber, wie in Fig. 3, {4 > {; ist, dann wandern wir von
Gy in positiver z-Richtung; es sei dann unter den zu & gehéren-
den Punkten (x, 04, {g) der Punkt Gy = (E14, 11, Cg) derjenige
mit gréfter x-Koordinate, somit A3y = (€4 + 1, %1, {g) ein Punkt
von §; da G4 zu G, hingegen der Punkt (£, 7, {g) zu § gehdrt,
soistEg <&,y K &,— 1. Der Punkt Ay = (€49, 01 + 1, {5) muB
dann ebenso wie A und alle Gitterpunkte der Strecke A5 Ay, zu §
gehoren (im Falle £, =& 5 reduziert sich diese Strecke auf einen
Punkt). Ein elementarer zy-Umbau U (u. zw. vom Typus I1I) liegt
offenbar vor, wenn die Gitterpunkte (x, 7, {g) mit §5 S 2 < &y
—d.h. die Gitterpunkte der Strecke G4G,,— Uibergefiihrt werden

" Falls £ = £, ist (wo dann A mit &y, desgl. G mit G; zusammenfillt),
reduziert sich diese Strecke auf einen einzigen Gitterpunkt.

80 Wegen dieser Typeneinteilung vgl. Nr. 25, sowie Anm. 512 und 52b.
In Fig. 2, wo {; — ¥, = 2 ist, ist Typus III dargestelit.
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in die Punkte (x, v, + 1, {g), d. h. in die Gitterpunkte der Strecke
Hy Hyy (der vom Umbau Y betroffene Eckpunkt ist Gy).

Damit ist gezeigt, daBB im Falle A) stets ein elementarer zy-
Umbau an & ausfithrbar ist.

40. Im Falle B), dem wir uns jetzt zuwenden, ist der (oben mit
P, bezeichnete) Punkt G5 = (£, 1 -+ 1, {;— 1) ein Punktaus &.
Von G5 aus wandern wir nun in der positiven p-Richtung;
wegen (18) ist {;—1 =1, sodaB wir bei dieser Wanderung
notwendig auf Punkte von §) treffen miissen; es sei dann unter
den zu & gehorenden Punkten (&, ¥, {; — 1) der Punkt
G, = (&1, M4, {4 — 1) derjenige mit grobiter y-Koordinate
(g =71+ 1), somit Ay = £y, 4 + 1, {{— 1) ein Punkt von
$ (vgl. Fig. 4, wo n,— m; =3 gewihlt ist; ebenso in den
Fig. 5 bis 7).

41. Weiterhin ist zu unterscheiden, ob der Punkt R = P, =
=(y, 04+ 1, {1—2) zu § oder zu & gehort. Im ersten Falle,
der in Fig. 4 dargestellt ist, braucht man nur (von G, aus in der
positiven x-Richtung wandernd) unter den zu & gehorenden
Punkten (x, 0, {; — 1) denjenigen mit gréBter x-Koordinate zu
bestimmen; es sei dies der Punkt Gg = (§¢, m4, {; — 1), wobei
also H;=(Eg+ 1,74, {;—1) zuH gehdrt und €4 = £, ist; dann
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Fig. 4

ist Gg offenbar ein Eckpunkt von &, flir den der Fall A) vor-
liegt, weil (wegen der Antikomprimiertheit von §) der Punkt
S=P¢g=(Eg, Mg + 1,{;— 2) ebenso wie R = P, zu §) gehort.
Fiir diesen Fall A) ist aber die Maglichkeit eines elementaren
zy-Umbaues von & schon in Nr. 39 nachgewiesen.

42, Demnach kénnen wir weiterhin annehmen, der Punkt
R = P4, den wir nunmehr mit Gg = (&4, 1, + 1, {; — 2) be-
zeichnen wollen, gehére zu & (vgl. Fig. 5). Wir wandern nun

i
s o)
o — |
' )

4
® ©F L 2 ’)/q
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von Hy aus in der negativen x-Richtung und es sei A, = (§,,
N4+ 1, {;— 1) unter den zu § gehérenden Punkten (x, 1, + 1,
{4 — 1) derjenige mit kleinster x-Koordinate, also Gy = (£, —1,
(na + 1, L3—1) zu & gehorig und 1 L&, £E,. (In Fig. 5 ist
£, — &, =4 gewihlt, desgl. in Fig. 6 und 7). Der in negativer
y-Richtung an /A, anschlieBende Punkt Gy = (&, 14, {3 —1)
gehort offenbar, ebenso wie G4, zu ©.

43. Nunmehr ist zu unterscheiden, ob der an Gy in positiver
z-Richtung anschlieBende Punkt 7" = (§,, 14, ;) zu & oder zu
» gehort. Der erste in Fig.‘5 dargestellte Fall ist rasch zu er-
ledigen: Unter den zu & gehérenden Punkten (€., 04, 2) be-
stimmen wir denjenigen mit gréBter z-Koordinate; es sei dies
Gro = (E7, N4, L10), also Hyy = (E4, 04, Ly + 1) 2uH gehdrig und
(da 7 zu & gehort) £y, = Cy; von Gy aus wandern wir in posi-
tiver x-Richtung und es sei Gy = (E1a, M4, C10) 2u & gehorig,
Hyz= (&1 +1, M4, C1o) zu H; dabeigiltE, <&y <E;—1, wo-
bei zu beachten ist, dal wegen der Zugehdrigkeit von H, zur
(antikomprimierten) Menge § notwendig auch der Punkt (§,,
N4, C10) 2u § gehort. Da der Punkt Py = (£o, g+ 1, {yo— 1)
notwendig, ebenso wie H,, zu § gehort, so liegt fiir den Eck-
punkt G, von & der Fall A) vor, womit die Moéglichkeit eines
elementaren zy-Umbaues schon gesichert ist 8L,

44, Wir koénnen also weiterhin annehmen, daf3 der Punkt 7,
den wir jetzt mit Hyq = (€ ;, n,, {y) bezeichnen wollen, zu § ge-
hért (s. Fig. 6). Von A, aus in negativer y-Richtung wandernd,
bestimmen wir Gy, = (£, 712, $y) unter den zu & gehérenden
Punkten (£ ,, y, ;) als denjenigen mit grofiter y-Koordinate, so-
daBl Hy; = (€4, 112 + 1, §y) zu & gehort; offenbar ist 9, 0, <
<, —1, wobei die Zugehérigkeit des Punktes G; und somit
des Punktes (£,, 14, ;) zu & zu beachten ist (in Fig. 6 ist
15 — 71 = 1 gewihlt; desgl. in Fig. 7).

45. Nun ist weiterhin zu unterscheiden, ob der in positiver
z-Richtung an G,, anschlieBende Punkt U = (€5, 145, {1 -+ 1) 2zu

81 Ubrigens ist ein solcher Umbau sofort anzugeben (vgl. Fig. 5): er be-
steht in der Uberfilhrung der zur Strecke Gi4G), gehdrenden Gitterpunkte
in die Gitterpunkte der, Strecke A, A, unter A, den Punkt (§45, 74 + 1,
g, — 1) verstanden. Natiirlich reduzieren sich diese Strecken, falls £, =&,
ist, auf je einen Punkt.
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® oder zu § gehort. Der erste in Fig. 6 dargestellte Fall ist leicht
zu erledigen: Man bestimmt, von G, in positiver z-Richtung
fortschreitend, unter den zu & gehérenden Punkten (€, 74,, 2)
denjenigen mit gréBter z-Koordinate; es sei dies Gz == (&4, 712,
C13), sodall Hyy = (&, N1a, {13+ 1) zu § gehort und (wegen der
Zugehorigkeit von U zu §) {33 =2 {4 + 1 ist; von Gy3 aus wan-

4

7 4 4 \
)
¢ 73 ® 75 176

Fig. 6

dern wir in positiver x-Richtung und es sei Gy5 = (§45, 12, {13)
unter den zu & gehérenden Punkten (x, 744, {45) derjenige mit
groBter x-Koordinate, also8 &, < &, <&, — 1 und Hy =
= (Ey5 + 1, N2, C13) ein Punkt von . Da nun der Punkt
P; = (845, N1a + 1, 13— 1) ebenso wie Ay, zu § gehort, so
ist G,5 ein Eckpunkt von &, fiir den der Fall A) vorliegt,
sodaB3 gemidfBl Nr. 39 ein elementarer zy-Umbau von & még-
lich ist.

46. DemgemiB konnen wir fernerhin annehmen, der Punkt U,
den wir nun mit A3 = (£, 12, {3 + 1) bezeichnen, gehére zu H
(vgl. Fig. 7). Von Gy, aus in positiver z-Richtung wandernd be-

82 Man beachte, daB8 der Punkt (£,, 74, {15) ebenso wie (54, 1y, {1 + 1)
zu §) gehort.
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stimmen wir dann Gy, = (§14, 112, {1) unter den zu & gehérenden
Punkten (x, 14, {1) als denjenigen mit groBter x-Koordinate, so-
daB (da (E; + 1, 712, $q) ebenso wie (§; + 1, 74, {y) zu H gehort)
£, <61, S8 gilt® und Hyy = (&4 + 1, M12, §;) cin Punkt von
9 ist. Ferner sei Hyg = (£14, 14 + 1, {3— 1), wobei A4 offenbar
ebenso wie A, zu § gehort. Ersichtlich ist Gy, ein Eckpunkt von
&, fir den Fall B) vorliegt, da der Punkt Py = (E14, N12 + 1,
{;1—1) ebenso wic G4 zu & gehort. Ein elementarer zy-Umbau U
kann nun so ausgefithrt werden, dal die Gitterpunkte (, 715, Cy)
mit £, < x < Eq,, das sind die Gitterpunkte der Strecke GGy

Fig. 7

iibergefiihrt werden in die Gitterpunkte (x, 44+ 1, {; —1), also
in die Gitterpunkte der Strecke /7;/75. (Der vom Umbau8t U
betroffene Eckpunkt ist der Punkt G 14.)

Es ist also allemal, ob nun fir den Eckpunkt G, der Fall A)
oder der Fall B) vorliegt, die Méglichkeit eines elementaren zy-
Umbaues von & festgestellt. Damit ist Satz 17 — gemiB Nr. 36.
also auch der Hauptsatz 15 — bewiesen.

8 AuBerdem gilt, wenn 7y, > 7, ist, £,, < &,, da dannder Punkt (§,, 115, 1)
ebenso wie A, zu §) gehort. Dieser Fall 9, > 7, ist in Fig. 7 dargestellt (wo-
bei 115 — 7, = 1 gewihit ist), wihrend im Falle 7, = 7, offenbar Gy, mit
G, zusammenfallt.

84 Nach unserer Typeneinteilung (vgl. Anm. 8o) gehort dieser Umbau zum
Typus L.
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§ 10. Rekursionsformeln fiir Anzahlen gewisser Gitterpunktmengen.

47. In der vorangegangenen Note I wurde gelegentlich eine
Rekursionsformel fiir Anzahlen von Partitionen erwahnt85, Das
Folgende betrifft verschiedene Verallgemeinerungen dieser
Formel.

Vorausgeschickt sei, dal wir die bereits an fritherer Stelle
(vgl. Anm. 10) verwendeten Bezeichnungen

bCa bzw. b a

dafiir, daB b Teilmenge, bzw. echte Teilmenge von a ist, jetzt
(wie schon in Nr. 18) fiir den Fall heranzichen, daB3 a und b kom-
primierte Gitterpunktmengen sind. Dabei soll auch die leere
Menge o zu den komprimierten Gitterpunktmengen gerechnet
werden und dabei o & a fiir jede komprimierte Gitterpunkt-
menge a gelten.

Der Grad einer komprimierten Gitterpunktmenge a werde mit
m (a) bezeichnet; also: m (8}) = m, (o) =o.

48. Die einer n-dimensionalen Gitterpunktmenge a = &7 ge-
mif Nr. 4 zugeordneten # Partitionen von 2 sollen mit YV (&%)
(v =1, 2, ..., ) bezeichnet werden.

Jede (% — 1)-dimensionale Gitterpunktmenge, die etwa im
Raum der Koordinaten xy, .. .,x,_, liegen mége, kann natiirlich
auch als z-dimensionale Gitterpunktmenge angesehen werden,
fiir deren samtliche Punkte x, = 1 ist. Wird in dieser Weise eine
Menge 8771 als #-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge
aufgefaBt, so ist die zur n-ten Koordinate x, gehdrige Partition
U (KT = (m), da ja al® =m, af) =o fir p>1 ist.

49. Ersichtlich gilt flir jede #-dimensionale komprimierte Git-
terpunktmenge &7, vom Grad  die Beziehung

SRS I ()

wenn J" () die Menge bedeutet, die aus allen M/ = m™ Gitter-
punkten mit 1 Sx, <m (v =1, ..., n) besteht. Es gibt also zu

8 Vgl. L. c. ®, Anm. 2, Formel (1), S. 23 sowie im Folgenden in Nr. 54 die
Formeln (27), (28).
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gegebenem 7 und 7 eine komprimierte Gitterpunktmenge 3" (),
die alle Mengen &7, enthilt %,

50. Sei 7 =1, m > 1 und sei &, eine komprimierte Gitter-
punktmenge im x, . . . x,-Raum. Sei ' = (87,), die Menge, die
aus allen in x; = 1 liegenden Punkten von &7 besteht8?; es
werde dann die Menge der nicht zu ¥’ gehérenden Punkte von
&7 parallel zur x;-Achse in negativer Richtung um eine Ein-
heit verschoben, also so, daB jeder dieser Punkte (xy, x,, ..., x,)
durch den Punkt (x; — 1, 2,, . . ., x,) ersetzt wird. Die so ent-
stehende Menge heifle +’. Offenbar sind sowohl £’ wie die ,,Rest-
menge‘‘ ¢’ selbst komprimierte Gitterpunktmengen (wobei £’ als
(7 — 1)-dimensional aufgefaBt werden kann88) und es ist

(et (19)
sowie

m(EY=1, m@)+m@') =m. (20)

So wie aus &7, die der Beziehung (19) geniigenden kompri-
mierten Gitterpunktmengen ' und ¢’ herleitbar sind, so kann man
umgekehrt ausgehen von einer beliebigen (% — 1)-dimensionalen
komprimierten Gitterpunktmenge B’, deren Grad m (f') die
Ungleichung 1 < m(8') < m erfillt, — gelegen in der Ebene
%, =1 desx; ...x,-Raumes, — sowie von einer der Bedingung
(19) geniigenden komprimierten Gitterpunktmenge ¢’ vom Grad
m—m(¥'). Wird dann ¢’ in der positiven x;-Richtung um eine

8 Im allgemeinen wird dasselbe, wie die in obiger Weise erkliarte Menge
I (m), bereits eine komprimierte Gitterpunktmenge wesentlich niedrigeren
Grades leisten. So sind beispielsweise fiir 7z = 2, 2 = 4 alle .ﬁi als Teilmengen
in der komprimierten Gitterpunktmenge enthalten, die aus den 8 Punkten
(1, y) fiir 1 <y < 4, (1, 1), (7, 1) fiir 2 <x =< 4 besteht. Die im Text ge-
nannte Menge ist nur deshalb fiir 37 () gewihlt, weil sie sich am einfachsten
kennzeichnen 1a8t.

87 In derselben Weise 1ifit sich fiir jedes v (1 = v =< 2) eine Menge
V) = (&7 ), als Durchschnitt von &7 mit xy = 1 einfithren.

88 Zu den o-dimensionalen Gitterpunktmengen ist auler der Menge o nur
die aus einem einzigen Gitterpunkt bestehende komprimierte Gitterpunki-
menge e zu zihlen; im Falle # = 1 liegt wegen m = 1 fir ¥’ notwendig der
letztere Fall ' = e vor.
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Einheit verschoben und die Vereinigung dieser Menge mit ' ge-
bildet, so entsteht eine z-dimensionale komprimierte Gitterpunkt-
menge &7, vom Grad 7 und offenbar kann jede &7, auf diese Art,
u. zw. genau einmal, hergestellt werden #°.

Die Bildung von ¥’ und ¢’ aus 8, 146t sich auch auf »m =o,
&7 = o ausdehnen und liefert dann natiirlich ¥’ =1’ =

51. Sein = 1, m > o. Es bedeute g’ eine (#z — 1)-dimensionale
in der Ebene x; = 1 des x; ... x,-Raumes gelegene komprimierte
Gitterpunktmenge von einem Grad 2 (g') = 0. Es werde mit
I'* (m) die Gesamtheit aller komprimierten Gitterpunktmengen
K1, ferner mit I'"(m; g') die Gesamtheit aller jener komprimier-
ten Gitterpunktmengen &7 bezeichnet, fir welche die soeben in
Nr. 50 erklirte Menge ¥’ = (&7,), der Bedingung

=@ S (21)

geniigt®s. Mit P™ (m) werde die Anzahl aller &7, tiberhaupt,
ferner mit 2" (m; g’') die Anzahl der zu I'" (s2; g') gehdérenden
Mengen &7, bezeichnet %°.

Fir m = o besteht natiirlich die Gesamtheit I'(0) — und eben-
so die Gesamtheit I'"(0; g¢') fur jedes beliebige ¢’ — aus der einen
Menge o und dementsprechend ist

P*(0) =1, P (o;g')=1. (22)

89 In etwas allgemeinerer Weise konnte fiir irgend eine ganze positive Zahl
a die Teilmenge B/ der in 1 < x, < « liegenden Punkte von ﬁ:;l sowle thre
,,Restmenge“ t' betrachtet werden, wobei (19) zu ersetzen wire durch
('), ©¥ (a), wenn unter E’ (¢) jene Menge verstanden wird, die aus den
in x1 = a liegenden Punkten von ¥’ durch Paralleherschxebung um gz — 1
in negativer x,- Richtung entsteht.

88 Analog ist I' (m2; ¢V durch E™ € ¢ gekennzeichnet; vgl. Anm. 87.

90 Nach den eingefithrten Gesichtspunkten kann man natiirlich sehr leicht
auch diejenigen 7, kennzeichnen, fiir welche £’ gleich einer vorgegebenen
(7 — 1)-dimensionalen komprimierten Gitterpunktmenge g ist: Jede solche
K7 ist ja (bei festgehaltenem g) vollstindig durch die zugehorige Restmenge
t’ charakterisiert und diese Mengen t' bilden nichts anderes als die Ge-
samtheit I'" (s — 22 (g); g). DemgemiB ist P7™ (m — m (g); g) die Anzahl
der komprimierten Gitterpunktmengen &7 mit f = g.

Minchen Ak. Sb. 1940 II/III 10
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Wenn wir die leere Punktmenge o und die Gradzahl » = o mit
einbezogen haben, um bei spiteren Betrachtungen zusitzliche
Bemerkungen sparen zu kdnnen, so treffen wir aus dem gleichen
Grunde noch gewisse Festsetzungen fiir 7 < 0. Es sollen nam-
lich fiir 7z << o die Gesamtheiten I"*(#2) und I'*(m2; ') fiir jedes
g’ Do als leer angesechen werden und es ist demgemal

Pr(m) =0, P"(m;g')=o fir m <o, g Do. (23)

Hingegen wird zweckmiBiger Weise I'™(#2; o) fiir #2 < o liber-
haupt nicht eingefiihrt; und da I'"*(s; o) fir 7 = 1 leer ist und
fiir 2 = o aus o allein besteht (s. 0.), ist demgemiB

P*(m;0)=o0 fir m>o0, P"(0;0) =1
P™ (m; o) nicht definiert fiir 72 < o.

(24)

52. Seig’ 2 o gegeben. Seim = o. Fiir eine der Bedingung (21)
genligende &7 seir die geméfB Nr. 50 gebildete Restmenge. Nach
dem dort Gesagten hat bei gegebenem B’ die komprimierte 7-di-
mensionale Gitterpunktmenge r vom Grad # — z (8') nur der
einen Bedingung (19) zu geniigen, die nichts anderes besagt, als
daB v zur Gesamtheit I'" (2 — m2 (F'); ') gehort. LaBt man also
£’ alle (# — 1)-dimensionalen komprimierten Gitterpunktmengen
C ¢’ durchlaufen, 148t man ferner fiir jedes £’ die Menge ¢ die Ge-
samtheit I'" (2 — 22 (£'); B') durchlaufen, so erhilt man (durch
Vereinigung zugehériger ' und ¢ in dem in Nr. 50 beschriebenen
Sinn) jede zu I'" (s2; ¢') gehérende K7, u. zw. jede genau ein-
mal. Man hat daher®, wenn wir noch anstelle von g', ' ein-
fach g, f schreiben:

Satz 18. Die Anzahl P™(m; g) jener Mengen &7, fur
welchedieinNr.50 erklarte Menge (87); S g ist, genligt
der Rekursionsformel

P (m; g) = X P"(m— m(E); B). (25)

tCg

91 Man beachte in (25) fiir »z > 0, daB der auf £ == o beziigliche Summand
gemiB (24) von selbst null wird, Fiir 72 = o aber ist, ob nun g 3 o oder = o
ist, stets der eine auf B = o beziigliche Summand gemiB (22) gleich 1, wih-
rend im Falle g D o die iibrigen (auf alle f mit o C¥ C g beziiglichen) Sum-
manden gemiB (23) null werden. Die fiir m = o, g 2 o hergeleitete Formel
(25) gilt iibrigens wegen (23) auch fiir = < 0, gD 0.
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53. Wihlt man fiir g die in Nr. 49 erklirte Menge 3" (),
so wird ¥ in (23) Giberhaupt alle (z — 1)-dimensionalen kompri-
mierten Gitterpunktmengen von einem Grad < # durchlaufen 92;
es wird dann '™ (m; q) = I'™ (m) und aus Satz 18 wird

Satz19. DicAnzahl P*(m)aller n-dimensionalenkom-
primierten Gitterpunktmengen &), vom Grad 7 geniigt
der Formel

P*(m) = > P"(m— m (£); B), (26)
f

wobei die Summation iiber alle (# — 1)-dimensionalen
komprimiertenGitterpunktmengenfzuerstreckenist®,

54. Im Falle 2 = 2 erkennt man in (25) und (26) einfache For-
meln zwischen Anzahlen von Partitionen gegebener Zahlen. Fiir
n = 2 stellt ja eine in 2, = 1 gelegene (# — 1)-dimensionale kom-
primierte Gitterpunktmenge g vom Grad #:(g) = g nichts anderes
als die Menge der g Gitterpunkte (1, x,) mit 1 <x, < g dar;
P%(m, g) aber fillt zusammen mit der Anzahl £, () derjenigen
Partitionen (2, a,, - ..) der Zahlm, fur welche g > a2, 2a, 2...
gilt, wiahrend P2 () gleich der Anzahl P () aller Partitionen
von . ist. Aus (25) und (26) wird also

9
P, (m) = M P(m—Fk) 7
k=0
und
P(ny= N P, (m—k), (28)
h=0

wobei (28) in (27) fiir ¢ = m enthalten ist®. Der erste, £ =o0
entsprechende Summand in (27) ist gemiB (24) gleich 1 oder o,

92 Mengen ¥ € g mit einem Grad 72 (£) > » kann man in der Summe (23)
wegen der Festsetzung (23) von vorneherein weglassen.

9 Offenbar gilt (26) auch fiir 72 < 0, wobei der Summand mit £ = o ent-
fallt. Im Falle 72 = o kann man die Summation selbstverstindlich (vgl.
Anm, 92) auf Mengen f von einem Grad = 7z beschrinken.

4 Man kann die Zahlen P () fiir g = 0, — 00 << 72 < -+ 00 tabellarisch
so angeordnet denken, dal den einzelnen Kolonnen die Werte g = 0, g =1,
10¢
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je nachdem 2 = o oder » > o ist, kann also im letzteren Fall
weggelassen werden. Man erhilt dann die Formel in der frither 8
erwihnten Gestalt.

55, Man kann natiirlich in Verallgemeinerung der Definitionvon IT'? (s2; ()

auch allgemeinere Gesamtheiten, wie Tn(2; g/, ..., g‘P) einfiihren, die —
anstelle nur einer Bedingung nach Art von (21) — durch  Bedingungen

EMC g™ (1=v=p)
gekennzeichnet sind.
Auch die Bildung der zu einer gegebenen Menge &7 gehérenden Mengen
£ und ¢ ist nur ein Sonderfall des folgenden allgemeineren Verfahrens,
Von den Koordinaten z,, ..., x, seien p herausgegriffen (1 < % < #); es

seien dies etwa die Koordinatenx, (v =1, ..., ); esseien fiir jedesv (1 Sv = )
gewisse der Ungleichung

1 §7\V’1<7\v,2< "'<7\V,hv
geniigende ganzzahlige Werte Ay , gewihlt (£, = 1). In eine Menge f werde

ein Punkt (§,,...,&,) dann und nur dann aufgenommen, wenn der Punkt
mit den Koordinaten

xv=7‘v,5\,(1§\'§ﬁ)» ry=Eby(pt+1<v=En)

zu & = {7 gehort. In eine Menge r aber werde (&, . . ., £n) aufgenommen,
wenn der Punkt

Ty =py,s, 1 =2vEP), 2y=8,(p+1<v=7)

zu & gehort, wobei py 1, py, 2, - . . diejenige Zahlenfolge bedeute, die aus
der Zahlenfolge 1, 2, 3, . ... nach Streichen der Zahlen Ay 1, %y 2,. . Ay hy
iibrig bleibt. Die oben genannten Mengen ', ¢’ entsprechen dann dem Fall
p=1h1=1,% =1

g£=2,.... und den Zeilen die Werte von »: ..... , m=-—1, m =0,
m=1,m=2,..... entsprechen; in jeder Zeile fiir ein negatives 2 stehen
dabei gemiB (23) und (24) in den Kolonnen fiir ¢ = 1 lauter Nullen, wihrend
der Platz in der Kolonne fiir ¢ = o leer bleibt; in der Kolonne fiir g = o0
steht gemaB (24) in der Zeile fiir 72 = o die Zahl 1, in allen folgenden Zeilen
(fiir 72 = 1) eine Null.

Man kann dann Formel (27) folgendermaBen deuten: Um der Reihe nach
fiir m = o, 1, 2, ... . die Zahlen der s-ten Zeile zu gewinnen, wenn die vor-
hergehenden Zeilen schon bekannt sind, ziehe man beginnend mit dem An-
fangsglied der m-ten Zeile eine diagonal nach rechts oben verlaufende Linie.
Bildet man von der Zahlenfolge, die auf dieser Diagonale steht, die Summen-
zahlen, so erhilt man die Zahlen der m-ten Zeile, die natiirlich von g = m
an sich nicht mehr dndern (und = 2 (#2) sind).

8 Vgl Note I (1. c. 3), Anm. 2, Formel (1), diese Sitz.ber. S. 23.
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56. In Nr. 51 ist die Gesamtheit I'™ () aller komprimierten
Gitterpunktmengen &7 einer Art Klassifizierung unterworfen
worden beziiglich ihres Durchschnittes ¥’ mit der Ebene x; = 1.
Man kann innerhalb I'® (#) auch klassifizieren im Hinblick auf
eine der Partitionen %V = YV (K%) (vgl. Nr. 48), die zu einer
{7 gehoren. DemgemiB moge etwa, wenn B’ = (b7, by, .. .)
eine vorgegebene Partition von m ist®, mit I'" (m; B') die Ge-
samtheit aller komprimierten Gitterpunktmengen &7, bezeichnet
werden, fur welche Y’ (87) = B’ ist, und eine analoge Bedeu-
tung moge I'™ (m2; BY) haben?®. Mit P™(m; BY) werde die
Anzahl der zur Gesamtheit I'"(72; B)) gehérenden Gitterpunkt-
mengen bezeichnet ?8, Natiirlich gilt

Satz20.Die Anzahl P"(m)aller komprimierten Gitter-
punktmengen & geniigt der Formel

P (m) = %” P™(m; B), (29)

wobei die Summe Uber alle Partitionen % der Zahl
zu erstrecken ist.

57. Man kann die beiden Klassifikationsprinzipien, von denen
wir in Nr. 56 gesprochen haben, auch kombinieren. DemgemaQ}
werde mit I'™ (m; BY; g*) die Gesamtheit jener &7 bezeichnet,
die den beiden Bedingungen

Q[(v)(gztn) — %(v),
A c g(l)

96 Selbstverstindlich ist &; = b; = .. .vorauszusetzen, da anders geordnete:
Partitionen bei einer komprimierten Gitterpunktmenge nicht auftreten:
konnen.

%7 Falls eine Partition B zahlenmiBig vorliegt, wird natiirlich die Koordi-
nate x, auf welche sich die Partition B = %M (&7 ) bezieht, besonders er-
sichtlich zu machen sein; andererseits kann in einem solchen Fall die Angabe-
der Zahl 72 unterbleiben, die ja aus den Zahlen der Partition B *) abgelesen:
werden kann. Man wird also beispielsweise, wenn # = 3, m = 13;. v.= 2,.
B’ = (7, 4, 2) ist, schreiben: I'3 (A" = (7, 4, 2)) oder I‘g (7, 4, 2) odgl.

®8 Da diese Anzahl offenbar unabhingig davon ist, um welche Koordinate:
Zy es sich handelt, so konnte etwa in dem in Anm. 97 erwihnten Beispieli
einfach 23 (7, 4, 2) geschrieben werden. Der Wert von P2 (7, 4, 2)ist:ibrigens.
70; vgl. Nr. 65, Formel (43).

Fir »# = 2 ist natiirlich 22 (m; B) = 1 fiir jede Partition B der:Zahl m.
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geniigen; die Anzahl dieser &7, heiBle P" (m2; BY; g¥). Natiir-
lich gilt
P (m; gW) = X P (m; DO g, (30)
B ()
wobei B alle Partitionen von » durchliuft 2°.

Es ist aber fiir die fraglichen Gesamtheiten I' ebenso wie fiir
die zugehérigen Anzahlen £ von Wichtigkeit, obv 5= Aoderv = A
ist. Wir beginnen (in Nr. 60) mit dem ersten Fall, wobei notwen-
dig 2 2 2 ist und wobei wir etwa v = 2, A =1 setzen; doch sei
vorher noch eine spiter verwendete Bezeichnung eingefiihrt.

58. Es scien ¥ = (a4, @g, ..., @) und B = (&4, by, ..., &)
zwel Systeme von je £ nicht-negativen Zahlen (£ = 1), wobeli es
jeweils auch auf die Anordnung innerhalb des Systems ankommt

(die nicht notwendig der Gréfe nach getroffen sein muB}). Wir
setzen dann

Q[_% =(a1_—61’ ey ah_bk)
und wir wollen

ANPB oder B«U (31)

schreiben, wenn alle Ungleichungen a, = 4, gelten, also U — B

"=

selbst ein System nicht-negativer Zahlen ist; dabei bedeute
U >» P, (32)

daB} zwar durchwegs @, = 6, aber nicht durchwegs a, =16,
ist100,

9 Diese fiir 7z = 1 entwickelte Formel behilt auch fiir 22 < o Geltung;
u. zw. zunichst fiir »2 = o, wenn man der Zahl o eine einzige Partition
B = (0,0,...)zuweist und Y V) (o) = B ,, demgemiB P"(0;B4; g) = 1 (fiir
jedes g 2 o) setzt; fiir m << o aber, wo man die Formel auf g 3 o beschrinkt
(vgl. Nr. 51), bleibt die Summe rechts leer, da es keine Partitionen von
gibt, und hat also den Wert o, den auch die linke Seite von (30) gemi8 (23) hat.

100 Derartige Beziehungen spielen bereits bei fritheren Betrachtungen her-
ein (vgl. Note I, l.c. 3, Nr. 13, S. 34, 35). Es wiirde nahe liegen, statt (31)
bzw. (32) einfacher ¥ = B bzw. Y > B zu schreiben, was sich aber deshalb
verbietet, weil wir die Beziehungen (31), (32) nachher insbesondere bei Par-
titionen U, B anwenden wollen, fiir Partitionen aber die Zeichen = und >
schon in anderer Bedeutung verwendet werden (vgl. Monatshefte, 1. c. * und
die folgende Note III).
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59. Die eingefithrte Bezeichnung kann beniitzt werden, um bei zweidimen-
sionalen komprimierten Gitterpunktmengen a, b die Beziehung 6 Ca (vgl.
Nr. 47) etwas anders auszudriicken. Sind nimlich a, b zwei in der x, x,-Ebene
gelegene komprimierte Gitterpunktmengen vom Grad p bzw. ¢, sind ferner

A () =A%, A (a) =Ny,
A'(B) =B, A" B =D

die zugehorigen Partitionen (vgl. Nr. 48), wobei ¥, und %,, bzw. B, und B,
zu einander konjugierte Partitionen von p bzw. ¢ sind (u. zw. solche, die der
Grofie nach fallend geordnet sind), dann ist beispielsweise die komprimierte
Gitterpunktmenge a durch Angabe der zugehorigen Partitionen U, , ¥, véllig
festgelegt1%1; und da diese Partitionen einander eindeutig bestimmen, so ist a
durch Angabe einer dieser Partitionen bestimmt. Mit b € a gleichbedeutend
ist dann, wie man leicht feststellt, jede der beiden Aussagen %, & U; oder
B, K A,; analog ist mit b Ca jede der Aussagen B, U, oder B, (WU,
gleichbedeutend 102,

60. Wir kommen zum ersten der am Schlul3 von Nr. 57 erwihn-
ten Fille. Sei also # > 2, m > 1, ferner 8" = (4, b3, ...) eine
Partition von 72 und g’ eine in der Ebene x; = 1 gelegene (z—1)-
dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge. Angenommen,
es sei die Gesamtheit I'* (s2; B''; g') der durch

U (@5) =B, @naSs’

gekennzeichneten komprimierten Gitterpunktmengen nicht leer
und es sei & = & eine ihr zugehodrige komprimierte Gitter-
punktmenge.

GemilB Nr. 50 bilden wir ¥/ = (.ﬁ‘ )3 und die zugehorlge Rest-
menge t'. Es sei A" (') = (¢, ¢3, . ) Da é die Anzahl aller
Punkte von & in x, = p ist, ferner #,, die Anzahl aller Punkte
von & in x; = 1, x4 =, so muf z‘;,f < b;il’ d. h. (vgl. Nr.58)

A (E')y & B (33)

101 Fiir eine Dimensionszahl # > 2 gilt das nicht. Es geniige hiefiir auf
Anm. 71 hinzuweisen. ‘

102 Diese Bemerkung kann man beniitzen, um die Summation in Formel (23),
Nr. 52, fiir den Fall # = 3 etwas anders zu beschreiben. Nimmt man wie dort
an, es liegen die Mengen g, f in der Ebene x, = 1, in der die einzelnen Punkte
durch ihre Koordinaten x,, x 5 gegeben sind, so ist zur Festlegung einer in die-
ser Ebene gelegenen komprimierten Gitterpunktmenge a irgend eine der Par-
titionen A'’ (a) oder '’ (a) ausreichend. Setzen wirl'’ (g) =B, U (F) = W,
so ist die Summe in (25) iiber alle MW K B zu erstrecken.
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sein. Fir ¢’ gilt dann

QI/I (rl) — ?BII'_QIII (E/),

1), C P (34)

Und da t’ komprimiert ist, mussen die Zahlen von A’ (¢") der
GroBe nach fallend geordnet sein:

Bl syl 0s

v

o, (339)

eine Bedingung, in der dic Bedingung (33) mit enthalten ist.

Tede zu ' (m;B'"; g') gehérende &7, kann offenbar gewonnen
werden, — u.zw. genau einmal, — wenn man £’ alleder Bedingung
(35) geniigenden (z — 1)-dimensionalen komprimierten Gitter--
punktmengen durchlaufen 1dBt, wenn man ferner ¢/ (zu jedem ")
alle den Bedingungen (34) gentigenden Mengen durchlaufen
1a8t; diese letzteren Mengen ¢’ bilden die Gesamtheit

L™ (m—m (); B —A"E); E).
Man erkennt daraus die Richtigkeit der Formel

Pr(m; B ¢") = X Prim—m¥); B — U ({E); ¥), (36)

t'Cg’

wobei F' alle in x, = 1 gelegenen komprimierten Gitterpunkt-
mengen zu durchlaufen hat, die der Bedingung?’ C g’ und auler-
dem der Bedingung (35) geniigen, wenn %" (£') = (¢}, 23, ...)
gesetzt ist. Man kann aber die Forderung, dafl (335) erfillt
sei (einschlieBlich der darin enthaltenen Forderung (33)) weg-
lassen, wenn man die Festsetzung trifft, daB das Zeichen
'™ (m; BY; g9) stets eine leere Gesamtheit, also P™(mz2; BY; g*)
die Null bedeuten soll, wenn fiir B ein Zahlensystem ge-
nommen wird, in welchem die Zahlen bg’) nicht der Bedingung
6\ 26 = ... 2 o geniigen, sodaB entweder nicht alle 6§’ > o
sind, oder die éf,‘f’ nicht der GréBe nach fallend geordnet sind.
So wie gezeigt wurde, dafl die Summe in (36) nicht lauter
Summanden null hat, wenn I'" (m; B''; g') nicht leer ist, so ist
umgekehrt zu sehen, dal wenn es zu gegebenem » > 1, B’ und
g'eint’ C g’ gibt, fur das P*(m —m('); B —A" (E');8') >0
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ausfillt, dann auch I'* (m2; B'’; ¢') nicht leer sein kann. Ist also
'™ (m; B'"; g') leer, so enthdlt die Summe in (36) keinen Sum-
manden > 0, es gilt also (36) auch in diesem Fall1%,

61. Nimmt man fiir g’ die in Nr. 49 erklarte Menge 3" ' (),
so wird offenbar I'" (m; B''; ¢') =T'"(m; B'"); aus (36) wird

dann

Pron; D) = X Pron—m(); B —WE)E), (37)

wobei B’ alle in x; = 1 gelegenen (# — 1)-dimensionalen kom-
primierten Gitterpunktmengen von einem Grad m (') < m
durchlauft.

62. Wir kommen zum zweiten der am SchluBl von Nr. 57 ge-
nannten Fille. Wir wollen v =A =1 annehmen, beschiftigen uns
also mit der Gesamtheit I'" (; B"'; '), wobei B’ = (b1, b5, ...)
sei. Ist diese Gesamtheit nicht leer und &), = & eine ihr zu-
gehérige komprimierte Gitterpunktmenge, so gilt fiir den Durch-
schnitt#’ von & mit x; = 1 jedenfalls » (£) =4, also wegen £’ S ¢’
notwendig

by < m(g"). (38)

Die gemiB Nr. 50 gebildete Restmenge ¢’ genligt dann den Be-
dingungen

St W (E)=2,

wenn (b5, b3, ...) =B, gesetzt wird. Es gehort also ¢/ zur Ge-
samtheit '™ (m — m (8'); B ; £'). Offenbar erhilt man jede
Menge & aus I'"(m; B'; ¢'), u. zw. genau einmal, wenn man
’ alle (# — 1)-dimensionalen komprimierten Gitterpunktmengen
vom Grad &), die € g’ sind, durchlaufen 148t, ferner ¢’ alle
Mengen aus '™ (m —m (8'); B,; B'). Daraus ergibt sich die
Richtigkeit von

103 Auch (36) 14Bt sich auf 7 = o ausdehnen: Fiir 72 = o0, g 2 o hat man
(vgl. Anm. 9g) eine einzige Partition ¥, der Zahl o und in (36) rechts zufolge
der eben getroffenen Festsetzung lauter verschwindende Summanden mit Aus-
nahme des einen Summanden P7(0; B ,; 0) = 1, der sich fiir ' = o ergibt.
Auf m < o laBt sich (36) nicht ausdehnen, weil es dann keine Partition 8"/
von 7z gibt.
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Satz 21. Die Anzahl P"(m; B’; g') jener Mengen &,
fiir welche Y/ (’2) =B’ = (61, b3, b5, .. .) und (82), S ¢’
ist, geniigt der Rekursionsformel

Prm; B'5") =2 P m—mE); By 1), (39)

wobei By = (b, b5, . ..) ist und die Summe iber alle
(» — 1)-dimensionalen komprimierten Gitterpunkt-
mengen £’ zu erstrecken ist, die den Bedingungen

treg, m@E) =4 (40)
geniigen.

Nattirlich fallt die Summe leer aus, wenn (38) nicht erfiillt ist,
und beide Seiten von (39) sind dann null,

63. Wenn im besonderen 2 (g') = 4, ist, dann ist (40) nur
so zu erfiillen, daB ¥’ = ¢’ genommen wird und wir er-
halten

Satz 22. Ist B’ = (b, by, ...) eine — der GréBe nach
absteigend geordnete — Partition von m und ist g’ eine
(n — 1)-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge
vom Grad m(g') = é;, dann ist

Pr(m;®B';g") =P (m—m(g'); Biig"), (41)

wobei B’ = (by, ...) gesetzt ist. Fiir jede Menge & aus
T (m; B'; ¢') ist dann (&), =¥’ gleich g'.

64. Offenbar erhilt man nun die Gesamtheit aller komprimier-
ten Gitterpunktmengen aus I'" (m; B'), wenn man alle Gesamt-
heiten T'™ (m; B'; ¥') vereinigt, in denen ¥’ =g’ irgend eine
vorgegebene (7 — 1)-dimensionale komprimierte Gitterpunkt-
menge vom Grad &; ist, sodaB3

Pr(m; B') =2 (m; B'5g")
gl

gilt, wenn die Summe uber die ebengenannten Mengen g’ er-
streckt wird. Unter Beachtung von Nr. 63, Satz 22, erhilt man
daraus den
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Satz 23. Die Anzahl P"(m; ') der der Bedingung
W(RE) =L’ genligenden Mengen &7 ist gegeben durch
die Formel

Pr(m; ') =2 P (m—m(g');By;g'), (42)
a’

wobeidie Summe tiber alle (# — 1)-dimensionalen kom-
primierten Gitterpunktmengen g’ vom Grad é; zu er-
strecken ist.

65. Als Beispiel fur die Anwendung der entwickelten Rekur-
sionsformeln schreiben wir die Partition ' = (7, 4, 2) vor und be-
rechnen P3 (7, 4, 2), das ist die Anzahl aller 3-dimensionalen kom-
primierten Gitterpunktmengen & vom Grad » = 13, fiir welche
eine der Partitionen M (R), etwa U’ (K), gleich der vorgeschrie-
benen Partition (7, 4, 2) ist. Da » = 3 ist, brauchen wir, um (42)
anzuwenden, alle 2-dimensionalen komprimierten Gitterpunkt-
mengen g’ vom Grad 7. Eine (in x; = 1 gelegene) 2-dimensionale
komprimierte Gitterpunktmenge g’ 146t sich nun sehr einfach
durch Angabe einer der beiden Partitionen U’ (g"), U'"'(g), etwa
durch %" (g) festlegen1%%. Nun geht durch bloBe Vertauschung der
beiden Koordinaten x, und x4 aus einer zur Partition 4" (g’) =B
gehodrigen komprimierten Gitterpunktmenge ¢’ eine andere kom-
primierte Gitterpunktmenge g’ hervor, fiir welche 24" (g5,) gleich
der zu B konjugierten Partition B~ ist. Fur zwei 2-dimen-
sionale komprimierte Gitterpunktmengen g’ vom Grad 6; = 7,
die durch konjugierte Partitionen B, 8 —' gekennzeichnet sind,
muB also P3 (m—7;B,; ¢') denselben Wert haben. Statt also die
Summe in (42) iiber alle 15 Partitionen &8 von 7 (als Reprisen-
tanten der zugehoérigen zweidimensionalen komprimierten Gitter-
punktmengen vom Grad 7) zu erstrecken, kann man von zwei
Partitionen von 7, die zu einander konjugiert und von einander
verschieden sind, nur die eine aufnehmen und die Summe S’/
der zugehérigen Glieder doppelt nehmen, wozu dann noch die
einfache Summe S’ tiber die zu sich selbst konjugierten Parti-

104 Die andere, A" (g'), ist dann die zu A" (g') ,,konjugierte’* Partition
p e} g JUug:
von b, = 7.
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tionen B tritt. Dementsprechend erstrecke sich in unserem Falle
(Gradzahl 7) S' auf die 7 Partitionen

By=7) By=(6,1), By=(52), By=(51%,
S’BE = (4: 3)) %6 = (4-: 2, 1); éB'7 = (327 1),

wahrend S’ nur den einen auf
By =(4,1%)
beziiglichen Summanden hat und

P3(7,4,2) =28" + S’
ist.

Greifen wir nun beispielsweise in (42) jenes Glied », der
Summe S’ heraus, das sich auf die durch 83 = (5, 2) (gemil
A" (g") = Bs) charakterisierte 2-dimensionale Gitterpunktmenge
g’ = g, beziecht (die also aus den 7 Punkten (1, 1, z;) mit
1<x3<55,(1,2,x3) mit 1t <xg <2 besteht). Dam — 7 =6,
B = (4, 2) ist, so ist vy = P3(6; (4, 2)"; g4). Zur Berechnung
dieser Zahl haben wir gemiB (39) eine Summe iiber alle 2-di-
mensionalen komprimierten Gitterpunktmengen £’ zu bilden, die
den Bedingungen (40), also in unserem Falle den Bedingungen

B gl mE) =4

geniigen. Da g, durch %" (g;) = (5, 2) gekennzeichnet ist, so ist
leicht zu sehen, daB ' C g darauf hinauslauft, daB %'/ (£') < (s, 2)
ist (Nr. 88), was fur A" (f’) = W die drei Mdglichkeiten

SIB1 = (4» 0)» %2 == (3’ 1): $IB3 = (21 2)

ergibt; die zugehorigen 2-dimensionalen komprimierten Gitter-
punktmengen vom Grad 4 mégen £, £}, B, heiBen; Formel (39)
liefert dann

vy = wy + w, + wy,
wobei (wegen 6 — m (') = 2, B, = (2))

w, = P%(2;(2);¥,)) (v=1,2,3)
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ist. Jedes w, ist also die Anzahl derjenigen 2-dimensionalen®a
komprimierten Gitterpunktmengen [, die den Bedingungen

(ct,, m() =2

gentigen. Eine solche Menge [ ist charakterisierbar durch eine
Partition A"’ (1) der Zahl 2, die der Bedingung %" (f) <« B, ge-
niigt. Das gibt fiir v = 1 die eine Partition (2, 0), fiir v = 2 und
v = 3 die zwei Partitionen (2, o) und (1, 1), woraus sich w; =1,
w, = wg =2 und v; = § ergibt.

In dhnlicher Weise erhilt man v; =1, v, =3, vy = vy = 3,
vg =17, vy = vg = 6 und daher

S”=7/1+...+U7=32, S”=7/8=6

und

P3(7,4,2) =28" 4+ S' = 70. (43)

Um P3(m) fiir m = 13 zu berechnen, hat man gemil (29)
die Zahlen P2 (13; B) fiir alle 101 Partitionen B der Zahl 13 zu
berechnen. Wenn dies — ebenso wie soeben fiir = (7, 4, 2) —
fiir die {ibrigen 100 Partitionen ausgefihrt wird%%, erhilt man
als Summe?198

P3(13) = 2481. (44)

66. Man kann aus der Gesamtheit I'™ () aller komprimierten
Gitterpunktmengen &7 in noch etwas allgemeinerer Weise, als
bisher in diesem §, Teilgesamtheiten herausheben. Seien etwa
#1, - - P, nicht-negative ganze Zahlen. Fiir jeden Wert von
v (1 v <#») fir den p, =1 ist, sei ein den Ungleichungen

V> > >0

1043 Da die vorgeschriebene Partition ‘.B;: (2) nur eine einzige Zahl ent-
hilt, reduziert sich die Dimensionszahl notwendig von 3 auf 2.

105 Beispielsweise ist (was frither herangezogen wurde, vgl. Anm. 74)
P26, 5,2) = 34, P3(7,5,1) = 39.

106 Wegen weiterer Zahlenangaben sei auf die spitere Note ,,Systeme von
Partitionen und Gitterpunktfiguren 1V. Formeln und Tabellen verwiesen.
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gentigendes System B von p, ganzen Zahlen 63 (1 S < p,)
gegeben, mit einer Summe 7 (B M) < m; ferner seien die (7 — 1)-
dimensionalen Gitterpunktmengen g’, ..., ¢ gegeben, wobei
g™ in der Ebene x, = 1 gelegen sei. Sei (24, a¥’, ...) die zu
einer komprimierten Gitterpunktmenge £7, zugehorige Partition
AW (/™). Die Menge &7, werde dann zur Gesamtheit

'™ (m; B, ..., BM, g',...,g(n)) (45)

gerechnet (und die Anzahl der zu dieser Gesamtheit gehérigen
K7 werde mit

P (m; B, ..., B g L, g™)
bezeichnet), wenn die Mengen £ = (87), den Ungleichungen
E0) C g (46)
und die Partitionen AM (]87) den Gleichungen
a) = 8% fir 1 S p < p, 47)

geniigen. Fir diejenigen Indizes v, flir welche p, = o ist, sei
AWV (K7 keiner Bedingung unterworfen. Natiirlich fallt die Ge-
samtheit (45) leer aus, wenn unter den Zahlen 4% die Zahl null
vorkommt (ndmlich immer, wenn 2z > o ist, also abgeschen von
dem trivialen Fall 7z = 0). Aber auch sonst kann (45) leer aus-
fallen, z. B., wie nicht niher ausgefiihrt werden soll, wenn man
m==6,p,=0,B"=(3,2,1,B" =(4,2),¢" =g =3J2(6)
(vgl. Nr. 49) und g’ = derjenigen 2-dimensionalen komprimierten
Gitterpunktmenge wihlt, die durch %" (g') = (3, 1, 1) — oder
durch """ (g’) = (3, 1, 1) — gekennzeichnet ist. Ebenso wie die
Bedingungen (47) fiir diejenigen Werte v wegfallen, fiir die p, = o0
ist, so fallen die Bedingungen (46) weg (d. h. sind von selbst er-
fiillt) fiir diejenigen v, fiir welche g® = 31 () gewihlt wird.
Man erhilt also beispielsweise die in Nr. 60 betrachtete Gesamt-
heit I'" (2;B""; ¢'), wenn man p, =o fur v 2, m (B'") =m,
g™ = 3™ () fiir v == 1 wihlt. Ohne auf diese allgemeineren
Gesamtheiten sonst weiter einzugehen, werde nur fir den Fall,
daB B, ..., BYr Partitionen von m sind (0 < » < #) die
Formel
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P (m; BV, ., BV ") = (48)
_ 2 Pn(m _ m(fl); %(Vx)___gu(\’x)(f’)’ e %(Vr)_ﬁ(vr)(f’>; f’)

tlggl

erwahnt, wobei im Falle v; = 1 anstelle von B2 — QO (§")
die in Nr. 62 erklirte Partition B, zu setzen ist und im iibrigen
die fritheren Erlduterungen sinngemifB Platz greifen.

Diese Formel (48) stellt unter den hier angefiihrten Formeln
(vgl. Satz 18 bis 23, sowie (30), (36), (37)) die weitestgehende
Verallgemeinerung der in Note I, 1. c. % erwidhnten Rekursions-
formel (27) bzw. (28) flir Anzahlen von Partitionen dar.
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Tafel I (zu § 8, Nr. 32, 33)
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Tafel IIT (zu § 8, Nr. 35)
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