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Uber eine
mogliche Erweiterung des Gravitationsgesetzes.

1. Abhandlung.
Von A. Korn.

(Eingelanfen 4. Juli}

Einige Schwierigkeiten, welche der Allgemeingiltigkeit der
Newtonschen Form:
1 ”)2

m
K="
p

des Gravitationsgesetzes entgegenstehen, lassen sich heben,
wenn man das Gesetz in der Form:

K== te-nr

oder in der Form:

ol e—ur
a - - ) - - - -
K=—G- -mm, e .

1

annimmt, entsprechend einer Art von Absorption in dem die
Gravitation vermittelnden Zwischenmedium. Diese Fragen sind
in neuester Zeit von H. v. Seeliger angeregt und diskutiert
worden.?)

Die folgenden Untersuchungen sollen zeigen, dass auch in
der von mir aufgestellten Gravitationstheorie, welche auf der

) H. Seeliger, Astr. Nachr. 137, p. 129, 1895; Miinch. Ber. 26,
p. 873, 1896.

C. Neumann, Allg. Unters. iiber das Newtonsche Prinzip der
Fernwirkungen, Leipzig 1896,

‘)‘;#
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Theorie der universellen Schwingungen?!) beruht, eine solche
Erweiterung des Gravitationsgesetzes leicht zu begriinden ist
und zu einem mathematisch hiochst interessanten Problem fiihrt,
welches ich als das Problem der universellen Schwing-
ungen bel absorbierendem Zwischenmedium be-
zeichnen will.

Bei dem einfachen Problem der universellen Schwingungen
handelt es sich um die Auffindung der Eigenschwingungen
eines aus schwach kompressibeln Teilchen und einem idealen,
inkompressibeln Zswischenmedium zusammengesetzten Systems.
In den Gleichungen:

L
w={ smT?.:r
1) v=17T sini2v
= e
w== TVsinf—"n
= 72

fiir die Schwingungsgeschwindigkeiten des Systems milssen
U, V, W Ableitungen eines Geschwindigkeitspotentials @ sein:

2d
| g—
U = 3z
., 2@
A
Je

das 1m Innern der Teilchen der Gleichung:
a0 AD+ 12D =0,
in dem Zwischenmedium der Gleichung:

31 A D=0

1) A. Korn, Les vibrations universelles de la matiere. Ann. de
I'Ec. Norm. 20, 1903.
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geniigt, wobel &* mit der gesuchten Schwingungsdauer 7' durch
die Relation
a2

4) *=4an* 7%
verbunden ist (a* eine der Kompressibilitit der Teilchen zu-
gehirige Konstante).

& muss mit seinen ersten Ableitungen im ganzen Raume
eindeutig und stetig sein und im Unendlichen verschwinden.

Wenn wir nun eine Absorption des Zwischenmediums in
dem in den einleifenden Siitzen angedeuteten Sinne voraus-
setzen, so iindert sich beil der Stellung des Problems nur die
Gleichung 3%); dieselbe ist, wenn g eine der Absorptionsfihig-
keit des Zwischenmedinms entsprechende Konstante ist, durch
die folgende Gleichung zu ersetzen:

) AdD—p*P=0,

Indem wir die Gleichung 3) durch die Gleichung 5)
ersetzen, geht das Problem der universellen Schwing-
ungen in das allgemeinere Prohlem ,der universellen
Schwingungen bei absorbierendem Zwischenmedium?®
iber.

Almlich, wie dies fiir das einfache Problem moglich war,?)
werden wir auch fiir dieses allgemeinere Problem den Beweis
erbringen, dass stets eine unendliche Reihe positiver, unbegrenzt
wachsender Zahlen

PO Y S S
und entsprechender Funktionen
Dy, DY, Dy ... DF L.

existieren, welche als Lilsungen des Problemes zu betrachten sind.
Der Grundschwingung %3, @,, d. h. der Schwingung mit
kleinstem % entsprechen Pulsationen der einzelnen Teilchen,

) A. Korn, le problime mathématique des vibrations univer-
selles; Commun. de la Soc. Math. de Kharkow 1908. Wir bedienen uns
auch hier einer von H. Toincaré gegebenen Methode (Rendiconti del Cire,
Mat. di Palermo 1894).
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in ihr lhaben wir die Ursache der Gravitation zu erblicken.
Wiithrend sich fiir g == 0 fiir die Wechselwirkung zweier
Teilehen infolge dieser Grundschwingung das Gravitationsgesetz
in der Newtonschen Form ergibt, folgt bei von null verschie-
denem g fiir die Wechselwirkung ein verallgemeinertes
Gravitationsgesetz, das wir als das Schlussresultat dieser
Untersuchungen aussprechen werden.

I. Abschnitt.

Uber die universellen Funktionen bei absorbierendem
Zwischenmedium.

§ 1.

Wir stellen uus das folgende schr allgemeine Problem:

Is sei f eine mit ihren ersten Ableitungen in dem Innen-
raum i einer stetig gekriimmten, geschlossenen Oberfliche w
(die sich auch aus mehreren getrennten Teilen zusammensetzen
kann) eindeutige und stetige Funktion.

Wir suchen eine mit ihren ersten Ableitungen im ganzen
Raume eindeutige und stetige Funktion U, die im Unendlichen
verschwindet und den Bedingungen geniigt:

6 AU+ k* U=/ 1m Innenraume,)

6 { U — n*> U=0, im Aussenraume,

wenn £* und u? gegebene positive Zahlen vorstellen.

1) Die Untersuchung ist leicht auf den Fall anwendbar, dass (a)
allgemeiner so lautet:

AU U=f

und ¢2 eine iiberall von null verschiedene, im {ibrigen beliebige mit
ihren ersten Ableitungen im Innenraume eindeutige und stetige Funlktion
darstellt.
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Wir bilden successive die Funktionen:

—111

wy (9 8) = — | _ f/ &bt dr,
7)

—ur

1 . NG . .
uj(.'v,y,:)z-}—i;fuj_l(;,7;,{) . dr, (j=1,2,3...),

mdem wir unter » die Entfernung von (z, y, 2) nach einem
Elemente d 7 (&, %, ) verstehen.

Alle diese Funktionen sind mit ihren ersten Ableitungen
im ganzen Raume eindeutig und stetig und verschwinden im
Unendlichen; sie geniigen ferner den Gleichungen:

dag=pu*u, +f, ]
8 ] Ay = pu; —uj_q, im Innenraume,
(1 =1,2,3..))

im Aussenrawme.

|
[ Aoy = n*uy, ]
|

8 ] fuj = p*uy,
(J=123..)

Die Funktion:

Uy oy A= Py A -

(x = pn? + k%)

wird somit eine Lisung der gestellten Aufgabe sein, wenn wir
beweisen kiunen, dass diese Reihe eine mit ihren ersten Ab-

leibungen im ganzen Raume eindeutige und stetige Funktion
darstellt.

Diese Konvergenzbetrachtungen werden uns im besonderen

auch zur Losung des in der Einleitung gestellten Problemes
fiihren,
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§ 2.
Wir bilden successive die Funktionen:
1 A (3“,” r
Wy = — 1—_—’f|a0/—— o, Uy— Oy Uy — .. — Qp Up—1] " dr,

9) I
w; = + 4:1[“3”1 = a7z
(G=1,2,3..)

wobel wir unter p eine endliche, ganze Zahl, unter a,a, a, ... q,
» Konstanten verstehen wollen, die der Gleichung: -

atada.. . Fa=1

geniigen, und iiber die wir uns noch weitere Bestimmungen
vorbehalten.

T ey : g +s e
Wir wollen zeigen, dass a, a,...a, bei geniigend gross
gewithltem p stets so bestimmt werden kinnen, dass

. . (A endliche Konstante

10) abs. (9. w))< A LI ’
. L echter Bruch
wenn » eine beliehig grosse, aber von vornherein fest gegebene
positive Zahl vorstellt. Die Funktion
— y %

11) w=1w, + % w, + »*w, ..
wird dann die Losung des Problems:

S im Innen-
l Adw-+E*Nw=a,f—a, y—a,i, —...—a,il, -1
12) ) of =ty —ay, L raume,
l Aw—p*w =0 1m Aussenraume

darstellen.

Zum Beweise suchen wir eine obere Grenze fiir den
Quotienten:
fw, dr
i

fwn_1dr’
i
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wobei wir vorliiufig unter m eine von vornherein beliebig gross,
aber fest gegebene endliche Zahl verstehen wollen.

Es 1st:

[ 2 Wm - a Wy, ? ?’2”'” l] Se o 10
i-\}gjul Qw s 2y s oz J s "-ij:ltl(}’”"ZL’Il =

= — fw, Aw, dv— S 2w, de
s a

oder:
3 3 ). 2 a 2 o 1
LG+ () (52 ol ar =it

Hieraus folgt (nach der bekannten Ungleichung

S X-Yap<fX2dr fY*dn):

[(Bwn? (9%)2 (9“"”)21
i»é‘a l<3x> + 9]/ + CH ]

—}—_f/ﬂ ws, (ZT<Vju (lr fwm” dz

i+a
und hieraus:

[, de
PO
fwn_1dz
i
| j‘w;;, dr
i

[ dw,\?* (E‘)ur,”> (910,,,) l .
L1 (o (oY ortdee

Nun kann man nach einem bekannten Satze von Poincarél)

bei geniigend grossem p die Konstanten a,a, a, ... a, stets so
wiihlen, dass

13)
=

1) H. Poincaré, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo 1894,

A.Korn, Abhandlungen zur Dotentialtheorie, Berlin 1001—1902, Abh, 4
5.6 und 7.
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Jundz
;

= a?
T[ a.“.m*ziiréu."ﬁi ZIT i] ) 3
| m m / 0y
— = dr Vp
5,- [((1.1: T \oy b 3z /) | )
(a* eine endliche, lediglich von der Gestalt der Iliiche @ ab-
hiingende Konstante), und uin so mehr:
Jw,dr
)

a?

e : : <
2 [ 31(',,, 2 3{(',,, & a”.m G 3 g
: o =
§ (q. Fili= -+ g '(lr—{-f/c wh de Vo
i—}—al cd oY ~ J i-+a
da
Wiy == A WUy 1 1 O U - Qg U1 oo o O U1,
unter der Voraussetzung, dass tu_1,...#,4p—1 linear
st o 1) o
unabhiingig?) sind.
Man kann somit unter der Voraussetzung der linearen
Unabhiingigkeit der Funktionsreihe:

Ugy Uy, gy Uy ...

fw, de
5 at
frode
u.;n—l ar ./"4
) Vp
machen, fiir cin beliebig grosses, aber fest gegebenes m, indem
; o010 / . (m) (m) 0m) m) avrterlt
man a, a; a, ... ap geeignete Werte af™ af" af™ ... al™ erteilt.
Da:

j’»u";’n_l dr=— j’w,,,_l Aoy, dr - /ﬂfw,,,_l W dT,
\ . .

stets

14)

I

1 1]
= j‘vzr,,. Ay —qdr + /ﬂf Wi —1 W, AT,
i i

- f Wiy Wiy —2 (lT)
f
so folgt:

1) D. h. unter der Voraussetzung, dass sich nicht Konstanten
Bo 1 Ba. .. Br so finden lassen, dass:

R+B+R+. AR

ﬁO U <1 + ﬂ‘ Hy, o ﬂ‘l U1 SIErr ‘i- /}/’ oy 4 -1 0.

und :
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\j‘w,ﬂ,,_, dr
i

2 g o
< j‘wf,, dr f-w,;, _odr,
i i

oder:

fihy dr fw,i, dz
15) - I 7 SRR (==1%)2:3". . .)
j wi _odt j wi_q1dT

und in derselben Weise successive:

fw;f dv fzo1 dz
f{aof a uo ;—u e al; up_1 dr fw' (lr
16) fw,,,_l dr fum dr sl
fllm-o dr fuf,,,_l (l‘[< ]71;4

Dieses Resultat, das ftir endliche m abgeleitet ist, lisst
sich auch fiir unendlich wachsende m beweisen: Man denke
sich af)’") alm ... a;’”) als Koordinaten eines Punktes der Kugel:

G =
in einem (p -+ 1) dimensionalen Rauwme, es wird dann (16) fiir

ein gewisses Gebiet o, dieser Kugel erfiillt sein. Wir konnen
nun durch geeignete Wahl der Werte

(n—+-1) 1 1
a\)m—{— a(lm—|— ). a;]m-l— )

die Ungleichungen:

fu dt fu,dr

j ““1“0“’“2“‘1_ — Uy prdr fuo(lr

1 .
j‘ l(,“ d j ’l(/",fl_i_] (Z'E i
.
5 ok S
j zc,n_l ide ‘fu'ﬁ, dr ]'}'F

*) Fiir m =1 1ist

— W, _g==agf — agug— gy — ... — ay Uy g

zu setzen,
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erreichen; die Punkte atm+D gm0 41 welche dieser
+ 0 1 4 )
Bedingung 17) geniigen, werden einem Gebiete 6,,41 angehoren,
das ganz in §, enthalten ist, da 16) eine Folge von 17) ist.
[} 1 tal
Wenn man in dieser Weise fortgeht, wird man finden, dass
(=] ’ +
das folgende Gebiet d,,1.2 ganz in 8,1, enthalten ist, d,45 In
g 2 8 + +
Ome w s w.; daraus folgt die Existenz von Werten
41 a

o O Gy ...,

fiir welche die Ungleichungen:

fw‘(; dr fvzv‘;’ dr
T{-aof——— a, ty— a2~”l — az;;cp __1}2 dr jﬁu‘ﬁ dr
18) 4 . 4
f ws d N
= < in inf. < :’
) 1(, dr ]'/]);
bestehen.
Setzt man:
1
19) Ly= 3 1
Vp*

so kann man nach 18) folgern:
Iu‘f{lr<B-L,‘;’f, J=1,2,3...
$

(L endliche Konstante), und da:

1 e——ur
wij=——Yw;_1———dr,
T m r

2nr
e <! K
wi < fuj_ldrf - dr,
1( 32
auch:

20) abs.wj< 4- L, (j=1,2,3..)),

wenn . wieder eine endliche Konstante vorstellt. Indem wir
bei gegebenem = die Zahl p geniigend gross wiihlen, kinnen
wir stets erreichen, dass x I, kleiner wird als ein echter Bruch
L, und dann wird:
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21) abs. () < A+ Li; (0 < L<1)

die Funktion 11) lost somit das Problem 12) bei geeignet
gewiihlten a a, ..., unter Voraussetzung der linearen Unab-
hiingigkeit der I'unktionsreihe:

Die p 4 1 linearen Gleichungen:

ay U+ a, U+ a, U'+ -+ a, U, =w,
U—zx U =,

22) U—x Ut =u

U= — 3 W=, _,
definieren fiir den Fall des Nicht-Verschwindens der Deter-
minante :

a, @ a a, §
1 -2 0 0
23) = 1 0

» -+ 1 Funktionen
uuryge.. g,

die erste derselben st das Problem 62), 6%), wie wir leicht
zeigen kinnen: Wir schreiben die zweite bis (p 4- 1)te Glei-
chung 22) in der Form:

24) UG=0 — 0 Uy =0, (j=1,52..p)
und folgern hieraus durch die Operation .1 im Innenraume:

25) AUY=D— AUG g — p2uj_y, (j=1,%%)2..p).

*) UY=D gteht im Falle j = 1 fir U.

) ;o steht im Falle j =1 fiir (— /).
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Wiihrend die erste Gleichung 22) mit Riicksicht auf die
Eigenschatt 12) von « die Relation liefert:
af(MTU+BHU—~)+ a, (AU +E*U" + )
+ a (AU +E*U" 4 u,)

269)
+ a, (AU > UP -, 1) =0
(im Innenraume),
folgen, wenn man 24) mit £* multipliziert und zu 25) addiert,
die folgenden Gleichungen, die wir filv j=1,2...p explicite

hinsehreiben wollen:

Es ist im Innenraume:
l( (U 120 —f) — 21U U ) =0,
261) (ll +7‘I +N)-—-/(ll/”+/’("’+ul) =o,

(J( U’—l)+7’I'(1’—1)+up_,)—— (Al (I’)—{-ll’ f‘”’—,—u,) 0.
Die Gleichungen 26%) und 26®) bilden zusammen ein
System von p -1 linearen, homogenen Gleichungen in bezug
auf die p -} 1 Grissen:
AU U - f,
L 22U 4w,
AU 12U 4wy,

A UD 4 2 UW - a3
ist ihre Determinante D (das ist wieder die Determinante 23))
4 0, so miissen sie einzeln verschwinden, im Dhesonderen

ist also:
U+ k*U={f, im Innenraume.

Dass U mit seinen ersten Ableitungen im ganzen Raume
stetig ist, im Unendlichen verschwindet- und dass

AU — 12 U=0, im Aussenraume

*) k%= — pl
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ist, ergibt sich daraus, dass sich U linear aus den 2w, 2y, 4, ... 14,1
zusammensetzt, die alle diese Kigenschaften besitzen.
Die Formel:

v r
27 —
27) l ik
i der:
i w a, @y ... Uy Gp
| %, -z 0 0 0
28) P = u, 1 —=%...0 0
. « e . 5 l
Wp—1 0 0o ...1 -

und D durch 23) gegeben ist, stellt daher die Lisung unseres
allgemeinen Problems 62), 6%) dar, unter den beiden Voraus-
setzungen, dass x nicht grade eine Losung der algebraischen
Gleichung

D=0

ist und dass keine lineare Abhiingigkeit zwischen den Funk-
tionen der Reihe:

hesteht.

Diese beiden Fiille haben wir noch zu diskutieren.

§ 4

Zur Untersuchung des ersteren Falles wollen wir » nicht
mehr, wie bisher, als eine bestimmte fest gegebene Zahl, son-
dern als eine Variable unterhalb dieser festen Zahl auffassen.
Die I"unktion P und ilire ersten Ableitungen nach z,y, z sind
bei einem beliehigen Werte von = stetig, aber die Lisung

1)

.1
I_])

wird unendlich wachsen, wenn 2 sich einer Wurzel der
Gleichung
D=0
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unendlich nithert und nicht etwa gleichzeitig anch P zn null
konvergiert.

Was geschieht nun mit P, wenn » sich einer der Wurzeln?)

3 Zans . G\
der Gleichung

D=0
unendlich nithert? s folgt aus 28):
aw a Ay ... My @ |
| g = I ORI () 0
AP= A, 1 - ... 0 0 |
dwy—y 00 L0001 —x
somit
292) AP — w* P=0, im Aussenraume,
und :
AP4-1*P
O a g — @y — Myl Gy Gy ... @y |
f =, -= 0 ...0 0
= — g o, 1 2. ..0 0
— Uy _2 + ® Uy 0 0o ...1 - % ;
oder:
291) AP 4 1*P={f-D, im Innenraume,
Lassen wir » in eine der Wurzeln x, , . .. %, der Gleichung

D =0 iibergehen, so wird:
AP —p2*P=0 im Aussenraume,
| AP+ 72P =0 im Innenraume.

P bleibt dabei nach wie vor mit seinen ersten Ableitungen
nach #, y, z im ganzen Raume eindentig und stetig und ver-
schwindet im Unendlichen.

30) .

1) Es kommen dabel nur reelle, positive Wurzeln in betracht,
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Definition. Wir sagen, eine mit thren ersten Ab-
leitungen im ganzen Raume eindeutige und stetige,
im Unendlichen verschwindende Funktion (f)“ ist cine
der Oberfliiche eines oder mehreren Teile hen ent-
sprechende universelle Funktion bei absorbierendem

Zwischenmedium, wenn &} die Bedingungen erfiillt:
4 Dt — pr Oy =0 im Aussenraume,
| 4 (]5-]’.‘ -+ 7»';? (I)g.‘ =0 im Innenraume;

31)

2 . . . . .
I; bezeichnen wir als die der universellen Funktion
@F zugehirige Zahl

Wir konnen, wenn wir noch die Festsetzung:

w\ 2 D\ 2 W\ 2
32)1) | f<9 (p,> o8 (aﬂ> . (a qﬁ') Ve 4 o f(@opd=1
it [ dw QY 9% ] w 7

hinzufiigen,?) folgendes aussagen:

Pir » =12, »%,,...%, wird P entweder identisch uull
oder eine universelle Funktion ®#, multipliziert mit einer von
null verschiedenen Konstanten.

Die Wurzeln »;, denen universelle Funktionen @ ent-
sprechen, konnen nicht Doppelwurzeln der Gleichung D=0
sein.  I'tir eine solche wiire:

dD
=0,
o 5
somit nach 30):
1) Oder, was dasselbe ist:
52') ;j‘ (P2 dr=1.

i
2) Auch fiir die einfachen universellen Funktionen erweist sich
diese Festsetzung mit Riicksicht anf die physikalischen Anwendungen
am zweckmiissigsten; ich mochte daher die 2. Gleichung G1) meiner p. 885
zitierten Arbeit durch die Gleichung:

G+ (39) 4 (3%) Y=

\

ersetzen, entsprechend der Definition in  den Comptes rendus 156,
P 31, 1903.
1903, Sitzungsb. 4. math.-phys. K. 27



398 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 4. Jult 1903,

b Py=-— 4 I;,
d P d P; im Innenraume;
a()=—w = |

multipliziert man diese beiden Gleichungen und integriert iiber
i, so folgt mit Riicksicht auf:

f[])'<d]> dZJA]’] drm— \“]) (ZP (?71”)]]T

d
bl
100 WO A5 pan,

lx dx
=0,
dass:
frarac=o,
oder:
§rpde=0,
d. h.

P 0,

womit die Behauptung erwiesen ist, dass einer Doppelwurzel
8 ) Pl
#; keine universelle Funktion @f entspricht.
Es ist ferner leicht zu sehen, dass die Wurzeln x; der
) j
Gleichung D) =0, denen identisch verschwindende I ent-
sprechen, nicht Pole fiir die Lisung:

1)
"=
sein kinnen, da in diesem Falle — wenn das betreffende »;
eine m fache Wurzel der Gleichung D =0 ist (m=1,2..p):
dD  d*D d"—1'D dm D
= = == e )
D d o 2* o zem 0, dwm )
'dnrl 1) 1)
d nm
T: o
Z ’1’"12
dxm

1) Fiar m = 1 folgt das unmittelbar; fiir m = 2 folgt aus 29) und
an _
dx —
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dm P P N
und w0 den Stellen » = »; stetig ist. Wir kinnen unser
( z"

bisheriges Resultat in folgender Weise aussprechen:

I. Wiihlt man die Zahl p gross genug und setzt man:

3
=k <V
voraus, so kann man stets ecine (fiir jeden Wert
3.
12 <% <Vp*) mit ihren ersten Ableitungen nach z,, &
eindeutige und stetige, im Unendlichen verschwin-

dende Funktion:
Vi, 2,9, 2)

so finden, dass der Ausdruck:

33) U=— Rlazgze)

(¢ — ) (ot — %) .o (2 — )

(0%) <n <p)

eine Lisung des Problems:

[ AU+ E*U={ im Innenraume,

| AU —p2U=0 im Aussenraume

34) .

darstellt, wo », %,... %, bestimmte, von einander ver-

3
schiedene positive Zahlen (u* < <V)p? sind, und dass
fiir
z=ux; (j=1,2..n)

V(abgesehen von einem von null verschiedenen, kon-
stanten Faktor) in eine universelle Funktion @} mit
zugehtriger Zahl b} = x; — p* dibergeht.

Wir haben diesen Satz unter der Voraussetzung abgeleitet,
dass die Funktionen (7)

dzp
ar . dx?
Y 0, somit U= dtD
d 2

und so fort, fir m = 3,4, . p.

*) Im Falle » = 0 soll die rechte Seite einfach V (=, x, 9, 2) sein.
D7
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Uyy Uy Uy Uy ..

keine Relation von der Form zulassen:

35) Botty + By A Pyrtg oo B, =0,

wo p irgend eine endliche Zahl, f, f, p, .. py reelle Kon-
stanten vorstellen, die der Gleichung:

36) BHB+A+ -+ =1
geniigen.

Wir werden in dem folgenden Paragraphen zeigen, dass
auch in diesen singuliiren Fillen der Satz I richtig bleibt.

R

D.

Wir wollen zuniichst zeigen, dass man aus 35) stets eine
Relation:

37) Yollg + vty F ety o vprtp1—0

ableiten kann, wo y, 7, 7,...7,—1 reelle Konstanten vorstellen,
die der Gleichung:

st ARt =1

ceniigen, in folgenden drei Iiillen:

38)

]
©

1. Wenn die Gleichung:

39) Bowl + prat 14 fou? 24+ f,=0
eine imaginire Wurzel
2t iz, (r,% 0)
hesitzt;
2. wenn diese Gleichung emne reelle Wwizel < p? hat;
3. wenn diese Gleichung eine Doppelwurzel besitzt.
In der Tat, berechnen wir die p + 2 Konstanten

YoVio--Vp-1Z@
s0, dass:
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a e =ﬁ0’
ay, =py+azyy,
@Yy —ﬂ2+ax717

40) SE .

a)ll..]—'ﬂp_]"l"ax}’p—; (a#())
0=p,+awyi,

nt+ritrto =1,

was auf p Weisen moglich ist, entsprechend den p Wurzeln

der Gleichung 39), so folgt aus 35):

[ Yoltg+ 7y tty oo+ yp-1tp-1

l. =z (potyF iyt s A rp—1wy)

41%)
und hieraus

Alygtty 4+ 70+ o yo—rttp_1) (im Innen-
=—(@—1) oty + yit0, -+ yp_i1v, 1) raume).

Hat die Gleichung 39) eine imaginiire Wurzel

=z + iz, (z,F0),

417)

so setzen wir:
S
Voo Tty + oot 1ttpr=X+4iY,

mualtiplizieren 41%) mit (X — i Y) und integrieren iiher den
Innenraum, dann folgt:

— {PESID AT | A s (i)
iTa 2x dx oy QU '
d(X —i Y) 9(A+zY)

i - e
— w2 f(X— i V) (XY ) dr=— (x1+ P, — p?) (X2 Y2 dr,

somib, da die linke Seite recll ist

JOX* 4 Y de=0, falls o, + 0,

oder:

X=Y=
42) Yollo T+ 7yttt oo -k yp—ry 120,
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Hat die Gleichung 39) eine reelle Wurzel 2, < g%, so dass:
fy— = —a (@5 0),
so folgt aus 41P), wenn wir mit
YolloF 70, F oo Fyp—rttp1—X

multiplizieren und iiber den Innenraum integrieren:
0 PG\ & (o I N 0 X 1 2

—-I{a,,+~——+ :
i+ua HY 2] i - d

und hieraus wieder

dv— w2 X2dx

a

= q?* f X*dr,
X=0,
also 42).
Hat schliesslich die Gleichung 39) eine Doppelwurzel:
43) v =z,

so kionnen wir die p Konstanten 6,46,...d,_20 so bestimmen,
dass sie zusammen mit  die Gleichungen erfiillen:

bo, =1y, B
bél =71+Z)’E(30,

bd, = + b (3,,
44) e

bo,_s =y ,,_o+b;rr3,,_3, (b £ 0)
0=yp_14bxd,_s,

(50—{-(51—}-(5 + - +(Sp—2=11

und wir kionnen die Gleichung 41%) in der Form schreiben:

45) F—23F 4 2*F,=0,

WOl

I I =dquy 4 6, u, 4 - - dp_oup_s,
46) l =0ty O,y oo Op_ntty_,
Iy=0guy, 4 0y 4 oo - = Sy~ .

Es folgt aus 45) im Innenraume:
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AF -2z F,—I) +z* (W I, — F,) =0
oder, da wiederum nach 45)
22 Fy=— (I — 2z I)
ist: B B
AF — i I'4- 221" —x* I, = 0;
diese Gleichung multiplizieren wir mit (— I7) dz und inte-
grieren iiber den Innenraum, dann ergibt sich:?)
fF*—2aFF, 4+ 2*TF)dr=0
und hieraus:
47) F—zF =0,
und das ist eine Gleichung von der Form:
Toug+ 1w+ -4 Ty =0,
wobel man die I3 I ..I,_ noch der Bedingung:
1’;"+T1"'+-'+T§_|=1
unterwerfen kann.

Wir sind damit zu dem Resultat gelangt, dass man eine
Gleichung von der Form 35) stets auf eine Gleichung:

48) allg T 71t o F mun =20, (m<p
reduzieren kann, wo die y,7,...ym reelle Konstanten vor-
stellen, die der Gleichung:

2 2 2
49) 70'*‘?’1’*‘““*“7,":1
geniigen und so beschaffen sind, dass die Gleichung:
50) Vot 1@ @t dyman =0

m reelle, einfache Wurzeln besitzt, die den Ungleichungen:
1 .

51) W=, G=1,2...m)
i

m strengem Slnne genugen.

1) Mit Riicksicht auf:
Srarde=(rara:. B PATLY PR S VA
) i i
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Da hiernach die Determinante:

1 1 e |

N LL’2 e . Iy
o o 2
' X s - + 0,
an — 1 —1 on— 1
1 t'l ll/z . . a/“"

kénnen wir mit Hilfe der s Gleichungen:
D

0 lrl—,f— U2'+—+ (fnn

I

" f— ‘,1:'1“ -1 L'] + .U.'_,tl 1 br2 + . _*_ agm—t [y

m—1 “m n

die Funktionen U, U, ... U, linear durch die i, ... 10,
definieren.  Aus 52) und 48) folgt nun, da =z, @, ..z, die
Gleichung 50) ertiillen, auch:

1 v oo TT g
Nm:a'll“ Ul_f—'q'z_:l[2—t""+ﬂ"” U

m m?

so dass wir U, U,.. U, auch durch dic m Gleichungen:

53) woe=af Uyt awf Uyt o b ad U (j=1,2...m)

definieren konnen.

Nach 53) ist im Innenraume:

¥ qa Q,, iy I ATT oo Ao RO s
HERYNT u; z(j_l—.:IHUl-}-.:,:z 1U,+ Fai AU, (j=1,2..m).

Andererseits folgt aus 53) und den Gleichungen 52), dic
wir auch so schreiben kinnen:

uj_|=.7;{—1 U+~ Uy+ -+ U, (j=1,2...m):

m

1 1
24 W 2 — —— ] 2 : r _ ¥ 2 T
54Y)  ptu -, = (,1. 7 U+xilpr——) U,
1

Ty

e i (/ﬁ _ ] ) (R

&,

und durch Vergleichung von 54%) und 54%):
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j) Ul} 4z {A 7D (m o l) U2},

1 Ly

55) 0= ’L]J {/l U,— </,L2 —

: 1
+ e + f’/‘,‘gl [’ U;n = ,“2 SE e I]mly
' m J
(j=1,2...m), im Innenraume.
Das sind me lincare, homogene Gleichungen fiir die m
Grissen:

AU, — (/I,Q‘ — l) u, ..., 4U.— (/L‘Z e ——1> (=8
€, L

es folgt somit, da die Determinante dieser Gleichungen + 0
ist, einzeln:
06y AU+ T Ui=0, (j=1,2..m) (im Innenraume)
wobel
£ 2 1 2 ; D)
57) b=——up (j=1,2..m)
&Ly

gesetzt ist.

Damit ist l)owiesen, dass wir (mit Rilcksicht auf die erste
tleichung 52 in der Form darstellen kinnen:
Gleichung 52)) #, ler F larstellen 1
- v " Y 1" 1 "
38) g =0C, Dy + O, DL+ oo - O Dy, (0O <n<m<p)
wo @it .. D universelle Funktionen in dem S. 397 cingefiihrten
Sinne sind, ¢, C, ... (), Konstanten.

Aus 58) folgt im Innenraume:

Aug— pPuy+ = — 225 Lf C; D',
1
also:
59) f=—23i = 4 pw®) G (I);‘ ,
1
und die Funktion:
)’ )
60) U= -5 ’i’,‘ G, (0<n<p)

wird ber unserer Voraussetzung 35) offenhar eine Lisung des
Problems:
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AU KU = im Innenraume
b b

61
) | AU — 2 U=0, im Aussenraume.

Dieses Resultat 60) ordnet sich als Spezialfall dem Satze I
unter, so dass dieser Satz I jetzt ohne jede Kinschriinkung
bewiesen ist.?)

II. Abschnitt.

Uber die Reihenentwickelungen nach den neuen universellen
Funktionen &f.

§ 1.
Wir werden zeigen, dass man jedes Raumintegral:
c—'ll ¥
j‘f = (er
i r
in dem f eine mit ihren ersten Ableitungen im Innenraum ein-

deutige und stetige Funktion vorstellt, in eine nach den @§
fortschreitende Reihe verwandeln kann:

ff‘—%— dv=C, O + C, D + --

genau, wie dies — Spezialfall © = 0 — fiir das Newtonsche
Potential :
dr
ff =P+ 6P+
. ,'
i
(D, D, ... gewohnliche universelle F'unktionen) miglich ist.
Wir miissen, um diese Untersuchung streng durchzufiihren,
zuniichst einige Siitze iiber die @) vorausschicken:

Hilfssatz I. Die einer universellen Funktion @/
zugehorige Zahl I} muss reell und >0 sein.

1) Ich weise hier noch kurz darauf hin, dass sich zwel Losungen
des Problemes 61) nur um eine universelle Funktion 'I','." unterscheiden
konnen, das Problem ist daher stets eindeutig, wenn sich zu k2 keine
zugehdrige universelle Funktion konstruieren liisst.
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Es folgt niimlich aus

APY = —F} @7 im Innenraume,
AP = p* DY im Aussenraume:
a(]—)u 2 a(p!( 2 a(pu 2 N iy
§ B R (R0 e B e T R B L 27
i+al\ 92 QY dz a
=TI () de.
t

Wiire 1§ imagindr oder reell < 0, so wiirde aus dieser
Formel stets
Dff =0
folgen.

Hilfssatz 2. Ist p eine geniigend grosse Zahl, so
ist die Zahl der tiberhaupt moglichen, der Fliiche w
entsprechenden universellen Funktionen @/ mit zu-
gehdrigen Zahlen :
kf<‘l/p"—,u2
jedenfalls kleiner oder hichstens = p.

Zum Beweise dieses Hilfssatzes bemerken wir zuniichst,
dass die Losung des Problems:

(AU - 2U= 0, im Aussenraume,

1
) \AU+1 U= — @f  im Innenraume,

wenn also (— f) eine gegebene universelle Funktion mit zu-
gehoriger Zahl I darstellt, durch die Formel:

9 # 5 7l
2) U=y 2% u, + » 1(2—{—--:7:]_; =

gegeben ist.

(+* <17)

Denn es ist in diesem Falle:

*) e = k2 4 2
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1 w €78 D
=4+ YO - —dr=
0 + 47‘6‘f J ¥ + lu'),
1 e )
w, =+ f(f)f— dr =0
4y r k4 u®
1 ¢ (])”
7{2=—1- f(f)‘n = (Zl’"—‘-“ m ]_21
4z P (5; + 1?)
In analoger Weise wird das Problem:
D
[ AU — 12U =0, im Aussenraume,
3 ?
l AU+ RU=--2iqg @; 1m Innenraume,
1

wenn O @3 ... D) p gegebene universelle Funktionen mit
zugehirigen Zahlen 752 ...k} « @, .. . ay Konstanten vor-
stellen, durch die Funktion:

4) U=y~ =, + x>y + -

gelist, solange k* kleiner als die kleinste der Zahlen k722 .. &,
isty wg ey, ... sind in 4) durch die Gleichungen:

nr

w, = j }_;J a; (1) dr

0 4:1 : J » b
.—”1

i, = f{l “ T,

—Nl

112=—}—4 jz( " dr,

gegeben.
Nach einem fritheren Resultate kann man nun, hei ge-
niigend grossem p, «, ¢, . . ., so wihlen, dass

G+t =

und die Reihe 4) jedenfalls fiir ein beliebiges

x < ]}(1) — 1)
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konvergent ist. Wiiren nun alle
A —
B <V — 1 — g

so wiirde die Gleichung:

p_‘ a] (])u
U= 2 —

diesem Resultate widersprechen, es muss somit wenigstens eines

der & > ]3/(])—1F— u* sein, wenn D @y ... D) p linear
unabhiingige universelle Funktionen vorstellen, und wenn p
eine geniigend grosse Zahl ist.

Wir kionnen dem Hilfssatz 2 sofort die folgenden Zusiitze
hinzufiigen:

Zusatz 1. Ist m eine gegebene endliche, positive
Zahl, so kann man aussagen, dass die Zahl der {iber-
haupt mioglichen, linear unabhiingigen universellen
Funktionen &/ mit zugehorigen Zahlen kf<<m end-
lich ist.

Zusatz 2. Die Zahl der mdéglichen, linear unab-
hiingigen universellen Funktionen @/ mit derselben
zugehdrigen, endlichen Zahl &} ist stets endlich.

THilfssatz 3. Jede universelle Funktion &} mit
zuagehoriger Zahl ) entspricht der Ungleichung:

) (<o BE L

K]
wo a eine endliche, lediglich von der Gestalt der
Fliiche und von x* abhiingende Konstante ist.

Es ist in der Tat jedes:

N . ZQ _+_ ‘”‘ po—ur

( Pl =" B gt

)) ] 4 o ‘;‘1 ]) (]T

somit:

~ 1 { e—2nr , .
7) (D) < <) f o dr Sy de;
nun Ist:
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! Yol a o) dr,

/u_f i

_ 1 [(a @i\ [2diNe (3 b\
_7')? [u'i{lzl('a«x ) + <’3y > +< 957> I(Zr

o ()

iy dr=—

nunmehr folgt die Behauptung 5) unmittelbar aus 7).
Hilfssatz 4. Sind @ und @Y zwei universelle
i
Funktionen mit den von einander verschiedenen zu-
gehdrigen Zahlen 2f und 1%, so ist:

8) Sor ol dr=0, @} +I).

Zum Beweise multiplizieren wir die Gleichung:

.

A D= — T} P/ im Inuenraume
mit (— @) und integricren iber den Innenravm, dann folgt:
Ij ff & dv=— (@i 1D dr,
i i
=—fol DL dx,
i

=1 fof D) dx,

]

und hieraus die Behauptung 8).
Dieser Hilfssatz 4 gestattet den fiir uns wichtigen

Ziusatz. Ist die Entwickelung einer segebenen, mit

(o) (o e] 1+
ihren ersten Ableitungen im ganzen Raume cindeu-
tigen und stetigen, im Unendlichen verschwindenden
Funktion I" nach universellen Funktionen ®]:

9 Fe O, df & O, df + .-

*) Cf. Gleichung 32, p. 397.
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iiberhaupt mioglich, so haben die Koeffizienten ()
die Werte:

10) C="hi { F- &f dv.

Wir multiplizieren zum Beweise die Formel 9) mit &}
und integrieven iiber den Innenraum, dann folgt:

JI- o dr=C; f (f 2 dr,
=" (cf. 32 . 397).

Jetzt kimnen wir daran gehen, auch die Moglichkeit der
Entwickelung 9) nachzuweisen, wenn:
,—

11) I'= f/’ dr

=
und { eine beliehige gegebene, im Innenraume mit ihren ersten
Ableitungen eindeutige und stetige Funktion darstellt.
In diesem Falle werden wir iibrigens den Gleichungen 10)
noch eine ctwas einfachere Form geben kinnen:
Es ist dann:
1 "o L e o 1"
§F-ofdr=—_. [ FAd} dx,
: ks
] n
- Sor Ardn,

n lij

— L f’[’j-" (Wl —4af)dr,

_/,:J? ;
somit:
(4 /,ﬂ)‘fr. Of dr = 4;-55‘/' DY dv
und: ; i
I}
12) Ci=dnm_ "7 ;2‘5’/-_([);,(]7'

'TJ? + All t
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3
§ 2.
Um die Moglichkeit der Entwickelung 9) in dem Falle
11) zu beweisen, gehen wir wieder auf die im I. Abschnitt
gegebene Lisung des Problemes:
AU— p*U=0 im Aussenraume,

AU E*U=f im Innenraume
zuriick, die wir (bei geniigend grossem p) in der I'orm

- V(k* +_/¢,2, 2, Y, 2)

=Ty V<<

1,
angeben kinnen, wenn
3
7&2<V])'Z—‘1,L2,
und wo V fiir jedes solche &* mit seinen ersten Ableitungen
nach .y, ¢ im ganzen Raume eindeutig und stetig ist, im
Unendlichen verschwindet und fiir

=1} (j=12..n)

in ecine universelle Funktion @} mit zugehiriger Zahl /7]
iithergeht.

Wir setzen nun:

1) Ry=[—(c; P+ e, P4 + - + ¢ ),
WO

[0 =wfrefan j=12.n
14) i

I ¢ Pi=0, j=n-+1,n+2,..p.

Wir werden von dem Ausdruck
fr:ar
;
nachweisen, dass cr durch Vergrisserung von p unter jeden
beliebigen Kleinheitsgrad herabgedriickt werden kann,

Wir bhetrachten zu diesem Zwecke die Lisung 17 des
folgenden Problems:
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15) (AV-—p*V=0 im Aussenraume,
5 { .
| 4V4Fk*V=R, im Innenraume,

wir werden sehen, dass die Reihe:
e 5 2
16) 1) V=v,42v, 4 2*v, 4+ -+,
in der:
1 e
- )
[ Vy=—= — 4-7;‘5‘10"‘7'— dr,
i
17) :

)

1 e )
/L?~=+ ——‘f’v-_l (ZT (7'_—_-1 2..)
J J ; * . ’
4y 9
fiir jedes
3
2 <Y p?
konvergent ist und die Lisung des Problems 15) darstellt.
Wir kénnen — man vergl. den Beweis des Hilfssatzes 2
5. 407 — die Lisung des Problems 15) zuniichst in der Form
davstellen:

P AL
18) Ve U+ 3529

e

(* <Iki),
wenn k7 das kleinste der ki k... kS ist, U unsere frithere
Rethe:

19) U=y + o, 4oty + -,

in der:

. 1 e nr .
l =+ 47‘5171_7‘_1'7 -dz, (j=12..).

Fiir einen geniigend kleinen Wert von A} —%? ist nun
nach unseren fritheren Resultaten (vergl. Satz 1 S. 399):

o (I)‘Il

21) U=-1—

- - € ¥

k3 — k2

wo p, eine Konstante, U’ eine Grisse darstellt, die aueh fiir
lim (7 — £*) = 0 endlich bleibt; es folgt somit aus [8):

“}- U’1

D R A

1603, Sitzungsh, d. math.-phys. KL =0

2
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73 ; P
V=Gt at Ut 2in

G ].Je__/'z’

(kr<li
oder:
5B .2 o7 . s 2 2
22) F— k) V=0 4+c) P +e, (F*<k),
wo ¢ durch Verkleinerung voun (ki — £?) unter jeden beliebigen
Kleinheitsgrad herabgedriickt werden lkann.

Multiplizieren wir nun die zweite Gleichung 15) mit

!, so folgt durch Integration iiher den Innenraum:

‘f([);'l (l I'+ 2 I') dt = “S‘f . (])i” dr — ;i._l‘f = () (1121(}]1 14))

‘

oder:

2:3%) Vo4 rrdyde=0;
andererseits ist auch nach der Grundeigenschaft der @;':
231) SVrUeo! + el de=o0,

somit:

24) (=1 7 de=0.

Diese Gleichung wird gelten, wie nahe wir anch £? an
L% heranriicken lassen.  Beriicksichtigen wir nun in 24) die
Relation 22), so folgt durch Ubergang zur Grenze lim (A —7%)=0:

nte=20
und:
g i
) r r 103 (/"([):
25) V=U'4-25--7 "7,
y hf— Lk

wo U endlich bleibt, wie nahe wir auch k% an ki heranriicken
lassen.

Damit ist gezeigt, dass k? = I} kein Pol der Lisung J
des Problemes 15) ist, die Reihe 16) somit einen Konvergenz-
radius

> L4 et
hat.
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In genau analoger Weise folgt jetzt successive, dass auch
die Stellen

kr=r: k5, ... by
nicht Pole der Lisung 7 des Problemes 15) sein kinnen, die
Reihe 16) somit einen Konvergenzradius
3
>V
besitzt und demgemiiss fiir alle
3
< Vpr
die Lisung des Problemes 15) darstellt.
Da die aunfeinander folgenden Funktionen
&) B B
Ly, vy, vy v, ...
die Eigenschaft haben:
fl'ﬁ dr  [dtdr fz_’ dt
i H T

= < <hH o<+ (vergl. S.391),
jli,‘;‘dr j_r}f(lr j_z’fclr (verg )

so ergibt sich:

flfﬁ dr j" vi dv .f':: dr

. i ]
26) . G SRR
‘51{[';' dr j e dr fz; dr f/j;;

denn sonst wiirde die Rethe 16) bereits fiir Werte von x

3
<Vp*
divergieren. Im besonderen folgt aus 26):
B o 1
27) fzv:,dr<;- --fR,? dr.
[ 1/1)4 :

Aundererseits haben wir nach der ersten Gleichung 17)

) By = Avy— p?v,, im Innenraume,
somit
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(R dr= j‘ R, (4 v,— p2v)dr,

(3R, 3%, | 31,3, aP,,

210
Lye,
+“13L SVL+OI/ 9_/ +“ wt

wenn wir 12,1) auch im Aussenravme durch die Gleichung

. Iz n "
28) 1?11 = fa . (Cl (]}1 + Cy (])9 + o + Cp (j)l')
definieren und unter f, die Lisung des Problemes:

(1fe—u*fu=0 1im Aussenraume,

2%) 1 fo=f an o

verstehen.
Es folgt:
(O (5 (5
a l 2y _* 3z (Y ]t»,,l dr
[<90 >2' < )2 ) <3z.0>z o, ] Z
ul 9 CI/ -+ A% -t 1”1( T

<[J(—=r, R)dr-d,,

j‘]l[, (IT

<
<
-
i+

wenn wir

30) oy = .f

[(?L’,,)'z (37.’,,)2 (a]l,,> g 2]u]l
Aellor) FLay) ¥ 2] oty

setzen. Nun ist:
(= Rydr<V iae B dr,

: <[ Ry de, (nach 27));

Vpr '

wir kénnen daher die Ungleichung vor 30) auch so schreiben:

31) j’P,, e NI
Ve

Iy Das durch 13) nur im Innenraume definiert ist.
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und wir werden schliesslich heweisen, dass of, auch bel unend-
lich wachsendem p stets unter einer endlichen Grenze bleibt.

Es ist niimlich nach 30), wenn wir fiir 12, seinen Wert 13

resp. 28) einsetzen:

s G Y G

+oateat-+o
fa/a!l)" af e | of oy
-9 . 2
j‘>"J’l“ dy oy 9z 9z

i+a 1

T4 “ffl)}dr

oder, da das in der dritten Zeile rechts stehende Integral
i
= 2 Yi¢gfiAafdr,
i1
»
— 223 ¢ Z'j:f/(])j' dr,
1 ]

r
1

gesetzt werden kann:

Y —_ l af ? a/‘ & - a/ 2
o L GO e

_.C‘I_crs._...___wl'-}’.

Jp ist eine mach 30) stets positive Grisse, die nach 32)
mit wachsendem p nur abnehmen kann; es ist:
(8 34 af af. &
33 o f 2/ Sl 2 r2)
s L) G G e e
und nach 31):

By Ry de< = f<3f> +( />2 - <Z’;)2+ y?f“} dx.

Vp'z"—kal ox oy

Das Integral rechts ist bei unseren Voraussetzungen iiber
{ eine bestimmte, endliche Grissse, und wir haben somit be-
wiesen, dass
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SRz dx
i

durch Vergrisserung von p unter jeden beliebigen Kleinheits-
grad herabgedriickt werden kanmn.
Da nun:

—anr v - — ¥

I = f/ (lt:j‘zjcj(l)}[' ‘ > (Zr -l—j)]bl," ([T,
i1 +

ey

= 0,0+ Oy ) 4o O, D) +j‘1b,, L

’
WO

(J_L.-[F%f_ ,sz ; j=1,2,3..

und :

abs. f 7, dr<]/j"zs; dr-fc o d

< endl. Konst.
Vz)
so haben wir das folgende Resultat bewiesen:
II. Ist / mit seinen ersten Ableitungen im Innen-
raume eindeutig und stetig, so gilt stets die Reihen-
entwickelung:

35) ffe—;“—'drzcg(l){‘-}(}2(1>é“+....,

wWo:

36) (—dn froelae, j=1,23
J ] + '). ’ s

Die & &, .. sind gerade die universellen Funk-
tionen, Welche sich nach dem Satze 1 bei der Lisung
des Problemes:

AU—p*U=0 im Aussenraume,
AU+ %k*U=f im Innenraume

konstruieren lassen.
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III. Abschnitt.
Die einer Kugelflache entsprechenden universellen
Funktionen ;"
§ L
Die Differentialgleichungen der universellen Funktionen:
! f AP — =0 im Aussenraume,
) l Adf4-kj @ =0 im Innenraume
gehen durch die Transformation in sphiirische Polarkoordinaten:
l & == cos 6,
rsin O cos @,
1 = rsin @sin g

=
{

in die folgenden Gleichungen iiber:

Lo 2 .o 1 P
d <r'l° )4 .1——- sin® 2 ) 4 .
dr or sinf~ 3 26 sm? O 2 ¢

— ¥l =0, im Aussenraume,
2 [ . 2P 2 3 P! 22
- )*'LC(I)’ +1 —[sin® —L) 4- . ]‘ i »I.J
r dr sine a6 26 sin* @ 2 ¢*

4 ki r* D =0, 1m Innenraume.

Q)

Wenn wir uns jetzt auf den Fall Dbeschriinken, dass o
eine Kugelfliiche vom Radius R uwm den Anfangspunkt ist
konnen wir sagen: die 1. Gleichung 3) muss fiir

k]

r> R,
die 2. Gleichung 3) fir

r<< It
erfillt sein. Da die &) wie wir wissen, im ganzen Raume
mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind, so sind

sie fiir jede Kugelfliche vom Radius » nach Kugelfunktionen
entwickelbar:
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4) M=%E®E@W,

wobei die Y; der bekannten Differentialgleichung der Kugel-
funktionen:

1 2 Y; 1 o2 y7 )
g sin @9 0 (sm & 99) T sin* @ 3¢ p* ;i + 1) Y=0
geniigen.

Setzen wir die Reihenentwickelung 4) fiir #;" in den Glei-
chungen 3) ein,') dann folgt mit Riicksicht auf 5):

| S5\, e m-ig+ - =0, e>m,
6)

l%’ ,‘1[ AGh f})—l(J‘l'l)fJ

+7.,f,}—0 (r<1).
Die f; () miissen somit jedenfalls von der Torm scin

(j=0,1,2.)

(=il daffay P< D),

| fi=dith+ ot > 1),

wenn [ /l2 zwel unabhiingige Losungen der Differential-
gleichung :

7)

84) Pl 2l GG+ D=0

fii /72 zwel unabhingige Losungen der Differentialgleichung:
8b) R 2rfi=wr + 0+ DI

vorstellen.

Eine partielle Losung von 8%) ist die Besselsche I'unktion
Jigr (B 7) dividiert dureh Vs
) Es ist dies gestattet, weil auch A @Y mit seinen ersten Ablei-

tungen im ganzen Innen- (Aussen)-raume eindeutig und stetig, also nach
Kugelfunktionen an jeder Kugelfliche (r) entwickelbar ist.
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o J} (]‘/)) )
9 fin=- V]U""“ ,

und es ist hekannt, dass die Differentialgleichung 8%) keine
von diesem [}, unabhiingige, fiir » = 0 endliche Lisung zu-
liisst; es 1st daher

und:
iy (- 1)
]’/70‘. cr

wobei die Konstanten ¢; willkiirlich bleiben.

Eine partielle Lisung von 8P) ist*) die Funktion:
-
fh="D;(ur)
9 i

e IO TGN (g,
—_.%J ey 1 (%) ]1(J—/)<IL) ¢ '

wie wir leicht durch Substitution dieser Funktion in 8P) veri-

fizieren konnen; wir werden diese Verifikation zugleich mit

dem Beweis verbinden, dass die Differentialgleichung 8?) keine
. . m . . . .

von diesem fj; unabhiingige, fiir » = % mit seiner ersten Ab-

leitung verschwindende Lisung zuliisst, so dass:

G]['l;g =10
und:

107 fi==1¢; D; (ur)

sein. muss. Die Konstanten ¢ werden mit den ¢, wie wir
weiterhin sehen werden, infolge der Stetigkeit von @) und

1)
ity () = E HH(]I[_:; /_)/) (j_‘)ljl‘)/'cost(i 10T —a

'rLO 2

(man vergl. z. B. Pockels, Uber die partiellen Differentialgleichungen
Au-4k2u =0, Leipzig 1891, p. 110 und 98).

?} Man vergl. C. Neumann, Allg. Unters. iiber das Newtonsche
Prinzip der Fernwirkung, Leipzig 169(;, p. 105 und 90 -100.
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seiner ersten Ableitungen bei dem Durchgange durch die
Kugelfliiche (R) durch gewisse Relationen verbunden sein.

Wir setzen zur Verifikation der Lisung 9b) von 8%):
tw)
ol ~
11) l’J _ l]l e ,

dann folgt aus 9V):

J 5 [ PEN
1) L) =Xr2i- 1]/](3/,),') 1 (I/[)(;I é, :)'z) (:3 ,:) :
und wir haben zu zeigen, dass dieses I';(x) der aus 8") folgen-
den Difterentialgleichung:
13) B —2wa*+ ) Fij=2ux+jj(+ D
geniigt.

Iis ist nach 12)

1 ; = \ 41
14%) e 9 (e 1) (x4 2),, LU+ %) ( - ) e
0

DT} 1 (G — #)

II(j %) ( 1 >z+1 |
(2)1/(;/;“7). wr R

nr

Jj
149w Fjm 2w 2 e+ 1)
Y]

= (j+=+1) (1)H
14() ’Ukl,"z]‘j:-—-—z_rlz 21_/_1(%+2)]1(z«{—.1)11(}— x' 13<”lr> U,

i—1

= H(j+rt1l)  (1Y+

d T [t = '/.2 —n=1_ e £ g o (L
W) po Fy= 202 O+ DI —»—1) ,.Lx) “
wenn:

y LA )]
10) (11—11(27)1
somit:

*) Wir haben » mit =41 vertanscht.
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—2pa* Iy — 2 pa ks

HGdatD) (14,

-1
:%z‘y““(x +1 H(x+D)I(j—%—1) \pa

149 . Gt D= H(+7)
_L’z’ R s vs BN /(9 1 ¢ )
1 \#+1
.<,u./;) "
und :

2 —2wat+ ) Iy —2ux+ G+ D)L
= H(j+ ) ( 1

.
na

e
=i ray SUED (T e+ -iG D

+G—=G e+ 1 —206 4 1)

M

17125 i+1 . .. .
' ppen () TG4 D G2 —i G+ D =26+ DI=0,

da die beiden eckigen Klammern identisch verschwinden.
Denken wir uns nun eine andere Funktion (r;, welche auch
derselben Differentialgleichung, wie I7, geniige:

3 P2 (1 2 P /g ” o ] USg
16) 2*Gi—2wua*+2)Gi=[2pna-+j(j+ )]G
wir multiplizieren diese Gleichung mit I}, die Gleichung 13)
mit (; und subtrahieren, dann folgt, wenn wir:

Py e 41. . ". 1_-—_
1/) (erJ ]’]GJ—-..(.

setzen:

& —2 (,u + lr) Q=0

hieraus
15=2unx+41lao+10%
18) ;= Cijze?r=,
Setzen wir nun analog 11):
19) Gj=gjer”

*) Cj eine unbekannte Konstante.
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und verlangen von der Funktion g;(»), dass sie mit ithrer

ersten Ableitung fiir » = o verschwinde, so muss auch
Gie="" und Gije—#r

also auch
lim « [©Q; e =207 = lim | 7]

r=mw r—m

=0 sein, es folgt somit

U; =0,
Q2 =0,
20) G; = const. I,

damit sind aber unsere Behauptungen hewiesen, und wir wissen
ptung )

jetzt, dass die universellen Funktionen die allgemeine Gestalt

haben miissen:

e

219)  Df =2i¢f Dj(ur) Y;(O,¢) (im Aussenraume),
U

21M) @;{‘:);jc;‘[’-* y (e 2)
0 ]/lﬁz I3

die Y; konnen wir schon im Hinblick auf die Stetigkeit von

@i bet dem Durchgang durch die Kugelfliiche als dieselben
Funktionen fiir den Innen- und Aussenraum voraussetzen.

Yi(0,q¢), (im Innenraume);

2 ¢
$ 2.

Wir haben nun zur weiteren Bestimmung der @;° die Be-
dingungen, dass

D

d
¢

o
S

@ und

=]

”
beim Durchgang durch die Kugelfliiche stetig sein miissen.
Es folgen sowit die Gleichungen (j = 0,1, 2. ):

. a . i 'Ii'*‘?s (k/ ]z)
224) ¢; Dy (e ) = ¢; ——F——
7~ J ‘/7‘/ ]c
71/ '].;‘I“l (Z, R) «Tj+ ] (7.; ]lf)

23) ey D; (n By = (:J': [ Vit v .
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Die Gleichung 23) kinnen wir infolge der Kigenschaft
der Besselschen Funktionen: )

LRIy (R + G+ DIy By =5 B (k: R)
auch so schreiben:
¢ @ Nt T : / ].7'*-_',(]'/]:)
‘24) AR féDj(l“']l‘)z_c] -l/// R (]‘/ []’)-_( —l ) n 1/71//],3 A‘

oder mit Rilcksicht auf 22%):

'ID IIv i 7»,]4,
25) o (/:Q(::]“)—}—(/H) e )> 47 1/7(1» ). %,

Wir kénnen auch der linken Seite noch eine einfachere
Gestalt geben:

Setzen wir wieder
Dy () = T () e~ 1%,
so 1Ist:
/L X @; (‘ll ilf) + (j + 1) @1 (/IL x) — (,lf Z;}l + ('1 + 1) ]v'] - I” A ]1;) e .nz’

SN /(¢ N /(ORI 4 A S
= 22U 103 1) (G — ) (m) o

_j):.lzzj—z LGy (424 1) < 1 ) L
- TI(2)) H(e4+ ) (j— % —1) C
(nach den Formeln S. 422)

=Y/ {()) H(j4= _
EY e e )= TREFDE—)
w1

~u+z+wu—@(m) ’

[

1) Es ist allgemein:
ad (o) = d, () = a R S € 1

man vergl. z B. Riemann-Weber, Die part. Differentinlgleichungen
der muath. Physik. Braunschweig 1900, p. 161, L Bd.; fir #» = 0:

'
J 1 () = ]/ ”:l‘ cos ¥,
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N IO HGtE) <1 -
- 4 ITEHHG+1) H(j—x—2) \pe S
e Shaien TG HG42—1 (1Y, .
=—X~2 QNI () I (f—2— 1) \ux 5

und:

ogy 1EBwa)+ G+ DD (a) 1 | Dj-1(n2)*)

. s
AILJ, _aj

Wir kinnen daher 25) auch so schreiben:

i i, Ji—1 (I R
991 — g Dy () = JV-].(P_Q.
= vy Ly

Es sind nun nach 22%), 22b) zwei Fille moglich; es ist
entweder

BYE a___ i
.'_4‘)‘) CJ‘—CJ_Ov

oder es verschwindet die Determinante:
. I
2()}’) ]l./ fDJ (AIL R) J._} (7(, R) + ?Z_J‘_—-]__ ®j—l (‘It ]l),) QL+1 (];, R) =0.
Wenn wir beweisen kénnen, dass zwei Gleichungen

[ D (e B)To -y (kB 5 7 g Do s () oy (kT =0,

27)
lm, (I T,y e B) 4 3" B 1 (R T, gy (kI =0

(o,7=0,1,2...., 6F1)

keme gemeinsame Wurzel & haben, ist unser Gesamtresultat
in folgender Weise auszusprechen:

*) Fiir j = 0 ist:

el [ 1
o =
D (ea) = —
& /l, L
zu definieren,
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IIT. Die universellen Funktionen @f, welche der
Kugelfliche (1) entsprechen, sind, abgesehen von
einem konstanten Faktor:?)

Dff = i Dj(ur) Y;(6,9), (im Aussenraume)
]/.JJL Ji+ 3
/]4] ¥ ]:7+_'(/'J

(im Innenraume).

28) N @f = i D (e IR - )), Y; (6, ¢),

Dabel ist & irgend eine Wurzel der Gleichung:
29) kD;(eR)yJ;_; (ZJI))—f—O——w— Dj 1 () Sy (I 1) =0,

Y; (0, ¢) eine beliebige allgemeine Kugelfunktion
Jtr Ordnung.

Q

§ 3.

Wie wir ausdriicklich bemerkten, bleibt uns noch der
nachtriighche Bewels dafiiv zu liefern ithrig, dass zwel Glei-
chungen von der Form 27) keine gemeinsame Wurzel £ haben
kénnen.

Fiir den Fall ;¢ =0 ist dies ein in der Theorie der Bessel-
schen Tunktionen wohlbekanntes Resultat: 2 Gleichungen:

— 1k )y=0,|06,1=1,2,3...
Jo— 1 (K R)y=0, ot
kinnen keine gemeinsame Wurzel & haben.

Der Beweis fiir diesen Spezialfall mége hier kurz folgen,
da wir den Beweis fiir den allgemeinen Fall ganz analog geben
konnen und durch den Vergleich mit dem einfacheren Falle die
Ubersichtlichkeit des allgemeinen Beweises erhisht werden diirfte.

Y Wir setzen willkiivlich f - ,-‘uj'H; der konstante Faktor wiire
nach der Definition 32) 8. 14 noch so zu wiihlen, dass

;\5 ’[’” l[ 7= 1
[}

doch kommt es auf die Bestimmung desselhen nieht weiter an.
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Nehmen wir an, es gibe einen Wert von £, fiir den
Jo-1 (B R)y=0,
Jo—y (B Ry =0,

dann ergibt die successive Anwendung der Rekursionsformel:?)

T 9

x x
30) Ju@) =y Ju @)+, a1 (@),

dass auch jedes:

Jo—1 (B R) =10, (<o <o),

wobel wir natiirlich unter o, 7, p ganze Zahlen verstehen; im

~
besonderen folgt:

Jor 1 (B LR) =0y
nunnmehr folgt aber aus derselben Rekursionsformel suecessive,
da wir £ stets £0 haben miissen:

Jr—y (BR) =0,

Jo—3(kI)=0,

Jy(BR) =0,
Jy (kL) = 0.

Nun ist (man vergl. Anm. 1 8. 421):

Ty (6 1) = VTfR sink R,

a1/ 2 [sinkR 1
'[5(7~fv)——]/ YAl k”]’z“‘—COS]vjljv

es milsste somit
sink R =cosk R==10
sein, was fiir keinen Wert von & miglich ist.
Wir gehen nun zu dem allgemeinen Ialle iiber, dass
@ eine beliebige vpositive Zahl ist und setzen allgemein
(n=20.1,2,3..)

) Man vergl. z. B. Riemann-Weber L e, p. 160, 1. Bd.
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: i e !
:)71) 11/,, i @n (/l _R) —[,, — (7»]6) + ;)h‘— 1 ('D,; —1 (‘I(H)'f,,.f 1 (7:]()),

wir wollen annehmen, es giibc einen Wert von %, fiir den:

=

52
)-J) l -‘r=0=

1<o.

Wir werden, um die Unmiglichkeit dieser Annahme nach-
ruwelisen, filr die ¥, ecine ihnliche Rekursionsformel ableiten,
wie die Formel 30) fiir die o/,.

Hs i1st:

Y’;z—}—l:k@n-{-l*)'?n}‘(KR)'* gn In«l— (]' ]l)

2H

Vo 1=kDy_1 -J.. 3 (l]’)—{— D)P—Qf];t—-_‘_,(k]')");
wir multiplizieren die erste Gleichung mit ©, _;, die zweite
mit D, 1 und addieren, dann folgt:

®n—1 ]1/11—}-1 _I_ @n»}—l lp;t.—l

= ‘)1&/— 3 @nv{»l ®}z -2y (]i .13) + 7C @,,-}-1 @,, —1 '[“+;'_- (]x ]l‘)

+ ®n DH—I ]n—[— (/bj')—i_/l 11-|—1®71—]'7n—§§(]'. ll‘):

Zn ] 1
nun ist nach 30):

kR I I
‘)n_}_lJ"-l- (kL) =,y (k1) — )f—}—l

k1 kI

E),T__l ,,_,x(]x]( —' 5 o— ] (]1 l()) e ]2,—_] ./“ i.‘:(]' ]").

J, (),

somit:

* H o - € 3
) Die Avgumente von 2,9, 41 D, oD, _; sollen stets ;¢ I sein;

wir schreiben diese der Kiirze halber nicht jedesmal hin.

1903, Sitzungsb. d. math.-phys, Ki. 29
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gDu—l q/n—i—l '*' Qn-{—l Iu—l

T (D) { gl Dy Dus
1

2n-— |
®:1®n -1+ 71!: ‘Qn-]-lgu-l

’n—|—1 J

-i— J,,_H(/.R) l[kfbn—{—! “DH' 1

—i— ]Ltu’lz @)l fDn—‘. - 7, CDH'{—I CD”, 1 }'

Bedenken wir jetzt, dass auch die O, eine Rekursions-
formel ) erfiillen:

1) Setzen wir wieder:
Di(ea)=Ijye 7,
dann ist nach 12):
L) IMGx) [ 1\
= - )J
Y= >—’ TR H G I — ) <,4.,-) g
nach 144)

=2 . .
. — aj—x—2 M —1) 4 1\ =41
i Or . = 7_2.1
wo I — 2.14 1[('.) (_i_1][,_/_))< ) B
somit:
1% " e ]
Itei—nejFEnti-!

LI (42 oy
) ?_‘/ N HE) I (e 4+ 1) I (] — ) (j,',') {#4-1

. +§(27$*15(J - (j—=—1}, |
— gl <0 i+ <1)”';'1(1/.7+Z—i‘1)(.i+z+72)
_1 - ]1( SV (3 +1 VII(] — o) \pex 2274 1) ’
j

= "w)J'—/_[_"*‘l) (x4 2) (1)7.;—!
ST HRIADT A V(= ) \ua

=pw k41, wieder nach 144),

E]

und daher auch:
1

Bt T D R = aeDit i),
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w
@En—1)2n+1) Du -1,
l ulRD, o =0Cun—1)2n—3){p D, — D, -1},
so konnen wir die letzte TFormel auch so schreiben:

f©n—1 —[n-{- _}_@n—}-] i n—1

l ,“R Qn—}-l == @,I Sl
33)

— nl ” . ]

= (“b[ 1’2 l "+(Zn DH2n 1) “—1“/“1“3»1 @n_]J

/ - 2n—1 [ I l

— 2" 1_ lgngn -1 +-7.L 1{1,‘ Dn—l l‘®n+ (91?/ ])(()}l—{—l)@ IJ,
+ u’ B B -1 Suty (k 1),

=Ju (k1)) ,1 @n—1)Di+ 5 5 DD Juy (B ),
oder:
29—

yr s —
I'D)l——l 111+1 + Qn—l-l 171 1 LR

®n n
oder schliesslich:

‘),4) )1/“_0/»1t ,L_|(/tju) y,“- + ]»R D,,*.](/L)]u)

2n—1 9, ) 2n—1 D, (ult)
diese Formel, in der die Koeffizienten von ¥, -, und ¥, 41 £0
(tibrigens stets positiv#¥)) sind, ist das fiir uns brauchbare Ana-
logon der Tormel 30).

11/;1—{4;

Es ergibt die successive Anwendung der Formel 34), dass
auch jedes
Y, =0
sein muss (r < p <o¢), wenn die beiden Formeln 82) erfiillt sind,
wobei wir natiirlich unter o, 7, o ganze Zahlen verstehen; im

-
besonderen folgt:
yrs O
c—1—

*) Alle dibrigen mit Ju—3 (kR) wmultiplizierten Glieder heben
gich fort.
#*) Nur das Anm. 8, 421 definierte ©,—1 fiir j = 0 ist negativ, was
fitr die folgenden Schliisse nicht in Betracht kommt.
20%
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Nun ist:
W 1 =kD, 1 (uR)Ja_y(k ]’)—{— Do -2 (), y (k1)

oder, wenn wir bedenken, dass:

= (7:]_31 Jo—y (k)= ds_ (kR)- ]k L J +1 (&), (nach30))
RO, ()= (26-1)20~ 3) {e RD, (1 ) — Dur (e 1)},
(2. Formel 33)),
auch:
g/,,._1=‘11('20-—1) (Il.]b 5 — (]: b)—-]\ r_l(ltla)[,i.l(/uh)
Die beiden Gleichungen

, _7l-ro,,(,u1:).f__5(7;1:)—5,0"_’_ D1 (RS, 4y (kIR)=0,

1
V1= u@Ro-D)Q,uR), —y kR)-1Dy 1 (L), 4y (kR)=0
kiinnen nun nicht gleichzeitig bestehen, weil weder gleichzeitig
Joo y(kR)=0, J, 1 (FRY=0,
noch die Determinante:
(% 4 1) D, (0 B Dy 1 (1 R) =
sein kann.

Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen.

§ 4
Von allen durch den allgemeinen Satz III gegebenen
Schwingungen wird uns vor allem der Spezialfall
=0
interessieren. In diesem Talle ist
Y; eine Koustante = ¢,
(,)'—”"

D;(ur) = ——,

nr

J]*.‘.(l"ﬂ) —] "'-" g111 ]x'()rv

7[ 1”

und die Gleichungen 28), 29) werden:
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e~ Jer .
Dy =¢+-——, (im Aussenraume),
p

ar
(313 =

) 5 SN ke 1.
= T~ (im Innenraume),

sin g Y v

36) Igcosleg B 4 pesin by IR = 0.

D =c-c

Die Schwingung, der die kleinsteWurzel I, der Gleichung 36)
entspricht, werden wir als die Grundschwingung des Systens
bezeichnen. Sie besteht in einer Pulsation der Kugel und geht
fiir e =0 in die Grundschwingung der gewdshnlichen univer-
sellen Schwingungen iiber, fiir die:

¢ .
[ b, =, (im Aussenraume),
r )

)
37 .
) sin k.
b, = ¢ = (im Innenraume),
a9Q . %
(;B) 7L0 —_ E_R_.

Vernachliissigt man bei der Grundschwingung erst die
zweiten Potenzen von g, so folgt:

creamial .
Dy = L (im Aussenranme),
: ¢ sin fr, r
39 D= (1—uR o (im Innenis
3¢ y u - im Innenraume
) 7 ( 1) sin ky R ( ¢ )
A B
7{0 =5 R g

wobei ¢ der Gleichung zu geniigen hat:
40) —hysin (e ) 4 weos(e R) =0

oder in erster Anniiherung:

9
g ="K
T
41) 3 sink =1,

. . T 2ur ar
sin I, 1 == sin ( - 77 cos i
& 2 R a 2 )
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Wir konnen somit fiiv die Grundschwingung das folgende
Resultat aussprechen:

Zusatz zu HI. Fiir die Grundschwingung ist:

o —nr .
Df =¢-——, (im Aussenraume),
.

e~ osin Iy
¢ iy ——
sm ke, It r

df = , (im Immenraume),
und %, die kleinste positive Wurzel der transcendenten

Gleichung:
kycosky, IR 4 pwsink, R=0.
0 0 £ 0
Ist g sehr klein, und vernachliissigen wir bereits
zwelte Potenzen von u, so wird:
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—, (im Aussenraume),
,
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(im Innenraume),
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Die mit £, umgekehrt proportionale Schwincungs-
0 ] o] =]
daver der Grundschwingung wird durch die Absorption
des Zwischenmediums verkleinert.



