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Ueber die gestaltlichen Verhdltnisse der durch
eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen
zwei Variabeln definirten Curvensysteme.

Von Walter Dyck.

(Zweite Mitteilung.)

(Mit Tafol V—VII.)

(Bingelaufen 6. Apyil.)

§ 1.

Einleitung.

In einer ersten Abhandlung ,Ueber die gestaltlichen
Verhiltnisse der durch eine Differentialgleichung erster Ord-
nung zwischen zwei Variabeln definirten Curvensysteme“?)
habe ich den Verlauf dieser Curvensysteme in der Umgebung
ibrer ,wesentlich® und ,ausserwesentlich singuliren® Stellen
einer genaueren Betrachtung unterzogen und dabei auch die
Frage nach dem ,Gesammtverlauf eines solchen Curven-
systems aus der Kenntniss von Lage und Charakter der

1) Berichte der k. bayer. Akad. d. Wiss. 21. Bd. 1891. p. 23 ff.
Auf diese Abhandlung, die in der Folge durch [Abh. L] citirt ist,
sei auch beziiglich der Litteratur iiber den Gegenstand verwiesen.
Fundamental fiir die folgenden Entwicklungen ist selbstverstindlich
wieder die Abhandlung von Briot und Bouquet ,Sur les propriétés
des fonctions définies par des équations differentielles* im 36. Heft
des Journal de 1'école polyt.
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einzelnen singuliren Stellen discutirt und zwar je fiir die
verschiedenen Blitter, in welchen sich das Curvensystem {iber
der (z y)-Ebene ausbreitet.

Im Folgenden ist ein anderer Weg eingeschlagen, um
fiber den Gesammtverlauf der Integral-Curven einer Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung Aufschluss zu erbalten:
Man betrachte durch Einfiihrung eines Parameters
die einzelne Differentialgleichung als Glied einer
Reihe von continuirlich in einander iibergehenden
Differentialgleichungen und studire die Aende-
rungen, welche die Integralcurven durch eine solche
stetige Abinderung der Differentialgleichung er-
leiden.

Es bleibt dann bei dieser continuirlichen Ab-
anderung der Gesammtcharacter des Curvensystems
im Allgemeinen erhalten und édndert sich nur an
gewissen Sprungstellen durch Entstehen, Umfor-
mung und Verschwinden von singuliren Punkten.

Dabei bezieht sich der schon in Abh. I. gebrauchte Aus-
druck ,Gesammtcharacter® wie dort auch hier wieder auf
die Art und Verteilung der singuliren Stellen, auf die im
Sinne der Analysis situs genommene Anordnung der ver-
schiedenen Blitter und des darin néberungsweise darzustel-
lenden Verlaufes der einzelnen Curvenzweige. Eigenschaften
von Integralcurven dagegen, wie die, sich zu schliessen, oder
noch specieller, algebraisch zu sein, fallen hier ausser Be-
tracht, denn sie werden im Allgemeinen bei einer infinitesi-
malen Aenderung der Differentialgleichung verloren gehen.

So versucht die vorliegende Abhandlung eine
Darstellung derjenigen Eigenschaften des Integral-
curvensystems einer Differentialgleichung erster
Ordnung, welche bei im Sinne der Analysis situs
nicht wesentlichen Umformungen der Differential-
gleichung erhalten bleiben durch die Darlegung
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derjenigen Aenderungen, welche das Integralsystem
bei den im Sinne der Analysis situs wesentlichen
Uwminderungen erleidet.

Das System der Differentialgleichungen, welches wir in
seiner continuirlichen Umnformung untersuchen, ist nun das

folgende :
Fz,y,y)— k=0

mit % als Parameter. Hier werden die analytischen Formu-
lirungen von einfachster Art, sind aber doch allgemein genug,
um das Verhalten solcher Umformungen auch in anderen
einfach unendlichen Systemen von Differentialgleichungen
iibersehen zu konnen.

Weiter legen wir im Folgenden die Function F'(z,y,y’)
von ,algebraischem Character® als eine reelle, eindeutige
Function der reellen Verinderlichen z, y, ' zu Grunde, die
nur fiir endliche Werte dieser Variabeln verschwindet, an
jeder Stelle x4, y,, ¥', nach ganzen Potenzen von (r—z,),
(y— 4y ' —y'y) entwickelbar ist und deren drei Ablei-
tungen nach den Variabeln nur fiir discrete Werte derselben
gleichzeitig verschwinden.

Machen wir von der vielfach anzuwendenden Vorstel-
lung des Systems F'(z,y,y') —k =0 als eines Systems von
Flichen in einem Raume mit den Coordinaten z, y, y' Ge-
brauch, so entspricht den eben gemachten Annahmen die
Vorstellung eines Systems von ganz im Endlichen gelegenen,
einander nicht schneidenden, geschlossenen Flichen, die den
Raum gerade einfach durchsetzen.!) Auf jeder solchen Fliche

1) Hiezu sei erwithnt: Durch die obige Bedingung schliessen wir
auch das Auftreten von sog. Unbestimmtheitspunkten aus, denen
in unserer Flichendeutung das Auftreten einer zur z y-Ebene senk-
rechten Geraden x=uxy, y=1, entspricht. Eine beiliiufige Bemerkung
der Abh. I. (pag. 30 oben) ist selbstverstindlich unrichtig, wenn es
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ist das ihr entsprechende System der Integralcurven ein-
fach tiberdeckend, ausgebreitet.

Die wichtigsten Umformungen dieses Curvensystems ent-
sprechen denjenigen Umiéinderungen der Flichen des Systems,
bei welchen die characteristische Zahl (Zusammenhangs-
zahl) der Fliche sich éndert. IThnen entsprechen Aenderungen
in der Anzahl der singuliren Punkte des Curvensystems, den
Relationen zufolge, welche diese Anzahlen mit der characte-
ristischen Zahl verkniipfen.!) Alle iibrigen Aenderungen, die
bei der continuirlichen Umformung im Verlaufe des Curven-
systems auftreten, sind — auch wenn dabei singulire Stellen
auftreten oder verschwinden oder sich umformen — so be-
schaffen, dass sie jene characteristischen Relationen nicht
iindern.

Nehmen wir nun einmal an, fiir irgend eine Differen-
tialgleichung des Systems sei der Verlauf der Integralcurven
bekannt, so lidsst sich die successive Aenderung der Integral-
curven mit dnderndem % von hier aus anschaulich verfolgen;
speciell fiir die soeben gemachten Annahmen iiber die End-
lichkeit der Fliche F(z,y,y')=0 wird es einen Parameter-
wert %, geben, fiir welchen die Fliche F(z,y,y') — ka=0
lediglich aus isolirten Punkten besteht, um von hier aus sich
im Raume der z, y, y' continuirlich auszubreiten; dann
werden wir von da ab mit der Entstehung des Integral-
curvensystems selbst die Discussion der gestaltlichen Verhilt-

sich um die Bedingungen fiir das Eintreten von Unbestimmtheits-
punkten im Allgemeinen handeln soll.

Ich nehme Gelegenheit, hier weiter ein Versehen zu berichtigen,
welches in Formel (35.) auf pag. 54 untergelaufen ist. Die letzte der
dort gegebenen drei Gleichungen ist, wie unmittelbar ersichtlich, zu
ersetzen durch

2P N9 00 N9
ox 9¢cdy _3y Jdcdx

1) Abh.I pag. 47, 48; Poincaré, Liouville's Journal Serie III Bd. 8,
Serie IV Bd. 1.




W. Dyck: Differentialgleichungen 1. O, 105

nisse des Integralsystems beginnen kénnen durch die Bezeich-
nung der Aenderungen, welche an den niher zu bestim-
menden besonderen Stellen fiir den Verlauf unseres Curven-
systems eintreten.

Diese Untersuchung ist im Folgenden ausgeftihrt, und
sind dabei insbesondere diejenigen Uménderungen einer ein-
gehenderen Betrachtung unterzogen, die mit einer gleich-
zeitigen Aenderung der characteristischen Zahl der Fliche
F — k=0 verbunden sind; die iibrigen bemerkenswerten
gestaltlichen Aenderungen sind im Folgenden wesentlich nur
in so weit besprochen, als es eine genaue Classification er-
forderte. Es bieten fibrigens, wie gleich hier erwihnt sei,
gerade auch diese Fille (insbesondere die im § 4 und 5 be-
sprochenen) ein weitergehenderes Interesse speciell fiir den
Verfolg der Frage der ndherungsweisen Integration einer
Differentialgleichung fiir die Umgebung gewisser singuldrer
Stellen und zwar deshalb, weil hier die Betrachtung erster
Niherungen wegen der geringen Zahl der in den betreffenden
Niberungsgliedern noch enthaltenen Constanten singulire
Vorkommnisse herbeifiihrt, die keineswegs bei Ausdehnung
auf eine grossere Gliederzahl noch statthaben. Ich denke
darauf in einer ausfiihrlicheren Darlegung einzugehen.

§ 2.
Allgemeine Festsetzungen und Bezeichnungen.

Um das Verhalten der Integralcurven der Differential-
gleichung

(1) F,yy)—k, =0
fir die Umgebung einer Stelle z,, y,, y', 2u untersuchen,
entwickeln wir zuniichst F' in eine Potenzreihe nach (z—xz,),

(¥ —Yo), (¥'—y'y) und fiihren (vergl. Briot-Bouquet a.
a. O. pag. 191) in dieselbe die Substitution ein:
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x—zy =8§,
(¥ — ¥0) — ¥'o (@ — %) =17; wo dann
IR L |
Y —Yo=7 = it
Es kommt dann die folgende Entwickelung :
(3) Flz,y,y)—ky=
(Fity's F)§+ Fyy+ Fyn' +
+§'{(Fj |+2!/'0F'1 ,+y'02F”)§’+2(FT,,+y‘of, s)§'1+1_'u '72}+
+ (Fyy+ ' Fy) §v' + Fyg + 3P+ ...
eine Differentialgleichung, die das gemeinsame Wertesystem
§=0, =0, 7¥=0

als Losung besitzt.

Wir fiigen zur Uebersicht des Folgenden das Diagramm
bei, in welchem in der bekannten Weise die einzelnen Glieder
in Bezug auf ihre Grossenordnung in & und 7' (wobei 9
dquivalent mit 3’ §) eingetragen sind.

Fig. 1.

? 1% 17 4

gt Lt
qll 77' ’/
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Die in (2.) gegebene Umformung ist fiir die Deutung
des Verlaufes der Integralcurven in einer Ebene (§1) und fiir
die andere in der Ebene (x y) selbstverstindlich unwesentlich;
wir werden im Folgenden von der einen und anderen Ebene
Gebrauch machen und ebenso je nach Zweckmissigkeit fiir
die rdumliche Anschauung von dem Coordinatensystem z, y, y'
und dem andern &, n, 7'

Beziiglich der eingefiihrten Bezeichnungen sei noch er-
wihnt, dass wir da wo es wiinschenswert erscheint, die
Werte der Ableitungen von F nach den Variabeln z, y, y'
als bestimmt fiir einen Punkt z,, y,, y’, hervorzuheben, die
Ausdriicke F,, F,, Fy, F,, u. s. w. wie in Gleichung (3.)
mit einem horizontalen Strich versehen, der wegbleibt, wenn
die Stelle z, y, y' unbestimmt bleiben soll.

Weiter ist es zweckmissig, die Richtung des Durch-
laufens des Systems

Fz,y,y)—k=20

auf einfache Weise zu pricisiren. Wir betrachten die Con- -
stante k& als wachsend. Machen wir die obige Annahme,
dass F (z,y,y") nur fiir endliche Werte der Variabeln ver-
schwindet, so lidsst sich das Vorzeichen so normiren, dass
F fiir unendlich grosse Werte der Variabeln positiv ist; in-
dem wir dann von dem untersten Wert %k, des Parameters %, .
fiir welchen noch eben ein reelles Wertsystem z, y, y* der
Gleichung F' — k, = 0 geniigt, ausgehen und die Gleichung
(F—ky) =k fir unser System einfithren, ldsst sich der
Parameter % als durchaus positive Grosse einfiihren.
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I. Abschnitt.
Diewesentlich singulidrenStellen der Differentialgleichungen
F(x,y,y) —k=0.

§ 3.
Uebersicht.

Die Stelle x,, y,, y'y ist wesentlich singulir, wenn gleich-
zeitig die drei Gleichungen statthaben

4) F—k, =0, Fi+y,F,=0, F;=0.

Das Verhalten des Systems der Integralcurven in der
Umgebung einer solchen Stelle ist (Abh. I) niherungsweise
gegeben durch die Differentialgleichung :

(5.) 0=F;1)+1},(F—'“+ 2y’ F'u+.'lloz_F—n)§1+

. + (Fy +.7/‘0F23)§7/‘+21Fsa’7'21
-welche dem aus Fig. 1 abgeleiteten Diagramm (Fig. 2.)
entspricht.

Fig. 2. Wir bezeichnen wie in (Abh. 1)
die drei Kategorien der wesentlich
% singuliiren Punkte als:

Kateg. I. Punkte P, (Taf.I, Fig.Id.Abh.1)
» 1L » Do (Tafel II, Fig. IL)
7 ’ » 1L » P (Tafel III, Fig. IIL.)
Dann sind fiir die Unterscheidung
dieser 3 Kategorien die Vorzeichen der
y folgenden beiden Ausdriicke massgebend

~17111"*_2-1/10Flz+.’/‘o,'F;ss Es+?/'ofzs+f2 l
j'_13"'!/‘01?23 Fy, |

(6.)

und

N= 4M—-Fp
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und zwar hat man folgende Tabelle der Vorzeichencom-
binationen :

M N ' Kategorie
= -z = ---——l' S —
+ + ey
@) - |
+ — 1,
- — e

Denken wir uns nun das System der Differentialgleich-
ungen

F(z,y,9y)—k=0

mit dinderndem (wachsendem) Parameter & durchlaufen, so
werden die jedesmal aus den Gleichungen (4.) zu berechnenden
wesentlich singuliren Stellen (z,, ¥,, ¥';) eine stetige Auf-
einanderfolge bilden. Besonders fiir den Verlauf der Curven
der Integralsysteme werden dann einmal diejenigen Stellen
7u beachten sein, fiir welche einer der Ausdriicke M bez.
N sein Zeichen wechselt, und weiter diejenigen, fiir welche
einer der wesentlichen Terme in der Nibherungs-Differential-
gleichung (5.) — das sind die Factoren von 7 und von 7?!)
— verschwindet. Das Verschwinden des Factors F, von y
bringt dabei wegen F, 4-y'c F, = 0 auch das Verschwinden
von F, mit sich.

Sonach ergeben sich zur niheren Untersuchung der
wesentlich singuliiren Stellen:

4) F—ky=0, F, 4y, F,=0, Fy=0
diejenigen Fille, fiir welche noch die Bedingungsgleichungen :

1) Man iiberzeugt sich leicht, dass ein Verschwinden der Factoren
von &2 und von & den Character der singuliiren Stelle im Sinne
der Analysis situs nicht wesentlich beeinflusst.
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A) M=0 § 4)

B) N=0 § 5.

C) F,=0,F,=0 (§6-8)

D) F‘ =0 § 9.)
bestehen.

Bedienen wir uns der schon in der Einleitung erwiéhnten
Deutung der Variabeln z, gy, y' als rechtwinkliger Coordi-
naten des Raumes, so konnen wir folgendes geometrische
.Bild bei unseren Betrachtungen einfiihren:

Das System der einfach unendlich vielen Flichen

F(z,y,9)—k=0
wird geschnitten einmal von der Fliche
Fi+yF,=0,
welche auf den einzelnen Flichen F— k=0 diejenigen
Curven ausschneidet, fiir welche die Integralcurven in der
Projection auf die (zy)-Ebene Wendepunkte besitzen.!)
Weiter schneidet die Flache

F,=0

die Flichen des Systems F—% =0 je in den Umrisslinien U;
in Richtung der y'-Axe; diese Linien, auf die x y-Ebene pro-
jicirt, sind also die Oerter der Spitzen der Integralcurven.
Die Flichen
Fi+y Fyg=0 und Fyg=0

ihrerseits schneiden sich in einer Raumcurve S, welche
auf den Flichen F'—k=0 je die wesentlich singuldren
Punkte ausschneidet.
Auf dieser Raumcurve S sind einmal die Punkte aus-
gezeichnet, fir welche M =0 bez. N=10 ist; weiter die-
1) Man vergleiche Darboux ,Sur les solutions singulidres des

équations aux dérivées ordinaires du premier ordre. Bulletin des
Sciences Mathém. 1. Serie, Bd. IV (1873).
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Jenigen, fiir welche gleichzeitig F, =0, F=10, F;=0
ist. d. h. die Knotenpunkte des Flichensystems F' — k= 0;
endlich die Punkte, welche der Gleichung Fy, = 0 geniigen.
Fiir die zu einem dieser letzteren Punkte gehorige Fliche
F — k=0 bedeutet die Bedingung F,, =0, dass die Um-
risscurve der Fliche in ihrer Projection auf die z y-Ebene
eine Spitze besitzt. In diese Spitze, welche nach den Be-
trachtungen der Abh. I. als ausserwesentlich singulire Stelle
des betr. Integralsystems zu bezeichnen ist, riickt hier noch
ein wesentlich singuliirer Punkt.

§ 4.
A) Die Bedingung M = 0.

Das Verschwinden der Determinante

‘ F, F, F,
B) 'F,,+yF,, F,+yPF, Fxs’}‘?/les‘*'Fsi
I Fy, Fy, Fyy ;

driickt die Bedingung dafiir aus, dass die Raumcurve S
Fi4+yF,=0 F,=0
eine Fliche

F—Lr=0
beriihrt. Man erkennt sofort, dass diese Bedingung die Form
9.) M F,=0

annimmt, in welcher das Verschwinden des letzten Factors
die uneigentlichen Beriihrungen von § in den Knotenpunkten
des Flichensystems bezeichnet, die Bedingung

M=0
die eigentlichen Beriihrungen. Dabei trennt die Fliche M=0

in der Umgebung eines solchen Punktes zwei Gebiete der
Raumcurve S, fiir welche beziehungsweise
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M<0, N<O
und M>0, N<O

ist. Wie Fig. 3 schematisch darstellt, vereinigen sich also,
wenn wir das Fliachensystem in der einen Richtung durch-
laufen, zwei singulire Punkte, und zwar je ein Punkt II
und ein Punkt IIT mit einander, die dann verschwinden;

Fig. 3.

umgekehrt entstehen zwei solche Punkte an einer Stelle
M=0; es findet das eine bez. andere statt, je nachdem
die Raumcurve S die Fliche F—7%, =0 von ,innen*
bez. von ,aussen® beriihrt, was analytisch auf die Vor-
zeichenbestimmung eines leicht zu bildenden Determinanten-
ausdruckes hinauskommt. Die gestaltliche Umformung,
deren ausfiihrliche rechnerische Behandlung?) ich hier tiber-
gehe, wird besonders tibersichtlich in der Projection auf

1) Bei welcher ausser den in Gleichung (5.) gegebenen, zu einer
. ersten Niherung dienenden Gliedern auch die niichst h&heren not-
wendig heranzuziehen sind.
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die Ebene &7‘, in welcher die Umgebung der singuliren
Stelle eindeutig dargestellt ist.!)

§ 5.
B) Die Bedingung N =0.

An denjenigen Stellen der Curve S der singuliren Punkte,
fiir welche der Ausdruck N verschwindet, tritt ein besonderes
Verhalten der Curve S gegeniiber dem Flichensystem F—k=0
nicht ein. Die Curve S tritt, wie Fig. 4. schematisch an-
deutet, aus einem Gebiete N< 0 in ein solches N >0 ein,
oder umgekehrt. Dabei ist, wie die auf pag. 108 gegebenen
Gleichungen lehren, jedenfalls M > 0. Es verwandelt sich
also bei #nderndem % ein singulirer Punkt III in einen
Punkt I oder umgekehrt.

Fig. 4.

1) Von dem Umstand der Eindeutigkeit der Projection auf die
§y-Ebene in gewissen fiir die & 7-Ebene mehrdeutigen Darstellungen
ist schon in der Abhandlung I in den Figg. I' 11’ 1lI' der Tafeln fiir
die dort behandelten Singularitiiten Gebrauch gemacht und wir ver-

1892, Math.-phys. C. 1. 8
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Die gestaltliche Umformung der singuliren Stelle lisst
sich an Hand der Figg. IIl und I (beziehungsweise III' und
I') der Abh. I. leicht verfolgen, wenn wir beachten, dass
die beiden in der ersten Niherung aunsgezeichneten Curven-
zweige der Integralcurven, welche den Punkt III durchsetzen,
im Grenzfalle zusammenriicken, um dann imaginir zu werden.

§ 6.

C) Die Knotenpunkte des Flichensystems F — &k =0,
Geometrische Discussion.

Die Raumcurve S
F,+yF,=0, F,=0
durchsetzt die durch die Bedingungen
C) F,=0, F,=0, F,=0

gegebenen Knotenpunkte des Flichensystems F— &k = 0.

Fiir den Character dieser Stellen ist vor Allem die Lage
des Tangentialkegels im Knotenpunkt gegeniiber der Raum-
curve S und in Bezug auf die Projection auf die z y-Ebene
zu bestimmen, und zwar sind vier wesentlich verschiedene
Fille zu unterscheiden:

Der Tangentialkegel ist imaginir.
a) Ein elliptisch gekrtimmter Fliichenteil zieht
sich auf einen isolirten Knotenpunk* znsamme=

wenden denselben auch in der Folge bei den ir ; 8 heiprrppir
Singularititen. Das gleiche Princip, die Verhéilt;: -+ i~ cimer ¢ix-
deutigen Darstellung zu iibersehen, liegt selbstverswandiich auch den
von Briot und Bouquet eingefiihrten allgemeinen Transformationen
zu Grunde und kommt weiter in der auch von Poincaré verwen-
deten Betrachtungsweise des Integralcurvensystems auf der Fliche
F =0 zur Geltung.
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um dann zu verschwinden, oder umgekehrt entsteht
um einen isolirten Punkt ein solcher ellipsoidischer
Fléchenteil.

Die Raumcurve S durchschneidet diese kleine Fliche
in zwei Punkten. Also verschwinden bez. entstehen zwei
wesentlich singulire Punkte, je nachdem der Uebergang in
der einen oder andern Richtung statthat. (Vergl. die sche-
matische Fig. 5a.)

Der Tangentialkegel ist reell.

Die Flichen F— k=0 werden derart umgeformt, dass
zwei getrennte Flichenteile sich zu einem einzigen vereinigen
oder umgekehrt eine Abschniirung eintritt und zwar lisst
sich in der Umgebung des Knotenpunktes in bekannter Weise
der Uebergang dadurch characterisiren, dass sich zwei ellip-
tisch gekriimmte Flichenteile zu einem hyperbolisch ge-
kriimmten vereinigen bez. eine Trennung eines hyperbolisch
gekriimmten in zwei elliptische Flichenteile eintritt. Unter-
scheiden wir auch die beiden Raumteile, welche der Kegel
trennt, als elliptischen, bez. hyperbolischen Teil, so kommt
es zundchst darauf an, ob die Curve § in der Umgebung
des Knotenpunktes den elliptischen bez. den hyperbolischen
Teil des Raumes durchsetzt.

b) Die Raumcurve durchsetzt den elliptischen
Raumteil des Kegels.

Beim Uebergang von der elliptisch gekriimmten Fliche
zur hyperbolisch gekrtimmten riicken zwei wesentlich singn-
lire Punkte zusammen, um dann zu verschwinden, wiihrend
beim umgekehrten Uebergang zwei solche Punkte entstehen.
(Vergl. die schematische Fig. 5b.)

Durchsetzt die Raumcurve S den hyperbolisch ge-
kriimmten Flichenteil, so ist noch eine Unterscheidung be-
ziiglich des Umrisses unseres Kegels in der Projection auf
die (xy)-Ebene zu beachten. Diese kann aus einem ima-

8*
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ginéiren oder einem reellen Paar von geraden Linien be-
stehen.?)

¢) Die Raumecurve S durchsetzt den hyperbo-
lischen Teil des Kegels; Umriss des Kegels in die
(zy)-Ebene imaginér.

d) Die Raumcurve S durchsetzt den hyperbo-
lischen Teil des Kegels; Umriss des Kegels in die
zy-Ebene reell.

In beiden Fillen ¢) und d) entstehen beim Uebergang
von den elliptisch gekriimmten Flichenteilen zu den hyper-

Fig. 5a. Fig. 5b.

z

7

/ // /},;,'/f//l/////ﬂﬁ?}:::::m:;.--...
/ ) 4

-l) Im Falle b bildet dieser Umriss, wie leicht zu sehen, not-
wendig ein reelles Geradenpaar, im Falle a selbstverstiindlich ein
imaginiires.
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bolisch gekriimmten zwei wesentlich singulire Punkte, die
beim umgekehrten Uebergang verschwinden. (Vergl. die
Figg. 5¢ und 5d.)

In den Figuren ist jedesmal das doppelt iiberdeckt zu
denkende Gebiet derjenigen Fliche schraffirt, welche die
singuliren Punkte triigt, also bei a) und b) das Gebiet der
elliptisch, bei ¢) und d) der hyperbolisch gekriimmten Fliche.

§ 7.
C) Fortsetzung. Analytische Formulierung.

Die vier Fille lassen sich nun in einfachster Weise
analytisch von einander trennen.

1. Zundchst lasst sich bekanntlich der Unterschied des
imagindren vom reellen Kegel nach den gleichen oder un-
gleichen Vorzeichen der drei Werte, welche die linke Seite
der Kegelgleichung fiir die Kanten irgend eines Polardreikants
annimmt, fixiren. Wir wihlen als diese Kanten einmal die
Tangente an die Raumcurve S, fiir welche

Fn"‘.’/‘oﬁx F—'ns""?/‘oﬁ—';sv F'xs_l'y'ol?n
I Fy, Fy, Fyy

ist. Dann lisst sich die Axe y'

(10.) dz:dy:dy’ =

1 0

als zweite Kante wihlen und folgt endlich eine Gerade mit
der Fortschreitungsrichtung:

11 0 0
(11.) dz:dy:dy’ ={|0 “

yo —1 0
(12) dz:dy:dy'=| " _ _
81 F!l? FSB

als dritte Kante dieses Polardreiecks.
Beachten wir dann, dass fiir eine Stelle

F,=0, F,=0, F;=0
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der Ausdruck M:
I—‘u +2!/‘ofxs+!llosﬁ_'n F:a +?/'0F_‘as
Fig+y'oFyy Fyy

wird, so ergiebt sich aus den obenbezeichneten Substitutionen
der dz:dy:dy' in die linke Seite der Kegelgleichung :

(13) M=

Gleiche Vorzeichen:

M. |F; |2
14 l__ e, imagindrer Kegel.
(14) Fy,, Verschiedene Vorzeichen:
M. F, . reeller Kegel.

2. Fiir die Projection des Kegels auf die (zy)-Ebene
ergiebt sich sofort:

Der Umriss des Kegels in der Projectionsrichtung der
y'-Axe ist imaginir oder reell, je nachdem
. — — >0 imagindrer Umriss.
(15.) Fos- | Fin | < 0 reeller Unriss.

3. Die Lage der Raumcurve S gegen den Kegel lisst
sich direct aus dem Vorzeichen des Productes der Determi-

nante | F,;| in die Determinante bestimmen, welche entsteht,

wenn wir | F;| mit den beiden Zeilen der Matrix (10.) (fir
die Fortschreitungsrichtung der Raumcurve) riindern. Die

letztere Determinante reduciert sich auf M.|ZFy| und so

folgt direct das Vorzeichen von M als characteristisch fiir
jene gegenseitige Lage, so zwar, dass fiir

1) Wo zur Abkiirzung die Determinante des Kegels
Fy Fn Fy|

Fy F 22 an = F.-ﬂ

Fy Fy Fy

gesetzt ist.
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(16) I >0 die Raumcurve S den pelliptischen®
) < 0 die Raumcurve S den ,hyperbolischen*

Raumteil des Kegels durchsetzt.

4. Endlich lasst sich auch die Richtung des Uebergangs
der Flichen F—k =0 in den Knotenpunkten fixieren. Wir
machen dabei von der Eingangs schon erwéhnten Normier-
ung der Flichen F— % =0 Gebrauch und fixieren das Vor-
zeichen von F so, dass F fiir unendlich grosse Werte von
z, y, y' positiv wird. Durchlaufen wir dann das System
F—k=0 mit wachsendem Parameter %, so #ndern sich
die Flichen F' — k=0 einander je umschliessend so, dass
stets der ,Innenraum* F — k=0 wichst. Damit wird das
Vorzeichen der Determinante |FT¢,‘] bestimmend fiir die Rich-
tung des Ueberganges unserer Flichen in der Umgebung
eines Knotenpunktes, so zwar, dass:

(172) | Fou| >0
Ellipsoid zur imaginidren Fliche,

den Uebergang vom ] zweischaligen Hyperboloid zum ein-
schaligen Hyperboloid,

(17.) | Fix| <0
den umgekehrten Uebergang (den wir hier wie auch in der

Folge der Kiirze wegen durch die Naherungsflichen be-
zeichnet haben) characterisirt.

§ 8.
C) Fortsetzung. G(estaltliche Discussion.
Zusammenstellung.

Der gestaltliche Verlauf der Integraleurven in der
Umgebung der im Vorstehenden unterschiedenen singuliren
Stellen folgt nun in tbersichtlichster Weise aus folgenden
Ueberlegungen:
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Die in 8. gegehene Unterscheidung der Lage der Raum-

curve S gegen den Kegel durch das Vorzeichen von M
fixiert gleichzeitig die Kategorie der im Knotenpunkte zu-
sammenriickenden Singularitiiten :

Im Falle a), in welchem der Kegel imaginir,
das den Knotenpunkt umgebende und von S durch-
setzte Gebiet ,elliptisch® ist, und ehenso im Falle b)
in welchem die Raumcurve S den ,elliptischen®
Raumteil des reellen Kegels durchsetzt, fallen, wenn
wir den Uebergang mit der elliptisch gekriimmten
Fliche beginnen, im Knotenpunkt zwei singulire
Stellen I. Art zusammen, um dann zu verschwinden.

In den Fillen ¢) und d), in welchen S den ,hy-
perbolischen* Raumteil des (reellen) Kegels durch-
setzt, entstehen, wenn wir wieder den Uebergang
mit der elliptisch gekrtimmten Fliche beginnen,
im Knotenpunkt zwei zunichst vereinigte singulire
Stellen II. Art, die sich dann auf der hyperbolisch
gekrimmten Fliache trennen.

Das Verhalten des Integralsystems fiir die Fliche mit
Knotenpunkt sei nun zunichst noch dadurch genauer pri-
cisirt, dass wir diejenigen Curvenzweige, welche durch den
singuldren Punkt hindurchlaufen, direct nach der Methode
von Briot und Bouquet bestimmen. In erster Anniherung
lautet hier die Differentialgleichung:

(18.) (F_';1+2;’/‘oﬁ—'12+?/lozﬁ_’n) £+2 (f'lﬂ-l- yloﬁs) §v' +
Fogn?*=
und deren Integral
£ _(Es'i'.’/‘oﬁ;s)iv——ﬁ
' 2 Fyy

es ergeben sich also zwei Parabeln als Néherungscurven an

(19.) n=
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die beiden durch den singuléren Punkt laufenden Zweige des
Integralsystems. Diese sind imaginir fir M >0, also in
den Fillen a) und b), reell fir M <0, also in den Fillen c)
und d). In den letzten beiden Fillen unterscheidet noch das
Vorzeichen:

_ _ _ — >0
(20.) (Fia 1290 F g+ 9'0* Fog) - Fyy <0,

ob die beiden sich im singuliren Punkte beriihrenden Curven-

einer Seite

zweige auf { ihrer gemeinsamen Tangente ver-

beiden Seiten
laufen, ein Umstand, den wir sogleich noch weiter beriick-
sichtigen.

Das Verhalten des Integralsystems fiir die der Fliche
mit Knotenpunkt vorausgehenden und fiir die nachfolgenden
Flichen ist durch die Fixierung der Art der auf ihnen lie-
genden singuléren Stellen (I. bez. TI. Art) nunmehr fiir die
Umgebung dieser Stellen nach den in Abh. I. gegebenen
Ausfihrungen niher zu bestimmen. Es mag dabei noch fiir
" die genauere gestaltliche Characterisierung die Curve der
Wendepunkte der Integralcurven:

F—k=0, F,+y F,=0
in ihrer Umformung bei dem Uebergang durch die Fliche
mit Knotenpunkt untersucht werden.
Bezeichne

ky—e, Ky, ke

die Parameter der Fliche mit Doppelpunkt, und deren vor-
ausgehender sowie nachfolgender (e positiv), so kann die
obige Curve in erster Annéherung ersetzt werden durch eine
Curve zweiter Ordnung, die durch den Schnitt der ersten
Niherungsflichen entsteht. Das ist einmal die Fliche zweiten
Grades: '
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+2¢
0 (= —n(z_xo)+2F‘12(x_xo)(!l_yo)+ﬁ—'92(y_yo)2+
—2¢ 2F , (1 — ) (v' —y'y) +. ..

und dann die Tangentialebene:

(Fn +?/'0F9L) (@ —2,) + (F'xs'l'y‘o Fwur) (y—y)+
(Fis+9'0Fss) @' —9'0)=0.
Fiir die Fliche mit Knotenpunkt hat daher die Curve der

Wendepunkte einen Doppelpunkt, der sich beim Ueber-
gang von —¢& nach + ¢ in der bekannten Weise auflost.

Der Doppelpunkt ist { isolirt bez.t je nachdem

nichtisolir
@) @ty Pty By | Fal 2
ist. Nun beachte man, dass im Falle
M>0

Fyy und (F,, + 2¢', Fi; + y* Fyy)
notwendig gleiches Vorzeichen besitzen, die obige Unter-

a)

b) bezeichnet;

scheidung also direct die Trennung der Fille {

so kommt hier:

Im Falle a) ist der Doppelpunkt der Wendepunktscurve
stets isolirt; im Falle b) existiren stets zwei reelle Zweige
der Wendepunktscurve durch den singulidren Punkt, die sich
dann beim Uebergang auf die Gleichungen mit —é& bez.
-+ ¢ als Parameter je in zwei hyperbolische Aeste aufldsen.

In den Fillen c) und d) dagegen haben wir nach .der
einen oder andern Form der Wendepunktscurve je zwei Unter-
fille zu unterscheiden. Nun iibersieht man aber leicht
(vergl. die nachfolgende Vorzeichentabelle), dass der eben
betrachtete Ausdruck
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(21) (Fyy 290 Fiy 90> Fyg)- | Fie|

und der oben fir den Unterschied der gegenseitigen Lage
der durch den singuliren Punkt verlaufenden Curvenzweige
abgeleitete

(20.) (Tu + 2y’ +.’/02Es)’iaa

gleiches . . { ¢). .
ung] eiches} Vorzeichen haben im Falle a)’ es ergiebt

sich daher: Liegen fiir einen Punkt ¢) die beiden durch den
einer .
beiden 0"
ihrer gemeinschaftlichen Tangente, so hat die Wendepunkts-
isolirten

nichtisolirten

Knotenpunkt verlaufenden Curvenzweige auf {

curve dort einen { Doppelpunkt; fiir einen

nichtisolirten
isolirten
punkt der Wendepunktscurve, je nachdem die durch den
einer

Knotenpunkt verlaufenden Curvenzweige auf { .. Seiten
beiden

Punkt d) dagegen hat man einen { Doppel-

ihrer Tangente liegen.

In den Tafeln V, VI, VII sind die vier Fille a), b),
¢), d) und zugleich jedesmal die beiden benachbarten Formen
schematisch dargestellt. Die Fille ¢) und d) beziehen sich
dabei auf den Fall des isolirten Doppelpunkts der Wende-
punktscurve, wo dann nach der einen Richtung des Ueber-
gangs ein kleines Oval als Wendepunktscurve auftritt, wih-
rend in der andern Richtung des Uebergangs keine reellen
Wendepunkte mehr in der Umgebung der singuliren Stelle
vorhanden sind.

Die nachfolgende Tabelle gibt gleichzeitig die zusammen-
fassende Uebersicht iiber die Vorzeichencombinationen jener
drei Ausdriicke

ﬂ' Fss‘ IF'kI’ IE"|’
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“die nach den vorstehenden Entwickelungen fiir die Unter-
scheidung der vier Fille und der Richtung des Uebergangs
in denselben dienen:

Tabelle
fiir die Art der Singularititen in den Knotenpunkten
F,=0F,=0F, =0.

- - =
M | Fo | Fylp | Fpel |
" + { + + ’I Verschwinden) von zwei (Taf. 1V
g + o+ — | Entstehen wesentlich Fig. a)
— N " singuliren
. Lo+ - + X Verschwinden| Punkten (Taf.IV -
|+ ; — — " Entstehen L Art. Fig. b)
—|- I : — ——
o - |+ + |i Entstehen von zwei (Taf V
_ E + - | Verschwinden| wesentlich Fig, ¢)
- : singuliiren
ol [ + | Entstehen Punkten (Taf. VI
— — — ! Verschwinden) IL Art. Fig. d)
| .

§ 9.
D) Die Bedingung F,; = 0.

Wie in § 2 erwiihnt, besagt das gleichzeitige Bestehen

der Gleichungen
Fy=0, Fg3=0
fiir die Flichen
F—Fk=0,

dass der Umriss derselben in seiner Projection auf die z y-
Ebene eine Spitze besitzt. Die Ordinate y' schneidet die
Fliche F — k=0 in drei aufeinanderfolgenden Punkten und
die in der Umgebung dieser Stellen liegenden reellen Wert-
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systeme von y' tiberdecken die durch die Umrisscurve geteilte
Projectionsebene z y drei- bez. einfach in der etwa in Fig. 7°
schematisch angedeuteten Form (vergl. auch Abh. L).

Wird nun, was fiir einen Wert %, des Parameter ein-
treten moge, gleichzeitig die Gleichung

F 4y F,=0
erfiillt, so tritt in diesen Punkt (der im Allgemeinen ein
ausserwesentlich singuldrer fiir das Integralsystem ist, wie
ihn Tafel IV Fig. IV der Abh. 1. kennzeichnet) noch ein
wesentlich singuldrer Punkt herein. Und zwar findet der
Uebergang, wenn wir die benachbarten Gleichungen fiir
ky—e, kyy kot e

betrachten, in der Weise statt, dass der betreffende wesent-
lich singulire Punkt von dem einen Zweig der Spitzencurve
auf den aunderen Zweig riickt.

Fir Fyy =0 wird nun
(22) M=— (]713 + 9% Es)a—ﬁ_'s (Fls +9' Fyy)
und

N=4M—F=—@2(Fys +', Fyy)+ Fy)*-<0;
der wesentlich singulire Punkt ist Fig. 6.

)
also jedenfalls IIItr oder Ilter Art, \%
je nach dem positiven oder nega-

tiven Vorzeichen von M.

Fiir die durch den singuliren
Punkt laufenden Zweige der In-
tegralcurven ergeben sich in erster _
Niaherung aus dem nebenstehenden Y
Schema die folgenden beiden Dif-
ferentialgleichungen: T
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@8%)  Fyut+ (Fis+¢'o Fos) '+ 3 Fogy 1 =

und

(23>) E’]"‘%(ETU+2y'osz+y"Fss)§’
+(Fiy+y'o Fys)bn'=0

Bestimmt man nun nach dem von Briot und Bouquet ge-

gebenen Verfahren mit Hiilfe dieser Gleichungen die durch

den singuliren Punkt verlaufenden Curvenzweige, so ergeben

sich zuniichst aus (23%) die zwei Zweige:

(242) ’2=:l:%l/—2217’+3(;13 +.’/‘0F;a)§§+.”

und aus (23b.) der weitere:

(242) = —(Fy + 2y Fiy+ 42 Fyy) By
4(F +F13+.’/o 23)

Es ist nun vor Allem zu entscheiden, welche Lage diese
Curvenzweige zur Umrisscurve, und damit auf den drei im
singuliren Punkt zusammenhiingenden Blittern der Fliche
F—~k,=0 einnehmen.

Die Umrisscurve

F—ky,=0, Fy=0
ldsst sich fiir die Umgebung der singulidren Stelle niherungs-
weise ersetzen durch

(25%) Fasa Fn 7+$ (Fm +9% 2s)§ =0.

Um die drei Blitter der Fliche F'—k,=0, die (Fig. 7) in
der (§7u)-Ebene iibereinander liegen, zu trennen, geniigt es,
die Abbildung auf die (§7')-Ebene zu machen. Dort er-
scheint in erster Anniherung die Umrisscurve als Parabel,
gegeben durch:

(25%.) lFsss’l"'l‘(Fw +?/‘01723)5—0
und ist die Beziehung der beiden Projectionen auf einander
durch die nebenstehende Figur gegeben:
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Fig. 7a.

Fiir die Abbildung der oben in erster Niherung ge-
gebenen durch den singuliren Punkt laufenden Curvenzweige
erhilt man nun einmal die Parabel

(26%)  FFyss 0+ QCFy +3(Fy5+y's Fyy))§=0
und weiter die Gerade
@60)  (Fry+y'o Fop) (B + 2(Fs +9 )7
+Fy + 2y Fiy+ 90 Fag)- (Fo+ Fy+y'y Fy) §=0.
Die letztere Gerade lduft entweder durch die Teile 1 und 2
oder durch 3 und 2 der Ebene (§7') und dem entsprechend
bertihrt der parabolische Zug (24%) in der Ebene (§7) die
Axe § im einen oder anderen Gebiet.

Fiir die Parabel (262.) haben wir zwei Fille zu trennen,
je nachdem dieselbe in den Gebieten 1 und 8 oder im Ge-
biete 2 verliuft. Ein Vergleich der Formeln (25%) und (26V),
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in denen wir zur Kiirze (durch Vorzeichenwahl in F)
F 4y, Fyy als positive Grosse voraussetzen wollen, liefert:

Haben (F,5+y', Fy;) und 2F,_+ 3(F!_, +% 1_;‘_23)
verschiedenes Vorzeichen, ist also 2 F,+3(F,3+ ' Fy4)
negativ, so folgt, dass auch F,+ F,,+ y', F,, negativ ist
und damit

ﬂ=—(Fns+y'oE3)(F2 +Es + 9% F—'ss)>0'
Haben die obigen Ausdriicke gleiches (positives) Vorzeichen
und ist:

2F, + 3(Es + 9 Fi) <F5 + ' Fiy,
so ist (F,+ E,5 +y', Fy) negativ und damit wieder
M>o0;
ist dagegen )
2F, +3(Fs+9'o Fe)>Eis + 9 Es,
so ist (Fy 4+ F,; + ', Fys) positiv und daher
M <0.
Also ergiebt sich: -
Ist der in die Spitze der Umrisscurve fallende
wesentlich singulire Punkt von der IIIt Art, so ist

die Lage der Umrisscurve U zu den Zweigen der
Integralcurve durch die beiden Schemata:

Fig. 8a. Fig. 9a.
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gegeben, denen aufdie (§5)-Ebene projicirt, die Bilder
Fig. 8b. Fig. 9b.

&

entsprechen, ist dagegen der wesentlich singulire
Punkt II'*r Art, so ist diese Lage schematisch ge-
geben durch

Fig. 10a.

und das entsprechende Bild
Fig. 10b.

‘-\

1892. Math.-phys. Cl. 1. 9
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Nun ist es nicht schwer, den Verlauf des ganzen Curven-
systems in der Umgebung der singuliren Stelle einzutragen,
wenn wir beachten, dass der Character der singuliiren Stelle
in der Projection auf die Ebene (§7‘) dem Typus III' bez.
II' der Abh. I. entspricht, wobei die eine der beiden aus-
gezeichneten Geraden, welche in dem dort dargestellten Falle
die singulire Stelle durchsetzen, durch die obige Parabel
(26%) zu ersetzen ist, die andere (in erster Niherung) durch
die Gerade (26P).

II. Abschnitt.

Die ausserwesentlich singulidren Stellen der Differential-
gleichungen F(a,y,y’) —k=0.

§ 10.
Uebersicht.

Die Stelle z,,y,,¥', einer Differentialgleichung F—k,
= 0 ist ausserwesentlich singulir, wenn

(27.) Fy=0, Fy,=0;

dann ist das Verhalten des Integralsystems in der Umgebung
einer solchen Stelle (wie schon erwihnt) im Allgemeinen
durch die in § 3 und auf Tafel IV Fig. IV der Abh. I. ge-
gebenen Entwickelungen gekennzeichnet.

Neben dem soeben besprochenen Zusammenriicken einer
wesentlich und einer ausserwesentlich singuliren Stelle haben
wir jetzt noch das Zusammenfallen zweier ausserwe-
sentlich singulidren Stellen zu betrachten.

Deuten wir die Gleichungen
Fy=0, Fg3=0
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im Raume (z, y, y) wieder als die Gleichungen einer Raum-
curve V, des Ortes der Spitzen der Umrisscurven, so wird
ein Zusammenfallen zweier solcher Spitzen eintreten fiir die
Bertihrungsstellen der Curve ¥ mit einer der Flichen ¥ — %
= 0. Dies liefert sofort die Bedingungsgleichung:

|F F 0

_ _ |
‘7, F, 0 =o.

Figy  Fygy  Fyyy

Man hat also zwei wesentlich verschiedene Fille
dieses Zusammenriickens zu unterscheiden, je nach-
dem zu den Bedingungsgleichungen:

Fs=0' Fas=0

(28.)

noch hinzutritt:

E) 17339.:0 § 11),
beziehungsweise
P B g
| Fo, Fyy '
§ 11.

E) Die Bedingung F,,; = 0.

Dieser Fall gestaltet sich ganz analog dem schon in
Abh. 1. § 3 behandelten allgemeinen :

E=0 E3=O°

Hier ergiebt sich sofort in erster Niherung die Diffe-
rentialgleichung :

(29') (Fl +y10 F2)§+ ?1117‘3888 1/‘4=0'

in welcher als niichste Niherungsglieder noch zutreten :
9#
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(30)  Fyn+ (Fis+y'oFy) k' + 130 Fasses 0°
Die durch den singuldren Punkt hindurchlaufende Curve
ist in erster Niherung gegeben durch:

(31.) (Fx +910F2)§5+'§IIF'333: (Fmt=0.
Fiir die Umrisscurve U ergiebt sich (mit Beriicksichti-
gung der Glieder zweiter Néherung):

(32) 312(F|s+y‘oﬁ_‘23)4-E‘—wlfﬁ_'ssss((ﬁ—n"'y‘oﬁﬁg'i—isﬂ)s=0-

Eine gestaltliche Discussion der Umgebung der singu-
liren Stelle zeigt nun einmal: Die Umrisscurve deformiert
sich bei #ndernder Constanten % derart, dass zwei Spitzen
in der bekannten durch die Figuren 11a, b, ¢ gekennzeich-

a. Fig. 11. b.

N

neten Weise zusammenriicken, um dann imaginir zu werden.
Der Verfolg des Zusammenhangs der einzelnen Blitter der
Flichen F—k==0 bei diesem Uebergang ergiebt dann einen
dhnlichen Uebergang der Curven des Integralsystems, bei
welchem drei Spitzen (die sich auf die drei Zweige der Um-
risscurve (Fig.11%) verteilen) zusammenriicken, wobei nach
dem Durchgang durch die singulire Stelle die Integralcurven
Fig. 12. b. e

< <<
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nur eine einzige Spitze aufweisen. Die Fig. 12a, b, ¢ zeigt
diesen Uebergang, wihrend Fig. 13 den Gesammtverlauf der
Fig. 18.

Curven des Integralsystems in einer penultimaten Form zu-
sammenstellt.

Es ist leicht nachzuweisen, dass ein analoger gestalt-
licher Uebergang die Singularitit kennzeichnet, welche ein-
tritt, wenn an einer Stelle z,, y,, y', alle Ableitungen von F
nach y' bis hin zur nt*® verschwinden.

§ 12.
F) Die Bedingung F, Fy, —F, F;, =0.
Tritt zu den (leichungen
Fs =0, Fyy=0

noch die obige Bedingungsgleichung hinzu, so ist fiir den
Verlauf der durch den singuliren Punkt gehenden Integral-
curve die schon in Abh. 1. § 3 discutirte Gleichung

(33.) (Fy 4 y'y F)E+ 1 Fygp 70 =0
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maassgebend, welcher die Curve

(34) (Fy+9'oFy) 8 + 3 Fyys (39 =0

entspricht; die Art der Auflosung dieser Singularitit aber

fiir die benachbarten Integralcurven wird eine andere, als

die dort fiir den allgemeinen Fall (in Fig. IV) gegebene.
Wir betrachten zur genaueren Discussion im Raume z,,

Yor ¥'o Wieder drei aufeinander folgende Flichen F—F =0,

den Parametern

I{o—_—'s, ko, ko+8

entsprechend. Hier bezeichne U den Umriss der Fliiche
F —k, in Richtung der y'-Axe:

(35.) 7 l

~& €
und analog U, -T*-] die Umrisscurven fiir die beiden Nachbar-
flichen; ferner sei ¥ der Ort derjenigen Punkte aller Um-
risscurven U der Flichen I'— % =0 (in Richtung der y'-
Axe), fiir welche die Tangente auf der zy-Ebene senk-
recht steht:

) [ 1’13 =O,
(36.) 14 \ I, =0
s =0.

Endlich sei W der Ort der Punkte aller dieser Umriss-
curven, fiir welche die Schmiegungsebene auf der zy-
Ebene senkrecht steht:

F, =0,
H =0,

wo H die Hesse’sche Form von F' bezeichnet.

oy wl

Betrachtet man die Projection aller Umrisscurven in die
(z y)-Ebene, so entspricht ¥ dem Ort der Spitzen, W
dem Ort der Wendepunkte dieser Projectionen.
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Nun zeigt eine Entwicklung der Gleichungen fiir U,
V, W in der Umgebung unseres singuliren Punktes:
1. Die Bedingung F, Fy; — F, F;, = 0 besagt, dass
die Flichen F —%, =0 und F; =0 sich beriihren, dass

also die Umrisscurve U in 2,, y,, ', einen Doppelpunkt
besitzt; wir haben also zwei Fille zu trennen:

F,—AF,,, F,,—\F,,, —AF,,, F,,| igolirtar
(38) I—?- }'F_‘ F —I'Fssz F Fss <o ;“"kt‘
7 7 oppel-
- lFasx . lrsss —A 888 0 >0ml£l§(§:§en )
F31 Fag 0 0 Tangenten.
(wobei =~ F,—AF,,=0, F,—AiF,,=0).

Im zweiten Falle verlaufen die beiden reellen Aeste der
Umrisscurve, die sich im Doppelpunkte durchsetzen, der Art,
dass in den wirklichen Doppelpunkt noch ein scheinbarer
Doppelpunkt der Umrisscurve geriickt ist. In der Projection
auf die zy-Ebene spricht sich dies, wie eine kurze Rechnung
zeigt, dadurch aus, dass hier die beiden Zweige U,, U, der

Umrisscurve ﬁ eine dreipunktige Bertihrung mit ein-
ander eingehen. (Vergl. die umstehende Fig. 14.)

2. Die Curven ¥V und W durchsetzen den singuliren
Punkt und zwar mit gemeinsamer Tangente; die Projectionen
auf die x y-Ebene dieser beiden Curven beriihren sich also
vierpunktig. In dem in der untenstehenden Fig. 14 darge-
stellten Falle des ,Doppelpunkts mit reellen Tangenten® sind
dabei die Tangentenrichtung der Curven V, W und die
Richtung der y'-Axe getrennt durch die beiden Tangenten

der Curve ﬁ

Betrachtet man jetzt den Grenziibergang fiir die den
Parametern k, — ¢, k,, k, + ¢ entsprechenden Flichen, so
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Fig. 14.

ergiebt sich das Zusammenriicken zweier Spitzen der Umriss-
curve zugleich mit dem Zusammenfallen zweier Wendepunkte
derselben in der Weise, wie es Fig. 15 fiir den isolirten

N

Fig. 16.

Doppelpunkt von U in einer ersten penultimaten Form, Fig.16a
und b fiir den nichtisolirten Doppelpunkt in den den Para-
metern k, — & wie k, - & entsprechenden Formen darstellt.
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Fig. 16a. Fig. 16D.

In gleicher Weise findet sich auch der Verlauf der Curven
des Integralsystems mit dem hekannten Spitzenpaar einge-
tragen.

Ueberblicken wir das Ergebniss der vorliegenden Unter-
suchung iiber Auftreten, Umformung und Verschwinden der
singuldren Stellen in dem System der Differentialgleichungen

F@y.y)—k=0

und beachten dabei, welchen Einfluss diese Aenderungen in
den singuléren Stellen auf die in Abh. I. § 4 erorterten Ab-
zéhlungen haben, so findet sich, wie notwendig:

Der Gleichung
K =35, + s,— 8,

welche die Beziehung der Characteristik (Zusammenhangszahl)
einer Fliche F—% =0 zu den Anzahlen s,, s, s; der
singuliren Stellen Iter, III*r und II'er Art fiir das zugehorige
System der Integralcurven angiebt, entspricht das Verhalten
der Singularititen beim Durchgang durch die Knotenpunkte
des Flichensystems. Hier éndert sich die Characteristik um
-} 2, und dementsprechend #ndert sich auch (in der durch
die Fille C a, b, ¢, d unterschiedenen Weise) die Anzahl
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der wesentlich singuliren Stellen durch Auftreten (bez. Ver-
schwinden) von jedesmal zwei Punkten I%r oder II'er Art.

Die Aenderungen im Flichensystem, welche keine Aende-
rung in der Characteristik hervorrufen, lassen auch die obige
Formel unveriindert:

Es entstehen (bez. verschwinden) im Falle A stets. paar-
weise je ein Punkt P_ und ein Punkt Pg, die sich bei der
Abzihlung compensieren. Im Falle B verwandelt sich ein
Punkt P in einen (fiir die Abzihlung aequivalenten) Punkt
P, oder umgekehrt. Im Falle D findet nur eine Verschie-
bung eines wesentlich singuliren Punktes von einem Blatte
der Fliache auf ein anderes statt, durch welche sich der Ver-
lauf der Integralcurven in den aus den einzelnen Bliittern
bestehenden Teilgebieten entsprechend indert, der Gesammt-
verlauf aber nicht. Die Fille E und F bringen ebenso nur
Aenderungen hervor, die sich auf die einzelnen Teilgebiete
beziehen, innerhalb welcher sich (Abh. I. pag. 47) analoge
Relationen wie fiir die Gesammtfliche aufstellen lassen.

In jedem Falle sind es ganz bestimmt gestaltlich zu
bezeichnende Uebergangsformen, welche durch die successiven
Aenderungen, die ein System von Integralcurven bei unserem
Deformationsprocesse erleidet, hervorgerufen werden ; sie er-
geben, damit mag die Absicht der vorstehenden Untersuchung
zusammengefasst sein, innerhalb der schon Eingangs bezeich-
neten Grenzen einen weiteren Aufschluss tiber den Gesammt-
verlauf solcher Curvensysteme.
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