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Beitrige zur Potentialtheorie.?)

Von Walther Dyck.

(Eingelaufen 31. Dezember 1895.)

IL

Die Gauss’sche Formel fir die gegenseitige Umwindung
zweier Raumcurven und ihre Ausdehnung auf hoéhere
Mannigfaltigkeiten. Darstellung der Windungszahl
zweier Mannigfaltigkeiten durch Kronecker’sche Cha-
rakteristiken gewisser Functionensysteme.

Der vorliegende zweite Theil der ,Beitrige zur Potential-
theorie* behandelt zun#chst auvsfithrlich die Theorie der
Umschlingung zweier geschlossener, sich nicht schneidender
Linien im Raume, giebt sodann die Detinition der Um-
schlingung fiir Manunigfaltigkeiten hoherer Dimensionen in
einem n-dimensionalen Gebiete und entwickelt die zugehorigen
analytischen Formulirungen in HErweiterung der fiir zwel
Curven im Raume gewonnenen Darstellungen.

Im ersten Abschnitte handelt es sich um die genaue
Darlegung der Beziehungen des Gauss’schen Integrals
fiir die Anzahl der Umschlingungen zweier Raum-
curven zu den im ersten Theile dieser Beitriige (diese

1) Vorgetragen in der Sitzung vom 6. Juli 1895.
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Sitzungsberichte 1895, pag. 261 ff.1) entwickelten Ior-
meln fiir die Kronecker'sche Charakteristik gewisser
Functionensysteme.

Indem wir die Raumecurven auf zwel verschiedene Arten,
in Parameterform (§ 2) und als Schnitte je zweler Flichen
(§ 3), analytisch festlegen, ergeben sich zwei wesentlich ver-
schiedene Iunctionensysteme mit zwei, beziehungsweise mit
drei Variabeln, deren Kronecker'sche Charakteristik mit der
Gauss’schen Windungszahl iibereinstimmt., Die verschiedenen
Integral- und Summenformeln fiir die Charakteristik, die wir
in den ,Beitriigen I* anfgestellt haben, fiihren zu einer Reile,
zam Theil neuwer Methoden fiir die Herleitung der Windungs-
zahl. Dabet sind die fiir die Parameterdarstellung gewonnenen
Formeln, die sich unmittelbar an die Gauss'sche Darstel-
lung ankniipfen lassen, nicht iiberfithrbar in die Formeln,
welche unter Zugrundelegung der Raunmecurven als Schnitt
je zweler Flichen aufzustellen sind. Die §§ 4 und 5 sind
deshalb dem Beweise der Uebereinstimmung der auf die eine
und andere Weise gewonnenen Zahlen gewidmet.

Im zweiten Abschnitte wird zuvirderst (in § 6) die
Definition der Anzahl der Windungen einer k-fachen
Mannigfaltigkeit um eine n—7% —1-fache innerhalb
eines Gebietes von n unabhiingigen Variabeln (,im
linearen Raume von % Dimensionen® nach der aus der Geo-
metrie iibertragenen Redeweise) in directer Analogie mit den
durch die analytischen Formulirungen des ersten Abschnittes
gewonnenen Formeln aufgestellt.?)

1) Der I. Theil der vorliegenden ,Beitriige zur Potentialtheorie®
ist im Folgenden kurz durch ,Beitrige I* bezeichnet.

2) Es ist mir nicht bekannt, dass die Frage nach der Um-
schlingung von héheren Mannigfaltigkeiten schon behandelt worden
ist. Herr H. Brunn hat (1887) in einer anliisslich seiner Promotion
aufgestellten Thesis anf die Moglichkeit, zwei zweidimensionale Cie-
bilde (speciell ,Kugelflichen*) im Raume von fiinf Dimensionen in
einander zu schlingen hingewiesen.
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Indem wir auch hier fiir unsere Mannigfaltigkeiten von
zwei, den obigen analogen, Darstellungen (in Parameterform
(§ 7) und direct durch Gleichungssysteme zwischen den Co-
ordinaten (§ 8)) ausgehen, erscheint die Windungszahl als
Kronecker’sche Charakteristik fiir zwel wesentlich verschie-
dene Systeme von Functionen von n— 1, bezichungsweise
von n Variabeln. Die Uebereinstimmung der auf den beiden
Wegen gewonnenen Zahlen wird (in § 8) in analoger Weise
wie im ersten Abschuitte bewiesen. Ohne aunf die verschie-
denen Formeln fiir die Darstellung der Windungszahl, wie
sie nunmehr aus den Entwicklungen des ersten Theiles dieser
Beitriige sich ergeben, niiher einzugehen, bezeichnen wir zum
Schlusse (in § 9) noch eine merkwiirdige gegenseitige Lagen-
beziehung ganzer Classen von Mannigfaltigkeiten. Mit der
Darstellung der k-dimensionalen und der »n — % — 1-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit durch Gleichungssysteme zwischen den
Coordinaten des n-dimensionalen Raumes ist nimlich gleich-
zeitig je ein ganzes System von Mannigfaltigkeiten 0T und
j— 1ter) Tter und 5 — 2ter) 2ter und 5 — 3ter u, 5. w. Ordnung
gegeben, denen siimmtlich ein und dieselbe Windungs-
zahl zugehort. Diese Beziehung scheint mir besonders ge-
eignet, die Bedeutung der Kronecker’schen Charakteristik fiir
die Lagenverhiiltnisse der verschiedenen durch ein solches
Functionensystem zu definirenden Gebilde hervortreten zu
lassen.
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Erster Abschnitt.
Theorie der gegenseitigen Umwindung zweier Raumcurven.
§ L
Das Gauss’sche Integral.

(Gauss hat in einer hekannten Notiz vom Jahre 1833
(Werke, Band V, Nachlass, Zur Elektrodynamik, pag. 605),
die Anzahl der Umschlingungen zweier geschlossener, sich
nicht schneidender Linien M und M{ durch das folgende
Doppelintegral dargestellt:

L el—e  —del  da
1) gy—z  —dzy  dz) '
gy —dzy  dzg
V= = : -1y
i V(zl—zl + (B3— 28+ (eh—2h)?

hierbei bezeichnen #{, 25, 25, bezichungsweise 27, 23, 23, die
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der ersten, be-
ziehungsweise der zweiten, Linie und ist die Integration
iiber beide Linien ausgedehnt.

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen besitzt eine
sehr einfache geometrische Bedentung, auf welche Schering,
von welchem auch die erste Ableitung der Gauss’schen
Formel herriihrt?®), aufmerksam gemacht hat. Es stell

1) Man vergleiche beziiglich des hier gewiihlten Vorzeichens der
Determinante die am Schlusse dieses Paragraphen folgende Bemerkang.

2) Man vergleiche: O. Boddicker, ,Erweiterung der Gause’schen
Theorie der Verschlingungen mit Anwendungen in der Elektro-
dynamik®. Ausfihrung der Gottinger Inauguraldissertation Bsddickers,
erschienen 1876 bei Spemann in Stuttgart.
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nimlich der Zahler den sechsfachen Inhalt dar des von zweil
Linienelementen doj bezichungsweise doj der heiden Curven
hestimmten Tetraeders, oder den Inbalt eines Parallelepipeds,
von welchem drei Seiten durch doi, do] und durch die Ver-
bindungslinie der Anfangspunkte beider Linienelemente ge-
bildet sind; der Nenner ist gleich der dritten Potenz der
Entfernung der beiden Linienelemente von einander.

Fiir die Ausfithrung der Integration ist zu beachten,
dass hiebei jede der Curven in bestimmter Richtung zu
durchlaufen ist. Wir setzen diese dadurch fest, dass wir in
heiden Curven je einen (iibrigens willkiirlichen) Punkt heraus-
greifen, in diesem die eine der beiden entgegengesetzten
Richtungen der Tangente als positive Fortschreitungsrichtung
auszeichnen (was durch die Wahl des Vorzeichens der Rich-
tungscosinus an dieser Stelle geschieht) und nun in dieser
tichtung die Bogenliingen zihlen. Wir haben dann um
die Richtung beizubehalten stets im Sinne der wachsenden
Bogen fortzuschreiten, d. h. die Bogenelemente:

2) doj = \/;1};24— des® + das*
und
27) doi =V dz> + des* + des?

sind fiir die ganze Integration positiv zu nehmen.

Bestehen die Curven aus mehreren getrennten, in sich
geschlossenen Theilen, so fithrt unter Voraussetzung einer ge-
meinsamen analytischen Definition fiir die einzelnen Zweige,
die Bestimmung der Fortschreitungsrichtung auf einem
dieser Ziige deren Fixirung auch auf den {ibrigen Ziigen
mit sich.

Der Nenner des Ausdruckes unter dem Integralzeichen

=V — 2 + (@ — ) + (5~ )

st positiv zu nehmen.
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Es sei hier erwiihnt, dass wir alle in der Folge auf-
tretenden Quadratwurzelausdriicke positiv annehmen; es ist
dies gestattet, weil dieselben unter dem Wurzelzeichen stets
eine Sunime von Quadraten enthalten, welche im Allgemeinen
nicht simmtlich gleichzeitig in den betrachteten Gebieten
verschwinden, so dass also die Wurzel innerhalb des Ge-
bietes ihr Vorzeichen nicht wechselt,

Rechnen wir nun in unserem Coordinatensystem die
Richtung der Axe g, nach Osten, die von 2, nach Norden,
die von z; nach dem Zenith, so gibt das Vorzeichen der
Inhaltsdeterminante die folgende Unterscheidung fiir die
gegenseitige Richtung der Elemente dof und dof:

Stellt man sich in die positive Richtung des Elements
do; der ersten Curve und blickt anf das Klement doi der
zweiten Carve, so dreht dieses im entgegengesetzten Sinne
des Uhrzeigers um doj, wenn die Determinante

Zl—z1 —dzi dz |
3) Cey—zy —dey  da
sh—zy  —dzy  dzs

positiv ist (vergl. Fig. 1), im Sinne des Uhrzeigers, wenn
diese Determinante negativ ist (Iig. 2). Dieselben Be-

Fig. 1. Fig. 2.

g.

+ _—

Ao’ a{e'

7

"
do,
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ziehungen ergeben sich dabei, wenn wir von doj nach doj
blicken ).

§ 2.

Formeln fiir die Windungszahl unter der Voraus-
setzung, dass die heiden Raumcurven in Parameter-
darstellung gegeben sind.

a) Das Gauss’sche Doppelintegral.

Der Gauss’sche Auwsdruck fiir die Windungszahl 7 lisst
sich direct ausftihren, wenn man die beiden Linien in Para-
meterdarstellung gegeben annimmt. Iis seien duarch

gi = (/‘1 (},1) Zi’ = ITUI (;.3)
4 zh==qa (/) und 47) 25 = (1s)
2y =3 (/1) 25 =13 (4z)

diec Coordinaten der Punkte unserer beiden Raumecurven
dargestellt, abhiingig von den Parametern 7, bez. 4,.
Wir setzen dabei, der priicisen Ausdrucksweise wegen, die
Fuanctionen ¢; und ¥, als eindentige, reelle Functionen der
reellen unbeschriinkt veriinderlichen Grissen 4, bez. 4, voraus:

1) Es schien fiir die vorliegenden Untersuchungen zweckmiissig,
durch die eben gegebene Auszeichnung des einen der beiden zu
einander symmetrischen Coordinatensysteme die Vorzeichen -+ und —
der Determinante in die bestimmte Bezielung zu den Figuren 1
und 2 zu bringen. Dabei habe ich, um fir die in der Regel als
,positiv® bezeichnete Drehung Fig. 1 auch eine positive Windungs-
zahl zu erhalten, die Gauss'sche Determinante noch mit einem Minus-
zeichen versehen, welches iibrigens bei der Ableitung der zweiten
und dritten Colonne der Zihlerdeterminante durch Differentiation der
ersten Colonne naturgemiiss in die Formel eintritt.
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die ¢, und v selen ferner stetig und iiberall endlich,!) und
nach den Parametern 1,, beziehungsweise 4y, differentiirbar.
Die Raumecurven sollen keinen Punkt mit einander gemein
haben, d. h. y,—¢,, Y,— ¢,, Y3— ¢, niemals zugleich
fiir dieselben Werthe der A verschwinden. Ferner sollen nie-
mals gleichzeitig die drei Ableitungen ¢y, @a1, @z der
Functionen ¢,(2,) nach 2, verschwinden und gleiches fiir die
Ableitungen ng, Yas, Y der Functionen , (4) nach £
gelten.

[is exgiebt sich dann unmittelbar fiir die Windungszahl 7
das Doppelintegral :

Vi gy l/’l?_

1 Us—@s — sy Pss |
14 . - ~dl, di,,
47 = = o
V(l/ﬁ =) + (o= Pp)* + (05— ¢y)

bei welchem den obigen Voraussetzungen zufolge die Inte-
gration tiher die 2 an eine Grenzbedingung nicht mehr ge-

5) Vo= Ps —Pa Yy

bunden 1st.

Um die Richtung fiir die Integration auf beiden Linien
nach den in § 1 gegebenen Bestimmungen festzulegen, wihlen
wir an einer bestimmten (aber iibrigens willkiirlichen) Stelle
jeder der beiden Curven diejenige Richtung fiir die Zihlung
der Bogenlingen, fiir welche die dem Linienelemente d o]
(bez. doi) an dieser Stelle entsprechende Aenderung di,
(bez. A,) positiv ist. Da nun fiir die Elemente der beiden
Curven

1) So dass wir hier, was indess die Allgemeinheit der Betrach-
tungen nicht wesentlich beschrinkt, nur von ganz im Endlichen
gelegenen Curven reden.
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e A0, =Vt + gh+ gt - i,

heziehungsweise

6) doi = Vi, + s+ i, -

ist, so folgt, da wir die Quadratwurzeln positiv annehmen,
dass wir fiir die Integration im ganzen Gebiete die Ele-
mente d2, bez. di, positiv zu nehmen haben, also, kurz
ausgedriickt, dass wir im Sinne der wachsenden Werthe £,
und 2, iiber die Curven zn integriren haben.?)

Aus Formel (5) fiir V ist nun die Bedeutung der Win-
dungszahl als Kronecker’scher Charakteristik direct zu er-
schliessen. Die Entwicklungen der §§ 1 und 2 der ,Bei-
trige 1¢ (Formel (12) auf Seite 266) ergeben nimlich un-
mittelbar den Satz:

Stellt man das Gauss’sche Integral fir die Um-
schlingung zweler Raumcurven mit Hiilfe einer
Parameterdarstellung (4) der Curven dar, so ist die
Windungszahl V gleich der Kronecker’schen Cha-
rakteristik des Systems der drei Functionen:

7) l”1 ('7-2) ! (}*1)1 l/’z ()'2) - (/'2(;'1)a 11!’3()'2) - (/’3(;'1)v
der zwei Variabeln Z,, 4,

Deuten wir nach Formel (2) der ,Beitrice I¥ die dret
” f}
Functionen im Raume der Coordinaten z,, #,, 2,.%)

1) Die Darstellung ist in dieser weitliiufigen Form mit Ricksicht
auf die im Folgenden enthaltenen Ausfilhrungen gegeben.

2) Es ist absichtlich mit Riicksicht auf die folgenden For-
meln die Bezeichnung der Coordinaten durch z; beibehalten; diese
treten hier an die Stelle der x; der Formel (2) in den ,Beitrigen I%,
withrend die in jener Formel mit 2; bezeichneten Parameter hier
durch die 4, ersetzt sind.
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1= (}”2) — ¢y (4y),
8) 2y =1y (4) — @y (4y),

gy ==, (Z) — ¢, (2,),
so folgt der Satz:

Die Zahl der gegenseitigen Umwindungen der
in (4) dargestellten Raumecurven ist gleich der Zah]
der Windungen der Fliche (8) um den Nullpunkt.

Die Fliche (8) ist dabei auf die einfachste Weise geo-
metrisch aus den beiden Curven abzuleiten. Legt man nim-
lich dareh den Nullpunkt des Coordinatensystems Strahlen
parallel zu den zweifach unendlich vielen zwischen beiden
Raumecurven zu ziehenden Sehnen und schneidet anf diesen
Strahlen je die Liingen dieser Sehnen (gemessen in der Rich-
tang von der ersten zur zweiten Curve) ab, so bilden die
Endpunkte dieser Strahlen eben die Fliche (8).1)

Die Formeln (8) ergeben weiter, dass die Gestalt der
Fliche von einer gegenseitigen durch Parallelverschie-
bung der beiden Curven hervorgernfenen Lagenverinderung

1) Man kann sich auch eine anschauliche Vorstellang von
unseren Fliichen dadurch verschaffen, dass man sie als ,Trans-
lationsfliichen® aunffasst, die sich anf eine zur M :z =y (2,

1 t i
congruente und auf cine zweite aus der M durch »Spiegelung am

Nullpunkt* entstandene Curve z;= — ¢, (%) als Leitcurven beziehen.

Herr Finsterwalder hat mehrere Modelle solcher Flichen con-
struirt, die im Briil’schen Verlage erschienen sind. Kines derselben be-
zieht sich speciell auf zwei in orthogonalen Ebenen gelegenen Kreise
als Leitlinien, versinnlicht also gerade den fiir unsere Betrachtungen
clementarsten Fall der gegenseitigen Umschlingung zweier Kreise.
Auch Lic, der die Theorie der Translationsflichen in Verbindung mit
den entsprechenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung ausgebaut hat (Vergl. neben iilteren Untersuchungen die zu-
sammenfassenden Darstellungen in den Berichten der Leipziger Ge-
sellschaft d. W. Bd. 44), veranlasste im Leipziger mathematischen
Institut die Herstellung von Modellen gewisser Translationsflichen.




































































































































