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Kurvennetze und Laplacesche partielle Differential- 
gleichungen. 

Von A. Voss in München. 

Vorgetragen in der Sitzung am 1. März 1924. 

Ein Kurvensystem, bei dem die rechtwinkeligen Koor- 
dinaten x, y, z der Punkte auf einer Fläche Funktionen von zwei 
unabhängigen Variabein u, v sind, kann durch die quadratische 
Form des Längenelementes cls2 = edu2 -p 2 fdudv -p g d2v = A- du;2 

-f- 2 A C du dv cos m -p G- dv- definiert werden. Die Kurven u 
= konst, v = konst, sind dann Kurven eines im System ge- 
wählten Netzes, und co ist der Winkel der Koordinatenlinien. 
Ist die Fläche von der Krümmung Null, so führt die Be- 
stimmung der wesentlichen Koeffizienten A, C bei gegebenem co 
auf eine Laplacesche Differentialgleichung von der Normalform 

Zn „ -p Zu a -p Z„ b -p Z c = 0, 

in der a, b, c von u, v allein abhängen, und die Indizes u, c 
bei Z partielle Differentiationen bedeuten. Kann man diese Glei- 
chung allgemein durch Quadraturen integrieren, so lassen sich 
auch die x, y, z durch Quadraturen in u, v ausdrücken. Auf diesem 
Wege lassen sich Netze gewinnen, die bei passend gewähltem co 
weiteren Bedingungen genügen können. Manche hierher gehörige 
Beispiele sind längst behandelt; man vergleiche nur die Unter- 
suchungen über Trajektorien, isotherme Systeme und dahin ge- 
höriges. Mit allgemeineren Ausdrücken für die A und G scheint 
man sich indessen bisher nicht beschäftigt zu haben. Vermöge 
der Differentialgleichung für Z ist aber die Möglichkeit vorhanden, 
aus der mit willkürlichen Funktionen von w, v behafteten 
Lösung Eigenschaften der Netze zu gewinnen, sobald eine der 
Invarianten der Gleichung für Z Null ist. 
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Ich beschränke mich dabei zunächst auf die beiden ersten 
Invarianten J1 und J2, da die verwickelte Gestalt der höheren 
einfache Resultate, die auch geometrisch verwendbar sind, nicht 
gleich zu versprechen scheint. 

Trotzdem dürften die folgenden Bemerkungen nicht unge- 
eignet erscheinen, neue Fragen und Gesichtspunkte in der Theorie 
der Netze zu bilden. Der Kürze halber untersuche ich nur ebene 
Netze; die Übertragung auf den Raum liegt ja auf der Hand. 
Der Inhalt des folgenden zerfällt in zwei Teile; der erste betrifft 
hauptsächlich die Bestimmung der A, 6', während der zweite sich 
mit der direkten Ermittelung der x, y mittelst der Gleichung 
für Z beschäftigt. 

E r s t e r Teil. 

§ 1. Die Laplacesche Gleichung. 

Bekanntlich ist die einzige Beziehung zwischen den e, f, y 
oder A, C, co 

3 !C„ — Av cos co\ 9 /Av — C„ cos w\ 
) 9 v \ C sin cu ) 

COuv — Ül). 
9 u V A sin cu 

Schreibt man sie in der Form 

9 (C„-Av cosw+pcovA sin«) 9 {Av — C„ cos cu +qco„ C sin CD) 

9 u A sin cu 
+ 

dv C sin I 
= 0 

mit zwei Konstanten p und q, deren Summe gleich Eins ist, so 
hat man aus derselben für 

1) 0 = <Pv —pc'h, '/ = rp» + qco„ 

mit cp als einer willkürlichen Funktion von u, v 

f Cu — A, cos co = 0 A sin <o, 

I A„ — Cu cos w = — y C sin cu 

oder auch 

3) 
f C„ sin co = O A — y C cos cu, 

| Av sin co = ft A cos cu — >/ C. 

‘) In dieser Gestalt z. ß. in Darboux, Théorie générale des surfaces, 
II, S. 382. 



Kurvennetze und Laplacesche partielle Differentialgleichungen 41 

Différaitiiert man diese Grundgleichungen für A, 0 (die 
erste von 3) nach v, entfernt dann durch die zweite von 3) das Av, 
und endlich noch A aus der ersten von 3)), so wird, falls H ff- 0 
vorausgesetzt wird 

1) Cu« ff- c< O,, ff- h C, ff- c O = 0. 

ln dieser Gleichung haben die a, b, c «lie Werte 

a = (to„ — 0) cotg <o — ’ , 

4) h = r\ cotg co, 

6, 
C =   lj cotg (D ff- I] 0 ff- cotg CO   I] CO„ , 

<p und co sind dabei als willkürliche Punktionen von ic, v an- 
zusehen; co von 0 und n verschieden. A und 0 kann als positiv 
angenommen werden, doch ist das unwesentlich1). 

Die Gleichungen 1), welche noch eine willkürliche Konstante 
enthalten, kann man vereinfachen. Setzt man 

b = (<P ff" o°>)« — c°v (p ff- o), 

>1 = (p ff- 
0 m)u ff- 

(0" (l — °) 

und wählt die Konstante a so, daß p ff- n = cp— o, so wird 
P ff- a — cp —-o = l, <p ff- n co geht in <pl über. Schreibt man 

im folgenden statt c/\ wieder cp, so hat man an Stelle von 1) 

o) 0 — Cpv CO„, lj — (p,t ff- ! CO„ . 

Anstatt cp, co kann man auch 0, y willkürlich annehmen, 
denn man hat auch umgekehrt 

V — ff (,) = j ßdv ff- Ut, 

cp ff- fff,, = j‘ j; du ff- Vi. 

0, ij, co sind aber nicht voneinander unabhängig. Die Trans- 
formation 5) ist zwar allgemein; wenn aber im einzelnen Falle 
cp = konst gewählt ist, bleibt sie nicht so ausführbar, daß nach der- 
selben cpt wieder konstant bleibt; dies ist gelegentlich zu beachten2). 

') Alle Stellen, wo sin o> = 0, 1 + cos co = 0 sind daher, ebenso wie 
auch A oder C gleich Null, im folgenden immer als singuläre ausgeschlossen. 

2) Vgl. die Bemerkungen in S IX. 
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§ II. Die Invarianten /, und J2. 

Bekanntlich ist 

Jj = — (Lb) -f- etb — c, = (La) -f- «h — c*). 
3 y “du 

Aus den Werten von a, b, c des § 1, 4) erhält man 

(co„ — b) 
ab — c = il — „ — nv cotg co 

sur eu 
und darnach wird 

1) J, = — (?/ 6) : sin- io. 

Etwas weitläufiger ist J2\ man erhält 

T i- 
f'>v
 ^ f^v\ Ul- 1 n 

J., — CO H v cotg 0) — . , — T- I „ — cotg CO -f b —^7— ° sin- io du \ b j ° sin-co 

, («» — #) , 2) + V -• 3 V» cotg co. 
sin*’ co 

Statt der Gleichung für C hätte man auch die für A be- 
nutzen können. Sie entsteht, wie man aus den Gleichungen 2) 
des § I sieht, durch gleichzeitige Vertauschung von u und v, von 
b mit —i/, von A und C. so daß 

A„t + ^(co„ + I]) cotg to — 'l’‘ ^ — A„ b cotg co 

+ A _ ß\ Cotg co + b (ij -f- co„)^ = 0. 

Ist C gefunden, so folgt A aus § I, 3) und muh dann auch 
der zweiten Gleichung in § I, 2) genügen. Um dies, falls es viel- 
leicht bezweifelt werden könnte, weil Gleichung I des § I nicht 
durch Differentiation von 2) und 3) in § I entspringt, beachte 
man zunächst, daß die Gleichungen 2) und 3) dort völlig äqui- 
valent sind, also 

2 a) Cu — Av cos co = b A sin co, 3 a) Cu sin co = bA — i]C cos co, 

2 b) Av — C',, cos co = — i)C sin co, 3 b) Ac sin co — b A cos co — i] C 

lauten, während die Gleichung I des § 1 aus 3 a) und 2 b) folgt. 
Setzt man aber die mit sin co multiplizierte 2 b) in 3 b) ein, welches 
für einen Augenblick Av sin co = b A cos co — ijC -J- X heiße, so 

!) Statt des log nat u: soll immer 1.x geschrieben werden. 
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folgt aus der Identität 3 a) sofort X = 0, so daß nun auch 2 a) 
und 2 b) erfüllt sind. Es ist daher überflüssig, dies mit Hilfe 
des Wertes von A, was oft weitläufig wird, noch besonders nach- 
zuweisen. 

Die Invariante •/, ist symmetrisch in und 0, sie bildet 
überhaupt einen einfachen Fall. Dagegen sind bei der vorhin 
angegebenen Vertauschung die Werte der J2 verschieden, und 
mögen gelegentlich als Jo, J** bezeichnet werden, so daß man 
etwa zur Lösung’die geeignete Form wählen kann. 

Sind endlich H und i] beide Null, so hat man aus § I, 3) 
C = V‘, A = U'1). Nun wird 

ds2 — (U'du)2 -j- (V'clv)2 -j- 2 du U'du K'cosOJ 

durch Einführung neuer Variabein u,, v, also auch 

ds2 = du\ -f- clv{ -)- 2 du, dv, cos OJ. 

Aus 7,, — = 0, cpu, + OJ"' = 0 folgt jetzt 

o) = V, — U,, 2 cp = U, -f- Vt, 

so daß nun 

ds- = du2 -f- dv2 -h 2du du cos( V — U) 

gesetzt werden kann. Um die zugehörigen Werte von x, y für 
dieses Längenelement zu finden, setze man 

xu = cos (P, xv = cos 'F, 

y„ = sin (P. y, = sin XF. 

Die Integrabilität dieser Gleichungen verlangt aber 

<PV sin fP = F„ sin F. d>, cos (P = F„ cos F, 

also sin (F—<P) — 0. oder nach Ausschließung des trivialen 
Falles F = <P. 

<P = U, F = V, cos OJ — V — U, 

wo jetzt U, V wie überall im folgenden, willkürliche Funktionen 
der einzelnen Argumente u, v sind; demnach wird 

x = J* cos U du -f- J* cos V dv, y = J* sin U du -\- J sin Vdv- 

Obere Indizes-Striche bei willkürlichen Funktionen einer Variablen 

bedeuten im folgenden immer Differentialquotienten, V = ' etc. 
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§ III. Die Krümmungsradien der Netzkurven. 

Nach den 0. Bonnetscken Formeln sind die geodätischen 

Krümmungen ^ ^ der Kurven u = konst, v = konst1), in der 
Qu «. 

Ebene also ihre Krümmungsradien o„, «„ gegeben durch 

so dab 

1) 

A C sin co 

Qu 

A 0 sin cu 

Qv 

d 

?v 
(A cos co) 

dC 

du 

(C cos co) — 
duK 

dA 

dv 

= Av cos co — C„ — A sin co cov, 

= C„ cos co — A„ — C sin co co„ . 

Setzt man nach § I, 2) für die rechten Seiten von 1) die 
betreffenden Werte ein, so erhält man die durch Einfachheit aus- 
gezeichneten Formeln 

<A 1 (0 -f cov) 
1 = , >1 — «>u 

o„ C ’ ov A ’ 

die für jedes Netz auf einer abwickelbaren Fläche gelten und im 
folgenden oft zur Verwendung kommen. 

Kurvennetze für die 0-\^cov = 0, i] — CJO„ — 0 bestehen 
also aus geraden Linien, analog ist es, wenn nur eine dieser 
Bedingungen erfüllt ist. 

Kurvennetze, für die A — C ist, sollen im folgenden als 
rhombische Netze bezeichnet werden. Die Kurven des Netzes 
zerlegen dann die Ebene (resp. Fläche) in infinitesimale 
Rhomben und man hat nach 2) dann 

Qv 3 f , co\ 3 f co\ 

0,r'dvVf+ 2):3 uV1- 2 ) ’ 

für <p — konst, insbesondere 

Qv  m» 

Qu 0)u 

') a. K sind hier nicht Differentiations-Indizes, entgegen der früher 
festgesetzten Bezeichnung. 



Kurvennetze und Laplacesche partielle Differentialgleichungen 45 

§ IV. Die Invarianten Jx und J.2. 

Ist Jx — 0, also >/ = 0, so hat man nach § I 

Ouv + C'„ {o>„ — H) cotg o) — ^ = 0, 

eo„ folgt. Es wird also 

fl £/, ( r / r cotg r.» </ v 

sin2 co 

Man erhält daher 

/r /V'cotgwd» 

M = 2 

sin 0) 

C= f 6
 F efv'c"ts""lv du + F»1). 

J sin- to 

Die Invariante (/2 kann allgemein durch Quadratur nicht 
gleich Null gemacht werden. Indessen kann man doch mehrere 
Fälle angeben, in denen die in der Form von J2 liegenden Schwierig- 
keiten (f/2 = 0 ist eine Ampèresche Gleichung, die nur bei be- 
stimmt gewähltem cos m direkt angebbare Charakteristiken hat), 
nicht auftreten. 

Als ein einfacher Fall bietet sich zunächst 

H = V, »? = U‘ 
dar. Dann ist aber 

co = U + Vj — F — U\, 

2 <r = u+ v, + v+ ut. 
Es wird dann 

sin2 o> J2 = Ui (Fi — 2 F'). 

Ist nun U\ — 0, so ist co„ = U‘ = >/; die eine Schar des 
Netzes v = konst ist geradlinig, während für die andere 0 -j- tor 

= Vi im allgemeinen von Null verschieden bleibt. Ist dagegen 
Fi — 2 V‘ =0, so sind beide Scharen des Netzes gekrümmt, 

*) Ich unterlasse es, spezielle Formen zu betrachten, bei denen sich 
die Integrale weiter ausführen lassen. Auch für die Bestimmung der .r. i/ 
ist hier nur in einzelnen Füllen Platz vorhanden, doch wird man im fol- 
genden mehrere charakteristische Beispiele finden. 

während aus i/ = 0 jetzt 0 F' — 

1) C„ 
  ^ *42 ^ J o coljj 

sin co 
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denn ft -f- OJV = 2 V ^ 0. Ist endlich U\ = 2 U‘, V\ = 2 U\ 
so sind die beiden (im allgemeinen verschiedenen Formen von 
J-> und Jf) gleich, so daß A und C durch Ausdrücke gleicher 
Gestalt, aber mit verschiedenen willkürlichen Funktionen bestimmt 
sind; alle Kurven des Netzes sind gekrümmt. 

Man kann auch U‘ und V als konstant annehmen; diese 
Annahme ist hier nicht weiter verfolgt, da sie mir, abgesehen 
von speziellen Fällen, nicht zu besonders beachtenswerten Resul- 
taten zu führen schien. 

Ist Jg überhaupt gleich Null, also V[ — 2 V = 0, o> = U 
— Z7, -f- V, so wird aus der Gleichung für 0 in § I nach 4) 

wird, woraus dann auch A zu entnehmen ist. 
Es scheint aber bemerkenswert, daß J2 schon Null ist, wenn 

>1 - ru,,, also die Netzkurven v — konst Gerade sind. Allerdings 
ist das ein Fall, der in rechtwinkeligen Koordinaten durch Glei- 
chungen von der Form x F, -j- y V2 -f- V3 = 0, F (x, y, tt, v) = 0 
gegeben wird; aber für A und G ergeben sich dann keine über- 

sichtlichen Werte. Ist nun ?/ = <o„, so folgt 7 — = V und 

daraus ft — rpv — = V. Die Gleichung für C wird jetzt 

oder 

so daß endlich 

und 

J» “ W|| » cotg (0 - 0- h — o sm-r/i sin ~ro 
(i)uO)v , V*(Ou 

sni“fo sirr a) 
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Man erliiilt so 

du 
L Cv + 0 f(cov — I") cotg CD — j 

'cotg (Ot/v jl sin O) -f V 
also C yl e 

-/ F'COtgn,,l 

0)„ cotg ft), 

d'U "ff l/g • 

Dabei ist co noch eine willkürliche Funktion von u, v, so daß 
hei den Integrationen, welche in Bezug auf partielle Differentiale 
du. dv auszuführen sind, die angegebenen Reduktionen eintreten. 

§ V. Isogonale Netzkurven. 

Ist tu eine Konstante, so wird ß = rpv, // = rp„ also 

C„ „ — (J,, ^/ „ cotg ru + 11 + C„ (p„ cotg o) + 6'c = 0. 

Ist nun •/, = 0, so erhält man, da jetzt cp = V sein muß: 

/y L C" = V‘ COtg + V' 

oder O,, = U2 V'e'cots'", also 

1) C = J U2 V eVc"te"‘ du + V2, A = f/2 e ’cotg"'sin «• 

wo wieder U2, V2 willkürliche Funktionen sind. Führt man an 
Stelle von U2du eine neue Variable du, ein, so hat man aus 1) 

C = U, Pe Vcotgw _j_ v 
2) 1 2 

A = Ü\ e Vcotg"’ sin <o. 

Zur Bestimmung von x, y setze man wieder 

x,„ — A cos 0; yH, = A sin 0, 

*. = C cos 0; y„ = C sin 0, 

wobei nun rn = Î’— 0 

sein muß. Der Kürze halber sollen die Gleichungen 3) nur Bil- 
den Fall ft) = nj2 integriert werden, der allgemeine Fall unter- 
scheidet sich nur durch größere Weitläufigkeit. Man hat dann aus 3) 

X,,, = U2 cos 0, x, — (u, V -ff V2) cos 0, 

y„, = V2 sin 0, z/r = (M, V‘ + V2) sin 1', 

I' = 0 + ZT 12 . 

'0 
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Die Integrabilitätsbedingungen von 4) geben jetzt (t'2 — 1 
gesetzt) : _ gin 0 0f = _ sin 0 y . _ cos 0 0^ j/< + jg 

cos <I> </>„ = -j- cos 0 V‘ — sin <P 0„, (?r, I ' + F2) 

oder <P = F, 0„, = 0. 

5) 

G) 

Die beiden Ausdrücke 

x — J cos Vduj — j («j F' + F2) sin Fdv, 

y = J sin V du y ~|- j (w, F'-)- Fg) cos F d v 

sind in der Tat total integrierbar und liefern 

x = «j cos F— j Fg sin Vdv, 

y = «j sin F 4* j* F2 cos F<7i>. 

Bei konstantem v wird also 

sin V (x + J F2 sin FcZF) = cos F(y — j F2 cos Vdr), 

man erhält also geradlinige Kurven des Netzes für v — konst, 
welche nicht durch einen Punkt gehen. Die Krümmungsradien 
der Kurven u — konst werden dagegen 

1
 - _ V‘ 

Qu Ui F ‘ 4~ 1 j 
Die Invariante J2 wird für ein isogonales Netz gleich 

Null, wenn 

7) 
3 

du 
Cfv v 

r» 
+ 2 cpuv cotg oj -f = 0 . sin- (I) 

Da durch Quadratur keine Lösung dieser Gleichung bekannt 
ist, sei zur Lösung derselben cp = f(u -\- v), u + v = s voraus- 
gesetzt. Für z = f‘ = e~ hat man dann aus 7) 

d td'Q\ 
ds \ds) 
d (d'Q\ , d'Q c-- 

-4- 2 e- cotg co -, 4—- 
ds sin* co 

0. 

Wird t zur unabhängigen Variablen gemacht, so erhält man 

d3s 
r/:, + 2- 

ds 

ds 

dt 

! , , c*- (ds cotg w-f . „ . . 
° 1 sin2 OJ \dc 

oder für ,. = rs die Differentialgleichung erster Ordnung 
d Z 

do 0, 2 , e2- 3 
 .T+C" « cotg CD 4 . o = 

c/ c sin- OJ 
0. 
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Ließe sich diese schon über den Typus der Riccatischen 
Gleichungen hinausgehende Gleichung lösen, so hätte man a == rP(Ç), 

also auch £ = lF(s), endlich aus f — e'/,(s), f — j ds + Konst, 
und hierin mag man den Grund erblicken, weshalb so wenige 
von willkürlichen Funktionen abhängige isogonale Systeme ge- 
läufig sind. 

§ VI. Rhombische Netze mit konstantem Koordinatenwinkel. 

Unter der Voraussetzung A = C hat man 

G,, H — >] cos co Cv 0 cos co — i] 
C sin co ' C sin co 

also die Bedingung 

ß,, — )]„ cos co -f- yjo v 

sin CD 
ß a>. 

cos CO 

sin co 
cou . cos co 

= ß„ cos co — 0 - — in, -j- )i co„ —  
sin co sin co 

deren beide Seiten durch die angegebenen Vertauschungen inein- 
ander übergehen. Es ist das aber nicht etwa eine lineare Dif- 
ferentialgleichung für 0, p, da, wie schon bemerkt, ß, i] und co 

nicht voneinander unabhängig sind. Man muß daher ß = <pv~ 

I] = cp,, + -y setzen und erhält so eine Ampèresche Gleichung 

für cp, wenn co als gegebene Funktion von u, v betrachtet werden 
soll. Setzt man zunächst co als konstant voraus, so hat man aus 2) 

rprv —- 2 cpnv cos co -f cpu„ = 0 

mit der allgemeinen Lösung für q 

3) cp ~ F(u -j- e"’’v) -)- F (A F c. ‘"' v), 

wobei der Strich bei F die durch den Übergang der komplexen 
Konstanten in F in ihre konjugierten Werte entstandene Funk- 
tion ist, da M, v als reelle Variable1) anzusehen sind. Man erhält 
dann aus 1) die Lösung 

‘) An der an und für sieh gar nicht gebotenen Beschränkung auf 
reelle Verhältnisse ist hier überall festgehalten: in Rücksicht auf den 
geometrischen Zweck dieses Versuches schien dies das natürlichste. 

Sitziingsb. d. niatli.-naturw. Abt. Jalirjr. 1924. 4 
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4) L(C) — i(F—F) oder C — c'u'' ~F\ 

also das Längenelement 

ds2 = C- (du- 4 dv2 -j- 2 du dv cos m). 

Um jetzt x, y in möglichst übersichtlicher Form zu er- 
halten, setze man wieder 

5) 

also 

wobei 

x„ = C cos 0, y„ = C sin 0 
; 0 — 0 — v), 

Xv = C cos 0, c/t. = C sin 0 

£ 
(L (J) — 0„ — cos <w 0„ : sin co, 

du  

(Z 0) — cos co 0,, — 0„ : sin co, 
d v v ’ 

0, = 0,„ 0 = 0 

zu setzen ist. 

Dies sind aber gerade wieder die Gleichungen 1), wenn 
0 = ry-, 0 = 99 -f- CD gesetzt wird, wie eine unmittelbare Ver- 
gleichung zeigt. 

Man hat also jetzt aus 5) 

xu 4- iyu = G (cos <p 4 1 sin </0i 

#« + <#!> = G'(cos((/: 4 w) 4 i sin (7 4 w)) 

und hieraus 

cJ(# 4 *2/) = Le"' (<Zi< 4 c'"‘dv), 

oder d(x — iy) = Ge~i,< (du 4 '"’de) 

6) <7s“ —- Cs(du2 4 d!o2 4 2 du d v cos o>) und 

7) (* 4 .I/O — j ei(F~ F) e''<: (du 4 G'"dv), 

wobei rp = Z7 4 F zu setzen ist. 

Es hat sich darnach der Satz ergeben: 

Zerlegt man das Integral in 7) in seinen reellen 
und imaginären Bestandteil, so ergeben sich aus 7) die 
rechtwinkligen Koordinaten x, y. 

Man kann übrigens sofort ganz spezielle Netze angeben, 
welche aus parallelen geraden Linien bestehen und rhombisch mit 
konstantem Koordinatenwinkel sind. Ein solches ist z. B. 
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x — v sin co , 

y — u -f- v cos 0) 

mit dem Liingenelemente 

(Zs2 = du- -f- dv- -j- 2 du dv cos co, 

io . ro 
welches für (u -\- v) cos — — ut, (u — v) sin = w, 

die isotherme Gestalt ds' = du\dv\ annimmt. Indem man 
dann die bekannte komplexe Transformation u2 i D.2 — F («, 
+ Z «/,) anwendet, erhält man den Zugang zu rhombisch isothermen 
Netzen mit dem Winkel co, die man wieder entsprechend zu trans- 
formieren hat. Doch sind dazu weniger übersichtliche Elimina- 
tionen erforderlich, so da Li die Gleichung 7) wohl vorzuziehen 
ist. Von einem gewissen Interesse scheint es hier zu sein, daß 
die Funktion f(u -j- e'"’v) als Verallgemeinerung der Funktion 
f(u iv) auftritt, welche den rhombischen Teilungen mit dem 
Winkel co = n/2 zu Grunde liegt. Sie hat aber ganz andere 
Eigenschaften, auf die hier hingewiesen sein möge, da sie bisher, 
soviel mir bekannt, keine Erwähnung gefunden haben. 

Wenn f(u e‘"’v) = P + i Q 

gesetzt und die Ableitung nach dem Argumente u-mit 
einem oberen Strich bezeichnet wird, dabei zugleich auch die 
Buchstaben C und S für einen Augenblick der Kürze halber 
cos co und sin co bedeuten, so hat man 

f‘ — Pu -1" 1 Qu- e""f‘ = Pv -j- i Qv. 

(Pu -p 1 Chi) P"‘ — Pv T" Z Qv, 

(P„ — i Q„)e ~ i"‘ = P„ — i Qr. 

P„ C — Q„S— P,. 

PuS+ Q„ü = Qr- 

Aus 8) folgt 

9) PI + Qi = P; + QP 

Differentiiert man 8) nach u, v, so hat man 

a) PuuC - Qu,, S — P,, V , 

b) Pu V C - Qu V S - P„\ 

also aucli 

8) 

4
! 
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in 
a) P„uS -f- QU„C — Qvu- 

b) 2*„r O + Qnt 0 — Q,„. 

Bildet man die Summe der Quadrate aus 10 a) und 1 1 a) etc., 
so hat man 

12) Pun 4" Vii n — Pnv 4" Qn v ~ Pic 4 Qc‘ 

Wird der gemeinsame Wert der drei Ausdrücke in 12) mit 
A bezeichnet, so erhält man durch Auflösung von 10) und 11): 

O.l — Pu V Pli u 4“ Qu I Qu u • 

C' I   () p   7J () 
1   '£« V *- II II x II V H 11 II 1 

OA = PVI P„v -f- Qv,, Qnvt 

SJ = Q„ P„, - P,, Q„,: 

hieraus folgt 

PUD Pim 4 Qui Qu u = Pu i Pu v 4- QviQuc, 

Qu v Pu n — Pu u Qu „ = Qvv Pu c — P u Qu u , also 

Pu , (Pu u — Pu .) = Qu u (Qu u — Qu ,,) . 

Quv(Puu “4 Ptv) =r= Puv(Qrv 4" Quu)- 

so daß auch 

15) Pu U P v V = Qf, — Qùu. 

Außer diesen Identitäten kann man noch andere, aber von 
ihnen nicht verschiedene herleiten. Ist nun das Netz rhombisch 
und orthogonal, so ist 6'= 0, S 1, also jetzt 

Pu II PUH 4- Qu I) Quu = 0 , 

Prv Pu 1 4- Quv Qri — 0, 

also auch P„,(P„n 4~ P,v) 4" Qui (Quu 4" Qcv) = 0. 

13) 

14) 

Aus der zweiten Gleichung 14) hat man aber 

Qu v (PUH 4- Pvv)   Put (Quu 4" Qvv)   0 

und erst jetzt folgen die für komplexe Variable charakteristischen 
Gleichungen p , p _ Q , () () J n u r tu — {citii 4^ 

Ki'vv — • 

deren Ableitung aus den allgemeinen Eigenschaften der Funktion 
f(u 4" e“"v) allerdings unerwartet umständlich erscheinen mag. 
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§ VII. Isogonale Netze mit Krümmungsradien im Verhältnisse b : — a. 

Aus den Gleichungen des § II 

1 d -j- oj, 1 ij — ojji 

Qu 0 ’ p„ A 

wird für die Forderung 

Qu = —b.U, Qv = Xb, 

1) C = al(p + co„), A = b l (ij — co„) 

und aus den Gleichungen des § I für konstantes co erhält man 
jetzt, weil nach 1) 

C« — ct(0„X -j~ d/.„), A„ = b(yvX -j- 

a (d„ X -j- 0 Âi) = I] b ).(b — a cos co) : sin co, 

b (i]v / -j- ij A„) = i]0X (b cos co — a) : sin co oder 

2) 

Ou 
0 

>)v + 

cos co : sin co, 

‘ = 0 I cos co : sin co. 

Hier ist K die einzige unbekannte Funktion, da 0 — cpv, 

)] — cp,, bei konstantem co zu setzen ist. Die geforderte Existenz 
von / liefert nach 2) die Gleichung 

3 (0„ 
dv\f) 

3) 3'/ 
3 v V a 

— cos co : sin co — 

3 />/„ 

3d 

3 ic 
cos co sin co. 

Diese Gleichung nimmt aber durch Einträgen von 0 und )/ 
die Form an 

4) 3 uVv L (pv) = ^ • (« + d - 2 C0S Cü) : Sin w 

und das ist eine Differentialgleichung für y allein, deren allge- 
meines Integral ist 

5> Lfä-.r + v-», 
wenn noch 



54 A. Yoss 

a 
b 

— 2 cos co I : sin co 
) 

gesetzt wird. Setzt man endlich 

und c'dv = dvt, e"d u = 3«j, 

so hat man die lineare Differentialgleichung 

3 cp   3 <p 
dv, 3II, 

deren allgemeines Integral aus den beiden Integralgleichungen 

», + »,eCl" = F(c,), 7 = c, 

gegeben ist, wobei F eine willkürliche Funktion bedeutet. Aus 
6) kann man, eventuell bei geeigneter Annahme von F, 7 als 
Funktion von u, v und * entnehmen. Man kann z. B., um nur 
die einfachsten Fälle zu erwähnen, F = «7 -J- f>, F = e"'1 ß etc. 
nehmen, doch ist hier nicht der Ort, um das weiter auszuführen. 
Ist so cp bestimmt, so erhält man aus 2) die Unbekannte /, und 
endlich aus 1) auch C und A. Ganz einfache Beispiele dafür 
werden übrigens noch an einer anderen Stelle gegeben1). 

Da die Bestimmung isogonaler Netze im § V abgesehen vom 
Falle Jj = 0 auf größere Schwierigkeiten geführt hat, sei noch 
die Voraussetzung orthogonaler Kurven gemacht, oder co =,T/2. 

Nach § I hat man dann 

durch 

6) », + », e“'1 = F(<p) 

>5 Vlll. Orthogonale Netzkurven. 

0„ = Acpv, 

A ,1 0 cp tf, 

11 

also 

1) 

') Vgl. § IX, S. 6‘i. 
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Die Invariante Jx ist Null, wenn cp nur Funktion von v ist; 

es wird dann, wie schon vorhin bemerkt, A = U2, (J — j U2 V du 
V2. J2 wird gleich Null, wenn 

a ' <F u V 

du V (p„ 
+ (Pu Cpv   11 

ist. Da ein allgemeines Integral dieser jetzt noch willkürlich ge- 
bliebenen Funktion cp nicht bekannt ist durch Quadratur, so werde 

cp = f (u -j- v), ii -f- v = s1) 

gesetzt. Man erhält jetzt für cp,, = <pv = f 

a (f 

oder für 

2) 

mit dem Integrale 

3) 

as\f ,)+f2= o 

r = F 

7' ‘ 3 (J' ') _(- FF‘ 
F 3 s\ F ' 

H+ F2 = k\ 

wo Je eine notwendiger Weise reelle Konstante. Es wird demnach 

11; 
4) 

und nach 1) 

also : 

5) 

F = 
eks -f- <r 

Cv — C 
F‘ 
F + °{l{r] + f“ ]-0' 

C, — C jp — V2 und 

= F(f%dv+U,\ A = ^ 
Cu 
F ’ 

A-ÇUV^ + UA-SC 
F‘di 
F2 + m 

und es läßt sich auch durch direkte Rechnung verifizieren, daß 

l) Dieser Fall läßt sich auch behandeln, wenn man cp = f(u + r) + a r 
setzt. Vgl. auch S .\, S. 07. 
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(j‘ Vf dv + lj)j — F a 

wird. Aus A und C sind wieder x und y durch Quadratur zu 
entnehmen, doch mag diese schon mehrfach wiederholte Rechnung, 
die auch nicht ganz einfach ausfällt, übergangen werden. In dem 
speziellen Falle, wo V2 gleich einer Konstanten v„, U.2 — 0 ge- 
nommen wird, findet man als Werte der Krümmungsradien 

F 
(J ’ 

Je2 

da A = 7 / , 0 wird. 
Je (eks + c~ks) 

Die Kurven v — konst, des Netzes sind also Kreise von 
konstantem Radius, endlich ist 

Es ist aber zu bemerken, daß die Gleichung 1) noch eine 
andere Lösung für C liefern kann, die allerdings keine willkür- 
lichen Funktionen U, V mehr enthält, wenn man 

C — le (K -(- v), (/.> — / (it -(- r), u I' - 

setzt. Man findet jetzt die Gleichung 

— s 

oder 

mit der Lösung 

F“ — F‘ -f- Ff12 — 0 

3
 (%) + FF' = 0 

t asV/ / 

F‘\- 
r ) + F

2 = F. 

deren Integral F — Je sin f ist, und der zugehörige Wert von A 
wird dann 7c cos/', wobei r/> = /’ ist. Das Längenelement ist jetzt 

6) äs2 = Je2 (cos2 f du2 + sin2 f dv2), 

wobei f = rp noch eine willkürliche Funktion von s bleibt. Um 
nun die Werte der Koordinaten x, y zu finden, setze man, den 
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Werten von A und C gemäß, die ersichtlich einer Fläche von 
der Krümmung Null entsprechen, nach 6) 

J xu — cos cp cos/, xv — sin cp cos n, 

I y„ — cos cp sin 7, y, — sin <p sin //. 

Damit die Orthogonalitätsbedingung erfüllt sei, hat man 

Xu xv -|- y„ yv = cos <p sin cp (cos 7 cos n -j- sin 7 sin /«) 

zu setzen, es ist also 7—u = rr/2. Man hat daher aus 7) 

Xu = — cos cp sin y, x„ = sin cp cos /«, 

y„ = cos cp cos <p, y„ = sin cp> sin/t. 

Jetzt liefern die Integrabilitätsbedingungen 

sin cp sin /« (cp' -j- /<«) — cos cp cos,« (ip' + /«„) = 0, 

sin 9? cos // (r/;1 -f- //„) -f- cos r/’ sin /( (9/ /(,) = 0, 

also, wenn cp willkürlich bleiben soll, was ja in der Natur der 
Aufgabe liegt sjn y cos cp (sin- u -|- cos2/«) = 0. 

Es bleibt daher jetzt 

cp' — /«„, cp' = — IIV oder cp = — u 

und es wird 

Xu — cos cp sin cp, x,: = sin cp cos cp, 

y,, = sin 91 cos cp, ye — — sin cp sin cp 

und endlich hat man die totalen Dififerentialformeln : 

x = j cos 9 sin cp (d u J- d v), y — $ (cos2 cp du — sin2 9:- J v)  

§ IX. Geradlinige rhombische Netzkurven. 

Die einfachsten rhombischen Netze sind wohl diejenigen, 
die nur von geraden Linien gebildet werden. Ich gebe hier 
ein ganz einfaches Beispiel, das mich überhaupt zu einer weiteren 
Untersuchung solcher Netze veranlaßte. 

Wenn die Kurven des Netzes aus zwei Strahlenbüscheln 
bestehen, die von den Punkten + n, 0; —a, 0 des rechtwink- 
ligen Systems der x und y auslaufen, so sind in 

y = (o; + a) f, y — {x — a) q> 
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/'und <p Funktionen von u und v respektive allein. Man hat dann 

1) 

also 

.. . . «(/•!- '/) )( -<>frl 
<P — f <P—f' 

i) 

X„ 

a 

Hu 
a 

2/> 

2 f‘<r 
r ' 

U/f) 

a 

!)<< 
a 

__ w 
p- 

_ 2rT 
f 

p = <p — f- 

Soll eine rhombische Teilung entstehen, so muß 

ra(rs + T4) = v‘2(/'2 + n 
sein. Das ist aber nur möglich, wenn 

'2 „i 2 
3) _ f“ = T' 

r- + r <f + r4 

wo k eine reelle Konstante ist. Man erhält aus 3) 

2 2  (,ku   Q—hu “   4~ (çkv   C~^v) 
f ’ 7 

doch genügt es. das -f- Zeichen zu benutzen. Man hat also aus 1) 

4) 

x 
a 

y 

Pkv -kV + e kn 

 k u   (jo k v 

4 
e~ k" — (e*“ — e~ kv)' 

Für ek" — uj, ekv = vx entsteht also 

X 
a 

y 
a 

(f, r e/,) (i<j b\ — 1 ) 

(— vt + M,) (M, r, + 1) ' 

4 M, 

(— r, + M,) KD + !)' 

Diese Kurven sind aber Kegelschnitte des Systems, 
wenn man Vj = kut oder v1u1 = k 

setzt; sie werden zu rationalen Kurven dritter Ordnung, wenn 
z. ß. ttj -j- vx — konst, ist. 



Kurvennetze und Laplacesche partielle Differentialgleichungen 59 

Nach diesem einfachen Beispiele betrachten wir die allge- 

meine rhombische Teilung durch gerade Linien. Es ist 

dann 0 = — «>„, i] = o>„ zu setzen, also auch 

5) m = U -j- V, 2q> — U — V 

C„ <ov 4- ro„ cos CD Ov cnr cos w -f- u>„ 
und . 1 . , . 5 

(J sin CD (J sin CD 

woraus für co die Bedingung folgt : 

«1 

6w ö 

o COS O) , COS Ü) 
(1)p I . — OJJI H cou ~ 

sin (ü sin ü) 

deren allgemeines Integral 

7) L ^tg = /'(« + v) + F(u — v) 

sich aus 6) ergibt, sowie dieselbe durch Division mit sin o> auf 

die Form 
3- 

3 Vs 
L tB 

3- 

3«- 
L t n i; 

gebracht wird. Die Gleichung 6) ist zunächst sicher erfüllt, wenn 
o> selbst eine Funktion von u -f- v, also U —n, V—v ist. 

Dann hat man aus 5) 

U) 
, , s C0S 

+ + dv) = 2- ", 
sin co . co 

1 ft sin — so daß 1 

C sin- ~ für k — 1 in 

(l 

8) r = 
1 

cos (« -f- /') 

übergeht. Um in diesem speziellen Falle die Koordinaten x, y 

zu erhalten, ist jetzt zu setzen 

x„ -- C cos 0, yu == C sin 0, 

= C cos llr, v/„ = C sin !F, 

I// _ 0 = M + = 0„ -p 1, 1\ = tf), 4- 1, 

da ja x„ xv 4- y«!h = C'2 cos (0 — 0) — C'2 cos tu sein muß. 
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Aus 9) ergeben sich die Integrabilitätsbedingungen 

^ cos 0 — sin 0 0, =--• (
(" cos 1’— sin W 0„, 

 J- sin 0 -j- cos 0 0„ — " sin 0 -(- cos 0 0„. 

woraus durch Multiplikation mit — sin 0, cos 0 und — sin 0, 
cos I/7 und jedesmalige Addition 

0,. = sin («t + r) + 0, cos (w + r), 

— sin (w + v) + 0„ cos (« + <0 = '0» 

folgt. Diese Gleichungen sind identisch erfüllt, wenn 0 = — r, 
W — u gesetzt wird, wie aus den Werten von <  in 5) sofort zu 
ersehen ist. Man erhält also 

x — j C cos v d u -j- j* C cos u d v, 

y -= — J C sin v d u -j- J C sin u d v ; 

dx, dy sind dann totale Differentiale, was man übrigens auch 
durch die Gleichungen 

8 0 cos v 8 C cos u 
dv du 

d G sin v 8 0 sin u 
d V dl( 

bestätigen kann. Man erhält nun auch x und y selbst in der 
Gestalt u — v . u + v 

— x = cos : sin - , 

. u — v . u 4- v 
y — sm ~ : sin 2 

und bestätigt so die Richtigkeit der Gleichungen 

dx — du cos v -(- dv sin u : 1 — cos (u -j- v), 

d y = — d u sin v + dv sin u : 1 — cos (« -)' v)  

Aus diesen folgt endlich durch Multiplikation und Addition 

— x sin u A y cos u 1, 

x sin v -\- y cos v — — 1 
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und dies sind die Geraden, welche zum cosinus des Win- 
kels cos (v -)- 4t) = cos o) haben. Es sind das aber gerade 
Linien, welche den Kreis mit dem Radius 1 (weil Je = 1 
genommen wurde) berühren. Dies ist ein zweites einfaches 
Beispiel; es soll jetzt zur allgemeinen Auflösung der Aufgabe 
übergegangen werden. Die Gleichung 7), die man bequemer wieder 
durch 6) ersetzt, nimmt, wenn (in co = U + V) — V für F gesetzt 
wird, die Gestalt an 

10) 

( u“ + V“ = (TP2 — V ‘ '-) cotg (U — V) 

/ TT‘2 Vl2\ 
j oder arctg ^ JJU - = U — V. 

Eine Lösung der Gleichung 6) ist allerdings unmittelbar 
zu sehen. Sie besteht darin, daß man U = konst, noch ein- 
facher JJ — 0 setzt. Es ergibt sich dann aus 6) 

cov = Ic sin m. 

Die Koordinaten x, ij lassen sich durch dieselbe Methode 
wie vorhin bestimmen. Man findet so 

11) 

e - 
cos co 

k sin co ' 

e ~" 
k 

In der Tat wird jetzt 

JCH 

— 

cos co 
sin co 1 

h 

Darnach wird 

xf, + iji, == E ----- 

also E = G. Da auch 

ij,, = — e ~‘iU, 

Vv = 0. 

G + yl = G = ~ 

xu xv y » yv 

V EG 
cos co 

wird, so sind alle Bedingungen durch 11) erfüllt. Die Netzkurven 
u == konst sind hier die Parallelen zur x Axe; die Kurven v 
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= konst, aber durch t/l.v = — tg co vertreten, also Gerade durch 
den Koordinatenanfang. Dies einfache Beispiel entsteht aus den 
beiden im Eingänge dieses Paragraphen behandelten Strahlen- 
büscheln, wenn das Zentrum des einen im Koordinatenanfang, das 
des andern unendlich weit auf der x Axe entfernt ist. 

Aber dies sind sämtlich nur spezielle Lösungen der Glei- 
chung 10), die mittelst der gebräuchlichen Methode der Differen- 
tiation nacli den unabhängigen u, v zu behandeln ist. Mein Kol- 
lege, Herr 0. Perron in München, dem ich diese Funktional- 
gleichung mitteilte, gab mir auch alsbald die allgemeine Lösung 
O O D O D 

derselben, die einen überraschend einfachen Charakter besitzt. 
Durch Differentiation von 10) nach u entsteht 

(uy - U‘ u••• - {uy - [(ry + ( vy\ 
12) + ^2 ( uy + 

u‘‘‘^ ( vy = o. 

Diese Gleichung ist von der Form 

12 a) /'(») + 7' («) + F («)<!> 00 = 0, 

in der f\ <p, F. 0 Funktionen sind, die allein von den bezüg- 
lichen Argumenten u, v abhängen. Durch Differentiation nach 
H und v folgt aber aus 12 a) 

F‘(u) <P‘(v) = 0. 

Es muh also F(u) oder 0 (v) konstant sein. Wäre aber 
0 (r) konstant, so würde nach 12) V selbst konstant, etwa gleich 

a sein; das führt aber auf einen der bereits ausgeschlossenen, 
oder andere einfache Fälle. Es bleibt also nur die Möglichkeit, 
dah F(«/) konstant ist, und dann ist nach 12 a) f(u) von v un- 
abhängig, also wieder konstant. 

Diese entscheidenden Bemerkungen verdanke ich Herrn 
Perron, und es ist daher nach 12) 

13) 

U"‘ 'Muyy 
J

(J. 

( wy — u‘ u“‘ — (uy = h 
zu setzen, wo u und b Konstanten sind. 

Man erhält also zwei Differentialgleichungen für U als 
Funktionen von «, und es ist nun zu zeigen, was Perron eben- 
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falls erkannte, daß diese Gleichungen 13) gemeinsame Lösungen 
haben. Da es aber für das Folgende wesentlich ist, daß a, b will- 
kürliche Konstanten bleiben können, gebe ich den Beweis dafür 
mit einer allerdings nur unwesentlichen Änderung seiner Analyse. 

Man betrachte die Differentialgleichung 

14) ( UJ + ( W ‘Y — a ( U‘Y — b = 0 

mit willkürlichen Konstanten a, b, deren Lösung U ist. Durch 
Differentiieren hat man 

2 L'3 {’" + /'" U“‘ — a U‘ = 0 

oder, bei Ausschluß des speziellen Falles U" — ü. der wieder nur 
auf spezielle Lösungen führen kann, 

15) 2 U‘3 + U‘“ — u U‘ = 0, 

was die erste Gleichung 13) ist. 
Schreibt man jetzt 15) in der Form 

2 ( Uy + U"‘ U‘ — a ü‘2 = 0 

und subtrahiert davon die Gleichung 14), so erhält man die 
zweite Gleichung 13). Endlich folgt nun nach 14) die Gleichung 

U“ = Va(cy b — (fy 

und aus 12) nebst den beiden Gleichungen 13) 

b + a(vy --= (V“Y + (Vy 

oder V“ = Va ( V‘Y + b--( Vf. 

Es ist also 
ç 3 (T‘ 

J Va( tj ‘Y + b — (T7)4 ~ 

J V« ( vr + b - ( vy - V 

und aus diesen nur durch die Bezeichnung verschiedenen ellipti- 
schen Differentialgleichungen lassen sich jetzt die Funktionen I V 
mit zwei willkürlichen Konstanten bestimmen. Damit sind denn 
auch allgemeinere Lösungen für das Längenelement 

ds* = (’  (du- 4- dv2 4- 2 du du cos to) 

gewonnen, oder x- Paare reeller Kurven, deren Tangenten 
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ein rhombisches System bilden. Die Lösung derselben, sowie 
die Darstellung der Koordinaten x und y erfordert eine ausführliche 
Betrachtung, für die in diesen Sitzungsberichten kein Kaum ist. 

Besonders nahe liegend würde es sein, die besonderen Fülle 
näher zu untersuchen, wo die elliptischen Integrale durch Ex- 
ponentialfunktionen sich reduzieren lassen, was für 

2 ar -f 4 6 — a4 = 0 

stattfindet, und das in diesem Paragraphen angeführte erste Bei- 
spiel ist ein besonderer Fall dafür. 

Die Lösung der Funktionalgleichung 10) hat aber noch eine 
viel allgemeinere Bedeutung, auf die hier hingedeutet sein möge. 
Aus den Bedingungen 

a a 
H = t «),,, tj = — 0 <o„ 

folgt nämlich 

T — 9 (1 + = — (1 + 
a) I '  <o = I -)- 1 , 

7 +  (1 + «) = (1 + «) v< 2 7 = ( V— U) (1 -f a). 

Das führt aber für die Integrabilitätsbedingung eines rhom- 
bischen Systems C = A auf dieselbe Gleichung 

cos co cos <o 
f,)vv •   

(,h{u H 
Sill O) Sill O) 

wie bei der eben ausgeführten Untersuchung, so daß lT, V aus den- 
selben elliptischen Funktionen entnommen werden können, während 

2 
-- d (L C) = ((co„ -f co„ cos co) du -f (co„ cos co -|- ro„) d c) : sin co 

rechts als vollständiges Differential bei beliebigen Werten von a 
gegeben ist. Der speziell geometrische Charakter, der den Fall 
a = — 2 auszeichnet, ist hier allerdings nicht mehr vorhanden. 
Dem Falle, wo U = u, V = v genommen wird, entsprechen aber 
jetzt die Krümmungshalbmesser 

1 = _ (1 -fa/2) 1 = _ (1 + a/2) 
o„ C ’ p, ( ' 

so daß nun an irgend einer Stelle die beiden von derselben aus- 
gehenden Kurven des Netzes beständig gleiche, von co verschiedene 
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Krümmungen haben. Die verschiedenen Fälle, welche jedesmal 
o 

durch eine Funktion des Koordinatenwinkels co --- u -f- r aus- 
drückeu, auch in Bezug auf die Werte der x, y durchzuführen, 
ist hier wohl überflüssig; einfach ist es, namentlich a — 1, a = 2 
zu wählen. 

Der Wert a — — 1 aber zeigt ein ganz besonderes Ver- 
halten, da jetzt aus dem Ansätze für 0, ij cp = konst oder Null 
folgt, während co jetzt eine willkürliche Funktion von n 
und r bleiben kann. Man erhält nun 

— 2 d(L< ') = [(ra, -)- co„ cos co) du -(- (co„ cos co + <on) d / ] : sin co 

mit der Lösung 

L tg ( £ j = /'(« -f r) + F(u — r). 

aber mit dem Unterschiede, dah jetzt co rechts durch die will- 
kürlichen Funktionen f, F bestimmt ist. Es wird demnach 

('- sin co = a(— . 

Da nun 
1 

COS- . = 

so wird 

1 _L e2(/r+/'V 

2 (/' -j- F) cos co = 

co 
9 

e2(/+A'| 

1 -f e-'iz+f'"' ' 
1 _ e2(c+/') 

1 -f- 

sin co = 2 tg 
1 ) 

1 + e2 (C+F) 

und das Längenelement nimmt die Form 

c/s2 = (du- d r2 -J- 2 du dr cos co), 

in der rechts die Werte aus den voranstehenden Formeln einzu- 
setzen sind; endlich sind daraus auch X, y zu entnehmen. 

Schon im § II ist erwähnt, dah die Formeln 

0 = 7’»- 
 H 

>1 = <P« + o 

von denen bisher immer Gebrauch gemacht wurde für den Fall, 
dati (p — 0 ist, durch die noch eine Konstante enthaltenden 

0 = — y = q co„, p -j- q = 1, p rh q 

zu ersetzen sind. Aus der Integrabilität der Gleichung 
Sitzungsb. d. inatli.-naturw. Abt. Jahrg. 1924. ü 
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— d(L C) = [ (p<ov -f- qm,i cos co) du -j- (pch cos co geo,,) dr j : sin o> 

erhält man für co die folgende Bedingung: 

o = p <ov- q (o„ u - <’>„ „ cos o) (p - q) + (p - q) 
III,, (Ov 

sin o (P«>! qc>u) 
cos <0 

siu to ’ 

deren allgemeine Integration in dem hier geforderten Sinne nicht 

bekannt ist. Nimmt man aber co ~ f(u -(- r) als partikuläre 

Lösung, u -j- >' = 'S. an, so folgt durch Beseitigung des Faktors 

1 — cos co 

(p — q) 

Ist also der zweite Faktor Null, so braucht p nicht gleich 

q zu sein. 

Daraus ergibt sich dann der Wert von (\ wenn man die 

rechte Seite von 1) in der Gestalt 

f‘ \{P du -(- q dv) -f- cos f(q du -f- p dr) | : sin /' 

passend umformt. In der Tat ist. da 

2) f tg(/'/2) = /• 

sein soll, dieser Ausdruck gleich 

, „(1 + cos/') . , , 
pdf - + (q — p) k d r, 

so daß (' (sin//2)2,< = ke—('i-i’)v 

wird: die Konstante k ist wie immer unwesentlich. 

/’" + 

r, 

sin f 
0. 

$ X. Allgemeinere rhombische Systeme. 

Um die Differentialgleichung der rhombischen Netze 

3 

3-' 

0 — i/ cos (o 

sin co 

3 

du 

0 COS CO — 1/ 

sin co 

etwas allgemeiner zu behandeln, setze man an Stelle von 0 und ?/ 

«ach 1) „h U)u 

1 •) 
11
   

rt »   9 1 7 '/ n + 9 • 

Man erhält so die Gleichung 

7 rv 2 rpu „ COS CO "j- (f'iiu d- .> (co,,,, 0)vv) 

2) 
+ V« + 9 

- 0)H COS O) 

sin co Mvv 
(I), 

o 
('hl — (Ou cos (O 

sin co 
0. 
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Man wird sich, um in der Anlage der hier beabsichtigten Be- 

trachtungen zu bleiben, darauf beschränken, partikuläre Lösungen 

der Am per eschen Gleichung zu suchen, indem man 

1) to = f(u -f- r), </> = F(u -f- '0 + resp. 

11) <•> = f(u + r), <p — F(u — r) -)- a r 

setzt. Im ersten Falle I) ergibt sicli für F‘ = 

Differentialgleichung 

3) 

oder 

,,n + F‘f‘ 
sin /' 

3 / 0‘ 

a .s yl> + a/2 + 

af 

2 sin f 

r 
sin /' 

== 0 

= 0. 

0 die lineare 

k 

tg(/72) 

Aus ihr lindet man 

4) 0 = F‘ 

Für n = 0 wird 

d(L<:) (4" — ) - ( I' r / j COM4 : sin /' 

+ (G*-CW-(*" + c r/ r : sin f 

und die rechte Seite wird nach 4) und u -f- /• = s gesetzt 

k d(u — /•) — f‘\2 (/,s = /,: d(u — <4 —  cotg f 2 , 
sin / v 2 ' 

so dati t,sin/’/2 = hek(-u~v), 

doch ist die Konstante h unwesentlich. 

Ist aber a nicht 0, so hat man zu setzen 

d(LC) = (F1 + a — f‘12 - (F‘ + f‘/2) cos/) du : sin / 

+ ((F‘ + a — f‘l2) cos f (F‘ + f‘ß)) dr : sin f. 

Schreibt man die rechte Seite in der Form 

« 
o 

f - a 
-^ + o“ + cos f 

F‘+"-r cos f F‘ + a +/'-° 
~ 9 ^ 0 

du : sin f 

d v : sin /) 

so erhält man auf der rechten Seite wieder ein totales Differen- 

tial und es wird 

5
: 
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V 2 / sin / 
woraus ( ' = A gefunden ist. 

Setzt man nach IT 7' = F {u — v) -f- ar, so folgt aus 2) 

2 F“ (1 + cos/) + a 1 ~~l f‘ = 0. 

Ist n — 0, so muh F eine lineare Funktion c(u — /•) sein, 
und damit ergibt sicli / 

f\ ' sin 

Ist aber a rf 0, so hat man 

F“ + af (1.-C0S/') -= 0 
2 sm/(l -)- cos/) 

zu setzen, so daß 

F“ = c. 
a sin f 

aus der letzteren einfachen Gleichung ist / zu entnehmen, während 

(« — /•)- 
F = c 9 P (« — >') 

wird. Damit sind wieder verschiedene Gruppen von Liingenele- 
menten gegeben, aus denen die x, y dann durch Quadratur zu 
bestimmen sind. Jedenfalls würde aus dem Inhalt der vorstehenden 
Paragraphen hervorgehen, daß hier noch ein reiches Material für 
weitere Verallgemeinerungen resp. für eine vollständige geome- 
trische Ausführung der betreffenden Quadraturen vorhanden ist. 
Es hat sich dabei zunächst immer um die Bestimmung des Längen- 
elementes gehandelt. In einem zweiten Teil dieser kurzen Note 
soll dagegen die direkte Bestimmung der Koordinaten x, y mit 
Benutzung der Laplaceschen Gleichung behandelt werden. 

Berichtigung. 

S. 41 Zeile 2 v. o. lies: durch die zweite von 2) des Ac. 
dl) d <( d ]J h dJj(l 

S. 42 Zeile 3 v. o. lies: ~ ~ statt ^ und ~ ; Zeile 12 v. u. 
. \ c i' o i( c’ r c u 
Iß’1" — d„ ) cotg 0). 
\ >1 1 
S. 43 Zeile 2 v. o. lies: 3b); Zeile 4 v. u. lies: "< — F — U. 
S. 48 Zeile 1 v. u. lies: 2 c-<r2 cots <». 


