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Zur Theorie der ganzen transcendenten Functionen.
Von Alfred Fringsheim·

(Ringtlaufm 80. Juni.)

Herr P oincar6 hat bereits im Jahre 1883 einen Satz 
bewiesen,1) welcher eine Beziehung angiebt zwischen dem 
infinitären Verhalten einer ganzen transcendenten Function 
g(x) =  ^ c yxv für \x\ =  oo und demjenigen der Coefficienten 
cr für v =  oo. Darnach hat man allemal:2)

lim (v!) m . cv =  0,
V =  00

wenn für jedes belieb ig  kleine 6 > 0  die Bedingung er­
füllt ist:

limc~c *|x|W*· g(x) =  0 (m eine natürliche Zahl),
2 = 0 0

anders ausgesprochen, wenn zu jedem e >  0 eine positive Zahl 
existirt, sodass:

| g (x) | <  e* ·' *1m für | x  | >  Re.

l) Bulletin de la soc. math. de France, T. 11 (1883), p. 142.
*) Aua dem von Herrn P o i n c a r e  gegebenen Beweise folgt 

sogar (ohne dass es a. a. 0. ausdrücklich erwähnt wird):

vU= « | X ('!)-  · Cr =  0.
11*
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Späterhin hat Herr H a d a m a rd 1) gezeigt, dass der Satz 
nicht nur merklich verallgemeinert, in’s besondere ohne weiteres 
auf b e l ie b ig e  p o s it iv e  m übertragen werden kann,*) sondern 
dass derartige Sätze bei geeigneter Formulirung auch um ­
k eh rb a r  sind.3)

Da die betreffenden Beweise durchweg ziemlich compli- 
cirte Hiilfsmittel verwenden*) und es mir andererseits wün- 
schenswerth erschien, jene Sätze in passendem Umfange für 
die e le m e n ta re  Functionen-Theorie zu gewinnen, so habe ich 
versucht, dieselben in möglichst elementarer Weise neu zu 
begründen. Die im folgenden mitzutheilenden Beweise scheinen 
mir, abgesehen von der Geringfügigkeit der hierzu aufgewen­
deten Hülfsmittel, auch grössere Präcision und einen tieferen 
Einblick in Grundlage und Wesen der fraglichen Beziehungen 
zu geben: diese gruppiren sich in sehr übersichtlicher Weise 
um einen lediglich auf gewisse Reihen mit p ositiven  Tennen 
bezüglichen H au ptsatz  (§ 1 und, vermittelst eines elementaren 
Hülfssatzes § 2, in verallgemeinerter Form § 3), dessen dualisti­
sche Fassung unmittelbar auch das Maass ihrer U m k eh rb a r­
k e it erkennen lässt (§ 4, § 5). Eine einfache Ueberlegung 
zeigt dann, wie die für jene Reihen mit p o s it iv e n  Termen 
gewonnenen Resultate für die Theorie der ganzen transcen- 
denten Functionen nutzbar gemacht werden können (§ 6).

') Étude sur les propr ié tés  des fo n ct i ons  ent ières  etc.: 
Journ. de Math., Série IV, T. 9 (1893), p. 171 if.

*) a. a. 0. p. 183.
8) a. a. 0. p. 180.
4) Man vergleiche auch die Dissertation von K. von Schaper :  

Ueber die Theor ie  der  Hadainard ’ schen Functionen etc. 
(liöttingen, 1898) p. 15—22. — E. Borei ,  Leçons sur les fo n ct i o ns  
en t ières  (I’aris 1900), p. 53—50. — Ernst L iu del ö f ,  Mémoire sur 
la théorie des fo nct i on s  en t ières  de genre f i n i :  Act« soc. 
scient. Fennicae, T. 31 (1902), p. 33 ff.
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§ i.

Es bedeute r eine ree lle  positive  Veränderliche, '%jcvrv 
und S C y f  je eine beständig  convergirende Reihe mit re ­
ellen, n ich t-n eg a tiv en  Coefficienten.

H auptsatz: Besteht von den beiden Beziehungen:

(1Ä) cyrv <L A  · c*r
o

(lb) Cyr*^ A  · c?r

( A >  0, y >  0)

die erste für alle r, welche eine gewisse positive Zahl R  über­
steigen, die zw eite zum mindesten für unendlich viele r, 
unter denen auch beliebig grosse Vorkommen, so ist:

(2*) lim V v  \ cy <  y, (2 b) lim V v\ Gv >  y.
V  —  X  V  =  CO

Beweis. Setzt man in (1Ä) r =  Ag, so folgt:
oo

S ” Cy l" · gy <  A  ■ cy**, falls k >  — »
o 6

und nach Multiplication mit dem Factor e~x:
00

S*· Cy i y · e~l •Qr <: A -  e -fl-re )* .
0

Substituirt man A =  m -f- 1» w +  2 , . . .  in inf. (wo:

w +1 >  — ), so ergiebt sich durch Addition der betreffenden 
Q

Relationen:

(2) cr (  £ *  Xr · c - A  · g r <  ,4 · L* e-a-r!?)*.
0 \m-j-l /  m-|-l

Dabei ist die rechts, folglich auch die links auftretende 

Reihe con vergen t, wenn 1 — yg  >  0, also für g <  — . Da 

überdies:



m m m r
ü *  A' · e~x <  m' · SJ*· e~ l <  ~  j“
i i e 1
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und somit die Reihe
00 /  \

E ' c, i U* A*· · e~; ) ■ e'

gleichzeitig mit iJ crQr beständig con v erg ir t , so folgt, 
wenn man diese letztere Reihe zu der linken Seite von (2) 
addirt, dass:

(3) ü*- S, · c,· q" , wo: S, =  A' · e~l
0 1

1
für q  <  —  con verg irt.

Um zunächst das entsprechende D i ver g en  z-Resultat 
für den Fall der Voraussetzung ( l b) abzuleiten, bedeute r* 
(A =  1, 2, 3, . . .) eine Folge positiver, in’s Unendliche wach­
sender Zahlen von der Beschaffenheit, dass fiir r =  r* die 
Beziehung ( l b) besteht, also:

(4) £ * C r - r l ^ e r \
o

Da man die r* (wegen lim rx =  oo) jedenfalls so auswählen
A= ao

kann, dass:
y (n+i — n) ^  l, 

so gehört dem Intervalle:

y Ti. <  x <  y rx+i

m indestens eine ganze Zahl an. Bezeichnet man dann mit 
die k le inste  ganze Zahl, welche n ich t k le iner ist, als 

y r>., also:
»ma-i <  r»x — 1 <  y n  <  m>. <  ml+ 1 , 

so ergiebt sich aus Ungl. (4) a fo r t io r i :
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und, wenn man mit e~ mx multiplicirt:

woraus durch Substitution von X =  1, 2, 3, . . . (in inf.) und 
Addition resultirt:

Cy · ml · e~ mx̂J · ( y ^  =  00, 

also um so mehr:

d. h. die Reihe
00 1

(5) J jv Sy*Cy· qv d iverg irt für q ^  — . o y

Um das bisher gewonnene Doppel-Resultat im Sinne des 
oben ausgesprochenen Satzes zu verwerthen, bedarf es schliesslich 
nur noch des Nachweises, dass:

, ™ V iv =  oo VI

ist. Zu diesem Behufe werde gesetzt:

(6) A z )  =  Y & ^ ·

Ist sodann |e*| <  1, also der reelle  T h eil yon x  wesent­
lich negativ, so hat man:

f ( x ) =  £ *  eXx
also:

f ‘ (oc) =  &  X · e*·, f "  (x) =  £)U * · eXx, . . .
1 1

f* (x) =  ]£* Xy · eXas 
1

und daher:

(7) f * { — l ) =  £ x X''-e~x =  Sy.
1
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Andererseits ergiebt sich:

*  1 1 +  T i +  f r  +  ··
f { x )  =

1 — e* x  \ x \ x* \
' 2! ' 3! ' “ ‘ *

- - - H1+ ? a’ * ·)·

sodass also f  (x ) +  —  in der Umgebung von x  =  0 regux

ist. Da ferner f  (x) +  - -  auch bei x =  — 1 regu lär ist i
x

als näch stgelegen e singu läre Stellen die Stellen x  =  +  2 
auftreten, so hat man:

(8) f {x )  +  —  =  S v iv  ix +  1 )y für: | x  +  1 1 <  2 n ,
X o

oo
in’s besondere also auch noch für x  =  0. Die Reihe

o
ist somit con vergen t, und daher:

(9) lim hv =  0.
V =  00

Man hat aber:

6,  - i - · « ( « » )  h 4 ) _ ,

und somit nach Gl. (9) und (7):

(10) lim A  =  1.
V  =  00 V  ·

Daraus folgt dann schliesslich mit Berücksichtigung 
Resultate (3) und (5), dass von den beiden Reihen:

00 00

2 >  v\ · Cy •QVy v \ · Cy « Q*
0 0



die erste für o <  —  con v erg ir t , die zw eite für p >  —  
Y Y

divergirt. Die erste besitzt also m indestens, die zw eite 

höchstens den Convergenz-Radius und es bestehen somit 

nach dem bekannten C auchy ’schen Satze die Beziehungen:
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Zusatz. Die unter den gemachten Voraussetzungen gel­
tenden Relationen (1 l a), ( l l b) lassen sich unmittelbar auch 
durch die folgenden, etwas einfacheren ersetzen:

wenn man vv an Stelle von v\ einführt, was sich durch Be­
nützung der S t ir l in g ’schen Formel, aber auch ohne dieses 
relativ complicirte Hülfsmittel in folgender, äusserst elementaren 
Weise bewerkstelligen lässt. Es ist identisch:

(ll1) lim Vvl cy (H b) lim V r! Gv ^  y.
V  =  00

(12*) lim v · Vcy <£ y · e, (12b) lim v · VGy y . e,

also:

(12)

Nun ist aber bekanntlich:

und daher:
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Multiplicirt man diese Ungleichung mit Gl. (12), so folgt

sodass also in der That die Beziehungen (11) und (12) durcl 
einander ersetzt werden dürfen.

Um den soeben abgeleiteten Hauptsatz zu verallgemeinern 
beweise ich zunächst den folgenden H ü lfssatz :

Ist x >  0, S K  eine beliebig vorgelegte, E av eine gan< 
ivillkürlich angenommene convergente Reihe mit positiven Glie 
dem, so hat man:

Da die rechte Seite dieser Ungleichung sicher positiv ist 
so folgt durch Multiplication mit der Ungleichung:

nn <  n\ en~l <  nH+ l
oder auch:

und daher:

h=oo n
lim ]/n\ · — = = !,

§ 2.

(I)

(II)

(17)

Beweis zu (I). Ist p  >  0, x >  1, so hat man:
pK -i <  1

und daher:
p * - 1 —  1 < ( 1  +  jp)— i _ l .
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p < l + p ,
dass:

P*— P <  (1 + p ) * —  1 — p,
also:
(18) i + r < ( i  + Py.

Setzt man jetzt: p  =  so folgt nach Multiplication 
mit bl: °

(19) «  +  W <  (60 +  61)" (* >  1).
Angenommen nun, man habe für irgend ein n 1:

( 2 0 * )  5 >  6 :  <  ( £ >  0 "  ( X  >  1 ) ,0 \ 0 /

so liefert die Addition von b„+i zunächst:
•» +  1 /  n \ x

+ & »+ i0 \ 0 /
also, mit Benützung von Ungl. (19):

H + l /n +  1 \*
E* K <  ( E v h ) *0 \ 0 /

d. h. Ungl. (20a) gilt auch noch, wenn n durch (n +  1) ersetzt 
wird. Sie gilt also allgemein, da nach (19) ihre Richtigkeit 
für n =  1 erwiesen ist.

Schreibt man in (20a) x* statt x und substituirt für ftv, 
so folgt weiter: y

M /  «  1 \ * '

2jV by <  (E - b y * ' ) ,0 '  0 *
also:

n j_  /  M 
2 > b y * ' >  i S -
0 \ 0

und daher, wenn man noch =  x setzt:

m  b b ; > ( b b X  (*>i).
0 \ Q / .



Da die grundliegende Beziehung (17) eine wirkliche Un­
gleichung ist (d. h. mit definitivem Anschlüsse der Gleichheit), 
und die Abweichung zwischen den beiden Seiten, wie der 
Schluss von n auf (w +  1) zeigt, bei dem Hinzutreten jedes 
neuen Elementes noch verstärkt wird, so folgt schliesslich 
für lim n =  oo, wie behauptet:

Beweis zu H. Ist 0 <  c0 <  r <  cx und x >  1, so hat 
man: !)

[ an — r* >  x · r*” 1 (<?, — r)
(21) { r* — c- <  · r—:1 (r —  c0).

Multiplicirt man die erste dieser Ungleichungen mit (r—c0), 
die zweite mit {cl — r\ so folgt durch Subtraction:

(cf -  r*) · (r -  c0) — (r* — c$ ·  (c, -  r) >  0,

anders geordnet:

(22) (c, — r) · cj +  (r — <?„)· cf >  (c, — c0) · r*.

Der Bedingung: c0 <  r <  c, wird offenbar genügt, wenn 
man setzt:

_  ao co +  a\ c\
«o +  «i ’

unter a0, ax b e lieb ig e  positive  Zahlen verstanden. Alsdann 
geht aber Ungleichung (22) in die folgende über:

C\ Ca I 0| C« ^  y \ /  Öa Ca I ß j C. \ X1 , n · a0c* +  ~L- r -s- · o, er >  (c, — c0) 0 0 J  1 ■*- , 
«, + « ,  0 «o +  «i 1 \ «o +  «i )
oder auch:

(23) a0 +  a, cf >  (a0 +  a,)1 - * · (a0 c0 +  o, c,)" (x >  1).

Da im übrigen diese zunächst unter der Voraussetzung 
cQ <  c1 abgeleitete Ungleichung in Bezug auf die Indices 0,1
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’ ) S. den Z usatz  I.



symmetrisch sich verhält, so gilt sie unverändert auch für 
c#> c,; nur für c0 =  cx geht sie in eine Id en titä t über. 

Angenommen nun, man habe für irgend ein n >  1:
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Ersetzt man sodann:

aH durch an +  ««+1

aHcH +  an+i cH+i
Ch n „ , „

“T an +  l
also: CLnCn „ Q/nCn +

so geht Ungleichung (24a) zunächst in die folgende über:

avcxy +  (a„ +  a„+1) ' - x · (o„ c„ +  o)1+i cH+i)*

und, wenn man auf das letzte Glied der linken Seite die Un­
gleichung (23) anwendet:

d. h. Ungl. (24a) gilt auch noch, wenn n durch n - f  1 ersetzt 
wird. Sie gilt also wiederum allgemein, da ihre Richtigkeit 
nach (23) für n =  1 erwiesen ist.

Schreibt man in Ungl. (24a) x * statt x und substituirt

N / »  \ 1 —  x  /  n  \ x

0

w - f - 1  / *  +  l  \ l - x  / » + 1  \ *

E v a* Cy >  ( 2j v cty) · ( a* Cy) ,
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und, wenn man \  =  x setzt: x

(24b) E v CLv et <  a^j · «v (x <  1).

Macht man noch in (23a), 23b) die Substitution:

CLy Cy ~ by , also · Cy d y   ̂ * fty ,

so ergiebt sich:

<2 5 >

Da die grundlegende Beziehung (22) wiederum eine wirk­
liche Ungleichung ist, sofern nicht gerade c0 =  c11 und die 
Abweichung zwischen den beiden Seiten, wie der Schluss von 
n auf (n +- 1) zeigt, bei dem Hinzutreten jedes neuen Elementes 
Cy sich verstärkt, ausser wenn cy =  e?y_ i ,  in welchem Falle 
sie immerhin erhalten bleibt, so folgt für n = o o :

? · « { < }  ( f - <■>)''"” · ( ? ·  ^  · » . ) " { « <  1 . 1· *■ ■>·

Zusatz I. Die Ungleichungen (24) lassen sich auch aus 
einem von Herrn H oe ld er1) mit Hülfe des Mittelwerthsatzes 
der Differential-Rechnung bewiesenen, allgemeineren Mittel- 
werthsatze herleiten. Zur Vervollständigung der hier gegebenen, 
elementareren Herleitung sei ausdrücklich bemerkt, dass man die 
fundamentalen Ungleichungen (21) auch für ganz b e lie b ig e  
positive *, ohne den zumeist zu ihrer Herleitung verwendeten 
Mittelwerthsatz der Differential-Rechnung, v ö ll ig  elem entar 
in folgender Weise gewinnt.

Aus der für jedes von 1 verschiedene A  und ganzzahlige 
n >  1 geltenden Identität:

A n— l  1 — A n , , . , ,
^ r  =  i +  A  +  . . .  +  A —

*) Göttinger Nachr. 1889, p. 38 ff.; vgl. in’s besondere p. 44.



folgt fllr jedes p os itiv e  A ^  1 :

(26) A*> 1 +  n (A  —  1)
___i_

und hieraus durch Substitution von A  » für A :

A~l >  l +  n(A~^ — 1),
also:

1 A  —  1
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A ~ ~ ir<  i  -
n

wobei die rech te  Seite stets wesentlich positiv ist. In Folge 
dessen hat man:

A ' > 1 A  —  l 
n A

, . 1 A  —
>  1 + ¥ ‘ ^ r falls: —  · A  — l

< 1,

und, wenn man diese Ungleichung in die mto Potenz erhebt, 
mit Benützung yon Ungl. (26):

(27)

Die hierbei gemachte Voraussetzung:
A — l

<1

ist offenbar immer erfüllt, wenn A  >  1. Ist dagegen A  <  1,

so wird —  · —-T-— <  0, sodass also, falls —  · ^  v — >  1 n A  n A
sein sollte, die rechte Seite von Ungl. (27) negativ  ausfällt: 
in diesem Falle sagt also diese Ungleichung etwas zwar t r i­
viales, aber immerhin r ich tig es  aus. Man hat somit für 
jedes positive - 4 ^ 1  und jedes rationale x >  0 :

A  —  l(28) A K> l  +  x
A

Ist jetzt x ir ra tio n a l und etwa x =  limx«, wo xn >  0 
und ra tion a l, so folgt aus: W=Q0



A * * >  I +  h. . - 4 - Z - L

auf Grund der Definition: A* =  lim A  M, zunächst nur so­
viel, dass: n“ °°

jx v i I A  1A  >  1 +  x ------- ----- .— A

Man erkennt aber leicht, dass das Gleichheitszeichen 
in Wahrheit ausgesch lossen  erscheint. Dies ist ohne wei­
teres evident, falls die rechte Seite negativ  ausfallen sollte. 
Ist sie aber p os itiv , so gilt dies a fo r t io r i , wenn man x 

xdurch —  ersetzt. Man hätte also zunächst:Ct

und hieraus durch Erhebung in’s Quadrat:

, i - i  , *> / i - i yA  > _ ! + » . — j
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Ä  

A  — l

Die Ungleichung (28) gilt somit für jedes b e lieb ig e  
x >  0.

Ist jetzt x >  1, so hat man auch:

> ! + ( « - ! ) .
A  ’

und, wenn man diese Ungleichung mit A  multiplicirt:

A x >  A  +  (x — 1) (A  — 1) 

d. h. schliesslich: 

(29) A* >  1 +  x (A  — 1) für x >  1.

Substituirt man hier A  =  — und A  =  y  -, wo b >  a >  0,a o
so ergeben sich die oben unter (21) benutzten Ungleichungen:



Zusatz II. Liest man die auf den Fall x >  1 bezügliche 
Ungleichung (16*) rückwärts, so gewinnt man den folgenden 
Convergenz-Satz:

Gleichzeitig mit den beiden Reihen S av, E K  (wo x >  l )

convergirt allemal auch die Reihe S  av * · by.

Herr H oelder hat diesen Satz nur für den speciellen
( \  \l+Q

Fall a„ =  ( —  1 aus der Ungleichung (24a) in wesentlich

complicirterer Weise abgeleitet.1) Dazu will ich noch be­
merken, dass der obige Convergenz-Satz für den Fall eines 
ganzzahligen x sich noch einfacher aus dem bekannten 
Satze ergiebt,2) dass das geometrische Mittel niemals das arith­
metische übersteigt, also:

Y pi U .p V )  . .  . p M  <  —  (j>(<) p W  -J- . . . p(*)).

Setzt man hier pW =  . . .  =  p^H~ 1̂ =  av, p^x) =  K, 
so folgt:

a '~  ^  · b, <  ~ - l )  ' a' ± _ ^
X

und daher:
00 |__}_ /  1 \ 00 1 0 0
2> « ,  +o V /  o x o

woraus die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung un­
mittelbar hervorgeht.
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(301 ( * - o * > x - a ' - ' ( b - a )  .

*) A. a. 0. p. 46.
2) Für den Fall x =  2 wurde diese Schlussweise schon bei früherer 

Gelegenheit von mir benützt: Sitz.-Ber. Bd. 30 (1900), p. 63.

1908. Sitxungab. d. math.-phys. CI. 12
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§ 3.
V era llgem ein erte  Form des H auptsatzes vc 

Besteht von den beiden Beziehungen:

(31a) cv rv <i A -  er-
0 (A  >  o, y >  o, « >  o;

(31b) 5> Cr r” >- A  · er
0

die erste für alle r, welche eine gewisse positive Zahl . 
steigen, die zw eite für unendlich viele% r, unter den 
beliebig grosse Vorkommen, so hat man:

(32>) l i m ] /
v =r oo

(32b) ü^ V  (” 0 - a  > ( « / ) " ,
V =  00

oefcr auch:
__  I  v_ 1

(33a) Jini v n -Vcy <  (ay  e)n,
y =  oo

.___ 1  r _  1
(33b) lim v“ .y C V > (a y i? ) “ .

k =: oo
1

B ew eis: Substituirt man in (31a) r a für r, so w
® — °° -L 

(34) Cv r n ~  (c* rv) n <  A  · (für r >  Bn).
o o v

Man hat nun zunächst im Falle a >  1 nach § 2, Un̂

(für x =  -1-  <  1):
a

00 1 /  0° \  J _

E r (c'; >·’·)" >  f C'r r’ j  ",

also:

(35l) S ’’ ^  ;*r <  (̂ / >  1).



Andererseits im Falle a <  1 nach Ungl. (16a) (für x =  >  1), 

wenn man noch setzt: ay =  , wo d >  0 :

also:
»  /  r Y  / l+ d V ~ a / »  JL\n 

( 3 5 * )  E ’  ·  { ( i + ^ — a )  <  { - f i - )  - ( E -  Cy r ° )  ( « <  1 ) .

Mit Benützung der Ungleichungen (35l), (354) ergiebt 
sich also aus (34):

(361) j >  c “ · r y <  A a · e«rr (a >  1)
o v

( r y  n+sy—
? r c ",· l ( i  + * > * -« )  < (  » - - )  · A a · cayr ( ° < !)>

T
oder, wenn man in der letzten Ungleichung . , <\1_ a durch 
r  ersetzt:
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® /1 + (5 V -«  1 _ a 
( 3 6 a) -r (a <  1).

Nach dem Hauptsatze des § 1 ergibt sich also aus (361),

_______  V  __________

( 3 7 l) lim Vv\ c*<i_ay  (a >  1).
V= 00

Ebenso aus (36*) zunächst:

lim Yv\ cav <  a y (1 +  <5)l — a (a <  1).
r =  oo

Da es aber freisteht, d unbegrenzt zu verkleinern, so 
folgt, dass auch in diesem Falle (d. h. für a <  1):

12*
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(37») lim |/v! cav <Lay
V  =  00

sein muss. Beachtet man noch, dass die Beziehung (37l), 
bezw. (37a) für a =  1 mit der in § 1 unter (2a) bemerkten 
zusammenfallt, so ergiebt sich schliesslich, wenn man noch in 
die ( ~ ) t6 Potenz erhebt, in Uebereinstimmung mit der Be­
hauptung (32a):

—  ~  J-lim y  (?!) a · Cv ^  (« y) a für jedes a >  0.
V =  00

In ganz analoger Weise findet man aus der Voraussetz-
j

ung (31b), wenn man dieselbe durch Substitution von r « für r 
zunächst wiederum auf die Form bringt:

2> Cv r z=e 2> (Ca · r vY  e*r
o o v

und sodann auf deren linke Seite die Ungleichungen (15a), 
(16b) anwendet, übereinstimmend mit (32b):

lim | X (v'-)a -Cy^>(a y ) a .
V = 00

Mit Benützung der infinitären Beziehung (14) lassen sich 
dann diese Relationen wiederum auch durch die etwas ein­
facheren (33a), (33b) ersetzen.

§ 4.

Der soeben bewiesene Hauptsatz ist in der gegebenen 
Form n ich t ohne weiteres um kehrbar. Dagegen lassen sich 
die Voraussetzungen des Satzes noch in der Weise erw eitern , 
dass der folgende um kehrbare Satz resultirt:

Satz I. Besteht für jedes beliebig Id eine e >  0 von 
den beiden Beziehungen:
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(38a) jt*c9r *< e il + *-rra
o

(38b) )-/r
o

die erste  für a lle r, welche eine gewisse, im allgemeinen 
von e abhängige positive Zahl Rs übersteigen; die zw eite  
für unendlich  viele r, unter denen auch beliebig grosse 
Vorkommen, so hat man:

(39Ä) lim J/ (v!) a · cv <I (a y) a ,
v= » 1

(39b) lim 1 /  (y!) « . Cv >  (a y) a
v =  oo r

oder auch:
___ JL y.—  _L

(40a) lim v a · V Cy < { a y  e ) a i
v =z ao
_____ L v __ J_

(40b) lim v a · V C v > ( a y e ) a .
V =  00

Umgekehrt folgen aus den Voraussetzungen (39) oder 
(40) auch allemal die Beziehungen (38) in dem ange- 
gebenen Umfange. l)

*) Setzt man:
ave =  x, also: y =  — , ' ’ '  ae

so nimmt die obige Umkehrung die folgende Form an:
-4ms den Voraussetzungen

_ _ Lv _  J_ i. v__ 1
lim v a · VCv <  x a , lim v a •\iC v^>xa

V —  00 ~ ~  V =  00

folgt allemal:
® x(i-f-g) „a »  *(! — *) „

^ C y r v < e  a e , Y j v C v r r ^ e  ae
0 0 

in dem oben naher bezeichneten Umfange.
Den ersten Theil dieses Satzes hat Herr E rnst L in d e lö f  (unter

I  »V— 1
der etwas engeren Voraussetzung v a - \ c v <  x a für v >  n) auf gänzlich 
anderem Wege abgeleitet: a. a. 0. p. 39.
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Beweis. Aus (38a) würde auf Grund des vorigen Haupt—  
satzes (Formel (32a), (33a)) zunächst folgen, dass für je d e ^ »  
e >  0:

- — i  y  -L _l
lim 1/  (v!) ° · cr <  ((1 -j- e) · a y) °

V =  00 *

oder auch:
_—  _L v—  _L
lim v a • v cv '^ ( (\ -\ - e ) -a y e )a .

y =  00

Da aber e unbegrenzt verkleinert werden darf, so folgfc^ 
schliesslich, dass geradezu:

—  l Y  - L  ±
lim 1/  (r!) a · cv (a y) a

y =  oo *

oder auch:
—— — vr—  —lim v a · y cv (a y e )a .
v = oo

Das analoge gilt bezüglich der Herleitung von Ungl. 
(39b), (40b).

Die Umkehrbarkeit dieser Resultate lässt sich dann in 
folgender Weise in d irect beweisen. Angenommen es bestehe 
die Voraussetzung (39*), und es sei n icht möglich, jed em  
b e lie b ig  k leinen  e > 0  ein R £ so zuzuordnen, dass Ungl. 
(38a) für r >  Re beständig  erfüllt ist: alsdann müsste ein 
bestimmtes e* >  0 existiren, derart dass unter b e l i e b ig  
grossen  r immer w ieder solche Vorkommen, für welche:

£ v cvr v e (1+f/)· Y' a. 
o

Daraus würde aber nach dem vorigen Hauptsatze (s. Ungl. 
(31b), (32b)) folgen, dass:

— ■ i  ’/  — — hm 1 /  (»·!)" - c K> ( ( l  +  e ' ) - ay ) n,
V =  00 '

was der Voraussetzung widerspricht.



Analog würde die Annahme, dass die Beziehung (38b) 
nicht allemal aus der Voraussetzung (39b) resultire, die Exi­
stenz einer Ungleichung von der Form:

f (r >  R) 
o

nach sich ziehen, und somit schliesslich im Widerspruche mit 
der Voraussetzung auf die Relation:
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lim
V =  3t

führen.

§ 5.

Ein weiterer ebenfalls um kehrbarer Satz ergiebt sich 
aus dem Hauptsatze des § 3, wenn die Voraussetzung (31Ä) 
für jedes b e lieb ig  k le ine, die Voraussetzung (31b) für jedes 
beliebig grosse  ̂ >  0 erfüllt ist, nämlich:

Satz H. Besteht von den heulen Beziehungen:

(41a) r v <  e £ r<x
o

(41b)
o

dk erste für jedes beliebig kleine e >  0 und alle r, 
die eine gewisse positive Zahl IiE übersteigen; die zw eite  
für jedes beliebig grosse co >  0 und unendlich viele  
Werthe von r, unter denen auch beliebig grosse Vorkom­
men,1) so hat man:

V(v!) a · Cv <  ((1 — e') * a y )w

*) Dieser Zusatz könnte hier wegbleiben, da bei hinlänglicher Ver­
größerung von co die Beziehung (41b) überhaupt nur bei entsprechender 
Vergrö8serung von r bestehen kann.
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) lim 1/  (v!) a · cv =  lim v a · Y cÿ =  0

Umgekehrt rcsultiren aus den Voraussetzungen (42) 
allemal die Beziehungen (41) in dem angegebenen Um ft 

Beweis. Aus den Voraussetzungen (41) würde auf 6  
des Hauptsatzes § 3 zunächst folgen, dass:

Da es aber freisteht, e unbegrenzt zu verkleinern, co 
begrenzt zu vergrössern, so ergeben sich hieraus in der 
die Beziehungen (42).

Die Umkehrbarkeit dieser Resultate erkennt man 
wiederum unmittelbar auf indirectem Wege, ganz analog, 
bei Satz I. —

Aus dem eben bewiesenen Satze ergiebt sich schlies 
noch der folgende:

Satz III. Besteht für jedes beliebig Jc/eine <5 
von den beiden Beziehungen

die erste für alle r, die eine gewisse imitive Zah 
übersteigen; die zweite für unendlich viele r, \ 
denen auch beliebig grosse Vorkommen, so lmt man 
jedes beliebig kleine d >  0:

(43») cy rv <
o

(43b) Cvrv> e r<x
o



Umgekehrt resultiren aus den Voraussetzungen (44) 
auch allemal die Beziehungen (43) in dem angegebenen 
Umfange.

Beweis. Denkt man sich d beliebig klein fixirt, so be­
steht auf Grund der Voraussetzung (43a) für hinlänglich grosse r 
(nämlich r >  R^ö) die Beziehung:

<3

00 I S (  —  V2" LA
cv rv <  er<x 2 =  e ' r ' ' r .

o
Wie klein jetzt auch e >  0 vorgeschrieben wird, so kann 

man durch passende Vergrösserung von r stets erzielen, dass
<5

2 <  e wird. Dann ergiebt sich aber aus Satz II, dass 
für dieses und somit schliesslich für jedes d >  0 :

l Y  H I  _ J _  v _
lim 1/  (vl)a+ d-Cy =  lim va + ö · V cv =  0 .
V = 00 r V = 00

Das analoge gilt dann bezüglich der Behauptung (44b).
Auch hier ergiebt sich die Umkehrbarkeit der betreffenden 

Resultate mit Hülfe des in Satz I benützten indirecten Beweis­
verfahrens.
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§ 6.
00

Es sei jetzt x  eine complexe Veränderliche, g {x) =  bv x v,
o

wo die by ebenfalls beliebig complex zu denken sind, eine be­
ständig convergirende Reihe. Angenommen nun, es genüge 
0{%)\ bei hinlänglich grossen Werthen von \x\ einer der 

beiden Voraussetzungen, welche in dem Hauptsatze des § 3 
fürXJcyr y bezw. ^ jC vr v galten, also entw eder:

(4oa) \g(x) \ A -e>" 1*1°
für alle \ x\ >  R ; oder:

(45b) \ g (x )\ ^ A .er '\ *\ *
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für u nendlich  v ie le  x, unter denen auch b e lieb ig  grosse 
Vorkommen. Es fragt sich nun: Bleibt auch unter diesen 
Voraussetzungen der betreffende Hauptsatz gültig, d. h. ge­
nügen auf Grund der Voraussetzungen (45&), (45b) die | by j 

denselben infinitären Relationen, welche sich in § 3 für die 
cvi Cv ergeben haben?

Man erkennt ohne weiteres, dass diese Frage in Bezug 
auf die Voraussetzung (45b) zu bejahen ist. Denn da:

(in dem angegebenen Umfange) und man findet somit, wenn 
man in § 3 r =  | x  |, Cv =■■ \ bv \ setzt, nach Ungl. (39b), (40b),

Um nun den entsprechenden Nachweis auch bezüglich der 
Voraussetzung (45a) zu führen, bemerke man zunächst, dass 
aus (45a), d. h. aus der Beziehung:

nach dem C auchy ’schen Coefficienten-Satze sich ergiebt:

Wird jetzt d >  0 beliebig angenommen, so hat man 
identisch:

und daher, wenn man auf den zweiten Factor der rechten 
Seite die Ungleichung (49) an wendet:

00

(46) 9 (x) | | by x r |
0

so folgt aus (45b), dass auch:
00

(47) | bvx v | A  · c? ‘ ' x >a
o

dass:

00 a
2> bvx v A  · e*' I * I für I x  I >  JR
o

(49) \bvx* | <  A - c y ■!*,H (v =  0, 1, 2, . . \x \ >  R).



Rgültig für | x  | >   ̂ , also für alle m öglich en  d >  0 mit

Sicherheit für | x  | >  R.
Substituirt man nun in (50) der Reihe nach v =  0. 1, 2, . . .  

in inf., so folgt durch Addition:
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(51) i> \ b r x r \ <  4 ^ · ^ ·  er ·(>+#“ l 'l “
0 0

für jedes d >  0 und | x  | >  R. Hieraus ergiebt sich aber nach 
dem Hauptsatze des § 3 (Ungl. (39Ä), (40a)) zunächst, dass:

i i ^ l /  (v!)^-|6y| y - l / [ 6̂ ^ ( l + i ) - ( a y ) ^
v =  oo ' v =  00 \  C J

ünd, da es thatsächlich freisteht, 8 unbegrenzt zu verkleinern, 
schliesslich:

lim 1/  (v!) a · |6V| =  lim ( — \ ° · V\ bv\ ^ ( a y ) “ »
V  = T  00 ' V  =  0 0 \  ß J

d. h. auch dieser Theil des Hauptsatzes von § 3 behält unter 
der jetzigen Voraussetzung seine Gültigkeit. Um das be­
treffende Resultat nochmals übersichtlich zu formuliren, kann 
man also den folgenden Satz aussprechen:

Es ist:

l im l /  (v !)a · |6V| <C(a y) a, wenn: \g{x)\<A-eY'\*\

für alle x, deren absoluter Betrag eine geivisse positive 
Zahl R  übersteigt.

Es ist:

l im l /  (v !)“ · j&v| >  ( « y )a , -wenn: \g{x)\>\A-e^ •|x|

für unendlich viele x , unter denen auch b e lie b ig  
g ro sse  Vorkommen.

Gleichzeitig mit dem Hauptsatze des § 3 behalten aber auch 
die in §§ 4, 5 daraus abgeleiteten Folgesätze ihre Gültigkeit;



dieselben beruhten ja lediglich darauf, dass man die Constanten 
y, a in passender Weise durch veränderliche Parameter er­
setzte. Man gewinnt auf diese Weise, entsprechend den Sätzen 
I — III der beiden vorigen Paragraphen, noch die folgenden 
Sätze:

Satz P. Ist für jedes beliebig kleine e >  0 und 
alle x , deren absoluter Betrag eine gewisse Zahl Re über­
steigt:

(53*) \9(x) \ <
so hat man:

V /------------ ---------------  J _  J

^  ) lim 1/  (v!) ° * | bv \ zu lim ( — \ · V { bv \ (a y) a·
v r o o '  v =  oo \ ^ /

Jsi /t/r Weites beliebig kleine e >  0 twcZ unendlich  
viele x , ttwfcr cfcwm awcA beliebig grosse Vorkommen:

(53h) |0(#) I >
so hat man:

V ,----------------------  1

) lim*!/ (*>!) a · | bv | zzz l i m · V\ bv \ >  (ay)'\  
v =  oo' v = oo \ & J

Bestehen also die beiden Voraussetzungen (53*), (53b) 
gleichzeitig , so wird geradezu:

y ______________  1

l im l /  (v\) a · | br | =  lim ( — “ · V\by\ =  (a y )a .
V —  GO '  V =  0 0 \  & J

Umgekehrt resultirt aus der Voraussetzung (54*) alle­
mal die Beziehung (53*), ebenso aus (54b) die Beziehung 
(53b), während die Voraussetzung (54) die gleichzeitige 
Existenz von (53*) und (53b) nach sich zieht.

Satz ir . Ist für jedes beliebig kleine e >  0, und alle x , 
deren absohder Betrag eine gewisse positive Zahl R€ über­
steigt:

(55*) \g(x)\ <  e* 'x\\
so hat man:
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Ist für jedes beliebig grosse co >  0 und unendlich  
viele x , unter denen (dann eo ip so1)) auch beliebig  
grosse Vorkommen:

Umgekehrt resultirt allemal die Beziehung (55ft) bezw. 
(55b) aus der Voraussetzung (56Ä) beziv. (56b).

Satz III'. Ist für jedes beliebig k leine 8 >  0 und alle x , 
deren absoluter Betrag eine gewisse positive Zahl 11 s übersteigt:

Ist für jedes beliebig kleine 6 >  0 und unendlich 
viele x , unter denen auch beliebig grosse Vorkommen:

Umgekehrt resultirt allemal die Beziehung (57ft) bezw. 
(57b) aus der Voraussetzung (58a) bezw. (58b).

Anm erkung. Das zur Herleitung des eigentlichen Haupt­
satzes angewendete Verfahren, um aus einer oberen Schranke

*) s. die Fu88note auf p. 183.

(55») g (x )  | >  e "·!* !“ ,

so hat man:

(57*) |0 (*)| <
so hat man für jedes d >  0 :

(57») \g{x) \ > cl*|a
so hat man für jedes 6 >  0 :
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für by X V eine solche für S v | bv x v | abzuleiten, lässt sich

offenbar leicht verallgemeinern und dürfte sich auch für an­
dere Untersuchungen als nützlich erweisen. H ier möchte ich 
nur noch die folgende Bemerkung daran knüpfen. Aus der 
Voraussetzung

(59) bvx v < e y für | x  | >  i?,

folgt nach Ungl. (51), dass für jedes 6 >  0 und | x  | >  B :

S v I &,.2 y I <  1 · e>"(,+ Ä>“ 1*1°.0 — 0
Wird jetzt e >  0 beliebig klein vorgeschrieben, so kann 

man zunächst 8 so klein fixiren, dass:

(1 +  6y  <  I +  _

also:

I by x y I <  e

Sodann aber kann man eine positive Zahl Re so grosi 
annehmen, dass:

1 e ( i  +  l ) < i - r - K  (d .h .  j i . ä ( A , g ( i  +  l ) ^ )

<  -̂  · y · \ x\a für | x  | >  Re.u

Man findet also schliesslich:

(60) 5 jv I by x v | <  gyO+O-l* a für ' x \ >  B e.

ln Worten : Genügt bvx
o

für alle hinlänglich grossei

x  der Beziehung (59), so genügt ü»· | bvx v | bei beliebig Ideincn
o

e >  0 für alle hinlänglich grossen x  einer Beziehung von de 
Form ((>0).
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Ersetzt man die Voraussetzung (59) durch die folgende:

(61) 2>  i r x v
0

<  gy für jedes e '>  0 und |#| > * v ,

so folgt zunächst:

£ r | k * '| < e y f l+ 0 ( l+ .H -la für \x\>Rt%'-%
0

d.h. mit Rücksicht auf die Bedeutung von e ,e\ schliesslich:

(62) I bvx v | <  für \ x \ > B E'.
o

00

Es genügt also in diesem Falle 2 jv | bv x v \ für hinlänglich
o

grosse x stets einer Beziehung von genau derselben Form, wie

Iä
\L·9 bYx vI o

Ferner ergiebt sich aber auch folgendes: Besteht für jedes 
f>0 und unendlich viele \x\, unter denen auch beliebig grosse 
wrkommen, eine Beziehung von der Form:

(83) 2>| bvx v \>erV-*y\*\a,

so hat man gleichfalls für jedes e >  0 und für unendlich viele x, 
unter denen auch beliebig grosse Vorkommen:

(64) ij*' by XV

Andernfalls müsste nämlich ein bestimmtes £0 >  0 existiren, 
derart dass:

by x r <  gy(i-*o)· 1*1°

fär alle x , deren absoluter Betrag eine gewisse Zahl B  über­
steigt. Dann hätte man aber auf Grund von Ungl. (59), (60), 
wenn man der in (60) auftretenden willkürlichen Zahl e den 
Werth e0 beilegt:



\bvx v \<  ey(l - £!) ·l*,a für | x  | >  i? e<M

was der Voraussetzung widerspricht.
Ein analoger Zusammenhang besteht offenbar auch zwisch 

Ungleichungen von der Form:
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