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Abhandlungen zur Elastizitdtstheorie.

I

Allgemeine Losung des elastischen Gleich-
gewichtsproblems bei gegebenenVerriickungen
an der Oberfliche.

Von A. Korn.
(Kingelaufen 18. Janwayr.)

Die Methode der successiven Anniherungen ist im An-
schluB an die bekannten, grundlegenden Arbeiten von Schwarz,
Picard, Poincaré mit grofitem Erfolge zur Losung einer Reihe
der wichtigsten Probleme der mathematischen Physik heran-
gezogen worden.

Versuche, diese Methode auch zur Losung der in der
Elastizititstheorie auftretenden Differentialgleichungen, und zwar
zundchst der statischen Gleichungen:

, 00
AuA{—/ca—x——X,
306 u v Jw
1) dvthy=—Y, 0=g+35,13,
30

anzuwenden, sind von Lauricella!) und E. und F. Cosserat?)
gemacht worden, aber sie hatten bisher noch zu keinem be-

1) Lauricella, Ann. della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa 1894; N. C,
4)9, 8.97,10, 8.5. Wiahrend der Drucklegung meiner Abhandlung
erhielt ich Kenntnis von einer neuen, interessanten Untersuchung Herrm
Lauricellas (Ann. di Mat. 1905), auf die ich hier noch hinweisen will;
dieselbe beschriinkt sich auf eine iiberall konvexe Grenzfliche.

%) E. und F. Cosserat, C. r. 126, S. 1089, 1898; 188, S. 145, 1901,
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friedigenden Resultate gefithrt. Die Konvergenz der Reihen,
welche die Losungen darstellen sollen, lieR sich bei den Me-
thoden von Lauricella und E. und F. Cosserat zwar beweisen,
so lange man sich in endlicher Entfernung von der Oberfliche
hiilt, bei unendlicher Anniherung an die Oberfliche lassen uns
diese Untersuchungen aber vollstindig im Stich, und es bleibt
durchaus unsicher, ob die aufgestellten Reihen wirklich an der
Grenze die geforderten Grenzbedingungeh erfiillen, ja, ob die-
selben tiberhaupt konvergent sind,

Um durch die Methode der successiven Anniherungen
das elastische Gleichgewichtsproblem bei gegebenen Ver-
riickungen an der Oberfliche in seiner ganzen Allgemeinheit
zu ldsen, ist ein von den fritheren etwas verschiedener Ansatz
niitzlich. Mit Hilfe desselben gelingt es, wie in der vor-
liegenden Abhandlung gezeigt werden soll, nicht blof, die
Konvergenz der fir die Losungen aufgestellten Reihen in end-
licher Entfernung von der Oberfliche zu beweisen, — wozn
der Cosseratsche Grundgedanke hinreichend ist — sondern auch
die Hauptschwierigkeit zu itherwinden, nimlich zu zeigen, daf
die aufgestellten Reihen auch bei unendlicher Anniherung an
die Oberfliche konvergent bleiben und die geforderten Grenz-
bedingungen erfiillen.

Es wird in dieser Abhandlung gezeigt, daB die elastischen
Gleichungen 1) bei gegebenen Grenzwerten von %, v, w an der
Oberfliiche ein und nur ein System von L8sungen u, v, w zu-
lassen, flir jeden beliebigen Wert von %, der der Ungleichung
entspricht:

—1<k< + oo,

und diese Losungen werden in Gestalt von unendlichen, stets
konvergenten Reihen gegeben, bei gewissen Stetigkeitsvoraus-
setzungen itber die Funktionen X, Y, Z, die Grenzwerte von
%, v, w und ihre Ableitungen.

Damit ist das elastische Gleichgewichtsproblem bei ge-
gebenen Verrlickungen an der Oberfliche in seiner allge-
meinsten Form gelost.
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§ 1.

Wir suchen drei in einem Gebiete ¢ eindeutige und stetige
Funktionen w, v, w mit endlichen!) ersten Ableitungen, welche
in dem Gebiete v den Differentialgleichungen 1) geniigen und
an der Oberfliche w von v gegebene Grenzwerte

I “u=u,
2) Jv=u,

|_ w=w
annehmen.

Uber die als gegeben vorauszusetzenden Funktionen X, Y, Z
der Stelle in v wollen wir annehmen, daf sie (abteilungsweise)
eindeutig und stetig sind, und zwar so, daf fiir je zwei Punkte
1 und 2 (eines Teilgebietes) die absoluten Funktionsdifferenzen

<Adr,

sind, bei geniigend kleiner Entfernung r,, der beiden Punkte,
wo A eine endliche Konstante, 4 eine von null verschiedene
positive Zahl vorstellt.?)

Uber die als gegeben vorauszusetzenden Funktionen

%, v, W

der Stelle an @ wollen wir annehmen, daf sie mit ihren ersten
Ableitungen eindeutig und stetig sind, und zwar sollen die
ersten Ableitungen derart stetig sein, dal fir je zwei Punkte
1 und 2 der Fliche @ die absoluten Funktionsdifferenzen (der
ersten Ableitungen)
can

sind, bei genfigend kleiner Entfernung r,, der beiden Punkte,
wo A’ eine endliche Konstante, 1’ -eine von Null verschiedene
positive Zahl vorstellt.?)

1) Endlich im Sinne von ,endlich und integrabel®.

2) Diese Bedingung ist im Besonderen erfillt, wenn die ersten Ab-
leitangen von X, ¥, Z in z endlich sind.

8) Diese Bedingung ist im Besonderen erfiillt, wenn die zweiten
Ableitungen von w, v, w an o endlich sind.
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Bezeichnen wir mit U, ¥V, W die Pqtexlti:llfunktionen des
Gebietes z, welche bezw. die Grenzwerte u, v, w an w besitzen,
so ergeben sich fiir die Funktionen:

Iu‘=u—U,
3) l v=9v—-V,
' =w— W
die Differentialgleichungen:
' , a0’ 90
Adu +ka—;——X—ka—x—,
' , 20 36
, a6’ 36
wo wir noch:
,_aw a0 aw
5) o—ax+8y+az’
aU 3V W
=5ty T

gesetzt haben. Dazu kommen noch die Grenzbedingungen:

Ky
6) ’=Ov ( °
lwzo |77

§ 2.

Das allgemeine Problem lift sich somit auf das folgende
zurlickfiihren, das wir als das Hauptproblem des elastischen
Gleichgewichts bezeichnen wollen:

Wir suchen drei in einem Gebiete 7 eindeutige und stetige
Funktionen #, v, « mit endlichen ersten Ableitungen, welche
in dem Gebiete r den Differentialgleichungen gentigen:



A. Korn: Lisung des elastischen (leichgewichtsproblems. 41

a6

A“+kﬁ=_f1v

7 Av-{-k;—Z=—,‘;.
0

oder, was dasselbe ist, den Differentialgleichungen :

36
du—t (Au—25;> = —F,, F,=(1-9f,,
30 2t
8) Adv — ¢t (Av—-zag)=—‘F', k=1_—_—T’ F’=(1—t)f’,
20
Aw—f (dw—25;) =—F’| Fn=(1_t)f81
und an der Oberfliche w von t die Grenzwerte:
l =20,
89 1 v=20,
|. w=20

annehmen.

Uber die als gegeben vorauszusetzenden Funktionen f, f; f;
der Stelle in ¢ wollen wir annehmen, daf sie in t derart stetig
sind,’) daB fiir zwei Punkte 1 und 2 in geniigend kleiner Ent-
fernung r,, die absoluten Funktionsdifferenzen

<Ar,

sind, wo A eine endliche Konstante, 1 eine von Null ver-
schiedene, positive Zahl vorstellt, und {lberdies im Innenraume

y of, , 3fy , fy _
2 Dty thoo

vorausgesetzt werden soll.

1) Diese Bedingung ist im besonderen erfiillt, wenn die ersten Ab-
leitangen von f; f; f3 in v endlich sind.
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Nach Losung dieses Problems werden wir im § 7 zeigen,
daB man in der Tat auch fiir f; f, f, drei Funktionen von der
folgenden Form wiihlen darf:

26
f|=X+5;,
260
fg—Y'i'a_y‘y
e 36
h=24+7%;

wo X, Y, Z drei ganz beliebige Funktionen der Stelle in z
sind, die in z nur derart stetig sind, daB fiir zwei Punkte
1 und 2 des Gebietes in geniigend kleiner Entfernung r,, ihre

2 d
absoluten Funktionsdifferenzen, sowie die von % + —a—f + 22

oz
= Ap A endlich,
<ANe g positive, von Null verschiedene Zahl,

sind, und © eine allgemeine, stetige Potentialfunktion,') deren
Stetigkeit in v dieselbe Bedingung erfiillt, wie die Stetigkeit
der Funktionen X, Y, Z.

Wir werden die Losung des Problems geben fiir jeden
beliebigen. Wert von % in den Grenzen

—1<k<ow
d. h. fiur jeden Wert von ¥ in den Grenzen:
~ 1<¥i< +1 (in strengem Sinne),

wenn also ! einen beliebigen positiven oder negativen echten
Bruch vorstellt.

§ 3.
—1<k<o

nur ein System von Lisungen vorhanden ist, wenn man von
vornherein die Existenz eines Systems von Losungen voraus-

Dak fiir

1) D. i. die Losung des Dirichletschen Problems fir den Innenraum v
bei gegebenen stetigen Randwerten © an w.
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setzt, ist bekannt, ich fiige den Beweis hier nur der Voll-
stindigkeit halber hinzu.
Giibe es zwei Systeme von Lsungen #, v, w, und u, v, w,,
dann wiire: l !
il

A(w, —u) + 820" 3(" 3 A

9) 4@ —uv) 4+ k 26, y—o’)— , | m 1,
a (8,
I_ 4 (w,—w,) + k (az )=0
und: [ ", —uy, =0,
10) v, —v, =0, an o.
w,—w, = 0

Wir multiplizieren die erste der Gleichungen 9) mit «
die zweite mit v, —v,;, die dritte mit w,
integrieren iber 7, dann folgt:

1 Yy
— w,, addieren und

f [(u,— ;) 4 (t6,— ) + (0,—v,) 4 (0,—v,) + (w,—105) 4 (w,—10,)

2(6,-6, 2(8,-6 3(8,-6,)
+k{(u,—u,) ( I-;:z: —’)<+(v,—v,)~(—a‘y—-'é)+(w,—w,)—(—sz—"- “dr =0,
oder mit Riicksicht darauf, daB:

f o0 [3 [av ou 3 [%u ow
A":EE— y(__—ay)_aé\az— aa:) !
) Av=3_0_(3 20_32)_1 _aﬂaau)
oy laz\doy 3z sz \3z 3y/l’
Awiaa e |2 L“_a_“’)_i dw __ 3v\]
9z |z \d9s oz dy \3y 32)_’
auch:
(l+k){( ) 2070 4 0,0y 20 94 0, ) 202
3 (v,-7,) 3(“1 2) 3 (u,-u,) a(w wa)
FALE "')[ ( oz 3y ) az(_a_z_ az “
=0} a(“’ ;) 3(-v)\ 8 a,(”l'ﬁt)_?ﬁf:ﬁz)
A4 [az( ay | az _3z( az 3y
o | 2 [2(8mt) 3(wy-wy)\ 3 (3 (w,-w,) a(v v,)\'”
(wx wg)la \ 92 2 oz } ay( ay }Jd
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oder nach einer einfachen Greenschen Umformung:

O oy

+{a£‘13: 9 3w, — w,)} {a(v,—v,) a(u,a;-u_,)r]d':()'

sobald somit %k 4 1 positiv ist, solange also:
13) —1<k<w
folgt:

u, — uy =0,
14) Y v, — v, =0,
l w,—w, =0
im ganzen Innenraume von «; damit ist die Eindeutigkeit
bewiesen.

§ 4.

Wir gehen nun zur Losung der gestellten Aufgabe mit
Hilfe der Methode der successiven Annéherungen tiiber, und
zwar gehen wir von den Gleichungen 8) aus. Wir bilden
successive die folgenden Funktionen:

( 1 dr
u°=;;fF,—— U,,

dt
Yo = 4njF r Vo,

dz
Wy = GJ'FS 4 — W,,
15) . :

1 3 dr
uj=2;—371;f9) |-r—— U +uj_],

1 23 dr s
27;3"/. 0; = - —-V+ UJ ],-j=1.2,...

1 23 dr
’),{)J = 9 n a—zfoj_[ -r— -—']"C + W1,

v =
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wo die U; ¥; W; die Losungen des Dirichletschen Problems

bei den Randwerten:

1 dr
Uo= EfFI P Ui

1 dr
16) § Vo= EfF.? Vs

1 dr
W= JBS Wi

_Lij‘g. dr
T 2mazJ 'y
1 2 dr .
~Fmagd ir I e
- 13 dr
T 2mazd '

vorstellen.!) Konnen wir beweisen, daB:

20

£)=O'
! 4,

. f!(Av, —2 5;) =0,

96;
S ff(dw,-—2 a—;)=0

lim - ¢
J==
lim
==
lim

==

(Auj —2

in v in irgend welcher, im ibrigen beliebig kleiner Entfernung
von der Oberfliche, und daf die Reihen:

@® @ @
Litu, Xitiy, Zibiw
v 0 0

Funktionen darstellen, die in v eindeutig und stetig sind und
endliche erste Ableitungen besitzen, dann werden diese Funk-

1) Die Existenz dieser Funktionen Uj V; Wy, ihre fir uns in Be-
tracht kommenden Stetigkeitseigenschaften, sowie die Formeln:

2 r de 26,1

Fda—mJ 0j—17——47l’ 9z '
T

2 [ dr __ 361

15) 5y ) T =y
T

] dv _ 98j—1

"a;,f"f-' AR

k 4

werden wir noch in diesem § beweisen.
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tionen offenbar die Losungen der gestellten Aufgabe darstellen.
Wir werden zuniichst zeigen, daB die Integrale:

17) I = f 8jdr
die Ungleichungen erfiillen:
18) 2. J; Z a- ¥,

wo ¥ ein beliebiger echter Bruch ist, a eine endliche Konstante.
Es ist in der Tat, wenn wir die Abkiirzungen:

dw; vy
wy=-, ’'— -

; 3y 2z
Yy o W
19) %= 5. oz’
— 9% _ 3%

=3z  ay

gebrauchen:
I 16 + vf + v + w’] d

> 30 (aw;  av; 36; (3u; __omy
= _ﬂ“’ {39: (93/ 32)} +”’{3y 3z oz
30; (3w du;
T {M (3z 31/)” ol
= —j‘(ujduj + v dv; -+ wj Aw)) dr,
30, 36;_
— —J[uj(du_,_l — 2 a"xl) + v; (Av,--, — 92 _3_1.1;1)
36,_
+ w; (Aw, —2 3}1)] dz,
= [8;6;-1 + wyu— + 00,1 + Wyt — 26,6, ] dx,

somit:
!.f["} + uf + v + wi)de = f[— 6,0, + wu;,

l + vyv5_; 4 Wy m,-;] dz,
und hieraus folgt:

20)
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21)) 167 + uj + v + ] dv < (61 + w1 + vj1 +-w_1) dx
also:
2) { BIJ; < m{[o} + uj 4 v} + w']dr
SR [6] + ug -+ vo + wp) dr S a P,
wo ! einen echten Bruch und a eine endliche Konstante

vorstellt.

Wir haben fiir die Giiltigkeit dieser Ableitung nur noch
zu begriinden, daB bei unseren Voraussetzungen die in der
Ableitung beniitzten Integrale einen Sinn haben, und daf die
Greenschen Umformungen berechtigt sind.

Wir bedenken hierzu, dafi nach Voraussetzung die Funk-
tionen F, Fy F, in v derart stetig sind, daB fiir zwei Punkte 1
und 2 in geniigend kleiner Entfernung ihre absoluten Funk-
tionsdifferenzen

?A"J}z

sind, wo 1 einen ganz bestimmten echten Bruch, A eine
endliche Konstante bezeichnen mége. Es sind aus diesem
Grunde (Satz 1 des zweiten Abschnitts der vorangehenden Ab-
handlung) die zweiten Ableitungen der Raumpotentiale

frts
fr.
s

1) Nach der bekannten Schwarzschen Ungleichung ergibt sich ja
aus 29):

[j'(a}+u§+uf+mj.’)dx]2
< §(6] 4 uf 45 +w))de (6] +uj_, +v;_, +wj_;)dr.
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in v in dhnlicher Weise stetig, somit die zweiten Ableitungen
von t,v, &, ebenfalls, solange man sich in endlicher, im
tbrigen beliebig kleinen Entfernung von der Oberfliche w
hilt, und Gleiches folgt successive nach den Formeln 15) fiir
die zweiten Ableitungen von wu; v; w;, wenn die 0; stetige,
allgemeine Potentialfunktionen sind.?)

Die Gleichung 20), auf die es uns ankommt, wird durch
einen strengen Grenziibergang erhalten, wenn wir zeigen konnen,
daf die ersten Ableitungen der u;v;w; im ganzen Raume ein-
deutig und stetig sind.

Wir haben also noch zu beweisen, daB die 8; infolge der
Definitionen 15) stetige, allgemeine Potentialfunktionen') des
Innenraumes z und dab alle ersten Ableitungen von w;v;w; im
ganzen Innenraume eindeutig und stetig sind.

Wir werden nun in der Tat zeigen, daB die 8; bei unseren
Voraussetzungen stetige, allgemeine Potentialfunktionen und
in t derart stetig sind, daB fir zwei Punkte 1 und 2 des
Innenraumes in genfigend kleiner Entfernung r,,

abs. |8;1 2 C;rid, (0< <),
wo C; bei endlichem j eine endliche, von j abhiingige Kon-

stante vorstellt, die natiirlich, worauf es uns vorliufig nicht
ankommt, moglicherweise mit j unendlich wachsen konnte.?)

Die Funktionen U, V, W, haben Randwerte, deren erste
Ableitungen (Satz II des II. Abschnittes der vorstehenden Ab-
handlung) derart stetig sind, daf flir zwei Punkte 1 und 2
der Fliche w in geniigend kleiner Entfernung r,, ihre abso-
luten Funktionsdifferenzen:

< a - abs. Max. (F,, F,, Fy)- 'i;

sind, wo A einen ganz beliebigen echten Bruch und a eine
endliche Konstante vorstellt, die lediglich von der Gestalt der

1) D. h. Lésungen eines Dirichletschen Problems mit stetigen Rand-
werten 6j.

?) Diese Frage werden wir im spiteren Verlauf der Abbandlung
noch diskutieren.
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Fliche @ und der Wahl der Zahl 4 abhiingt. Die Funktionen
U, V, W, sind somit?!) Potentialfunktionen des Raumes 7, die
im ganzen Innenraum derart stetig sind, daf fiir zwei Punkte
1 und 2 desselben in genfigend kleiner Entfernung r,,:

aU,
abs. l 3—0

2

< endl. Konst. rt,,
1

wenn o eine ganz beliebige Richtung vorstellt, da ja 1 ein
ganz bestimmter echter Bruch ist und wir A groGer als 4
wihlen konnen. Auferdem ist:

du,= — F,,
dv, = — F,,
dwy= — F,,
somit:
24) 46, = 0, mit Rilcksicht auf 8");

es ist also 6, eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des
Raumes z, deren Stetigkeit in der ganzen Ausdehnung des
Raumes 7 derart ist, daf fiir zwei Punkte 1 und 2 des
Raumes 7 in geniigend kleiner Entfernung r,:

0<4,<1,

2 = )
25) abs.|6, [} < endl. Konst. 7, < C,rig C, endlich.

12!

Es ist nun weiter:

1 2 dt
“=tot g5z )%y — Ve

Jr
1 9 dr
26) % ="o+§;@f007°vu
9
w, = w, + : 0 dr—W,,

2n3zJ 0 r
T

und die ersten Ableitungen der Randwerte der Potentialfunk-
tionen U, V, W,:

1) Zusatz 4 zu Satz 111 des I. Abschnitts der vorstehenden Abhandlung.
1906. Sitzungsb, d. math.-phys. Kl 4
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rr:iif kg
lvl Q7 2 0y

1 2 dt
6 -
27) PV, = 2n3yf —, L an o

1 2 dt
l W‘—“z_aia'zfg°7

A

sind an der Oberfliche w derart stetig, daf:

U, |2
EN %

wo % eine beliebige tangentlale Rmhtung,l) a b endliche Kon-
stanten vorstellen, die lediglich von der Gestalt der Fliche w
und der Zahl 4, abhiingen (Satz II des zweiten Abschnitts der
vorstehenden Abhandlung). Mit Riicksicht auf den Zusatz 4
zu Satz III des I. Abschnitts der vorstehenden Abhandlung |
folgt somit, daB die ersten Ableitungen von %, v, w, in dem
Raume derart stetig sind, daf fiir zwei Punkte 1 und 2 in
geniigend kleiner Entfernuno iyt

28) abs.

0< 2, <1,

29) abs. C, endlich,

‘ < endl. Konst. iy £ O, 71,

wo o eine beliebige Richtung, €, eine endliche Konstante
vorstellt.

AuBerdem ist:

26
Au, =-2—3;"+Au0,
20
Ao, = -—2 é-i—{—.dvo,
26
Aw,-—--—Zfé';—i—Awo
somit:
30) 46, =0;

—= :

1) cos (hyx) = cos () 4 &y, . .. wo | & | < endl. Konst. 74, ..
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es ist also 0, eine stetige allgemeine Potentialfunktion des
Raumes 7, deren Stetigkeit in der ganzen Ausdehnung des
Raumes t derart ist, daB fiir zwei Punkte 1 und 2 des Rau-
mes t in geniigend kleiner Entfernung r:

= 0<4,<1
! 2 = 1 '
3 wbs- 16 f < Cimibr | ¢ endlich.

In dieser Weise konnen wir nun weiter gehen und sehen,
daf fiir jedes beliebige endliche j die 6; stetige, allgemeine
Potentialfunktionen sind, deren Stetigkeit in t die Bedingung
23) erfiilit.

Es folgt auf diese Weise auch die Giiltigkeit der For-
meln 15°) S. 45 fiir jeden Punkt des Raumes r in irgend-
welcher, im iibrigen beliebig kleiner Entfernung von w. Es
folgt schliefilich auch successive die Stetigkeit der ersten Ab-
leitungen von w;v; w; in ganzer Erstreckung des Raumes r fiir
jedes beliebige endliche j.

Damit sind nun aber alle Schliisse dieses § streng be-
grindet, und wir konnen bisher das folgende Resultat aus-
sprechen:

Die durch die Formeln 15) definierten successiven
Funktionen w; v; w; sind mit ihren ersten Ableitungen
fiir jedes beliebige endliche j in ganzer Erstreckung
des Raumes v eindeutig und stetig; die Stetigkeit ihrer
ersten Ableitungen, im besonderen die Stetigkeit der
stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen 6; in 7 ist
derart, daB fiir zwei Punkte 1 und 2 in geniigend
kleiner Entfernung r,:

abs. | 0; 2 & C;ri,
wo 4; einen echten Bruch, C; eine endliche Konstante
vorstellt.

Die Formeln:

4.
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Aifo‘;d—r=—4na_oj'
32:‘_ r o
']
Aijo,d—’=—4n-9!,
oy r oy

] dr
33T = =425

bestehen fiir jedes beliebige endliche j in irgend
welcher, im tibrigen beliebig kleiner Entfernung von
der Fléche w.

Es besteht ferner die Ungleichung:
wfo;drza-w,

wo a eine von j unabhiéngige endliche Konstante vor-
stellt.

§ 5.
Wir suchen jetzt zu beweisen, daf die Funktion 6 eine
stetige allgemeine Potentialfunktion des Raumes @ darstellt,
deren Stetigkeit die Bedingung erfiillt:

32) abs. |02 Z C-7)y, | C endlich,
wenn Wwir:
33) 6=20,+16,+1006,+--

setzen. DaB diese Reihe innerhalb 7, d. h. in endlicher Ent-
fernung von der Oberfliche w stets konvergent ist und mit
allen Ableitungen innerhalb w eindeutig und stetig ist, folgt
leicht aus der Ungleichung:

F:J‘o;azzaw.
Denn denken wir uns um einen Punkt (z y 2) innerhalb

o eine Kugel vom Radius R, der nur klein genug gewihlt
ist, daf die Kugel ganz in dem Gebiete t liegt, so ist:
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3
oj(z,y, 2') = mfo’dt,

wo das Integral rechts Qiber die Kugel zu erstrecken ist, somit:
: 4 R®
3
i6i(z,9,9)| S ;- R,l/fo arfar 2 o0 ]/fo*d
: “8a .
<V iam"

34) [0, ¥ < —l—:—!’, ’ p endliche Konstante,
4

oder:

wenn t die kleinste Entfernung von der Oberfliche w darstellt.

Analoge Formeln kann man sofort auch fir die ersten,
zweiten etc. Ableitungen von 6; innerhalb w ableiten.

Fir uns ist es aber erforderlich, die Stetigkeit von 6 und
zwar die Stetighkeit von der Art 32) in ganzer Erstreckung
des Gebietes T zu erweisen, und zu diesem Zwecke miissen wir,
ausgehend von der Formel:

= = 4, echter Bruch
2 = = o !
35)  abs.|6; <G r;" » (0<ry <o), C, endliche Konstante,

in den successiven Formeln:
36) abs. ' 0,”!‘ ? 0,- fu, (0 ? LT ? 0;)
die Abhiingigkeit der GrdGen C;4;0; von j niiher erforschen.

Wir gehen aus von den Definitionsformeln:

1 3 dr
vmr e

1 9 d
37) o =0 +5- ayfo, =V, j=1,2,

m it o,
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U; V; W; sind die Potentialfunktionen des Innenraumes
mit den Randwerten:

J 3z '
¥
V, = S24
38) f] 3y an w,
¥,
3 3z ')
wo wir zur Abkiirzung:
W, _ 12 f" dr
dr 2naz) 'y’
3?’,‘-1 o 1 9 p dz
39) 3y ——nsz,.i b1
Wiy _

gesetzt haben, es ist somit nach der Methode des arithmeti-
schen Mittels!):

1 3% cos(rv)
Ur=ga) se T 20NN
3¥;_1 cos(rv
10) v 2,,] i1 020 44y 4 X,
Oq’_l cos(rv)
=g S T Ao+ X
1 . . 9%
) Es hat in der Tat jedes 3F ' nach Satz II des II. Ab-
schnitts der vorstehenden Abhandlung die Eigenschaft:
abs. %=1

3 b <aabs Max. 6;_, 'uv (PR TR

wo A; einen beliebigen echten Bruch vorstellt, a eine endliche Konstante,
¢ eine Linge, die gar nicht von der Funktion 6;—1 abhingig sind, und
hierauf ergibt sich in der Tat 41) mit Hilfe des Satzes 1 des I. Ab-
schnitts der vorstehenden Abhandlung, wenn nur 4 < 4, also iberhaupt
ein beliebiger echter Bruch ist.
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wo Xj1, X;3, X;s Potentiale von Doppelbelegungen sind, deren
erste Ableitungen nach dem Satze I des I. Abschnitts der vor-
stehenden Abbandlung S. 1 im ganzen Raume derart stetig
sind, daB fir zwei Punkte 1 und 2 in genligend kleiner Ent-
fernung r,,:

41) abs. < A-abs. Max. 6 ,74,.. (0Z1r,Z0),

X,]'

wo o eine beliebige Richtung, A einen echten Bruch, A eine

endliche Konstante, ¢ eine Linge vorstellt, die in keiner Weise

von j abhiingig sind, und man kann, wenn man will:

42) A=12

setzen.

¥ ¥ 3%,
dz ' 3y ' 9=

funktionen des Aussenraumes mit den Randwerten

1 die Potential-
%1

Es sind andererseits

—a;;;—l-, 3—?}1 an o, es ist daher wieder nach der Methode
des arithmetischen Mittels:

o, 3% cos(ry)

ey znf S ket

3%\ 3%_; cos (rv) b
B 15y = 2nw n, Bty | Auben-

a!l’,_, . 3%.4 COS(TV) ’

2z 27: ol b L

wo die P}, P;2 P,z Potentiale von Doppelbelegungen mit den-
selben Stetigkeitseigenschaften wie X;,, X;2, X s, im beson-
deren an der Fliche w, sind.

Da mit Riicksicht auf den Satz I des II. Abschnitts der
v, _ - oY,
vorstehenden Abhandlung die Funktionen —f’é—l, 32’;’]_1_’ —3‘2—1—

auf der Fliche w erste tangentiale Ableitungen haben, von solcher



56 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 18. Januar 1906.

Stetigkeit, das filr zwei Punkte 1 und 2 der Flache in ge-
niigend kleiner Entfernung r,:

*Y_, : y A
a.sgh 1< erﬂ, L0, <9y,

abs.

so ist an der Fliche w nach einem bekannten Satze (Lehrbuch
der Potentialtheorie I S. 394):

9¥;—1 cos(r»)

ay s o 0° L av,“w’_l@(”)d i
somit folgt:
aa?=_ %ﬁgf'
44) 93—’:’=— %”;‘7' '
-5 e

wobei die Z; H; Z; Funktionen vorstellen, deren erste Ablei-

tungen an der Oberfliche w derart stetig sind, daf fir zwei

Punkte 1 und 2 der Fliche in gentigend kleiner Entfernung r,,:
AE; 2 __

45) abs. "ahj il < Babs. Max. 6;_, 74, .. (0 < ry <o),

wo h eine beliebige tangentiale Richtung, A4 einen echten
Bruch, ¢ eine endliche Konstante, o eine Liinge vorstellen,
die in keiner Weise von j abhiingen, und man kann, wenn

man will:
4 =12

setzen.

Da u; v; w; an der Fliche w verschwinden, ist:

6; = 3_ cos(vx) + cos (»y) + ~7 cos(ve), l
an o,

01 = a—';;— cos(»x) + =1 cos (vy) + _v; cos (v2) ‘
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und es folgl: aus den Formeln 37):

a3 {‘- dr aU aW;
8,— j—1+ 27!37‘ j—l —l " (V$)+ C (7y)+ 008(‘!’8)}
1 3’ dz 1 '3‘
N ’_l+2 8 5‘[0_,_1 27: 31' fj I
oder:
1 a2 d
46) 01——‘011 7| 35, "il‘tl}'i'H:-

wo H; eine Funktion der Stelle an o darstellt, die derart
stetig ist, daB fir zwei Punkte 1 und 2 der Fliche im Ab-
stand 7,,:

47) abs. | Hj} < I'-abs.Max.0;_,-73,, (0 <1,y <0)

I’ eine endliche Konstante, o eine Liinge, die gréfer ist als
eine bestimmte endliche Linge; I', o giinzlich unabhiingig
von j.

Wir bringen jetzt den Satz IV des II. Abschnitts der
vorangehenden Abhandlung tiber Raumpotentiale, den eigent-
lichen Schliisselpunkt flir die Lésung der gestellten Aufgabe,
zur Anwendung. Besteht flir zwei Punkte 1 und 2 des Raumes =
in der Entfernung r,, die Ungleichung:

48)  abs. [0, i 2 G, (021, L opa),

so ergibt sich nach dem genannten Satze, den Formeln 46)
und 47):

¢
49)?) abs.|6;} < [el,"_l Ci1+ (cl + saa._l) abs. Max.aj_,] r‘:{—l ,

027y Z oy (1—9)),
wo J eine beliebig kleine Zahl, &, 0y und 8 zwei Konstanten

vorstellen, die bezw. mit o¢;_; und 4 zu Null konvergieren,
aber stets von Null verschiedene, bestimmte Werte haben, so-
bald bezw. gj—; und 4 von Null verschieden sind, & von j
unabhiingig.

1) ¢, ¢3 endliche Konstanten, die von j unabhiingig sind.
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Wir konnen hieraus sofort die folgenden Schliisse ziehen:
Wir kénnen

=1
50 2 ;
) { o5=10-(1—23)

setzen, wo 8 eine beliebig kleine Zahl sein kann, und:
o c
51) abs. l 01'% < (l‘.‘j Cj_] + mF abs. Max. 01_1) "ia,
0<ry<o(l—28)),

wo die Konstanten ¢ und & von j ganz unabhiingig sind und

¢ eine mit j zu Null konvergierende Zahl vorstellt. Wir kdnnen

jedenfalls, indem wir ¢ von vornherein geniigend klein wiihlen
& Z 1

machen und die Ungleichung 51) auch so schreiben:

. 1
52) abs. |6} < (C,_l + = sy abs. Max. 0,_,) 55
O<ry,<o(l—8)),

wo Ej eine Konstante vorstellt, die zwar um so griBer ist, je
kleiner 8 gewihlt wird, aber fiir jedes 6 + O einen bestimmten,
von Null verschiedenen, von j unabhiingigen Wert hat; wir
kénnen dabei 6 im iibrigen von vornherein beliebig klein
withlen.

Diese Formel wird sogleich eine sehr wichtige Rolle spielen.
Wir errichten in einem Punkte 0 der Fliiche die innere Nor-

male und markieren auf derselben in dem Abstande r; den
Punkt 0‘. Dann ist:

0510 = 8510 -+ ;[0
und mit Riicksicht auf 34) und 52):

B 1 i
53) {abs. 0; < t‘;—’ + (C,-_l + Ed-(—l-—_ 8)i abs. Max. 0,-_1) T
0<y<a(l—23)),
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oder, wenn wir mit & einen echten Bruch

54) I<f<1
bezeichnen und

J abs. Max. 8; =
55) { % Q. C: o ;j’
setzen, so dak:

56) {a.bs. Max. 0} 4 2 Al
abs. |R96;[i < Byris, (0 <7, < o(l—8)),
so erhalten wir die Formeln:
BRI 1 e
[4 < ;F'i' By, +E'a_(l——T)!A’" th (05 <e(1-9)),
= 1
B;< B, + m 4.

57)

Wir wihlen nun 8 und einen echten Bruch L so, daf:

58) R<L<(1—8)H <1
und setzen:

_ (2'a—an\
o) L (_ 7 )

was ja gestattet ist, da ja:
1 1

g(l—d)x<1_6;

Lt
wir kdnnen dann die beiden Ungleichungen 57) so schreiben:
A L /1 R\ 14
[4=s(F5) + g B0 B 4-(z)"

(1—8)ei ]

1

B;Z By + E,0 =0y Aj,

60)

oder, wenn wir mit u den grdGeren der beiden echten Briiche

(g ) " it —La)a';




60 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 18. Januar 1906,

bezeichnen :

|4z[s+ g At Ba—0-B)
61) : i

lB‘ < B+ Ed_(l =3y A,

Wir multiplizieren die zweite dieser Ungleichungen mit
E;(1—4) und addieren, dann folgt:

'A,+E ' (1—8)'B,Z Aiey + E,(1—8)*Biy

62) ] -,-[ﬂ+E(A;_l+E(1—6)'—‘B¢ 1)]11.

oder, wenn wir:

63) I = 4; + E,(1—0)*B,
setzen :
64) F<n.l+[ﬂ+’"“] ;

Wir wenden jetzt den Kunstgriff an, der bereits von
Liapounoff!) bei einer anderen Gelegenheit mit Erfolg beniitzt
worden ist. Wir schreiben die Ungleichung in der Form:

Lt § B2+ 8E) (14 4),
s
dann folgt:

rp-E2@+eE) (14 5) 1+ 5)- (14 £)-
Das Produkt:

2
65 Q=(1+ﬁ)(l+i).
) E, E,
ist konvergent, da u <1, und es wird somit:
66) I+ 8- E,Z(I,+ BE,)Q,

1) Liapounoff, Sur certaines questions qui se rattachent au probléme
de Dirichlet (Journ. de math, 1898, S. 278).
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so daf:
67) ;2 4,
wo A eine bestimmte, endliche, von j unabhingige Konstante
vorstellt. Nun ist:
t\*

abs. Max. ¥¢. 6, = (§) - Ay,

£\ ¢
B Ci=(§)'Bh

so daB, wenn wir wieder mit m einen echten Bruch bezeichnen :
abs. Max. ¥ 6, < a - m*, i t
10, S b-mf, f(1—29)
und wir erhalten das wichtige Resultat:
69) [86;] £ a-m?,
abs. [VO[} T b-mirfy, (0Z 17y Zo(1—10)),

wo m einen echten Bruch vorstellt, a, b endliche, von j unab-
hangige Konstanten.

68)

Durch die erste Formel 69) wird uns die gleichmikige
Konvergenz der Reihe:

70) 6 =06,+16,+ 006, +---
gewihrleistet, und sicher gestellt, daf 8 eine in dem ganzen
Gebiet 7 eindeutige und stetige Funktion der Stelle vorstellt.

Wir verlangen von der Stetigkeit der Funktion 8 aber
noch mehr, und wir wollen mit Hilfe der zweiten Formel 69)
die Behauptung 32) nachweisen.

Wir teilen die Reihe 70) in 2 Teile:
1) 6 = Ti16, + L1,
0 v-1
und wihlen die Zahl » genligend grof, so daf:

< endl. Konst. 7,

PR 0,
ot}
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wenn r,, die Entfernung zweier Punkte 1 und 2 des Raumes =
vorstellt. Eine solche Zahl » lift sich stets finden, da:

25 490; Z endl. Konst. m”;
1

man hat eben nur » so grof zu machen, dak

72) m* £ endl. Konst. 7,,;

dann ist: \

73a) abs. 2‘2.}1 t/ 6;| < endl. Konst. 7,4,

und: & ;

73b) abs. 2:31 o ?< endl. Konst. r,, (0 £ 7,3 < 0 (1—9))

mit Riicksicht auf die zweite Formel 69), und die Bedingung
07, Zo(1—0y
kann noch fortgelassen werden, sie ist, wenn nur
1l—é>m

ist, was ja stets dadurch erreicht werden kann, daf man von
vornherein 4 klein genug annimmt, bei der Festsetzung 72)
von selbst erfiillt, wenn 7,,< bestimmte, endliche Konstante 6'(<s).

Durch Addition der Formeln 73a) und 73b) folgt aber
fiir irgend zwei Punkte 1 und 2 des Raumes z:

74) abs. | 02 Z endl. Konst. r}

121
und das wollen wir in diesem § beweisen.
Wir haben also das Resultat erhalten:
Die Reihe:
5)  0=0,+ 16,410+ - (—1Zt2+1)
stellt eine in der ganzen Erstreckung des Raumes z

eindeutige und stetige Funktion dar, und es gelten
filr zwel Punkte 1 und 2 des Raumes z die Formeln:

76) abs. ! 8 ? < endl. Konst. r},.
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Die einzelnen Glieder der Reihe haben die Eigen-
schaft:

) abs. Max. U/ §; < a-m/,
abs. | 156, ! < b-mi-rly, (0 Z 7y o (1—3)),

wo die a, b endliche, von j unabhingige Konstanten,
m einen echten Bruch darstellt.

§ 6.

Wir gehen nunmehr zu der Untersuchung der Funktionen
4, v; w; Uber, die successive durch die Gleichungen 15) de-
finiert sind.

Es ergiebt sich zuniichst wieder aus den Ungleichungen 77)
fir die Potentialfunktionen U; ¥; W; mit den Randwerten 16)
an o mit Rilcksicht auf Satz II und Satz I des I. Abschnitts
der vorangehenden Abhandlung, da& die Reihen:

78) U=3ity, (—1<t1<+ 1),
0

und -

79) g——zo,mg (—1<t<+ 1),

wenn s eine beliebige Richtung vorstellt, fiir jeden Punkt des

Gebietes t konvergieren, und daB die Reihen U und (fi—(sj im

ganzen Gebiete v eindeutige und stetige Funktionen der Stelle
vorstellen.

Wir multiplizieren jede der Formeln 15) bezw. mit ¥/
p<i<t< 1) und summieren von 1 bis j, dann folgt:

iy = 2 - j'z,r"o,m _fF —r-—z.f‘U.
-—|
80) !‘jvj—-———jz,. l"ﬂ—;—{-;;de—t——L. !“I’.’,
dt LT
e e
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dann folgt, da auch:
( abs. Max. 16, < a' m"
abs. 10, < b mirl,, (0Zr,Zo(1—-5%")
wo m' einen echten Bruch bedeutet:
l | 19 u; | < endl. Konst.,
82) ] | #9 v; | < endl. Konst.,
| | #9w; | £ endl. Konst.,

81)

und auch:

O Uj
2 b [
t 52 < endl. Konst.,
3y
83) #4572 Z endl. Konst,,

ts 2—’;” < endl. Konst.,

wo § eine ganz beliebige Richtung vorstellt.

Setzen wir jetzt:

84—) n = -:;
so folgt:
l | ¥ u; | Z endl. Konst. n/,
85) | ¥ v; | < endl. Konst. n/,
'. | tfw; | < endl. Konst. n4,
und:
ti CA < endl. Konst. nd,
9s
|
86) v 5'} | Z endl. Konst. nJ,
R
v 37'::-’ { < endl. Konst. #4,

wo # einen echten Bruch bedeutet, und wir sehen, daf auch
die Reihen:



A. Korn: Ldsung des elastischen Gleichgewichtsproblems. 65
L
u=2itu,
)
87) v=2¥ v,
)

@
w= 2t w
0

und :
du @
5_2&4!” 3s ]
v = 9
88 —_— = =i
) 28 Zodtl s
dw

o 310,
s 203" ¥ s

in ganzer Erstreckung des Raumes 7 konvergieren und ein-
deutige und stetige Funktionen der Stelle darstellen.

Nunmehr kdnnen wir das Resultat aussprechen:

Die Reihen 87) stellen, wie behauptet, die L&-
sungen unserer gestellten Aufgabe dar.

§ 7.

Wir haben bisher tiber die gegebenen Funktionen f| f, f,
in den Differentialgleichungen 7) vorausgesetzt, daB sie der
Differentialgleichung gentigen :

o e

und daB sie in ganzer Erstreckung des Gebietes r derart stetig
sind, daB fiir zwei Punkte 1 und 2 in gentigend kleiner Ent-
fernung r,,:

90) abs. |f, [} < endl. Konst. #4,, ... | 4 echter Bruch;
fir den Beweis ist aber von Wichtigkeit nur, daf die durch

die Formeln:
1908, Bitzangsb, d. math.-phys. KL b
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l—!
= fn——U.,,
— d
91) Y = 4.7! ffs?r—Vov
1-1¢ dr
it

definierten u, v, w, in v mit ihren ersten Ableitungen eindeutig
und stetig sind, und daB die stetige, allgemeine Potential-
funktion:

92) 6, auo + av,, + 3% aw,,

in v derart stetig ist, daB fdr zwei Punkte 1 und 2 in geniigend
kleiner Entfernung 7,,:

93) abs. | 0, [? < endl. Konst. 7},

und daB schlieflich in r in irgend welcher im tibrigen beliebig
kleinen Entfernung von w:

) dr 30,
Aa—xJ‘OOT———4ﬂ£'.

o0
94) fﬂ —=—tn R
.4—J‘00 dv = —4n 3—0".

0z r of

Wir wollen jetzt zuniichst weiter zeigen, dafi diese Voraus-
setzungen 92), 93), 94) auch erfulllt sind, wenn

e
fxnx+a
90 23X Y aZ
95) f=Y+” 5+3§+5_é=0'
39
fa=Z+'5}f,
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XY Z wieder in v derart stetig sind, daf fiir zwei Punkte 1
und 2 in geniigend kleiner Entfernung 7,:

96) abs. | X2 Z endl. Konst. r

Sy -
und O eine stetige, allgemeine Potentialfunktion vorstellen soll,
von der wir nur wissen, daB ihre Stetigkeit in z die Be-
dingung erfullt:

97) abs. | 02 £ endl. Konst. r

12
fir zwei Punkte 1 und 2 in geniigend kleiner Euntfernung r;,.

Es folgt niémlich in diesem Falle aus den Formeln 91) in
derselben Weise, wie 46) aus 37) folgte,

1-t¢ dr 91—t dr
0= 3:1:[4:: ]+ay anT]‘*"a,-;[ufZ‘:]
1-!(39:1: 1—r 26 dr]
+ 4nJ ar r | + oy T
% L2 [1—! 26 de a_UQ g_V,,__aW,,
azl4n 3z r) er  ay oz’
20, ‘ dt
2 av,'f }+H.,.

wo H, eine Funktion der Stelle an « darstellt, die derart
stetig ist, daB fiir zwei Punkte 1 und 2 der Fliche in ge-
nigend kleiner Entfernung r,,:

99) abs. | H,|} < I" abs. Max. (0, X, Y, Z) - r4,,

wo A ein ganz beliebiger echter Bruch, I" eine endliche Kon-
stante ist, die nur von der Gestalt der Fliche w und der
Wahl des echten Bruches A abhiingig ist, den man z. B.
gleich 4 setzen kann.

Es ist ferner 0, nach wie vor eine stetige Potential-
funktion des Raumes, die nunmehr nach dem Satze IV des
IO. Abschnitts der vorstehenden: Abhandlung!) im ganzen
Raume 7z bei geniigend kleinem 7, der Bedingung 93) geniigt.

1) Diese Berichte 8. 28.
6.
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Auch die Bedingungen 94) sind erfilllt, da XY Z die
Bedingung 96) erfiillen und © nach Voraussetzung eine stetige,
allgemeine Potentialfunktion des Raumes z ist.

Der Beweis bleibt also nach wie vor richtig, wenn f, f, f,
von der Form 95) sind.

Es bleibt jetzt schlieBlich noch der Fall zu behandeln, daf

_ 93X  3Y  aZ
100) F= sty tss #0

aber eine derart stetige Funktion des Raumes t ist, dak fur
zwei Punkte 1 und 2 in geniigend kleiner Entfernung r,,:
101) abs.| F'|} < endl. Konst. 74, .

Wir setzen in diesem Falle:

1 R
102) "’=‘4n(1+k)j ;
und:
U,8,B Potentialfunktionen
von t mit den Randwerten :
1 29 dr 1 2 dz
YT Thmar Yy THEY u=4n‘a;f'f'7v
1 9 1
108) °= = 47 5y VB, =4_a_r" v e
1 23 1 3 dz
e agf’—““ﬂ““’ e yiLar
dann ist:
' 306 au 38 3&
Au+ka_ (1+k) +Au+k— (ax 3y 33
20 au 9%y a!B
104) [ dv+ky = k) +A +k— (ax sk az
: 36 _ a:,u 30' U 3B W
AAw“Lka (l+k) +Aw+k 23 az(ax+ay+az)

und die neuen Funktionen u' ' w’ haben die Differential-
gleichungen zu erfilllen:
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N IR )

o
o' 2y M B IW
105){ 40" +k—y= (Y-(+h)° ] ay[e k(aa_ ay+az)]

20' [ ay M B B
k5 = |Z2- (B g ]+a7[9‘k(az+ay+a:)]

das sind aber wieder Differentialgleichungen von der fritheren
Form 7), bei denen die Funktionen f, ¥, f, die Form 95) haben.
Dieser Fall ist damit auf den fritheren zuriickgefiihrt.

g 8.

Theorem. Es seivorgelegt das folgende Problem:

Wir suchen drei in einem von einer stetig ge-
krimmten Fliche w begrenzten Raume 7 eindeutige
und stetige Funktionen %, v, w mit endlichen ersten
Ableitungen, welche in dem Gebieter den Differential-
gleichungen genfigen:

a8 36

du + k'a—x = '—X— ﬁ,

30 30

106) dv+h20 =~y 28,

EL) 36

dw + % ol Z — e
und den Grenzbedingungen:
Iu = y, l

107) v=1p ;8N O

lo = )

wo X YZ6 gegebeneFunktionen derStelle desRaumesz,
uvwgegebene Funktionen der Oberfliche w seinsollen,
und zwar machen wir tiber diese gegebenen KFunk-
tionen die folgenden Voraussetzungen:
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93X 3Y  aZ . .

X, Y, Z, o + 7y + v sollen in t derart (abtei-
lungsweise) stetig sein, da& fitr zwei Punkte 1 und 2
(der Teilgebiete) in genligend kleiner Entfernung 7,,:
108) abs.| X |} < endl. Konst. 7, ... | 4 echter Bruch,
6 soll eine stetige allgemeine Potentialfunktion des
Raumes 7 sein, deren Stetigkeit im Raume r der Be-
dingung:
109) abs. |63 < endl. Konst. r},
bei geniigend kleinem r, geniigt.

#vw sollen mit ihren ersten Ableitungen stetig
sein, und zwar sollen die ersten Ableitungen derart
stetig sein, daB fiir je zwei Punkte 1 und 2 der Fliche
in genfigend kleiner Entfernung r,,:

be. |24 2 r*
110) abs. | , < endl. Konst. rj,,

wenn k') eine beliebige tangentiale Richtung vor-
stellt.

Dieses Problem hat, wenn der Parameter k die
Ungleichung erfiillt:

111) —1<k< 4

stets ein und nur ein Ldsungssystem, das man auf
folgende Weise erhalten kann:

Man filhre entsprechend den Ausfiihrungen des
§ 1 und des § 7 das Problem auf das Grundproblem:

0
Au+ka‘2-:=—fl,

L= i o, 4 3 3y _
112) Av+kay'— fn 7z, 3x+3y+33—0’

20
Aw+k3_z'=_fu

1) cos (hgx) = cos (hyx) -+ &4, ..., & < endl. Konst. ryg, ...



A. Korn: Losung des elastischen Gleichgewichtsproblems. 71

I' =0,
113) v=0, ;an w
| w=10

zuriick und bilde dann successive die folgenden Funk-
tionen:

1—t dr
w=m ST =T
1——! 2t
i ff- Ko Ay
d s
Wo = J‘fs =W 0

1) 1 9 dz
L +2nazfo"—' 7 U

v = 1+2 3yf11 Vi, ti=1L2,...,

1 dr
pbats ol - azfo i Wi

wo die U; ¥; W; die Potentialfunktionen des Raumes ¢
vorstellen mit den Randwerten:

1-tp, dr 1 3 ¢, dr
U=z )i U= 2*7;[":'-'-7’
1-tr, dr
154 Vo=5; )i Vi= 2nayf’“_ 1L,2... anw,
1-t(,. de 1 2 dr
Pt s Wrgmas )0y

dann erfitllen die Funktionen:
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u= 25k,
1]
0

w= I kiwi
0

inzinirgend welcher, im tibrigen beliebig kleiner Ent-
fernung von der Fliche w die Differentialgleichung 112)
und an der Fliche die Randbedingungen 113). Die
Funktionen u v w, die durch die Reihen 116) definiert
werden, sind mit ihren ersten Ableitungen in ganzer
Erstreckung des Raumes 7 eindeutig und stetig.

Es ist von Interesse, dieses Resultat mit dem entsprechen-
den Resultat in der Potentialtheorie zu vergleichen:

Es sei ¥V die Losung der Differentialgleichung:
A AV"—‘—f(x,!/, 8)1

welche in 7 eindeutig und stetig ist und an w die stetigen
Randwerte

v

annimmt; ist die in v gegebene Funktion f derart stetig, daB
fir zwei Punkte 1 und 2 des Gebietes r in geniigend kleiner
Entfernung r,,:

abs. |f? < endl. Konst. 7, | 4 echter Bruch

und ist ¥ mit seinen ersten Ableitungen auf w eindeutig und
stetig, und zwar die ersten Ableitungen derart stetig, dab fir
zwei Punkte 1 und 2 der Fliche in geniigend kleiner Ent-
fernung 7,,:

ave _
abs. ik < endl. Konst. 7%, ,
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wo hyz?) eine beliebige tangentiale Richtung vorstellt, dann
kann man aussagen, daB ¥ mit seinen ersten Ableitungen im
ganzen Gebiete t eindeutig und stetig ist.

Es folgt dies leicht aus dem Satze IX meiner Abhand-
lung I zur Potentialtheorie ’) mit Hilfe eines bekannten Theoremes
von Halder.?)

Die Analogie wird noch grifer, wenn man fir ¥V die
folgende Differentialgleichung in t fordert:

AV=—X— 3_@

as’
wo s eine beliebige feste Richtung, X eine gegebene Funktion
von (zys), O eine gegebene, stetige allgemeine Potential-

funktion in r vorstellt, bei den Voraussetzungen:
abs. | X 2 Z endl. Konst. f,,

abs. | 6 2 < endl. Konst. ¢

127

4 echter Bruch.

Auch in diesem allgemeineren Falle ist ¥V mit seinen
ersten Ableitungen in ganzer FErstreckung von r eindeutig
und stetig.

1) cos(hygx) = cos(hyx)+ &4, ...; |6 | < endl. Konst. 7y, ...

?) Abhandulngen zur Potentialtheorie (Berlin, F. Dimmlers Verlag,
1901 —1902).

3) DaB bei der Voraussetzung iber f:

ff--——hf
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Anhang.

Die von mir in dieser Abhandlung gegebene Methode
beruht auf der Umformung der Gleichungen des elastischen
Gleichgewichts 7) auf die Form 8): :

a0
Au—!(z1u-—292)=—Fl,

30 2t
A‘U—!(A‘U—25—!})——F’, k=r:t,

20
dw — ¢ Aw—2a—z =_F3'

und der Reihenentwickelung von v w nach Potenzen von t.
Die Methode gilt fur

—1<1<1
also fiir den Bereich von k:
—1<E< 4 oo.

Nach dem hier gegebenen Beweise kann man nun auch
die fritheren Entwickelungen, durch welche von Lauricella und
E. und F. Cosserat die Losung versucht wurde, in den Grenzen,
in denen diese Entwickelungen konvergent sind, sicher stellen.

Wir wollen die Entwickelung, die von der Form:

20
Au-}-ka—z——f,
20
117 V dv +k—= —f,,
) +RyT=—1,
o6

ausgeht, nach Potenzen von & als die Entwickelung von Lauri-
cella bezeichnen.
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Man setzt bei derselben:

118)

o )
! f

°M8 Otja CMB

g
I

Te =
= =

~- .-

ikt w;,

75

wobel die Funktionen u; v, w; in der folgenden Weise ge-

bildet werden:

1 dz
b il
1 dt
Y = Z;jfs'——vo
0 47lffs

0

119) «
e 4naxf0‘" F _U"
1 23 dr
% —n:}f"-’-'7 -7

L2 o2,

U, V: W, die Potentialfunktionen des Gebietes © mit den Rand-

werten:

U =g 15 U

d
120)! ¥, =4_J;‘[,,7’, Voumis

1 93 dz
T W s
az.r‘ l1'

1 dr
W°=Z;¢jf’ - W'=4

i
“4nozd 'y
1 2 dr

b [ s
47:33/.[ =1y

y b=1,2...

an w.
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Fiir:
121) 1<k<+1

kann man analog, wie in § 3, nachweisen, daf die Reihe:

BdJ, j=012...
in der:

122) Ji = [t de
gesetzt ist, konvergiert, mit Hilfe der Ungleichung:
123) B J; < a-k*, | a endliche Konstante.

Andererseits geht die Formel 46) S. 57, auf die es vor
allem ankommt, in die folgende tiber:

0, 1 1|38 p, drl
124) 0«=——-l——(0t—-|—na—ﬁjoi—lf[)'i"Hs

und hierauf die Formel 51) 8. 58 in die folgende:

=1 c
‘abs. l 0.‘ ﬁ < *2 [(1 + 8,) C(_l +W abs.Max. 0,‘_1] T:Q’

(0Zr;<o(1—10)9,
wo & eine Zahl ist, die durch Vergroferung von ¢ unter jeden
beliebigen Kleinheitsgrad herabgedriickt werden kann, und
hierauf ist es auch moglich, die Konvergenz der Reihen 118)
und ihrer ersten Ableitungen zu beweisen.
Man kann also zeigen, daf die Lauricellasche Entwicke-
lung filr:

125)

—1<k<+41
die Losung des Problems darstellt.
Wir wollen schliefilich die Entwickelung, die von der Form:

26

A“"—"f (Au_a_x) =—%n <p1=(1_”)fn

x

: 20
126) Av—x(dv—59)=—(pg, (p,=(1—x)f" k=1_ ;

x

20
Aw—n(dw—az) = — @y, ¢ — (1—2)f;,
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ausgeht, nach Potenzen von x als die Entwickelung von Cosserat
bezeichnen. Man setzt bei derselben:

127)

w= 23 xtu,
0

®
10 = Xéx'y,,
1]

@
w= 23 %' w;,
0

wobei die Funktionen w; v, w; in der folgenden Weise gebildet
werden:

128)

.

1 dr
%y =z;;'f"’*7_U°'
1 dz
=g fny P
1 dr
“’o‘—';‘;,f"”s?—Wo'

"i_“"+4 ax =k g

U:; v, IV,; die Potentialfunktionen des Gebietes + mit den Rand-

werten: %
S o __l_a_fg, dr
* TiRJO Ty BT Inazd
1 d
129){ 7, =4—n.[¢’7t' g ayfo,_ =1,2...} anw.
1 dr 1 93 dr
Wo=z.f¢’-‘;""‘*aa—zf”f-'7'
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Fur:

130) —1<x<+4+1

kann man analog, wie in § 3, nachweisen, daf die Reihe:

X2 J;,

in der:

181) Ji = f6rdx

gesetzt ist, konvergiert, mit Hilfe der Ungleichung:

182) x**J; < a-x?, | a endliche Konstante.

Andererseits geht die Formel 46), auf die es vor allem
ankommt, in die folgende itber:

6;_. 1 1| 92 d
138) 6,= + " — 5(9‘—' e L

) + HH
und hierauf die Formel 51) S. 58 in die folgende:

. o 5
IBbS. |0‘ |f < 2 [(1 +Ev') C‘_I+EJO(I: (’)'_—‘ abs. Max. 0.’_1]1':‘2,

0<ry<a(l-9)9,

134)

wo ¢ eine Zahl ist, die durch Verkleinerung von i unter jeden
beliebigen Kleinheitsgrad herabgedriickt werden kann, und
hierauf ist es auch moglich, die Konvergenz der Reihen 127)
und ihrer ersten Ableitungen zu beweisen.

Man kann also zeigen, daf die Cosseratsche Entwieke-
lung filir:

—1<x< 41, _%<k<+m

die Losung des Problems darstellt.
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Unser Beweis kann also auch dazu dienen, die Lauricella-
schen und Cosseratschen Entwickelungen streng zu begriinden,
die Entwickelung von Lauricella fiir:

—1<k<+1
die von Cosserat fir:

—é<k<+m.

Unsere Entwickelung ist die allgemeinste, sie gibt die
Losung des Problems fiir:

—1<k<+ o.

Fiir manche Untersuchungen wird noch die folgende Be-
merkung von Wichtigkeit sein:
Es ergibt sich nach den Ausfithrungen des § 5:
|¥6,| < endl. Konst. 4 - m',
abs. |1'6;|} < endl. Konst. Amfri,, |m < 1,
0 <ry<o(1—9)),
abs. |6, (1< Cortyy (0<73<0)
und 4 den grbferen der heiden Werte C, und abs. Max. 6,
darstellt ; dabei sind die hier auftretenden endlichen Konstanten

lediglich von der Gestalt der Oberfliche w abhiingig.
Bei der Definition von

wenn

duw,
¥4
durch die drei ersten Formeln 15) S. 44 ist mit Riicksicht auf

Satz I des II. Abschnittes und Zusatz 4 zu III des I Ab-
schnittes der vorstehenden Abhandlung

A 2 abs. Max. (F,, F;, F,) - endl. Konst.,
und es folgt somit:

|0| < endl. Konst. abs. Max. (F,, F,, F),
135) 4 abs.|6|2Z endl. Konst. abs. Max. (¥, F,, F,) r,,

(0<ry <0, (o' <o),

W, A%
=0 tTay T
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wobei 4 ein ganz beliebiger echter Bruch sein kann und die
endlichen Konstanten in keiner Weise von den Funktionen
F, F, Fy abhiingen.

Die Losungen u,v,w des Problems 7) S. 41 erfiillen also
stets die Ungleichungen:

abs. Max. (u,v,w, D,u, D,v, D,w) < endl. K. abs. Max. (f,,f5,f3),
136){ abs.| 012 < endl. Konst. abs. Max. (f,, fy, f3) ;.
wenn D,u, D,v, D;w irgend welche erste Ableitungen von
%, v, w bezeichnen.

Ist

__3fy  afy | 3f,

so ergeben die Ausfihrungen des § 7 (Formeln 103), 105)) mit
Riicksicht auf das soeben gefundene Resultat 136) die Un-
gleichungen:

157 [abs. Max. (u,v,0,D,u,D,v,D,w) < endl. K. abs. Max. (f, f5.fo. F),
)l abs.|0 % < endl. Konst. abs. Max. (f}, f3, f3, F) riy,

wobei nach wie vor 1 ein beliebiger echter Bruch ist und die
endlichen Konstanten in keiner Weise von den Funktionen
f, fy fy abhiingen.

Die Formeln 137) sind noch einer weiteren Verallgemeine-
rung fihig, worauf ich bei einer spiteren Gelegenheit zuriick-
kommen werde.



