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Zur Theorie der Spektrallinien IL

Von F. Lindemann,

(Eingelaufen 7. Februar.)

Tn meiner fritheren Arbeit!) wurde die vereinfachende Vor-
aussetzung gemacht, dass der schwingende, Licht aussendende
Korper (das Atom) eine kugelformige Gestalt habe. Hs war
dies notwendig, um einen allgemeinen Uberblick {iber die zu
erwartenden Vorgiinge zu gewinnen, besonders aber, weil nur
bei der Kugel die vollstindige mathematische Durchfithrung
miglich schien; iiberdies lag die Vorstellung nahe, dass alle
Atome wie Kugeln behandelt werden konnten. Nachdem aber
die bet der Kugel sich fiir die Wellenliingen der Spektrallinien
ergebenden Resultate in mancher Beziehung mit der Erfahrung
nahezu in Uebereinstimmung sind, wie sich besonders beim
Vergleichen der Spektren verschiedener Elemente ergab, bleibt
die Frage zu untersuchen, ob nicht durch eine andere Annahme
iiber die Gestalt der Atome die Ubereinstimmung verhessert
werden kann.

Im Folgenden wird der im Lichtiither gemiiss den Gesetzen
der Elastizitiitstheorie schwingende Korper als drelaxiges
Ellipsoid vorausgesetzt. Hs zeigt sich, dass sich auch fiir ein
solches die mathematische Theorie durchfiihren liisst (was his-
her nicht gelungen war), und dass sich daraus fiir die Beur-
teilung der in den Spektren der Elemente auftretenden Serien
und vielleicht auch des sogenannten Zehmann-Effektes neue
Gesichtspunkte gewinnen lassen.

1) Sitzungsberichte, Bd, XXXI, Heft 4, 1901, p. 441 T,
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Eingehender sind dann noch die Rotationsellipsoide be-
handelt; es ergibt sich, dass bei ithnen das Spektrum in eine
Haupt-Serie und unendlich viele Neben-Serien zerfillt, die
Haupt-Serie aber bei den Sphiiroiden nur aus einer Linie oder
aus sehr wenigen Linien besteht. Diesen Charakter zeigen
nun gerade die Spektren der Klemente aus den beiden ersten
Mendelejeffschen Gruppen nach den Untersuchungen von Ryd-
berg, Kayser und Runge. So war es miglich, auf die
Spektren der einzelnen Tlemente die mathematische Theorie
anzuwenden und umgekehrt die Gestalt der Afome dieser Ele-
mente nitherungsweise zu bestimmen.

Schliesslich ist noch als Grenzfall ein Sphiireid mit un-
endlich grosser Abplattung betrachtet; dasselbe fithrt auf die
Balmersche Formel fiir die Spektrallinien des Wasserstoffs,

Manche der nachfolgenden FEntwicklungen haben zuniichst
noch heuristischen Charakter; aber mehr war hei der Kom-
pliziertheit des Gegenstandes wohl kaum zu erreichen.

§ 16. Einfithrung der elliptischen Koordinaten.

Die ‘Schwingungen zerlegen wir mit Clebsch in longi-
tudinale und transversale (vgl. § 1); erstere hiingen von der
Gleichung
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wenn ¢ = U, ¢ =V, ¢ =W drei Losungen der Gleichung (2)
bezeichnen. Man setzt dann fiir periodische Schwingungen

4) P =2 (I, cosin n bt II, sin nbt),
(%) U= 2(2, cosinnat+ Q,sinnat),

und analog fiir V und W, wo nun 17, und II; der Gleichung
(G) A2 I[n + n* ]jn =0
genfigen miissen, und ebenso 2, 2, der Gleichung
(7) A* O, +n* Q, = 0.

Sollen die Schwingungen innerhalh und ausserhalb eines
durch ein Ellipsoid begrenzten Korpers untersucht werden, so
wird man elliptische Koordinaten einfithren. Wir setzen also,

indem wir uns in der Bezeichnungsweise an IHeine!) an-
schliessen:

onr

L= -,

¢
() Ve Vi Y
) bV et — b ’
g = Vf- AVer— i Ver—
c ]/(;2 _ I !
wobei

w>op>c>u>0>r>0

sein soll, so dass die Gleichungen

22 o 2

((‘)) ’Qi_}—ﬁ Z)._‘)’_}—‘)Q'—‘ 3_1_0’
2 2 -2

10 AT TP A -

(10) wr T W=ttt 1=0,
20 y? 22
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) Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl,, Bd. 1, p. 352 ff.
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bezw. ein Ellipsoid, ein einschaliges und ein zweischaliges
Hyperboloid darstellen.

Die Differentialgleichung (7) gelit dann bekanntlich itber in

920 20 *0
2yt wo_ Qe Sfm PR "
(=) 5a — (o u)a,]2 (=) 5

ot (g9 (oF — 1) (it — %) 2, = 0,

wenn noch

(12)

"

Yre

i

B j Cdr ’_f" K7 |
13) IWar-m—e T Ve ey
(13

1

0
S J dl

e -owme s

gesetzt wird. Bezeichnet man ferner mit =, H, 7 Funktionen,
die bezw. nur von &, 5, { abhiingen, so wird 2, = 5, /H, 7,
eine partikulire Losung der partiellen Gleichung (12), wenn
Z, H, 7Z den folgenden gewshnlichen Differentialgleichungen
geniigen:?)

%t;:. —Zr gt A+ D=0,
5
7
(19) ((z f 4 H (b 4 A+ B) =0,
& Z

WEE At A B =,

wo A und B willkiirliche Konstante bezeichnen. Fithrt man

die urspriinglichen elliptischen Koordinaten ein, so werden diese

Gleichungen von der Form

P AN T zdz‘l 992 _ 2_2‘&‘_1

(2 — ) (2 c)(“;,—{—l[al b ch/I
Lt 4 A2+ Bl A= 0;

) Vgl. die entsprechenden Rechnungen bei Heine a.a. O., Bd. 2,
p. 164 ff. sowie Klein und Pockels: Uber die partielle Differential-
gleichung A u+4-%k%2u =0 und deren Auftreten in der mathematischen
Physik, Leipzig 1891, p. 133 {f.
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und =, H, Z sind Integrale dieser einen Gleichung, in der 4
durch s, » oder o zu ersetzen ist. Der Ubergang zu den
Variabeln £, #, { geschieht durch die Formeln

p=c-dam (I —cé&;x), v=>0-sinam(cn;x),

(16) o=c-dam(icl;x),

wo x*=-"—, #*=1—x* den Modul und den komple-

mentiiren Modul bezeichnen.

§ 17. Die eindeutigen Losungen der aufgestellten
Differentialgleichung.

Es handelt sich jetzt darum, zu untersuchen, ob die in
der Differentialgleichung (15) auftretenden Konstanten A4 und
I3 sich so bestimmen lassen, dass wenigstens eine Lisung der
Gleichung eine iiberall eindeutige Funktion von 4 wird. Is
ist das dieselbe Aufgabe, welche bei den Funktionen des ellip-
tischen Zylinder auftritt, wo es darauf ankommt, die Konstante
B in der Gleichung
TOTN i

s (W cosint g — B)E(¢) =0
(l (/20

so zu withlen, dass ecines der beiden partikuliiven Integrale
eine eindeutige periodische Funktion von ¢ wird. Diese Auf-
gabe hat bekanntlich Heine geldst, indem er diejenige trans-
scendente Gleichung aufstellte und untersuchte, welche zwischen
den Konstanten 2 und B bestehen muss, damit eine solche
tiherall eindeutige Lisung mdglich ist.

Indem ich (dem Vorgange Hermite's bei der Lamé-
schen Gleichung folgend) von der Gleichung dritter Ordnung
ausging, die durch das Produkt der beiden partikuliiren Inte-
grale von (17) befriedigt wird, habe ich gezeigt,!) wie man

) Math. Annalen Bd. 22, 1883. — Die Heineschen Funktionen
finden Dbesonders bei dem Probleme der Schwingungen elliptischer Mem-
branen ihre Anwendung, worauf Heine schon kurz hinwies (a. a. 0.,
Bd. H, p.209). Eingehender ist dasselbe auf meine Veranlassung von
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die Heinesche cindeutige Lisung als Grenzfall aus der allge-
meinen Losung, die fiir beliebige Werte von 8 und 1 giiltig
bleibt, herleiten kann, und zwar durch Anwendung funktionen-
theoretischer Schliisse, mnicht (wie es bel Ileine geschicht)
durch rechnerisches Verfahren. Kine analoge Schlussweise liisst
sich nun auch auf unsere obige Gleichung (15) anwenden, wo-
durch dann wenigstens im Prinzipe die Frage nach dem Auf-
treten eindeutiger Lisungen beantwortet ist; wenn auch die
nithere Untersuchung  der betreffenden  transscendenten Glei-
chungen noch aussteht.

Durch die Substitution
(18) ==
geht die Gleichung (15) iiber in

o* J o . 8 dj
== S 338 =262 D)
F At By =0,
4 2
n*=dn*l? A'=14 D= fz)’,w xt = ;;.L.

An der Stelle ¢ = o0 hat das Integral y der Differential-
gleichung (19) einen wesentlich singuliren Punkt, wenn 2*
von Null verschieden ist; ausserdem treten nur die Punkte
t=20, =1 und ¢{=2* als singuliire Punkte auf.

An der Stelle £ =0 lautet die Fuchssche determinierende
Fundamentalgleichung

s(s—1)+ Ls=0.

Folglich sind zwei von emander unabhiingige partikulire

(19)

Integrale durch die Ausdriicke

Joh. Schubert in seiner Inaugural-Dissertation (Uber die Tntegration
der Differentialgleichung . . .. fir Flichenstiicke, die von confocalen
Ellipsen und Hyperbeln begrenzt werden, Kénigsberg 1. P. 1886) be-
handelt worden. Dies sei als Ergiinzung zn den bei Pockels (a. a. O,
p. 117, 1891) gemachten Literaturangaben erwiihnt, wo iiberdies gezeigt
wird, dass gewisse von Schubert (und bei Parabeln von Weber) ge-
machte Beschriinkungen nicht notig sind.
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Yoo = Qoo & Gy £+ Qoo ¥ 4 -+
Yor =Vt by + Doy t -+ bpp 12+ -+ )

gegeben; die Reihen konvergieren in dem Kreise, welcher um

(20)

den Punkt £ = 0 mit dem Radius Iins geschlagen werden kann.

Tiir den Punkt # =1 ergibt sich dieselbe determinierende
I'undamentalgleichung. Fiir das Innere eines Kreises mit dem
Radius Eins und dem Mittelpunkte £ = 1 gelten also Fntwick-
lungen der Form

2
.7/m=a10+an(1 __1)+ “12(1 —f) o
2

‘.’/11=1/1 _f[.bw'l'bu(l_t)'*"bm(l "—t) -+ ]
In dem gemeinsamen Gebiete beider Kreise hestehen
zwischen den Integralen (20) und (21) Gleichungen der Form
(22) Y10 = @ Yoo T Po You

Y2 =70 Yoo T+ %o Yor
wodurch die analytische Fortsetzung der Integrale iiber das
urspriingliche Konvergenzgebiet hinaus vermittelt wird.

In dem Punkt #=2:x? endlich ergibt sich wieder dieselbe
Fundamentalgleichung, so dass auch hier zwel partikuliire
Integrale in der Form

e— -2 a2 2

Ysg == g + gy (2 — 1) 4ty (* — O + -+ -
Yn= Vi —1t [B29 1 bgy (2 — &) + Dgy (* — > 4 - -]
aufgestellt werden kinnen. Die Reihen konvergieren in einem
Kreise mit dem Radius 2* — 1 (es ist ja %x*>1) und dem
Mittelpunkte # = »*; dieser Kreis hat mit dem Konvergenz-
kreise der Reihen (21) ein Gebiet gemein, in dem Gleichungen
der Form
(24) Yo = & Yyo 1 Y

Yor = 71 Y10 1 01 Yy
bestehen und die Fortsetzung der einzelnen Reilien vermitteln,

Betrachten wir jetzt die Funktion

(25) n=aiys+ by,
1903, Sitzungsh, d. math,-phys. KI. 3
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wo @ und b Konstante seien; dieselbe bleibt nach (23) unver-
indert bel einem Umgange um den Punkt 2% Lassen wir die
Variable ¢ einen Umgang um ¢ = 1 beschreiben und bezeichnen

mit 4* den Wert, den 7 dabei annimmt, so ist nach (21)
und (24)

= (o Yy — By 00 Y — O Y1)
= a(a, Y+ B 1) + 0y vy + 0, 4y,
— 4w, By 40y 0) Yo Yr
=ayy+byn—4(@a fi+ 0y 0) Uy
=g —4(aa, B, + by, 0) Yo ¥y

Werden nun die Konstanten a, b so bestimmt, dass sie
der Bedingung

(26) aa,fy+by 6, =0

gentigen, so wird #* =15, d. h. die Funktion » lisst sich so
nach Potenzen von (* — #) entwickeln, dass die Entwicklung
in dem ganzen Kreise konvergiert, welcher in ¢ ==3? seinen
Mittelpunkt hat und durch den Punkt ¢ = 0 hindurchgeht
(also den Punkt =1 einschliesst).
Inshesondere kann 4 gleich dem Quadrate eines Integrals

y werden; dann muss entweder ¢ =0 oder b =0 sein. Ist
« =0, so folgt

71 =0 oder §, =0,
ist b =0, so folgt

a, = 0 oder i, =0.

Im Falle y, == 0 setzt sich nach (24) die Funktion #,, (bis
auf einen Faktor) direkt in y,, fort, so dass

Yo =0, Yy = V(=8 —1 [Ca0 - €21 (¢* — 1)
A Gy (=D - -]
Im Talle 6, == 0 setzt sich y,, in y,, fort, und es wird

(28) Yoy =y Ypo = Vot —t [y by, (5 — ) F by (62 — 1)t -]

(27)



F. Lindemann: Zwr Theorie der Spektrallinien I1I. 35

Im Falle a, = 0 ergibt sich

(29) Yoo = By Yss =V’1—_? [céo + €1 (2> — 1) + co2 (> — 1)} - ]
und im Falle g, = 0:
(B0)  #hpo == 0y Yyg = yq + gy (#* — ) + gy (x* — D> + - - .
Diese Rethen (27), (28), (29) und (30) konvergieren
siimtlich in dem Kreise mit dem Radius x»* und dem Mittel-
punkte £ =
In gleicher Weise kann man eine Funktion
B 1=y Yo+ b yh
bilden, die beim Umgange um ¢= 0 ungeiindert bleibt; zu
dem Zwecke miissen ¢, und b, der Bedingung

(32) aay fio 4 b vy 0, =0
genligen; und diese Funktion (31) wird ein vollstiindiges
Quadrat, wenn «, oder b, verschwindet, was wieder zu vier
Moglichkeiten fithrt, nimlich:

Wenn y, =0 ist, so wird
(33) ¥y =9 Yo = Vi (1—"' tr)i Lo+ et te gt 4+ )
im Falle 8, =0 haben wir
(34) Y =70 Yoo = ]/1_7': t [bm Fhut byt + -
im Falle a,=0:
(35) Y= BoYor = V' [00 + Cort 4 Cop t* -]
endlich im Falle f, = 0:
(36) Yo=Y =0+ a, A =8+ a,1 -8+

= ay [ty + g t 4 ag, >+ -+ - -]
Diese Reihenentwicklungen (33), (34), (35), (36) gelten in

einem Kreise mit dem Mittelpunkte ¢ =0 und dem Radius 2.
Jede der Gleichungen

(37) a, =0, B,=0, y,=0, =0,
(38) a, =0, fi=0, y,=0, 6,=0
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gibt eine transscendente Beziehung zwischen den Konstanten
A und B, deren Bestehen es ermiéglicht, fiir eines der parti-
kuliiren Integrale den Konvergenzbereich iiber die urspriing-
liche Grenze hinaus zu erweitern. Insbesondere aber kann
es vorlkommen, dass eine der Gleichungen (37) mit einer der
Gleichungen (38) gleichzeitig erfiillt ist; dann dehnt sich der
Konvergenzbereich iiber die ganze Ebene aus, und das Integral
y wird gleich einer ganzen transscendenten I'unktion von ¢
oder gleich dem Produkte einer solchen Funktion in einen
oder mehrere der Faktoren
1/t) ]/1 - tv 1/Z2 -

Hierbei sind folgende Fiille zu unterscheiden:

1) aqg=0 und a, = 0; die Gleichungen (29) und (35)
geben zwei von einander verschiedene partikuliire Integrale;

2) a, =0, f, = 0; die Gleichungen (30) und (35) gelten
gleichzeitig; es wird also
(39) Ay Yo = U fo Y1 = Yso = Vt - gy (&),
wenn ¢, (f) eine ganze transscendente Funktion bezeichnet;

3) ap=10, y,=0; man findet aus (27) und (35) zwel
verschiedene partikuliire Integrale;

4) ay =0, 6, =03 es wird nach (28) und (35):
40 , — N S o
(40) "1Y0 =" ﬂo.’/m_.’/m_vt(” — -9, (),
wenn ¢, (f) eine ganze transscendente Iunktion bedeutet;

5) =10, a,=0; (36) und (29) geben zwei verschiedene
partikuliire Integml(,,

6) =0, #,=20; aus (36) und (30):
(41) @y Yyo = 0y o Yoo = Yao = Yo ();

7) fy=0, y,=0: zwel verschiedene partikuliire Inte-
grale, dargestellt durch (27) und (36);

8) fo=10, 0, = 0; aus (28) und (36):
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(42) Y1¥10 = 71 % Yoo = V2o = 1/’2‘2 —t- Ys ®);
9) 7,=0, a, = 05 aus (29) und (33):

(43) B = By 0 Yor = Yoo = Vi (1 :t_)- Y1 (B3
10) 7, =10, f, = 0; (30) und (33) geben zwei verschiedene
partikuliire Integrale;

11) y,=0, 7, = 0; aus (27) und (33):

(44) 0,9, =040, Yoy = Yoy = Vi (1__ t)_CT:—f) 123 ()3
12) 3, =0, 0, = 0; (28) und (33) geben zwei verschiedene
partikuliive Integrale;

13) 8, =0, a, = 0; aus (34) und (29):

(45) By Y = By 70 Yoo == Y20 = Vi—¢. gz @3
14) 8, =0, p,=10; aus (30) und (34) erhiilt man zwel
verschiedene partikuliire Integrale;

15) 8, =0, y, =0; aus (27) und (34):

(46) 0,41 = 700, Yoo = Yy = 1/Zf; t) (;r; t) "G (1)

16) 0,=0, 6, =0; zwel verschiedene partikuliire Inte-
grale aus den Gleichungen (28) und (34).

Es gibt somit acht Moglichkeiten, dargestellt
durch die Gleichungen (39) bis (46), in denen sich ein
partikuliires Integral der Gleichung (19) durch eine
in der ganzen Ebene giiltige Formel derart darstellen
lisst, dass dies Integral gleich einem der folgenden
Ausdriicke wird:

G Vig ), VIi—tg, (D, Vit —tg, (),
D) V(A=) (=) gay (B, Vir—t g, (0, VEA =8 9,5, (D),
Vil =6~ ) 610 O,
wenn mit ¢ gewisse ganze transscendente Funktionen

bezeichnet werden. Jeder dieser acht TFille ist dadurch
charakterisiert, dass zwei von den Gleichungen (37) und (38)
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gleichzeitig erfiillt sind, d. h. je zwei transscendente Gleichungen
zwischen den gegebenen Konstanten n?, 4 und B. Eine weitere
Diskussion?) dieser Gleichungen in Bezug auf Existenz und
Eigenschaften der Wurzeln lassen wir vorlitufig beiseite.

§ 18. Entwicklungen nach Produkten ®; (1) ®;(»).

Wir bezeichnen mit &%) (u) fiir i =1,2,3
Reihe naeh die (47) aufgefithrten acht Funktionen; die Indices
1, s beziehen sich auf die verschiedenen Werte von n und
A, und B, durch welche sich die Funktionen unterscheiden.
Wir lassen der Kiirze halber die Indices fort und nennen die
eine Funktion ®, die andere ®,; der Indix ¢ soll beiden
gemeinsam sein. Hs geniige & der ersten Differentialglei-

chung (13):
> ® 3,0 9 )
(48) T O (n® pt 4 A p* 4 D).

, ... 8 der

Wir wenden hier das in solchen Fiillen {ibliche Verfahren
an, multiplizieren diese Gleichung mit &, (x) und integrieren
nach & zwischen 1 und X, d. h. nach g zwischen b und ¢,
dann wird

u) Ly

(49)f @5 (,U) dé= f Wt Apr4-B) G (n) -G, (1) dé

und nach zweimaliger Anwendung der partiellen Integration
auf die linke Seite

(Z (\) (u\)
_._5‘(5)

Die rechts auftretende eckige Klammer ist

[V‘(}ﬁ — 1) (1 — ) (6}1 DE %;c) 06y (/L))Jb’

(l(

d® (/L)

— ()

+[o() 40, (“]

L

) Eine solche wird man mit analogen Methoden durchfithren
konnen, wie sie Poincaré fiir gewisse Fiille angewandt hat: American
Journal of mathematics, vol. XII, und Rendiconti del circolo matematico
di Palermo, t. VIil, 1894,
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also gleich Null. Die linke Seite von (49) bleibt somit unge-
indert, wenn man O (u) mit &, (1) vertauscht; folglich wird

(n*— n) fv:u"‘ OGS, ()dE+(A—A) jl',uz(Si ()G ()dé
L e

(50) S
+ (B = B,) {6 (1) & (1) d = 0.

Ebenso finden wir aus der zweiten Gleichung (14)

(02— ) 146 0) 6, )y + (A — ) [ 6 ()6, )y
0 0

51 K
G +@B=DB) S, (r)dn=0.

Ist insbesondere % = n,, so folgt aus (50) und (51)

I I
Jreee6,0mdy 66, (wdé
0 K

K K
=606 0dy O WS, (W)dé&
0 ¥
oder

(52) fd 7 fn(‘u2 — 1) O (1) G, (1) O ()G, () dE=0,
0 I’

wo nun & und &, sich auf dieselbe Zahl n, aber auf ver-
schiedene Werte von A4 und B beziehen; die Gleichung gilt
nicht mehr fiir 4 = A, und B = B, denn dann enthiilt die
linke Seite neben dem Faktor u®—»?, der stets positiv ist,
das vollstiindige Quadrat [® (1) - ® ()], welches auch positiv
ist, es sel denn, dass A und I komplexe Werte haben. In
letzterem Falle aber konnte man &, (1) gleich der zu ® (u)
konjugiert imaginiiven Funktion setzen, und es wiirde sich
aus (52) eine Gleichung der Form
K

Fyd
Fdn =) +g)dédy=0
.

v

ergeben; und eine solche kann nicht bestehen, da bei der
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Integration stets n* > »* ist. So ergibt sich beiliufig,
dass nur reelle Werte von .4 und B den im vorigen
Paragraphen erwithnten transscendenten Gleichungen
geniigen konnen, wenn »* reell ist,

Setzen wir nun zur Abkirzung

K K
Ty= o f (=) 6 ()6 ()6, (1), () <,
] re

K

\f dy J’ (1 =G ()OO, (1) S, () dE

Ty (dn (=) 22 © (1) ()G, (1) 6, () d &,
0 K

so leitet man aus (50) und (51) leicht die drei Gleichungen ab
R —n) Ty -+ (A4 — AT, =0,

(53) (n*—un) 1, — (B— D) T, =0,
(A—A) T+ (B— DB) T, = 0.

Die aufgestellten Relationen wird man benutzen, um ge-
gebene Funktionen von x und » nach Produkten & (1) & (»)
zu entwickeln; insbesondere ist fiir den I'all n ==, dic Re-
lation (52) wichtig. Sei in diesem Ifalle

(54) folﬁ—- I & (1) 6 (),

wo also alle rechts vorkommenden Funktionen & sich auf die-
selbe Zahl » beziehen; und je nach Waht des Index i he-
stehen acht solche Gleichungen. Wir multiplizieren beiderseits

] () ( §0D (1) 2 g2 : 5 :
mit G0 (1) S0 (v) (1* — »*) und integrieren nach & und ¥,
so ergibt sich aus (52):

w(n) ‘s d 775 (IL —_ 7;‘2) [@)(n) “) U(n) (1') df
(53)

K

*
j‘ dy f (1> — ) [ ey ) @0 (1) §® () &
=

0
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Inshesondere kann man eine Konstante, z. B. die Einheit
nach der Formel (54) entwickeln; dann wird

(56) =27 O (1) B @),

wenn 9,5 durch die Bedingung
K K )
i i =% 61 0 03 091 as

—yMjm—w%wwm&www

bestimmt wird; es bestehen wieder acht verschiedene Gleich-
ungen von der Form (56).

Fiir das Folgende ist noch die Aufgabe wichtig, die Reihen
(5R) XAy Iy G (1) ®is () und 205 1s Ous (1) Gy ()
durch diejenige Funktion f (1, ») zu bestimmen, welche durch
die Relation (54) dargestellt ist.

Wie man mittelst der ersten beiden Gleichungen (14) leicht
hestiitigt, geniigt jedes Produkt

7= 6% (1) 632 (1)

den drei partiellen Differentialgleichungen

L,
PG B AL 0 ) B )] =0,
2 20

(50) 9% Ll it 2 AT (i —08) o B 0 )] =0,
*r 02
D) + 3 )/ Al (ut —vh) 4 Ay (it — )] =0.

Multiplizieren wir die zweite und dritte Gleichung mit I,
und summieren nach s, so folgt mit Riichsicht auf (54):

(1, ) (e, v)
2 AT 2 T % % 2 (2 2) . F ,
? 3 & 4 3 nt u vt (u ), )

- (1“’2 - "2) 2 Bl's E‘s @jxs (/“') @st (">
S

und
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R W)

5 & + A0 = n? (ur— ) [ (1, r)
-—}- (lll,?‘-— 1'2) 2:1 -Ais Es 6}{5 (M) @c’s (V)v

womit die gestellte Aufgabe erledigt ist, die Werte der Reihen
(58) zu bestimmen. Zwischen den beiden Reihen besteht die
aus (59) folgende Relation:

3 f (ae,v) (e, 7) .

4 £ E VAL R P S SN N N PO AT T (v
) 5 £ + e wharr(rt—n Ais Tis®;5(10) &4 o (v)
+ O — ut) 2B I 5 (1) G5 ().

Ist inshesondere f(u,v) =1, also I, = y;;s, so gehen die
aufgestellten Relationen in die folgenden iiber

20 Bis yis G5 (1) Gys (0) = 02 /ﬁ. »?,
(60) °
2 Ais yis Gis (1) Gis () = — 02 (24 1?),

wobei alle links stehenden Ausdriicke sich auf denselben
Index n hezichen, und die Koiffizienten y? durch (57) definiert
sind. Fir i=1,2,3,...8 erhiilt man acht Paare solcher
Gleichungen.

§ 19. Elastische Schwingungen eines im Lichtather ruhenden
Ellipsoids.

Um die Elongationen elastischer transversaler Schwingungen
analytisch darzustellen, bedienen wir uns der Formeln (3); es
gentigt fiir uns, eine der drei Funktionen U, ¥V, W zu be-
trachten, welche durch (5) und (7) definiert sind; wir erhalten

8

(61) - U=Xxx

(A s cosin g at 4= Dy, s sin nga £) G0 (1) G (v) B (o).
Hier bedeutet ¢ die Elastizitits-Konstante fiir das Innere

des Ellipsoids; mit 4, s und D%, s sind konstante Koéffizienten
bezeichnet; die Zahl n; bestimmt die Schwingungsdauer des
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einzelnen Gliedes und ist durch weitere Grenzbedingungen noch
festzulegen. Mit

G (D, @y . B,

sind, wie oben, der Reihe nach die in (47) angegebenen Funk-
tionen bezeichnet, welche im Innern des Ellipsoids eindeutig
und endlich bleiben. Jede dieser Funktionen hingt noch von
der Zahl n ab und ausserdem von zwei Konstanten A, I3, die
als zusammengehorige Wurzeln zweier transscendenter Gleich-
ungen nach § 17 bestimmt werden; zu jedem Index i(=1,2,3,...8)
gehoren also bel gegebenem n noch unendlich viele Funktl(men
®;, die in (61) durch den Index s von einander unterschieden
sind, wiithrend der obere Index n sich auf die Zall n bezieht,
von der Schwingungsdauer und Wellenliinge abhiingen und
welche selbst noch wieder vom Index i abhiingt, wie die
spiiteren  Grenzbedingungen verlangen werden; es ist also

nach (19)
2
(G'?‘) U(“) (/) = I’ <bl u [2 ' n? 7/41 -AS b‘z? ]}5> '

wobei der Index i angibt, welche von den acht Funktionen (47)
gewiihlt ist.

Sollen sich nun diese elastischen Schwingungen ausserhalb
des Ellipsoids in den Lichtiither fortsetzen, so gilt fiir das
Aussere eine ganz analoge Formel. Es werde durch die
Gleichung

((;))) 0= 0,

die Oberfliiche des betrachteten Ellipsoids, entsprechend Gleich-
ung (9), dargestellt. Ausserhalb desselben ist dann immer
0 > 0o hier kommen also die kritischen Werte b und ¢ fiir o
‘nicht in Betracht: es braucht daher hier die zu henutzende
Losung der Differentialgleichung (15) nicht fiir alle Werte von
¢ eindeutig zu sein: wohl aber muss letztere Bedingung auch
jetzt fiir die Variabeln ux und », d. h. fiir die Funktionen
&0 (1) und & (r) erfilllt sein.  Die Konstanten A, und I

sind daher an dieselben Gleichungen gebunden, wie frither;
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nur ist zu beachten, dass jetzt der Elastizitits-Konstante a® ein
anderer Wert «] zukommt. Neben der Funktion G (o) kann

aber im Aussern auch das zweite Integral I (o) auftreten,
das in bekannter Weise aus & gewonnen wird nach der Formel:

i ‘ r 12
(64) DM (0)=C- B (o) f e N
S L g /(0% — Lt 2 2
! [G ()] V(e*— %) (e*—¢?)

wo (' eine zuniichst unbestimmte Konstante bedeutet.

Ausserhalb des Ellipsoids ¢ == g, ist demnach die I'unktion
U zu ersetzen durch die Funktion
8
Uy=22%
n s =1
C Lcosinn Y A1 NS 3012} (1) (53
(@ (A, s -cosimm i+ B sinnga )G () ()G (o)
s
4+ 222
nos i=1

(Cins cosinny @ i+ D, sinng a8 G0 () G (1) D ().

Die hier vorkommenden Funktionen & (1), & (»), ® (), H(0)
wiiren eigentlich zur Unterscheidung von den fritheren mit
einem Index 1 zu verselen, da die Konstante « jetzt durch «,
ersetzt ist; Im Folgenden sollen diese Funktionen mit &y
bezw. 145 bezeichuet werden, wo eine genauere Unterscheidung
nétig wird.

§ 20. Einfithrung der Grenzbedingungen.

Soll an der Oberfliiche des Ellipsoids weder fiir die Dila-
tationen noch fiir die Druckkraft eine Unstetigkeit eintreten,
so miissen Dilatationen und Kriifte an der inneren und der
fiusseren Seite der Oberfliche des Ellipsoids iibereinstimmen.

Beschriinken wir uns auf die Funktion U, so sind die
Dilatationen nach (3)

(6“) u.=0, P = ——= - v, “~=—l ;
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es miissen also die Gleichungen

] U oaU.
67) 2U 23U oU ol

fiir jeden Punkt der Oberfliche ¢ = g, erfiillt sein.

dy ey’ 2z 2z

In Folge der Schwingungen im Innern des Ellipsoids
wirken auf jedes Oberflichenelement Druckkriifte, die in drei
Komponenten N,, N,, N, zerlegt werden sollen, welche in
Richtung der Kurven gemessen werden mogen, in denen sich
die durch den hetreffenden Punkt gehenden confocalen Ilichen
schneiden. Es wirkt also N, senkrecht zur Oberfliiche des
Fllipsoids, N, und N, in Richtung der durch den Punkt
gehenden Kriimmungslinien. Diese Komponenten sind durch
folgende Formeln gegeben?):

-

2] U
N,=2a* [a }_{a " cos(pt, ) — 'ag o cos(r,x)} s

i

U . U
—_ ‘Z o .
N,= « [a 5, cosin (0,2) — 300 - cosin (u, x)
*U
(68) -+ (a o ) cosin (v, z ]

U *?lU U
\7:, — 2 - N'.
2 a [ag 3 cosin (o0,2) + (81' 20 ) cosin (1¢, x)

2

*rU
ey cosin (v, ) |.

Entsprechende Ausdriicke hat man fiir die Funktion U]
und die Konstante @, aufzustellen; nennen wir sie N, N,, N;,
so miissen die Gleichungen

(69) N,=N,, N,=N, N,=N,
an der Fliche ¢ = p, bestehen.

Den fiinf Bedingungen (67) und (69) kann man auf
folgende Weise gentigen. Man setze

) Vergl. Henneberg: Aunali 4 matemation Serie 11, . 9.
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U =22 (B, cosinn; a t 4 W,,; sinn, at),
(70) ey
Uy =222 (i cosinnggay £ 4 B, sin ny ay 1),

ny §
In erster Linie muss natiirlich
(71) Ny = ny; 4
sein. Ferner sei fiir p = o,:
(72) %ni e /1,,,», %,”‘ = D,,,‘, \5,, ;= (J“” <) Snt — D;,,',
wo C,iy Dy, Chiy D, Konstante hezeichnen. Dann st fiir

Q:QO:

351),“ a%ni al\»‘uz 2 QBni
=0, o =0, =0,
9 oy dp v
@3 , .
951371{20 99\9”_0 ?ﬂ%ni_o a\”ni=0
du - R - N - R % ’

wodurch die Gleichungen (67) sich auf die Bedingungen

asb'”._a,:l& aqi‘“'_zi@i‘f fiir 0 = o

reduzieren, die wir durch die Forderung

8 # a:) ”l a’\’" a%ll
(74) 2 5ns fbu =0, - = =0, L =0, ——»)i—'—Ofm 0=0,
0

\

befriedigen. In den Komponenten (68) sind dann auch die
Gheder

Ry U *U *rU  *U

Qp0v’ Qdpau’ duay’ du*’ 9
einzeln gleich Null an der Oberfliiche; es ist also N, =0

und N, = 0 fiir o = g,, und die Gleichungen (69) reduzieren
sich auf

282%7“‘_ ga 9‘;”
o '—a“ 0 (42 3 ,

(75) ¢ ¢
a? 3 %uz . ag 'arzigni

30 ' ot
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welche fiir o0 = p, bestehen miissen. Die Gleichungen (73)
und (74) sagen aus, dass jeder Punkt der Oberfliche
unseres Bllipsoids bei den betrachteten Schwingungen
in Ruhe bleibt und dass die senkrecht zur Oberfliche
wirkenden Druckkomponenten gleich Null sind (wegen

N, =0, N, =0).

Um die Gleichungen (72) zu befriedigen, hat man die in
(61) aufgestellte Xntwicklung anzuwenden; man findet dann

B L -
(16) S B % 60 () 6 0) - 62 (o),
ni ni s
wo der Koéffizient ¢;s durch die Gleichung
(77) oy O (0o) = 7{Y
bestimmt wird, wenn ) durch (57) definiert wird.

Die ersten beiden Gleichungen (74) werden durch die Be-
dingung

4G (o
(78) <_ ,(’_)) —0
TR "

befriedigt, welche die bisher noch fehlende Bestimmung
der Zahlen n gibt, iiber die in (61) und (70) summiert
wurde. Diese transscendente Gleichung zwischen den Grissen
n, A und B, definiert diese Konstanten zusammen mit den
in § 17 besprochenen beiden transscendenten Gleichungen voll-
stiindig.  Nach (71) 1st dann auch », bestimmt.

Fiir die nach (65) in U, auftretenden Konstanten A, I,
C, D sollen die Gleichungen

AP, o) D (o)

lis .
(»—9) ins d 90 ins " ([ ;QO‘ -
{
. 46, (o) d HTY, (0,)
ins on T ins CZQO e

giiltig sein; infolge derselben kénnen wir setzen:
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d H), (20) d B, (o)
L e dO ~Uins, ins =/ T ° "é’go“'"“lns-
(80)
95" (o)) d &9 (o)
fns l “Uius, Dtnsz——'“‘?’ “Oins-
@9, 0,

Es werden dann in (70) fiir ¥,; und W;; folgende Aus-
driicke einzufiihren sein:

d H® (o,) d &M (o) S
g, z:[uw @~ ’,‘( S oRe—, “‘< ] s B2 (1) B0,
31
(\,) Jom0"20h ) g z@moa
0

Hiermit sind auch die dritte und vierte Gleichung des
Systems (74) erfiillt.

Um auch die zweite Hiilfte der Gleichungen (73) zu be-
friedigen, richten wir es so ein, dass &;, und &, fir o = g,
gleich Konstanten Cf, bezw. D, werden. Zu dem Zwecke
setzen wir

Q ") 00) a/lsn _ C’: n 7’(1”1')3’
(82) Y00 ( (2)

Y (7t — ‘ ain

SLis (QO) Z)isn . ])l'n Ve

wenn y{") eine zu den Funktionen &, in derselben Weise zuge-
horige Konstante bezeichnet, wie y( zu ©, gehort, so dass
also nach (56):

(52) 1= 35 702, 64, () 6, 0.

und wo & durch die Gleichung

LA, () a6y, (0
=00 (Frr),_ — oo ()
L‘:”U

do do

Q= €0
definiert wird.

Um endlich auch den Bedingungen (75) zu geniigen, be-
dienen wir uns der Differentialgleichung (15), welcher die
Funktionen 8 geniigen. Is wird niimlich:
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%ni
20

——0C,0@e—F ﬁbwww@www

(0*—b%) (0* — ¢*) -

S (o)
lo

— ¢, n*ot Z: ¢ @(n) (1) &® (v) G (o)
—C, 0 L A el G0 (1) G (v) &) (0)
C . L B et G (1) G (v) B (o),
also filr o = p, unter Benutzung von (76), (77), (78) und (60)

=@ — ) () == Gt e =) g — )
o=0p

Ebenso findet man

=G Tpt) == D@ — )@=
=g

ferner, wenn alle Funktionen mit dem Index 1 versehen und
die Gleichungen (80), (81), (82), (32%) angewandt werden:

*Y, - : 0
@G- () == G — e — )
< =00

=1 @ — ) (o) = Dy (6= s 0

Da «* »? nach (71) gleich a7 »}_ ist, so sind die Gleichungen
(75) erfiillt, sobald nur die Bedingungen
. . . .
(R,;) (Jni == Onia Dni - Dnt’

hestehen.

Um alle Grenzbedingungen zu befriedigen, hat
man schliesslich in folgender Weise zu verfahren:

Zuerst kombiniere man die transscendente Gleichung ( 2)
mit einem der acht Paare von Gleichungen, welche nach §

17
die eindeutigen Lisungen der Differentialgleichungen (14)
1903. Sitzungsh. d. math.-phys, K1 4
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definieren; man bestimmt dadurch zusammengehirige Werte
der Zahlen-Tripel
Mgy x‘i,’s, _B,'S.

Soleche Wurzeln #; konnen in endlicher oder unendlicher
Zahl vorhanden sein; das bedarf noch nitherer Untersuchung,
die wir unten in § 24 wenigstens an besonderen Fiilllen an-
stellen werden. Zu jedem Werte von 7, gehiren Paare von
Werten A;, und Bi: wir haben vorausgesetzt, dass solche
Paare (analog wie in dem entsprechenden Probleme bei den
Funktionen des elliptischen Zylinders) fiir jedes #; in unend-
licher Anzahl existieren, denn andernfalls wiiren die am Schlusse
von § 18 aufgestellten Reithenentwicklungen nicht moglich. Die
wirkliche Durchfithrung dieser Entwicklungen bedarf iibrigens,
wie bel den meisten derartigen Problemen der mathematischen
Physik, einer genaueren Diskussion. Aus den Zablen n; be-
stimmen sich nach (71) die Zahlen #;,;, dann nach § 17 die
Zahlen A, D)ss; die Koidffizienten der auftretenden Reihien
sind durch (77) und (30) gegeben, und endlich die noch unbe-
stimmt gebliehenen Faktoren ¢ und D durch (83). Schliess-
lich bleibt fiir jede Zahl #,, d. k. fiir jede auftretende Schwing-
ungsdaner nur die cine Konstante C,;, bezw. I),; noch will-
kiirlich, d. 1. die Intensitiit der betreffenden Schwingungen.
Um auch diese festzulegen miisste man bestimmte Voraus-
setzungen iiber den Zustand im Innern des Ellipsoids zur Zeit
¢ = 0 machen.

Es scheint als ob den Grenzbedingungen (67) und (69)
nur durch die hier angegebenen Schwingungs-Zustiinde geniigt
werden konnte; zum genaueren Beweise der Kindeutigkeit wird
man das bekannte Verfahren anwenden konnen.

§ 21, TUnterscheidung des vom Ellipsoide ausgesandten und
des absorbierten Lichtes.

Bei Behandlung der Wirkungen einer elastischen Schwin-
ogung einer Kugel auf den Lichtiither (§ 4 meer fritheren
Arbeit) habe ich angenommen, dass die in der Kugel (etwa
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durch Stosse gegen andere Kugeln) entstandenen Schwingungen
sich auf den Lichtither gemiiss den Grenzbedingungeu der
Flastizititstheorie tibertragen, und sich nach allen Richtungen
hin wpach aussen radial fortpflanzen. Dem entsprechend ver-
langten wir, dass in die mathematische Darstellung die Zeit ¢
nur in der Form » — a, ¢, nicht in der Form » 4 a, ¢ eingehe.
Diesem Verlangen kounten wir nachkommen, da unsere Iunk-
tion U, sich damals in der Form

] . sin 7, »
=2 [ L, cosiun a, t 4 I, sinn, a, t] —.
"

84
€ cosin 2, r

-+ }_.; [E, cosin n, a, t + Iy sinn a, 1] —

darstellfe, wo mit » die Entfernung vom Anfangspunkte, mit
B, I, I, I, Konstante bezeichnet sind; wir brauchten
daher nur

= . 1{111=—En

n i
anzunehmen.

Beim Ellipsoide tritt die elliptische Koordinate o an Stelle
der Entfernung »; die Funktionen & (o) lassen sich nicht in
gleich einfacher Weise mit cosin #, @, ¢ und sin n, a, { verei-
nigen; deshalb ist ein analoges Verfahren nicht angezeigt. Iis
geniigt aber auch, dass fiir unendlich grosse Werte von o, wo
dann ¢ mit » wesentlich identisch ist, eine entsprechende Dar-
stellung zu ermdglichen, und das ist durchfithrbar, wenn man
zuvor die asymptotischen Werte der Funktionen & (o)
berechnet.

Zu dem Zwecke transformieren wir die Differentialgleichung
(19) wmittelst der Substitution

und erhalten:

T‘).

+[ +AI+1" y=0.

1 ¥
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Fiir kleine Werte von 7 diirfen wir statt dessen die

Gleichung
d*y 1 dy , n?

d* U 27 dr
benutzen, aus welcher wir durch die Substitution
T=u t==tf""!
die Differentialgleichung

d*y 2tiy+4 o 0
. — == n'ry =
du*  wdu 4
finden. Die partikuliren Fundamentalintegrale der letztern
sind bekanutlich durch die Ausdriicke
sin (2 n' u cosin (2 n' u
G nd — 2t
" 0
gegeben. Fiir unendlich grosse Werte des Arguments
verhalten sich daher die Integrale der Differential-
gleichung (19) bezw. (15) wie die Funktionen
sin (2 #' V') , 5 (2 2)
i ol o S e 1
V't Y
und
cosin (22’ V't) ) cosin (n 1)

Vit A

Fiir hinreichend grosse Werte von o verhalten sich somit
die Glieder der in (65) auftretenden Funktion U, wie die
Glieder der entsprechenden Funktion 0, in (84), welche bei
der Kugel auftrat. Sollen fiir unendlich grosse Werte von o
nur Funktionen von o — a, ¢ auftreten, miissen wir demnach
in (79)

(/’ins:B;‘nsy Dips = — dins
withlen. Dann aber bleiben die Gleichungen (80) nur mit
einander vertriiglich, wenn die Bedingung

d M (o)\* d'(l",?g (o N\ ?
(o) (-

LA = ()
([’30

do,

((\5)
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erfiillt ist. Dies wiire eine vierte Bedingung fiir die Konstanten
i, Avisy Diis, welcher man nur bei ganz besonderen Werten
der iibrigen Konstanten niimlich

(@) G G

wird geniigen kinnen, Damit also elastische Schwin-
gungen der hier betrachteten Art miglich werden,
miisste eine hesondere Relation zwischen dem Verhiilt-
nisse der beiden Elastizitiitskonstanten (des Ellipsoids
und des Lichtiithers) und den Verhiltnissen der Haupt-
axen des Ellipsoids erfiillt seien. Die Wurzeln der
(Heichung (85) sind dann natiirlich komplexe Zahlen.

Bei dem in § 20 betrachteten Schwingungs-Zustande des
Ellipsoids und des umgebenden Lichtiithers treten aber gleich-
zeitig Funktionen von » — a, ¢ und Funktionen von # -{-a ¢
auf. Das Illipsoid sendet also nach allen Richtungen Strahlen
bestimmter Wellenliinge aus, und emptiingt solche gleicher
Wellenliinge zugleich aus allen Richtungen. Xin solches Ver-
halten des Ellipsoids ist immer notwendig, wenn es m der Tat
keine andere als die in § 20 aufgestellte Moglichkeit gibt, den
Grenzbedingungen zu geniigen.

Als Frginzung zum § 4 sei hier erwithnt, dass sich die
damals aufgestellte transscendente Gleichung nicht iindert, wenn
man 7 -+ a, ¢t an Stelle von r —a, ¢ setzt. Die bel allsei-
tiger Symmetrie von einer leuchtenden materiellen
Kugel ausgesandten Lichtstrahlen haben also die-
selben Wellenliingen, wie die unter gleicher Bedin-
gung von der Kugel empfangenen (und absorbierten)
Strahlen,

§ 22. Das verlangerte Rotationsellipsoid.

An Stelle der elliptischen Koordinaten treten beim Ro-
tationsellipsoide Koordinaten », 4, &, welche durch die Glei-
chungen



o4 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Februar 1903,

2 =lrcos, 0<d<m,
(86) y="0rVrt—1.sind-cosy, 0<y <2,
=01V r*—1-sind-siny, r>1,
eingefithrt werden; hierbei fillt die X-Axe mit der Rotations-
Axe zusammen; /o bedeutet die geometrische Yxzentrizitiib der
Meridianellipse; und die Gleichung des Ellipsoids ist
N 22 ¥ &
37 I 5 Jo 7 n =1.
®7) PR RE=T)

An Stelle der partiellen Differentialgleichung (12) erhalten
wir hier?):

e U 1 .
(i* — cos” ) ;j 0,4+ g (sm )

2 ._),,> 1 *0,

( sin 9 99 29 sin* 9 2 1/'2‘
(89) .
20, . J 0, 1 80,
0" —1 S0P
+3r[() ) 2)']—1-1"—-] 2yt J

Setzen wir wieder
(29 2, =R.-0.Y7,
wo I nur von », @ nur von #, ¥ nur von y abhiingen soll,
so ergibt sich _
1 27, R 1 ] ( . RG]
—— (=1 sm 4
Rar [( ) J + t

ar Osind o9\ 29
(90)

1/ 1 1 \e% v,
*W( %_?0 F 5 (F —cos’ ) = 0.

sin® 9 ' 2y’
Da nun £ eine periodisehe Funktion von iy sein muss, so
kinnen wir
Y= cosin my oder Y=sinmy
setzen, wenn m eine ganze Zahl bezeichnet; es wird dann

i

(91) Tr m* W,

und unsere partielle Differentialgleichung zerlegt sich in die
heiden :

) Vergl. z. B. Heine a.a. 0., Bd. I, p. 106 und 328,
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d |, . dR) , [# . __m"'_J_S)'J -
[ = E) + [ == | m =0,

dr

1 d . d & n s m* y
3 2 - s 9 — L = (
<sm i ) —} [h.: sin® ¢ SR Q(J = ),

sin ¥ d v d?

(92)

wo 3 eine noch willkiivliche Konstante bedeutet. Is kommt
wieder darauf an, eindeutige Lisungen dieser Gleichungen zu
finden und % dem entsprechend zu hestimmen.

Die zweite Gleichung geht aus der ersten durch die Sub-
stitution 7 == cosin ¢ hervor; wir hahen also nur die eine
Gleichung

a* I

o ..__f ‘)-(Z]ﬂ
(93) (1) + 21

dr

n o, w’ .
+[Ge F= D = | =

zu untersuchen. Die Fuchssche determinierende Fundamental-
gleichung wird
wm’ m
s{s—1)y-242s—- =0, also s=-+;
2 Sk
d. h. die bheiden unabhiingigen partikuliiven Integrale werden
durech Reihen von der Form

m

3] _m oo
p2 2o, w2 e
i=0 =0

dargestellt; da aber die Differenz der beiden Werte filr s hier
die ganze Zahl m ist, so bleibt zu untersuchen, ob in das
zweite partikuliire Integral nicht auch Glieder mit log » ecin-
gehen. Jedenfalls kann ecine in Bezug anf » und V7*—1 ein-
dentige Losung nur vorkommen, wenn m eine ganze Zahl ist.
Die Differentialgleichung (93) ist dieselbe, auf welche Heine
(a. a. 0.) beim Probleme der Wiirmeleitung im Innern eines
Ellipsoids gefiihrt wurde; er reduziert sie durch die Sub-
stitutionen

m

(94) R=R-(*—1)2, p=1r—1,

auf die einfachere Form
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; TN LdN
Lo+ D N 2o+ @ut D+ DI

(95) .
+ [/j o-Fm@n41)+4 9[1 N=10.

Bei der weiteren Diskussion ist zu unterscheiden, ob m
gerade oder ungerade ist.

1) Es set m eine gerade Zahl., Dann ist in jedem der
beiden singuliiren Punkte » =1 und = — 1 eines der beiden
partikuliiven Integrale eine holomorphe Funktion von » und also
nach Potenzen von (» — 1) bezw. von (4 1) 1m Innern eines
Kreises entwickelbar, dessen Zentrum in dem ecinen dieser
Punkte liegt und der durch den andern hindurchgeht. Bei
besonderen Werten von U kann sich die eine Reihe stetig in
die andere fortsetzen. Das zweite Integral in jedem der beiden
Punkte wird dort unendlich; das erste darf sich also niemals
m das zweite fortsetzen. Ks ergibt sich also hier eine
Klasse von iiberall eindeutigen Integralen, die durch
eine transscendente Gleichung in % bestimmt wird.
Diese Betrachtung gilt auch fiir den Fall m = 0, in dem jewells
das zweite F'undamentalintegral an den singuliiven Stellen sicher
logarithmisch unendlich wird.

2) Bs sei m eine ungerade Zahl. Jetzt gehoren zu
den beiden singuliiren Punkten bezw. erste partikuliire Integrale
der Form

Vi1 =102 —1) und Vi4+10-+1 X6+ 1),
wobet m = 2 u 4 1 genommen ist; die andern Integrale werden
an diesen Stellen unendlich gross; auch hier diirfen (fiir he-
sondere Werte von ) sich nur diese beiden Reihen in emander
analytisch fortsetzen, so dass es auch bier nur eine Mig-
lichkeit gibt, eindeutige Funktionen von » und Vo*—1
dureh eine transscendente Gleichung fiir A als In-
tegrale der Gleichung (93) zu bestimmen.

Dasselbe Resultat wiirde man durch Betrachtung der Glei-
chung (95) ableiten; da es sich hier um Entwicklungen nach
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Potenzen von o =1"-—1 handelt, die in der ganzen Ibene
konvergieren sollen, so lisst sich das entsprechende Integral (94),
abgesehen von dem Faktor (1""——].)5,", nach Potenzen von #*
entwickeln. Gehen wir also durch die Substitution » = cos
zu der zweiten Differentialgleichung (92) iiber, so werden die
cindeutigen Lisungen sich in folgender Form darstellen:

o o h S5 g 94
96 == (SIn 1 5 ¢
(96) O = (sin )" 25 y:(cosin §)?
’ =0

und entsprechend setzen wir

m
CIE ) = (°— 1) Xy, 02

Hier bezieht sich der obere Index n auf die in Gleichung
(93) vorkommende, noch nicht nither bestimmte Zahl », der
Index m auf die in (93) auftretende ganze Zahl m uwnd der
Index s auf die verschiedenen Werte, welche die Konstante ¥
gemiiss den aufgestellten Bedingungen annehmen kann, wenn
die Funktionen (96) und (97) eindeutig sein sollen.

Sind 8 und I, zwei verschiedene Funktionen, die sich
auf denselben oberen Index » und auf dieselbe ganze Zahl m,
aber auf verschiedene I onstante A, und A, heziehen, so leitet
man aus der Differentialgleichung (93) die Relation ab:

fl( = e = ) G By

dr i

(1 AR .

—— f ’Z (P —1) — U, (2 — 1)J RR dr,
und durch Anwendung der partiellen Integration:
3 ‘,(ZL s qwpd R d dR
={("-1 ]' 2 1) ? 1 2. SOy Y e 5
(-1 R —(P— TP R +f] dr((’ 1) (zw) (1) dr.

Nach (97) verschwinden die ersten beiden Glieder der
rechten Seite, wenn man » = 1 oder »r = — 1 setzt; es wird
also:
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+1 +1 ;
. d . . : d . .. 5
f(r~—1)]31-(Z—);(]Z(r——l))dr=f(r”—l)R»(—lr([il = 1)) dr
=0 —1

+1
= f [;{l = 1)’ 4 A (o — 1)] RR dr
—1 '

;AI R
= f [Z =1y — ' 4 A (0 — 1)J RR dr,

1

folglich, wenn A von 2, verschieden ist:
41
f*—1DR-Rdr=20
ey

und wenn man » = cosin J setzt:
.

(98) fsin“ 9.0 M a9 =0,
I

wenn A von A verschieden ist; fiir A, = A, ist dagegen das
Integral von Null verschieden.

Die Relation (98) kann man in bekannter Weise benutzen,
wn eine Funktion von ¢ nach Funktionen @ zu entwickelw.
Man findet

F(9) =21, 605 (),
wenn I durch die Bedingung
I, 'j;‘sinﬂ 9 [ OWLNFd o =§‘ £(9)-sin® 9 - Q4% (9)d )
bestimmt wird. Insbesondere gilt die Gleichung
(99) 1= 6O @),
wenn: s

(100)  o%)- j‘sin's 91O, (N9 =[sin®9- O () dD .
0 1]
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§ 23. Die Grenzbedingungen heim verlangerten
Rotationsellipsoide.

Das weitere Verfahren ist ganz analog demjenigen, welches
wir heim dreiaxigen Ellipsoide einschlugen.  Wir beschriinken
uns wieder auf die durch die Funktion {7 dargestellten Schwin-
cungen.

Lin Unterschied macht sich aber durch folgenden Umstand
bemerkbar. Tm allgemeinen Falle hatten wir es mit drei Grissen

n, A, D

zu tun, die durch drei transscendente Gleichungen in gegen-
seitige Abhiingigkeit gebracht wurden. Wir konnten also uns
zuerst die Reihe der Zahlen n aus den drei Gleichungen he-
rechnet denken und nach ihnen zuerst ordnen. Jetzt sind diese
Grossen bezw. durch
n, A, m?

ersetzt; die Griosse I also ist von vornherein als Quadrat einer
beliebigen ganzen Zahl bekannt; 9% und % erscheinen demnach
als 'unktionen von . Wir miissen deshalb die fiir {7 aufzu-
stellenden Reihen in erster Linie nach den Zahlen # ordnen.
Demmnach setzen wir fiir das Innere des Ellipsoids

(101) 22 (B cosinm yp + B, sin m )

n

und ehenso fiir das Aussere des Ellipsoids

(102) U,= 20 (L, cosin m p + B, sin m y);
1

1i

und hierin sei

B, Z ( 4% cosin na t + B sinna ) M ph
a 0:;)
=22 (C ) cosin n a t + DM sinna t) S
S n

Fiir das Aussere des Ellipsoids bendtigen wir noch das
zweite Integral S der Differentialgleichung (93), welches fiir
7» =1 unendlich wird, und das in bekannter Weise aus dem
ersten Integrale gefunden wird; dann sei
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B, = 2_, )_, (4 4™  cosin ny a, t 4 BM sin n, @, t) I R

AN ) o 5(n) o o) 4(3)
+ 2 2_; (Ag ms cosinny @, t 4 Dy sinnga t) O Sins,

5

W =2 X (OF, ) cosin n,a t D sin ny @ ) I
s

n

+ L )_ (C8) s cosin n, a, t - DY) sin n, @, t) oM s

Zuniichst muss wieder die Bedingung

(104) na =mn, q,
erfiillt sein. Fiir die Oberfliiche
(105) ro=,
des Ellipsoids haben wir die Bedingungen
2R, ¢ B 5, 5 W,

1()(3 - — ()‘ A O m — 0 m — (
(95 RV, ' 249 ! 2 d ) )
und ausserdem fiir » = r,:

29, IW 2B, o W,
(107 c — 0. ‘ mo__ O. mo__ g mo_ 0
L07) R or : 2r 0, er

Die ersten beiden Gleichungen dieses letzten Systems he-
friedigen wir dadurch, dass wir die zu (81) analoge Gleichung

DI
i (LE0) =0
=7y

dr

zur Bestimmung der Zahlen » dienen lassen; sie muss zu dem
Zwecke mit der zwischen ¥, und » nach § 22 bhestehenden
transscendenten Gleichung verbunden werden. Fiir jede ganze
Zahl m ergeben sich hieraus im Allgemeinen unend-
lich viele Zahlen n als Losungen, d. h. unendlich viele
migliche Werte fiir die Schwingungsdauern. Simt-
liche Schwingungsdauern ordnen sich also nach den
Zahlen m in Gruppen, jede Gruppe wieder nach den
zugehorigen Werten von » in Untergruppen (oder
Loerien®).
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Die ersten beiden Gleichungen (106) befriedigen wir durch
die Forderungen :

(n)

-Ar(:llz RE:; (7'0) = lmn 6117:5’
B(u) ])(") r)Y =" (5(")
ms Llms (' 0) — Umn Ums,

5(n)

’1(:‘1‘.2 n’:s (" 0) = Cmu 61()1:12‘,
(n)
] m 'fn’:l (7 0) — dm " ()n’t's,

wo o™ durch die obige Gleichung (100) definiert sein soll und

mit «, b, ¢, d neue von A, unabhiingige Konstante bezeichnet

sind.  Dann wird infolge von (99)
(Bo)r=ry== 2 (dmn cosinnat -+ b,, sinnat),
(109) 3

(B, =r, = 2 (Coun cOSin R b+ dpy sinnat),
”°

also in der Tat unabhiingig von 4.

Iir die Funktion U, kommen die zu (79) analogen Glei-

chungen
5”'“ s (' 0) + 1(’“ms S’ ()‘0) =0,
Biws B (rg) + B 8' (r,) =0,
CFns T (rg) + OF0s 8" (r) =0,
Dins B (rg) 4 Diis 8' () = 0
in Betracht, wenn zur Abkiirzung
(1) ()
I ()'0) = (d f;:.m s) O S’ (’"o) = (d ‘(Sz’llm s)’_ v
gesetzt wird. Durch diese Gleichungen sind die dritte und

vierte Gleichung des Systems (107) befriedigt.

selben machen wir

Infolge der-

Alns = a8 (rg),  A¥h, = — alh B (1)
Blias = Uas- 5, Bine = — W R (),
Clas = -8 (), CYhs=— AR (),
Doy =88 (), D = — d\ R ().
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Wird also eine Funktion € durch die Gleichung
~ f
(110) T = RS (r)) — SH) R ()
definiert, so erhalten wir in Riicksicht auf (104):

L u " " . .
QB m == ) L gﬂ?ls (‘Cl(nl (') ((l,,,; cosmnat + Z),(:s S 7 f),
5
-» i n
W, = L )_; oM g () - (c,,,s cosin n a t + d2) sin n a 0.

Die noch verfiigharen Konstanten «,,; und b, bestimmen
wir so, dass 8, und Y, fiir » = »; von ¢ unabhiingig werden;
es sel demnach

() o~ % (1)

s Lms () 0) == Ol ms* Uy
n) ~ ()

bms s () ) = (Slms ¢ /}m 0y
(n) ~ y ()

Cins ims (’ 0) =3 (Sl ms * Pmas

(n) (n)
ms s () ) == 6] ms * (Smn,

{n) o 3 . . .
wenn 0", fiir die mit dem Index 1 versehenen Funktionen die-

. . ( " . .
selbe Bedeutung hat, wie owd mach (100) fiir die Funktionen
ohne Index. Dann wird in der Tat

A e L (tpy cosin i @t =+ f, sinnat),

(111)
(W) =, = p (yun-cosinnat =+ d,,sinnat),

und dadurch ist auch der dritten und vierten Gleichung (106)
genligt.
Jetzt kinnen wir auch die Bedingung erfiillen, welche zu
(106) in unserem Falle noch ergiinzend hinzutritt, niimlich
alU 2l

9 il R
(112) 3 2y fiir » =r,.

Ihr wird einfach durch die folgenden Gleichungen geniigt:

Upg == A /l}m n = bm ny

(113)

Yun = Cimn s ‘Sm n = dm e
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Was endlich die Druckkriifte an der Oberfliiche betrifft, so
bestehen nach (106), (107), (108), (109) bereits die Gleichungen

J N 2 7 2 U. 2 U,
a [v' =V, 5 ([ = Y, ° 0 = Ov ""?1' == 01 <! = O,
Q) oy Qo 24 2
a2l ] *U, * U, * U,

é}'@l‘)= ’ 9_/'2-)(/r_- 9:/!9:‘)— ’ 37'3'19‘2 ’ 5}"8:/]

fir » = 7.

Nach (68) kommt es noch auf die Druckkriifte N, und
N, an, wenn der Index p sich auf die Richtung ¢, der Index »
auf die Richtung w, der Index o auf die Richtung » bezieht.
Hs ist nach obigem

NL,=O, l\Z=0, I\Z,:O, J\T'=O;

It
und es bleibt nur noch die Bedingung

2 l,' 22 T . 2 T 2 s )
(114) o (aalz i é_{z ) = a < --—I~.~1 et ‘> fiir r =,
% ¥ 0 ;

zu erfiillen; hierbei hezeichnete do das Linienclement in
Richtung der Flichen-Normale, also

229

¥y — cost

do=1" e Ly,
ry— 1

ebenso d» das Linienelement in Richtung eines Parallelkreises:

Die Gleichung (114) wird daher

" [ 1 U/ 1 ot U]
(115) ri—cos* ¥ 3t (55— 1)sin®* 9 I y®
5 1 AN 1 U
=GI[‘.~.- ——— —— | flirr=1r,.
p—cos* & 2% (g — 1)sin* 9 3y
Infolge der bisher aufgestellten Gleichungen erhalten wir
aus der Differentialgleichung (93) (der auch die Funktion T

geniigt, wenn 2 und % den Index 1 erhalten):
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o 32 ﬂsm)
FERNS O et
03 >(3,,.2

y "'i ] n ¢
- L {Sﬁm n (hj (70 - 1) /)—— 1 + 2" qlz(ng (s::’zg 05::2)]’

(3

8 2
- E [9}”' ) (72,)1 )';'i e ]) o A'Q)L_ + 2 S‘)[(u). 501 (.)(u)>],

P 9 y : s
hz )'U —_— nms ooms ms
wobel zur fxbl&ul Zung .

M=y, cosinnat—4b,, sinnatl

Now = Cup cosinnat-td,,sinnat;

dem Buchstaben » ist der Index m beigelegt, um seine Ab-
hiingigkeit von m hervorzuheben. Die hier rechts auftretenden,
auf den Index s beziiglichen Summen kinnen wir durch das
folgende Vertahren niiher bestimmen. Stellt man eine Funktion
£ () von & nach den am Schlusse von § 22 aufgestellten
Formeln durch die Funktionen @ dar, so ist infolge der fiir
letztere geltenden Differentialgleichung (92):

y 2
_.] y :d( (sill o ([/ (I?)) —f( )[ '7” /:/ sin? l):l-'l")-'] 52[(11) ()(n)

sintd d sin® s Cms’
nimmt man also f(#) =1 und folglich I’y = d,, so ergibt sich

n* m?
L ) 5 ) () = sm“ oy -

sin? O’

und die obigen Formeln werden:

’\‘ DN
’(_: _ ] ~n
( ) < a ).L ))':1’0

= Mo [Z‘z (% — cos? ) — m2 < 1:1 o )J

o sin® ¥

c2 ot 'S‘IBHL
()‘0 - ]) < 32 >r:r0

1 1
. a0 9Y — 2 " FERPS
= — L Non [ 5 (5 —cos* ) —m (r'j ] - R ﬂ,
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und hieraus nach (101)

~‘z / c G . .
(5 —1) <Ja r['L > = — 2 2 (M cosinm yp 4 Ny sin me V)
r=mnp m n
n® m* . .
2 ( 2 — 1) sin? l’)> (a=eavl;

andererseits ist nach (101) und (109):

a‘l. ' r ) . ' . .
<3 b) = — ¥ 2 (M cosin me yp Ny sin m ),
Y Jr=r mooa

also wird die linke Seite von (114) oder (115) gleich

sl e U U
& 02 2

¢

a* N ) .
= ~EGi—1) 2020 0 (W cosin me == Ny, sinone ),
(1 — J om wn

ehenso findet man
gl Bt
It 300 5,2

:
«; B . e
=—7 ( 2L ]j 20 200 (Wi cosinnme g 4= My sinan ),
Ty — moon

wenn in analoger Weise:
W= tpn cosinnat 4 fa,smnat,

Nin == Y COSIN N @ L A= O,y sl 72 0 £

Nun ist nach (104) na =n, a,, und so ergibt sich, dass
die letzte noch zu befriedigende Gleichung (114) bezw.
(115) dureh die Gleichung (112) bezw. die Gleichungen
(113) schon von selbst mit erfillt ist.

Auch heim Rotations- Ellipsoide ist daher ein
System von Schwingungen gefunden, das im Innern
desselben und im umgebenden Lichtiither gleichzeitig
besteht, und fiir welches die Grenzbedingungen der
Elastizititstheorie genau erfiillt sind. Die entspre-
chenden Schwingungsdauern werden durch die Glei-
chung (108) definiert.

1903, Sitzurgsb. d. math.-phys. Ki.
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Besonders ausgezeichnet ist der Fall m = 0; denn dann
ist die Funktion U vom Winkel + unabhiingig; d. h. es
herrscht villige Symmetrie in Bezug auf die Rotations-
Axe. Ist >0, so besteht keine derartige Symuetrie.

Die symwetrischen Schwingungen, welche zur Funktion U
gehiren, werden in einer Pendelung eines jeden ILillipsoid-
punktes um die X-Axe bestehen, die durch die Gleichungen (66)
dargestellt wird.  Dabel kinnen verschiedene Schichten des
Ellipsoids (ebenso des umgebenden Lichtiithers) zu gleicher
Zeit In entgegengesetztem Sinne schwingen; und diese Schichten
werden durch konfokale Ellipsoide hegrenzt, die als Knoten-
flitehen auftreten; die Parameter » der letztmou berechnen sich
fiir das Innere des Lillipsoids aus der Gleichung

d Ik ()

s =0,

dr

in welcher nun e, g, A als gegeben zu betrachten sind. e

den  Lichtiither  findet man  diese  Nnotenfliichen ans  der
Gleichung

dTui ()

dr =0,

wo T durch (110) definiert ist. Beiden Gleichungen st die
Lissung »r = r, gemelnsam.

Jeriicksichtigt man auch die Funktionen V- und W, <o
bewegen sich betl den entsprechenden, durch die Gleichungen ()
dargestellten, Schwingungen die einzelnen Punkte fir m =0
(d. b, bel Symmetrie gegen die X-Axe) auf Meridianen oder
auf einer Art loxodromischer Kurven, fiir m > 0 in unregel-
miissigerer Weise.  Die Schwingungsdauern [fiir diese IMunk-
tionen bestimmen sich aber aus derselben Gleichung (108), dic
flir U aufgestellt wurde.

Die vollig symmetrischen Schwingungen (e = 0) werden
am hiiufigsten und leichtesten auftreten, ihre Intensititen am
stitrksten  seiny wir bezeichnen  sie als die Haupt-Serie,
welcher wir eine Reihe von Neben-Serien (m > 0) gegen-
iiberstellen.
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§ 24. Vergleich mit dem abgeplatteten Rotations-Ellipsoide.
Die Parameterdarstellung fiir ein Sphiiroid’) wird durch
die Gleichungen
x =101 cosind, 0<d<am,
(116) y=10- ]/isz_*_ 1-sindcosy, O0<<yp<2a,
p=1-Vr*+1-sindsiny, >0

vermittelt, welehe aus den Gleichungen (86) hervorgehen, wenn
man die Grissen
Iodurch — i und #» durch iv
ersetzt.  Die Gleichung des Lillipsoids ist
(i 1#) x'& i’/z + '2’2
7 e

' @+

Bs ist also v § die kleine Halbaxe und § V1?1 die grosse
Halbaxe desselben und §) die geometrische Kxzentrizitiit.

Es wiiren jetzt ganz dieselben Rechnungen wie in § 22
zu wiederholen, wobel nur immer die angegebenen Substitutionen
zu machen sind. Die Gleichungen (92) wiirden also z. B. durch
die folgenden zu ersetzen sein:

d I

D) + e D+ Gy R =0

= ( .
gy N +l

1 d d & m* :
: L7} . Al @ =0,
sin J ) ( i d e‘)) L}‘ BTG sin® ’ [J P =0
und es wird

) Mit dem elastischen Probleme fiir das abgeplatiete Rotations-
ellipsoid hat sich auch Mathieu beschiiftict und zwar versucht er,
zu der fiir die Kogel bekannten Losung ergiinzende Glieder hinzuzu-
fiigen; vgl. den Bericht dariiber bei Pockels a.a. O., p. 185, Ubrigens
Lat auch Abraham die elastischen Schwingungen eines verliingerten
Rotationsellipsoids behandelt (Math. Annalen Bd. 52); seine Ansiitze,
bei denen unsere Konstunte ¥ gleich Null gewiihlt wird, sind fir das
uns beschiiftigende Problem im allgemeinen nicht zu verwerten,

e
%
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m

() R=(*41)7T9, =141

zu setzen sein, wenn N als Funktion von o der aus (95) her-
vorgehenden Differentialgleichung

tee—DY Y Lo ren Fe—1"Y
(120) ol e

+ [m(m 4 1) + %)l: o+ AR =0

geniigt. Auch in den Formeln von § 23 hat man {iberall die-
selbe Substitution anzuwenden; es ist daher nicht notig auf die
Einzelheiten nochmals einzugehen. Auch beim abgeplat-
teten Rotationsellipsoide sind demnach zwei Fiille zu
unterscheiden; der ¥Yall voller Symmetrie gegen die
Axe (m=0) und der Fall gestorter Symmetrie (2> 0).

Der Charakter der aufgestellten transscendenten Glei-
chungen, von denen die Schwingungsdauern der mglichen elasti-
schen Schwingungen abhingen, wird jedoch ein ganz anderer
sein, als beim verlingerten Rotationsellipsoide. Eine allge-
meine Krledigung der sich hier bietenden Frage scheint ausser-
orvdentlich schwierig und umstiindlich zu sein. Man kann sich
aber hinreichend iiber die einschliigigen Verhiiltnisse fiir den
besonderen Fall Rechenschaft geben, wo die Kxzentrizitit /
bezw. f) der Rotationsellipsoide einre sehr kleine Grisse ist.
Dann ist die in unseren (Gleichungen vorkommende Konstante

(121) o=
h

eine sehr grosse Zahl; und da % auch nur in dieser Kom-
bination vorkommt, so wird es sich darum handeln, fiir sehr
grosse Werte von x einen asymptotischen Wert der Funktion I?
zu ermitteln.

Zu dem Zwecke gehen wir von der Gleichung (95) aus
und setzen darin

(122 o =t,

wodurch sie in die Form
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. 1
AR ’(ZZ 593’ 20+ w2 4] %
A fpt+mm 4 1)+ AR=0

tibergeht. Fiir schr grosse Werte von g muss also die Be-

dimgung .
) A2 m + 1 d N N
(123) ae T g TS0

erfiillt sein, wenn m und 9 endlich bleiben. Diese Gleichung
liisst sich dureh Besselsche Funktionen integrieren; das fiir
t = 0 endlich bleibende Integral derselben ist

I (2m) ¢ nJ(V't)

N = jm (Vi) = (_ l)m I] (“2) _'_d_tm Bl

wobei wir Heines Bezeichnungsweise anwenden:?!)

1 7 icosq .} ;
S P ieosy
J(V't) p bfo d .
Nach (9£) wird daher filr unendlich grosse Werte von s:
(124) R=(0*— 125, Vu@*—1)-C fiir = oo,
wo st durch (121) definiert ist und € eine Konstante bedeutet.
Da das Argument dieser Funktion selbst unendlich gross wird
fiir == oo, kinnen wir uns ferner des asymptotischen Wertes
fiir ., bedienen; setzt man
o8 = 2 ju (V1) —dnJ ()
(125) 1, (V) = Ju ( =(—2 Ve
() 13 ... 2m—1) ( Vo dgm

so 1st bekanntlich fiir unendlich grosse Werte von /:

cos V't 4 sin ]/;5_

o Vi) ="2"1 "7 fir  gerades m,
lm Vn 1{:
4

S (Vf) = c_os] t sm Vf » ungerades n.
111+1 'l/,,.[ ! f

} Vel. Heine a.a. O, Bd. 1, p. 233 L.
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Tolelich erhalten wir aus (124), wenn (' eine neue Non-
(o] )
stante bezeichnet
o VT S Vs 2

] cosin Vo (0* — Dy +sin Vi — 1) .

(126) B = ——+" { e e M i = o,
Vit —1
wo das obere Zeichen fiir gerade Zahlen e, das untere fiir
D b

ungerade Zahlen m gilt.

Zur Bestimmung der Zahlen » (und damit der Schwin-
gungsdauern) diente die Gleichung (108); diese wird unter Be-

nutzung des asymptotischen Wertes (126)
P . 251 i PN
(127)  tang & == 9F+1 " Wwo é‘=] I("G-—l),

sie ist also von e und A unabhiingig. Nitherungswerte von A
findet man dann fiir jedes m und 2, mittels der urspriinglichen
Naie Gy
Gleichung (92):

1 d /. d R 7; m*
() — Y e T8 e S
‘[ms l]: dr <() 1) d )‘) + h? () 1) U ]J r=ry

Fiir ein verlingertes Rotationsellipsoid mit sehr
kleiner Kxzentrizitit 2 ist also die Bestimmung der
Zalhlen » auf die Gleichung (127) zuriickgefiihrt,
welche bekanntlich unendlich viele reelle Wurzeln
hesitzt.

Kehren wir nun zum abgeplatteten Rotationsellipsoide
rurlick, so haben wir die entsprechenden Ueberlegungen an
die Gleichung (120) anzukniipfen.  Wir setzen
Z=m und o-m=t
] h
und erhalten

A*, om 1AW
aer Tt dt

An Stelle von (124) tritt daher die Gleichung!)

— 1R =0

1) Das zweite partikuliive Integral der letzten Differentialgleichung
wird fiir = 0 (also im Iunern des gegebenen Ellipsoids) unendlich gross
und ist deshalb nicht brauchbar.
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" n N
P (A DER = D2 (V@ 1) fir me= o,
und wir haben weiter die asymptotischen Werte der Funktion
3, mit rein imaginirem Argumente zu benutzen:
-
z‘_ o, Cl t

‘/-2:11/t ’

wobei o/, wieder in der obigen Weise mit j, zusammenhiingt,

(128) Jn (V) =

so dass
GV =02 RN
R=0C"-(x*4+1) : cH‘(TQIl_’ flir m = .
Die Gleichung (108) liefert hier das Resultat

(129) Q —Vu ]/1‘2—{- ot c‘ m @2 -1 v =0,

wo r=1, die Gleichung der Oberfliiche des gegebenen Ellip-

soids in elliptischen Koordinaten darstellt.
Hieraus ergibt sich filr » der einzige Wert:

o1

Da der gefundene asymptotische Wert von m nicht wesent-
lich abhiingt, so ist hier emme Unterscheidung der beiden Ifille
m =0 und m > 0 noch nicht miglich. Man wird indessen eine
solche erreichen, indem man die Formel (12%) zuniichst nur
fiir 1m = 0 benutzt und dann wmittelst der Relation (125) zu
hoheren Werten von m aufsteigt. In der entsprechenden Glei-
chung (129) treten dann neben der Kxponentialfunktion Aus-

n

driicke héheren Grades in m auf; grisseren Werten von
entsprechen daher im Allgemeinen mehr als ein Wert von m
und 7.

Fiir ein abgeplattetes Rotationsellipsoid mit sehr
kleiner Exzentrizitit gibt es daher bei volliger Sym-
metrie gegen die Rotationsaxe (d. h. m==0) nur eine
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einzige Schwingungsdauer (somit auch Wellenliinge),
heider eine elastische Schwingung (unter Einwirkung
des Lichtiithers) moglich ist; bei gestorter Symmetrie
(m>0) wiichst die Anzahl der mioglichen Schwingungs-
dauvern mit wachsendem Werte von m.

Auch ber grisserer Fxzeutrizititt wird ein fihnliches Ver-
halten st.ltfﬁnden, und dadurch unterscheiden sich die elasti-
schen Schwingungen eines abgeplatteten Rotationsellipsoids sehr
wesentlich von denjenigen eines verliingerten Rotationsellipsoids.
Aber ebenso wie dort unterscheiden wir eine Haupt-Serie
i =0 (hier aus wenigen Linien bestehend) von den Neben-
Serien (m > 0).

§ 25. Vergleich mit der Kugel. — Spaltung der Spektrallinien.

Bei memer fritheren Behandlung der Kugel (% 4) habe ich
gerade den Tall, der fiir die Ellipsoide allein in Betracht
kommt, nicht eingehender behandelt, niimlich den Fall, wo die
Oberfliiche der Kugel in Ruhe bleibt und der Normaldruck
gegen die Kugel gleich Null ist. Fiir unsere Funktion 7
hatten wir, wenn die Polarkoordinaten durch die Gleichungen

== cos i, 0<r <y,
(130) y=rsind-cosy, O0<yp<2a,

g=rsind- -siny, 0<I<z

gegeben werden:

t= Retl

U =2 (B, cosinnat- W, sinnat),

n

(151)
‘ = 2 (L, cosin ny a, § + B, sinn, @, t),
H
wo
V=2 Z(A,,, | cosinmy -+ B4 sinney) P, (cos 0)- Byt 1 (),
m
(»Ii-;i)

®W, =2 2_}( O cosinamy + D sinmay) P (cos 9)- Ryte3 (7).

moq

Hier bedeutet in bekannter Weise ), (cos #) eine zuge-
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ordnete Kugelfunktion wnd R, , ecine Besselsche Funktion,

definiert bezw. durch die Gleichung

(121’ d P! n? ’
- 5 o = = I)I{L e ()1
(133) d o e d 8 [(1 Gl &m* ’)J
' AR 9 dR

cdr i

A 5% 7

LB ”}1;:—0

Unter m und ¢ sind ganze Zahlen verstanden. Ebenso
ist fiir das Aussere der Kugel

W, = LL(J, m g COSIN L - Ll g Sinan ) Pi(cos®) Ryvy(nr)

m q

134
(0 +LL(A:,,,,I(‘osm?m/J+_B.(_)",,),,,sinmc/')Z),,,(cos:9) S+ 1(n,1)
und W, geht hieraus hervor, indem man die Buchstaben 4, B
durch andere ¢, D ersetzt: S, bedeutet das zweite parti-
kuliire Integral der fmneocl)enon Besselschen Gleichung.

s besteht natiirlich wieder die Gleichung (104). Bezeichnet
ferner #, den Radius unserer Kugel, so bestimmen wir die
moglichen  Schwingungsdauern durch die zu (108) analoge
(tleichung

d R nr)
135 s M,) =
( )) ( (Z r r=ryg “"

in der nun ¢ eine ganze positive Zahl bezeichnet und n die
Unbekannte ist; im Gegensatze zu frither ist diese Gleichung
von e unabhiingig: die Lissung » hiingt aber jetzt noch von ¢
ab.  Die Koéffizienten A, I, C, D in U, bestimmen wir so, dass

NN ) ) S
w= 22 23 (e, cosinm y - ﬁ,l wsinam ) P (cosd) S @ %_ y (1)

m q

W, = LZ. (7my cosinm yp - Omrsin m ) Pl (cos [))a, oy

m
wird, wobei zur Abkiirzung:

ass 3 (1,7 dR™ (2, )
136) &, =R™  (n — 8 ()11 0
( ) - (7?17) d'.o bq—:-}(”l)) Z)()
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Da aber #» von ¢ abhingt, muss iiberall die Swmmation
nach ¢ zuerst und danmn die nach » ausgefiihrt werden; wir
erhalten also

U =2 (Qu cosinmy 4 Q,, sinmy),
m

U, = 23 (Qy,, cosin m g -+ Qf,, sin m ),

m
wenn die Grossen Q durch folgende Gleichungen definiert

werden:
Q, = ZX(A,‘,Z’;cosinnaf + (J,(,,l sinnat) Pl (cos DR, (1),
; 3
Q. = }_; (B cosinnat -+ Dy)sinnat) Ph(cos9) R, (),
Q= L L () cosinnat -+ yoysinnat) Pl (cos ) S, 4 (1, 7),
RIS LL (Bn) cosin nat + duasinnat) P (cos 0) @3 (7).
Zwischen den auftretenden Konstanten sollen nun folgende
Relationen bestehen:
(1:37) 15,’;} By, (nr,) = u,“ &1y (079), u. s f,
oder abgekiirzt:

Bmry) a B _ 7 o

Sy 4 B C- D
Dann bestehen an der Oberfliche der Kugel die Relationen

oU _3U, 2U_alU, U _ 2V,

3:/.' = Dy ’ 2y i arpﬁ’ al‘)aq;_ai)a,,"
22U 22U *U 2 U.

(1;H) c( = 07 ?0'7 = ' =Y, L= 07
2 ar 2 ar duyp dr duyr v
aU_ 3(:__0 QQU__W U, 32U_32 U,
ar 2y T dwr T 29! dup? o ayt’

Lassen wir die Richtung o mit », 1 mit 9, » mit y zu-
sammenfallen, so bliechen nach (63) fiir die Gleichheit der
Druckkomponenten noch die Bedingungen
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g ’
N,=N,, N =N,

zu befriedigen, wo nun

? 22U . *r U . !
N, = (/‘{( u e , | cosin (», x) — 297 cosin (i, 7) |,

du* 2p
. *U 22U . *U . i
N, = cﬁ[(aw = 992‘) cosin (¢, ) — 2097 cosin (», ::,)J.

Um hier 9 und y einzufithren, ist die Bedeutung der
Differentiale d o, d 1ty d v zu beachten (wic auch soeben in § 23
beim Rotationsellipsoide).  Lis ist

ds* = dr* 4+ 12 d9* -+ r*sin® 9 - dy?,
also wird:
do=dr, dp=rdj, dyv=rsind-dy.
Ferner ist

cosin (i, 22) == cosin (¥, z) = cosin 7,

cosin (1, z) = cosin (i, x) = 0.
PFiir die Gleichheit der Druckkomponenten bleiben also fiir
» =1, noch die Bedingungen
1 ry (122U Ry
@*\ 53 92 2-)/"1) ol [)21 ) 2 )
(135)) e /) P2 }
U , 22 T
? — =g L.
249 dy oYy

47

Nun folgt aus (135) und aus der zweiten Gleichung (133):

(140) o1t Jr=ny

e . - q(q-+1 .
=225(Aow) cosin nat + Ch sin 1;(({)1’,’“(0030)‘(1([‘ ) --n~> ().
noq TS

re Y
A2 )
. 28y . . .
Bildet man auch A g fir » = r,, so ergibt sich kem

Ausdruck, der sich mit dem vorhergehenden zusammenziehen
liesse; da tiberdies schon die Bedingung
R*U U,

= fiir r==1r

20° T a2 0



~
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durch die Festsetzungen (138) erfiillt ist, so kann die erste
Gleichung (139) in die Bedingungen

2U_ o BU_ 22U 2T

(141> 8702 - 01 9_1‘;; — Y, (44 E-);-'Z = (1) a)‘rzl fﬁl' Py o= 9-0

zerspalten werden.  Wir setzen demgemiiss

By (nry)- AN =, em, ws f
oder:
) )
_ (fm_q_ . I/L()’z,q o -_Z))Z(:z‘q
B (ry) , b, ’
) ()
) 7]111_7_ . Cf;lq _ ])mlq
n ("o) Cn dy

wo &, und 97, die aus der Theorie der Kugelfunktionen he-

kannten Konstanten bezeichnen, welche in der Gleichung
1= 2220 (emg cosin m = 1,0 sinm ) P2 (cos 1)
m o q
auftreten.')  Ebenso sei fiir die Funktion U]

(n) (1) (n) (»)
. fﬁt_q__ Uy g . /gmq Wi g _ Vmyq _ {Smr]
e e R SR L1 N N
2 () 0) (2% /;‘n N (7 0) Y (Sn
Aus (140) und der entsprechenden Gleichung fiir Q' erhiilt
man dann

»yU
8] R
(142) (a ,,2>7_:,_0

= — 2 (t, cosinnat- ¢, sinnat)n® — 2(e, cosinnatd,sinnat)n?
3

"

g ® 20 costu iy 20 22 q (q41) (ay g coSIN 1 @ 4, 17,0 sin R A E)
Lo

n ¥

-t 2 sinm y 20 22 g (q+1) (by g cosin na td,, 57, sinna t).
q

Eine entsprechende Formel gilt fiir U;. Um die dritte
Gleichung (141) zu erfiillen, bleibt nur die Moglichkeit ¢ = 0,
denn andernfalls kitmen wir wit den Relationen (138) in Kon-

1) Vel. z. B. Heine a.a. O, Bd. 1, p. 327 (i
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fikt. Da aber im Interesse der Endlichkeit der I'unktionen

P! die Zahl m < g sein muss, so folgt auch m =0, d. h. die
Funktion 7/ und damit die Schwingung im Innern der
Kugel ist allein von der Entfernung des betreffenden
Punktes vom Kugelmittelpunkte abhiingig, insofern
nach (16) und (130) die Komponenten der Klongationen durch

die Gleichungen
oU . 2U . .
(143) u=0, v=-— 5, S Jcosyp, w= 5, 5in & sin

dargestellt werden. Dadurch ist anch die zweite Gleichung
(139) von selbst erfullt.

Machen wir jetzt m =0, ¢ =0, so wird

U=2i(a,cosinnat+b,sinnat) Ry (nr),
(144)
Uy=2(acosinnat 1fi,sinnat)(£2,(n,7)Sy(ny 1) ~18, (,770)S ().

Die Gleichung {135) ist zu ersetzen durch
dRy(nr)

(e2) dr,

=0 oder tangnr,—nr,=0,

von welcher bekannt ist, dass sie unendlich viele reelle Wurzeln
besitzt (vel. § 3 meiner fritheren Arbeit), die sich mit wach-
. —_n T .
sender Grisse den ungeraden Vielfachen von 5 hithern. Die
o
="
Oberfliiche bleibt jetzt in Ruhe und die Gleichheit der Druck-
kriifte liefert noch unter Benutzung von (104) und (141) die
Bedingungen

(146)

a*a, ]’2é (nry) = af a, &, (1, 7,),
@by Iy () =ai fu @, (n,1,),

wo wieder &, durch (136) definiert ist.

Bei der Kugel sind hiernach zwei wesentlich
verschiedene Klassen von transversalen elastischen
Sehwingungen mit den Grenzhedingungen der Elastizi-
tiitstheorie vertriiglich:
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erstens die soeben durch die Gleichungen
(143)—(146) dargestellten Schwingungen, bei
denen die Kugel gleichzeitig Licht aussendet
und emypfingt (vgl. § 21),

zweitens die in § 4 ecingeliend behandelten
Schwingungen, bei denen die Kugel nur Licht
nach aussen ausstrahlt.?)

Die Schwingungen der ecrsten Art knnen wir hier als
Haupt-Serie, die der zweiten Arvt als Neben-Serie Dbe-
zeichnen, denn die letzteren sind wesentlich schwiicher, als die
ersteren, da die zugehdrige transscendente Gleichung fiir »
komplexe Wurzeln liefert.

Lassen wir nun ein dreiaxiges Ellipsoid allmithlich in cine
Kugel stetig iibergehen.  Siimtliche miglichen Schwingungs-
daunern zerlegten sich in acht Gruppen, entsprechend den acht
Klassen von eindentigen Funktionen

die den aufgestellten Differentialgleichungen gentigen konnten
(vgl. § 17). Bei der Kugel fallen alle diese acht Funktionen
in eine einzige zusammen; je acht Schwingungen, die
beim Ellipsoide zusammengehiren, vereinigen sich
also beim Ubergange zur Kugel in eine einzige.

Umgekehrt wird es sein, wenn man cine Kugel so defor-
miert, dass sie in ein dreiaxiges Ellipsoid iibergeht: jede Schwin-
gung bestimmter Wellenliinge, die bei der Kugel miglich war,
zerspaltet sich dabei in acht neue Schwingungen.

') In meiner friiheren Arbeit kam es mir hauptsiichlich daraof an
za zeigen, dass es moglich ist, bel einem kugelformigen Korper die
Grenzbedingungen dev Elastizitiitstheorie wirklich zu erfiillen.  Es ist
dies in Uebereinstimmung mit dem von Jaerisch erlangten Resultate
{Crells Journal Bd. 88 und fiir Rotationskorper Bd. 104); hier werden die
anf die Oberfliiche wirkenden Druckkriifte gleich Null angenommen, was
bei den von uns hehandelten Problemen der Optik nicht zuliissig ist.
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Wenn man also ein kugelférmiges Atom durch
Druck in ein Ellipsoid deformiert, so zerspaltet sich
jede der Kugel zukommende Spektrallinie in acht
Spektrallinien des Ellipsoids.

Bekanntlich werden nun die Spektrallinien eines Atoms
bei dem sogenannten Zeeman-Effekt, d. h. durch Linwir-
kung starker Magnete, in der Tat in eine mehr oder weniger
grosse Anzahl von Linien zerspalten;!) es liegt hiernach nabe,
die Ursache dieser Krscheinung in dem Drucke zu suchen, der
im Lichtither durch die Wirkung des Magneten nicht mehr
gleichmiissig verteilt ist, demnach eine Deformation des Atoms
sehr wohl veranlassen kann.

Die einzelnen Linien, in welche eine Spektrallinie des
urspriinglichen Atoms durch den Magneten zerfillt wird, er-
weisen sich dabel als polarisiert.  Auch das st mit unseren
Formeln in Uebereinstimmung, denn eine elastische Schwingung,
wie sie durch die Gleichungen (66) dargestellt wird, besteht in
einer Pendelung um die N-Axe (also um eine Hauptaxe des
Ellipsoids); dabei bewegt sich jeder Punkt des Raumes (inner-
halh und ausserhalb des Ellipsoids) auf einer bestimmten Ge-
raden (Tangente eines konfokalen Ellipsoids) hin und her; ein
an diesem Puukte Defindlicher Beobachter wird das Licht also
stets polarisiert schen.  Die Richtung der Polarisation kann,
je nachdem es sich um die Funktion U, 7 oder W handelt,
eine verschiedene sein.  Welche Axe des Ellipsoids dabel vor-
wiegend in Betracht kommt, wird von der Axen-Richtung des
Magneten abhiingen.

Wird eine Spektrallinie in weniger als acht Linien zer-
spalten, so wird man schliessen diirfen, dass die Gestalt der
Kugel noch nicht hinreichend geiindert wurde; betriigt aber
die Anzahl der neuen Linien mehr als acht, so ist zu bedenken,
dass wir ither die Gestalt der Atome nicht genauer unterrichtet

1) Val. die ansfiihrlichen Untersuchungen von Paschen und Runge:
Ueber die Strahlung des Quecksilbers im magnetischen Felde; Abhand-
Lungen der Kgl. Prenssischen Akademie der Wissenschaften 1902.
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sind; es kann eine Kugel in ein Ellipsoid, aber vielleicht auch
in eine hihere Iliiche durch Druck verwandelt werden, bei der
dann die Anzahl der charakteristischen Funktionen grisser als
acht sein mag: es kann aber auch das Atom schon urspriing-
lich eine von der Kugel abweichende Form gehabt haben, wo
dann die ganze Frage sich zuniichst der genaueren mathemati-
schen Behandlung entzieht. Jedenfalls wird man aber aus den
vorstehenden Untersuchungen schliessen diirfen, dass die An-
zahl der Spektrallinien eines Atoms von der iusseren
Gestalt desselben wesentlich abhiingt und dass die
Anzahlsichiindern muss, wenn das Atom durch Druck-
krifte Im Lichtither (z. B. im magnetischen Felde)
eine Deformation erleidet.

Die Art der Abhiingigkeit der Linien von der Gestalt wird
im Folgenden an einigen Beispielen nither erliiutert.

§ 26. Die Atome der ersten Mendelejeffschen Gruppe.

Wenn wir am Schlusse von § 23 und § 24 von Haupt-
und Neben-Serien sprachen, so war damit schon die Anwen-
dung angedeutet, die wir von den damaligen Entwicklungen
auf die Spektra der Klemente vornehmen wollen, in welchen man
nach Rydberg, Kayser und Runge solche Haupt- und
Neben-Serien unterscheidet.  Von den Genannten sind die ersten
drei Mendelejeffschen Gruppen der Elemente einer hesonders
sorgfiltigen Untersuchung unterworfen worden.

Zur ersten Gruppe geliren die Alkalien: Lithium, Natrium,
Kalinm, Rubidivm, Caesium. Die Spektra derselben sind durch
folgende gemeinsame Eigensehaften zu charakterisieren.?)

Unter einer Serie von Linien versteht man eine Reihe von
Spektrallinien, die sich den ganzen Zahlen N in der Weise
zuordnen lassen, dass der reziproke Wert der Wellenliingen 2
sich dureh eine Formel der Form

1) Vgl. Kayser und Runge: Uber die Spekiren der Elemente,
dritter Abschnitt (Uber die Linienspektren der Alkalien). Abhandlungen
der Kel. Preussischen Akademie der Wissenschaften 1590,



¥ Lindemann: Zur Theorie der Speltrallinien I, 81
(147) 27108 = A4 —DBN?2—CN—Y

wobei N meist die Werte N = 3,4, 5, 6,7,8,9 annehmen kann;
die Konstanten A, I3, €' sind bei verschiedenen Elementen ver-
schieden. Sie sind auch verschieden fiir verschiedene Serien,
die im Spektrum eines und desselben Elements auftreten.

Bei jedem der genannten Elemente Jassen sich eine Haupt-
Seric und mehrere Neben-Serien unterscheiden.  Die Haupt-
Serie geht vom roten KEnde des Spektrums bis ins Ultraviolett;
sic besteht aus leicht umkehrbaren, scharfen Linien, enthiilt
die hellsten Linien des Flements und dicjenigen, welche am
leichtesten erscheinen. Die Neben-Serien bhestehen aus
weniger hellen, meist unscharfen Linien, die weniger leicht
erscheinen; wiithrend bei der Haupt-Serie die Linie N = 3
meist im roten Teile des Spektrums, die Linie N =4 aber
schon im ultravioletten Teile liegt, verteilen sich die linien
der Neben-Serien mit  grosserer Gleichmiissigkeit durch  das
ganze sichtbare und unsichtbare Spektrum.

Was den allgemeinen Charakter dieser Serien anbetrifft,
so stimmt die Unterscheidung von Haupt- und Neben-Serien
mit dem {iir das verliingerte Rotationsellipsoid gefundenen Re-
sultate, denn im Falle m = 0 (Haupt-Serie) herrscht hei der
Schwingung vollstiindige Symmetrie um die Rotationsaxe, und
derartige Schwingungen werden hei jeder Rotationsfliche am
leichtesten auftreten, die entsprechenden Linien also scharf und
hell sein.  Nach unseren Formeln werden sie bei kleinem
Werte der Yxzentrizitiit 2 oder bei grossem Werte der Schwin-
gungszahl 2 durch die Formel

dJVu(i—1)) n

=0, wo =+

dr, : I
bestimmt, oder durch die weitere Nitherungsformel (127). Dabei
ist die Schwingungszahl n der Wellenliinge 4 umgekehrt pro-
portional.  Fiir kleine Wellenliingen niihern sich die Wurzeln

(L 107 T: ! ad
der Gleichung (127) den ungeraden Vielfachen von T deshalb

wird man angeniihert
1903, Sitzungsb. d. math.-phys. KI. 6
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2

b, b

fidts L
setzen kinnen. Wenn diese Gleichung auch von der obigen
scheinbar ganz verschieden ist, kann doch eine praktische
f'boreinstimmung hergestellt werden, wie ich in § 14 erirtert
habe; man sieht es auch dadurch, dass die Gleichung (147)
nur fiir eine gewisse Anzahl ganzzahliger Werte gelten soll,
also nicht wesentlich geiindert wird, wenn man sie durch eine
Gleichung der Form

(149) A=1=A— BN 2— On=*+ p(N)-(N—3)(N—4)...(N—9)

ersetzt, wo ¢ (IN) eine willkiirliche Funktion von N hezeichuet,

(148)  Vii=a,2N+1) Z —

die an den Stellen N = 3,4, ....9 nicht unendlich gross wird.})
Fiir m > 0 1st die Symmetrie gestirt, die Linien erscheinen
schwiicher; fiir m = 1,2,3.... liitte man unendlich viele

Serien zu erwarten. Fiir kleine Werte der Exzentrizitiit 2 sind
sie beim verlingerten Rotationsellipsoide nach § 24 durch dic

$ e £) "
zleichung

AR e L an I/
—_(;l-t—-—(), wo R=12- dim !

= u(r;—1),
nitherungsweise dargestellt. Benutzt man auch hier den Niilic-
rungswert (126), so ergibt sich eine Gleichung von der Form
(150) tang & = I (&),

-

wo & dieselbe Bedeutung hat, wie in (127) und wo I'(§) eine
rationale Funktion hezeichnet, deren Grad it e wiiehst.
Denkt man sich die heiden Kurven

n=tang & und #=I"(§

in der &-3-Ebene gezeichnet, so ist klar, dass diese Gleichung
fiir endliche Werte von & weit mehr und dichter gelegene
Wurzeln liefert, als die Gleichung (127); fiir & = o aber sind
beide Gleichungen nicht mehr zu unterscheiden. Mit wach-

1) Auf die Frage, wie man diese Funktion ¢ (N) in einzelnen Fiillen
zn withlen hat, denke ich demniichst zuriickzukommen.
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sendem m verschieben sich daher die Neben-Serien
nach dem roten Ende des Spektrums, wihrend ihr
Verlauf im ultravioletten Teile gleichmiissig mit dem-
jenigen der Haupt-Serie verbleibt. Dieses Resultat ist
in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen an den Spektren
der Alkalien.

Beim Lithium sind zwei Neben-Serien beobachtet worden,
beim Natrium ebeufalls zwel und der Anfang einer dritten,
beim Kalium zwei Neben-Serien, beim Rubidium eine Neben-
Serie und wahrscheinlich einzelne Linien einer zweiten, beim
Caeslum ebenso.

Nach ihrem allgemeinen Typus verhalten sich
hiernach die Linienspektra der Alkalien so, als wenn
ithre Atome die Gestalt von verlingerten Rofations-
ellipsoiden besiissen.

Die obigen Angaben iiher die verschiedenen Serien sind
allerdings nur beim Lithium genau erfiilit. Bei den iibrigen
Alkalien sind die Linien der Neben-Serien in je zwel zerspalten.
Man kinnte daraus schliessen, dass die Zahl der beobachteten
Neben-Serien (die theoretisch unendlich gross sein soll) einfach
zu verdoppeln ist. Dagegen spricht aber, dass hei Kalinm,
Rubidium und Caestum auch die Linien der Haupt-Serie ver-
doppelt sind und dass die einzelnen Linien solcher Paare in
eigentiimlicher Beziehung zu einander stehen. Wird niimlich
die Serie durch eine Formel der Form (147) dargestellt, so gilt
fiir eine zweite zugehérige Serie eine Formel der Form
(150) 10°7'=A4, — B, N7 —C, N,
wo A, von A verschieden ist, B, und €| aber mit den in (147)
vorkommenden Konstanten I und €' genau oder wenigstens

naliezu {thereinstimmen: so ist z. B. fiir die erste Neben-Serie
des Natriums

A =24549.12, B = 120726, C = 197891,
A,=24565,83, B, = 120715, C,= 197935,

o*
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Durch die Gleichungen (147) und (150) werden jeder Zahl
N zwel Linien zugeordnet, die zusammen eines der besprochenen
Paare bilden.

In solcher Weise verdoppelt treten aber beim Kalium,
Rubidium und Caesium auch die Linien der Haupt-Serie auf;
da es nun nur eine Haupt-Serie beim Rotations-Ellipsoide gibt,
so miissen wir schliessen, dass die Dbetreffenden Atome nur
nitherungsweise die Gestalt von Rotationsellipsoiden haben, und
dass hierdurch sowohl bei der Haupt-Serie als bei den Neben-
Serien die Zerspaltung der Linien in Paare gemiiss den obigen
Erorterungen in § 25 veranlasst wird.

Da B und ¢ mit B, und €| nahezu iibereinstimmen, so
1st nahezu

18 (A '— 4, ) =4 — A,,
diese ,Schwingungs-Differenz® also nahezu konstant, d. h. unab-
hiingig von N. Diese Differenz ist aber nicht nur bei einer
einzelnen Serie konstant, sondern hat auch bei allen Serien
desselben Elements ungefithr denselben Wert und zwar

172 bel Na, 568 bei A7, 2344 bei IH, 5450 bei Cs.
Nun sind die Atomgewichte dieser Elemente bezw. gleich
22,995, 33,09, 85,2, 1327
und es ist nahezu
V172 =1,706-22,995, V568 =1,706-33,09,

(151) T
V2344 = 1,706 - 85,2, V5450 = 1,706 - 132,7,

d. h. es besteht das von Rydberg und Kayser und Runge
bemerkte Gesetz, dass jene Schwingungsdifferenzen den
Quadraten der Atom-Gewichte nahezu proportional
sind.

Bedeutet 2 die Wellenliinge einer bestimmten Schwingung
eines Rotationsellipsoids, bezeichnen ferner 4, und 2, diejenigen
Wellenliingen, welche daraus entstehen, wenn das Rotations-
ellipsoid sich in ein dfeinxigcs verwandelt, so ist:
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=21t et
It=I""Fare + et + -,

wenn ¢ die numerische Exzentrizitiit derjenigen Ellipse be-
seichnet, in welche der Aquator des Rotationsellipsoids ver-
wandelt wird, vorausgesetzt, dass die lange Axe des Kllip-
soids sich nicht wesentlich iindert. Die Schwingungsdifferenz
14— 270 wird demmach dem Quadrate der numerischen Ix-
zentrizitiit nitherungsweise proportional; der Vergleich mit dem
erwiithnten Gesetze, das in den Gleichungen (151) seinen Aus-
druck findet, fithrt dann zu folgendem Resultate:

(152)

Die Atome der Alkalien haben die Gestalt von
Ellipsoiden, deren eine Axe die beiden anderen an
Liinge wesentlich iibertrifft; die lixzentrizitiit des zu
dieser ausgezeichnetenAxesenkrechtenHauptschnittes
ist dem Atomgewichte proportional

Dass in der Tat in (152) nur gerade Potenzen von ¢ vor-
kommen kinnen, folgt daraus, dass die Funktionen ¢, durch
welche die Werte 7, und 7, bestimmt werden, als Integrale

. b o
der Gleichung (19) nur von z* =, und =" abhiingen, wenn
c* (7

die beiden kleineren Axen des Lillipsoids mit 4 und ¢, die grosse
Axe mit o, bezeichnet werden. Indem wir das Verhiltnis %

¢
in die Konstanten a;, @i, eingehen lassen, setzen wir voraus, dass
das Verhiiltnis der grossen zur kleinen Axe des Rota-
tionsellipsoids bei den verschiedenen Alkalien das-
selbe sei.

Die Druckkriifte, welehe im Lichtither titig sind, um das
Fllipsoid zu deformieren, kinnen von der elektrischen Krregung
herrithren, da ja die Beobachtungen zwischen den Polen eines
Lichtbogens angestellt werden. Sie kinnen aber auch in
dem Widerstande ihren Grund haben, den das Atom
bei seiner Bewegung im Lichtither findet. Dieser Ather
verhiilt sich gegeniiber den schnellen Bewegungen elastischer
Schwingungen wie ein starrer Korper, aber (nach Lord Kelyin)
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gegeniiber den vergleichsweise sehr langsamen Bewegungen der
Atome wie eine Ilitssigkeit; der Widerstand aber, den letztere
auf eine bewegte Kugel ausiibt, ist bekanntlich dem Volumen
der verdriingten Fliissiglkeitsmenge proportional. Haben nun
die Atome verschiedener Llemente gleiche Dichte, wie es nach
meinen fritheren Untersuchungen (vgl. auch unten § 27) wahr-
scheinlich ist, so ist dieser Widerstand dem Atom-Gewichte
proportional. Umgelkehrt wiirde die Exzentrizitiit ¢ des
deformierten Rotationsellipsoids dem Widerstande
proportional sein, den das Atom hei seiner Bewegung
im Lichtither erleidet, und dadurch das obige empi-
rische Gesetz verstindlich werden,

§ 27. Die Atome der alkalischen Erden.

Mit den Spektren der alkalischen Frden (Magnesium,
Calciuwm, Strontium, Baryum) habe ich mich schon in meiner
fritheren Arbeit eingehend beschiiftigt.  Uber das Beryllium
liegen noch zu wenige Beobachtungen vor; es bleibt deshalb
von der Betrachtung ausgeschlossen. Unter der Annahme,
dass das einzelne Atom die Gestalt einer Kugel habe und dass
die Dichte der Atome bei verschiedenen Jlementen denselben
Wert habe, hatte ich in § 6 zwischen den Wellenliingen 4 und
2 und den Atomgewichten G+ und G zweier verschiedenen
Elemente fiir kleine Wellenliingen das in der Formel

; 3, —
(153) =V &
ausgesprochene Gesetz als niherungsweise richtig nachge-
wiesen. Die Priifung dieser Formel an den Beobachtungen,
wie sie infolge der Arbeiten von Kayser und Runge vor-
liegen, ergab, dass dieses Gesetz bei den alkalischen Krden
sich bestitigt. Man konnte so aus jeder Linie des einen
Tlements eine Linie des andern berechnen; und im Allge-
meinen entsprach dabel einer Serie des cinen Elements wieder
eine Serie des andern. Hieraus schliessen wir:
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Die Gestalt der Atome weicht bel den alkalischen
Trden wenig von der Kugel ab; die innere Dichte der
Atome ist bei verschiedenen Elementen dieselbe.

Da nach den vorhergehenden Untersuchungen die Ver-
teilung der Linien im Spektrum ganz wesentlich von der Ge-
stalt der Atome abhiingt, werden wir die Abweichungen, welche
sich in den fritheren Tabellen finden, jetzt dadurch erkliren,
dass die Kugel durch ein dreiaxiges Ellipsoid zu ersetzen ist.
Tnshesondere wird es so erkliirlich, dass in jenen Tabellen Gfter
bei dem gegenseitigen Lntsprechen der Linien verschiedener
Spektra die Serien durch einander geworfen erscheinen; denn
wir haben in § 25 gesehen, dass sich bei der Kugel nur eine
Serie ergibt; es ist also unmdglich, unter Voraussetzung der
Kugelgestalt die verschiedenen Serien aus einander zu halten.

Die Formel (153) behiilt aber ihren Wert, da sie die viel-
fach beobachtete Tatsache, dass die augenscheinlich ana-
logen Linien in den Spektren verwandter Klemente
sich mit wachsendem Atomgewichte in Richtung auf
das rote Knde des Spektrums verschieben, in eine
mathematische Formel kleidet. In § 11 und § 12 versuchte ich
die bei den Alkalien auftretenden griosseren Abweichungen
durch Annahnie verschiedener innerer Dichte der Atome zu
erkliiren.  Nachdem wir jetzt in § 26 gesehen haben, dass die
Gestalt der Atome der Alkalien von der Kugel stark abweicht,
werden wir an dieser Annahme verschiedener innerer Dichten
nicht mehr festzuhalten brauchen. Wir werden vielmehr in
der Annahme bestiirkt, die meinen damaligen Betrachtungen
zu Grunde lag, dass es nur eine Art von Materie gibt
und dass sich die chemischen Klemente nur durch Ge-
stalt und Grisse ihrer Atome unterscheiden.

Bei den alkalischen Krden fehlt die Haupt-Serie; daraus
schliessen wir, dass von den drei Axen des Ellipsoids keine
durch ihre Liinge vor den beiden anderen wesentlich ausge-
zeichnet ist.  Bel Magnesium, Calcium und Strontium treten
zwel Nebenserien auf; jede Linie zerlegt sich in drel zusammen-
gehorige Linien.  Man konnte diese Verhiiltnisse so aunffassen,
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als ob im Ganzen sechs verschiedene Serien in Betracht kommen;
da aber bei je drei zusammengehdrigen Linien wieder das
Gesetz von der Konstanz der Schwingungsditterenzen nitherungs-
weise ertiillt ist, werden wir das Auftreten der Linien-Triplets
in iihnlicher Weise erkliiven, wie das Auftreten der Doppel-
linien bei den Alkalien.

Die Schwingungsdifferenzen sind jetzt den Quadraten der
Atomgewichte nur noch der Grossen-Ordnung nach proportional;
wir werden daraus schliessen, dass es nicht miglich ist, durch
eine einzelne Grisse ¢ die Abweichung der Gestalt vom Rota-
tionsellipsoide bei den verschiedenen Elementen zu unterscheiden.
Wiihrend also bei den Alkalien den Hauptaxen 2o,
2b, 2¢ des Ellipsoids die Figenschatt zukam, dass o,
die beiden anderen wesentlich an Grisse iibertraf, dass
b nahezu gleich ¢ war, und dass das Verhiiltnis o,:0
(oder o,:¢) bei allen Alkalien denselben Wert hatte,
erscheinen die drei Axen beil den alkalischen Krden
als wesentlich gleich berechtigt.

Beimt Baryum sind keine Serien beobachtet worden; das
Mittel, die Serien aus der grossen Anzahl von Linien auszu-
scheiden, besteht niimlich darin, dass. man Linien-Paare oder
Linien-Triplets mit konstanter Schwingungsdifferenz heraus-
sucht; nach unserer Autfassung ist das Auftreten solcher Paare
dadurch bedingt, dass die Abweichung von der Gestalt ecines
Rotationsellipsoids nur gering ist; wird diese Abweichung
grisser, so versagt jenes Mittel, wenn es auch noch mittelst
der Formel (153) gelingt, im Baryum Linien zusammen zu
ordnen, die anniihernd eine Serie bilden (vgl. § 9 meiner hin-
teren Arbeit). Das Iehlen der Serien-Paare im Baryum zeigt
uns denmach, dass dessen Atomgestalt am meisten von einem
Rotationsellipsoide abweicht.

Da bei der Kugel nur eine Serie auftrat, und da die Atome
der alkalischen Erden nahezu kugelfsrmig sind, so haben wir
uns vorzustellen, dass diese eine Kugel-Serie sich in die beiden
Neben-Serien aufgeldst hat, ohne dass eine Haupt-Serie (welche
Symnietrie wm eine hevorzugte Axe voraussetzt) erscheint. Die
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stiirkere Abweichung von der Gestalt cines Rotationskdrpers
wird aunch durch das Auftreten von dreifachen Linien bestiitigt,
withrend hei den Alkalien sich die Linien nur verdoppelten.

§ 28. Die Atome einiger Metalle.

7u den Elementen der ersten Mendelejeffschen Gruppe
gehiren neben den Alkalien die Metalle Kupfer, Silber und
“Gold; zu denen der zweiten Gruppe die Metalle Cadmium,
Zink, Quecksilber. Von letzteren habe ich frither gezeigt (§ 8
und § 10), dass die Formel (153) auf sie mit besonders gutem
Trfolge angewandt werden kann. Die Gestalt ihrer Atome
wird daher nahezu kugelférmig sein. Auch bei Kupfer, Silber
und Gold (a. a. § 13) wird die Formel (153) noch nicht un-
brauchbar; auch fiir sie wird demnach analoges gelten.

Bei Kupfer und Silber finden Kayser und Runge wieder
zwei Neben-Serien, bestehend aus Linien-Paaren mit kon-
stanter Schwingungsdifferenz, bei Zink, Cadmium und Queck-
silher ehenfalls zwei Neben-Serien, jede aus Triplets von
Linien zusammengesetzt.  ierdurch ist die Zugehorigkeit der
ersteren Metalle zu den Alkalien, der letzteren zu den alkali-
schen lrden auch spektralanalytisch zum Ausdrucke gebracht.
Die Atome der letzteren weichen (wegen Auftretens der Trip-
lets) mehr von der Kugelform ab als die der ersteren.

Den Spektren aller sechs Metalle ist aber eine Kigenschatt
gemeinsam, die sie von den iihrigen Elementen beider Gruppen
trennen. ,Von den Elementen Kupfer, Silber und Gold lesitzt
jedes im Ultravioletten ein starkes umgekehrtes Paar mit der
dem  Elemente cigentiimlichen Schwingungsdifferenz;  diese
Linien sind die stiivksten des ganzen Spektrums.  Ob man in
ihnen das erste Glied einer Haupt-Serie sehen soll, ist zweifel-
haft; da kein anderes entsprechendes Paar beobachtet ist, lisst
sich eine solche Hypothese nicht kontrollieren. Fbenso gut
1st es moglich, dass wir ein isoliertes Linienpaar vor uns haben,
welches dieselbe Rolle spielt wie die isolicrten Linien in den
Spektren der alkalischen Brden.*
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Ebenso hat von den Elementen Zink, Cadmium und
Quecksilber jedes eine sehr stark verbreiterte und umgekehrte
Linie im Ultravioletten, die stiirkste des ganzen Spektrums.

Die Rolle dieser isolierten hellen Tinien diirfte durch
unsere  Untersuchungen in § 24 aufgeklirt werden. Beim
Rotationsellipsoide werden die stiirksten Linien diejenigen sein,
die einem zur Axe symmetrischen Schwingungszustande ent-
entsprechen; diesem entspricht aber beim abgeplatteten Rota-
tionsellipsoide mit geringer Yxzentrizitit, wie wir sahen, in
der Tat nur eine migliche Wellenliinge. Die Linie wird sich
zerspalten, wenn das Ellipsoid nur annithernd eine Rotations-
fliiche ist.  Wir sehliessen also:

Die Atome der Metalle Kupfer, Silber, Gold, Zink,
Cadmium, Quecksilber haben anniihernd die Gestalg
von abgeplatteten Rotationsellipsoiden; die Atome
der letzteren drei sind fast kugelformig.

Auch beim Magnesium zeigt sich die charakteristische
isolierte Linie im Ultravioletten; von den alkkalischen Erden
nithert sich also die Gestalt des Magnesium-Atoms
am meisten einem abgeplatteten Rotationsellipsoide.

Die  Schwingungsdifferenzen bei  den Linien derselben
Serie sind hier, wie bel den alkalischen Irden, den Qua-
draten der Atomgewichte nur der Grissenordnung nach pro-
portional.

Letzteres gilt auch fiir die Elemente Aluminium, Indium
und Thallium, die der dritten Mendelejeffschsn Gruppe an-
gehdren.’)  Auch bei ihmen sind je zwei Neben-Serien heob-
achtet worden; ausserdem gibt es einzelne isolierte Linien-
paare mit konstanter Schwingungsdifferenz; wir haben also
dreiaxige Ellipsoide, die noch eine Annitherung an abgeplattete
Rotationsellipsoide aufweisen.

Wenn wir bei den Atomen der genauer untersuchten lle-
mente wesentliche Abweichungen von der gewihnlich gedachten

) Vel Kayser und Runge: Uber die Spektren der Elemente,
sechster Abgchnitt; Abhandlungen der Berliner Akademie 1892.
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Kugelgestalt finden, so ist der Grund fiir das Fehlen der
Kugelgestalt vielleicht in Folgendem zu suchen. Kin kugel-
formiges Atom ist nmach § 25 imstande, seine innere Knergie
frei in den Lichtither auszustromen. Geriit aber ein ellipsoi-
disch gestaltetes Atom in Schwingungen, so st das nur mog-
lich, wenn gleichzeitig der Aether einen Theil seiner Schwin-
gungen dem Atome zuriickgibt, indem nach § 21 Funktionen
von # — at und » -+ at gleichzeitig auftreten miissen. Fin solches
Atom gibt also Energie an den Aether ab und empfingt stets
gleichzeitic Fnergie zuriick; ein kugelig gestaltetes Atom da-
gegen wiirde seine innere Knergie giinzlich verlieren kinnen,
folglich allen iiusseren Kinwirkungen gegeniiber sich apathisch
verhalten, und sich am Spiele der chemischen und physikalischen
Kriifte nicht mehr beteiligen, bis es durch Stosse von neuem er-
regt wird. In der That kann man diese Kriifte in ihrer Ab-
hiingigkeit von der inmeren Energie der Atome mathematisch
darstellen, worauf ich bei anderer Gelegenheit eingehen werde.?)

§ 29. Uber die Serien.-Formeln, insbesondere beim Wasserstoffe.

Durch vorstehende Untersuchungen ist meine frither aus-
gesprochiene Ansicht iiber die Natur der Serien (vgl. §5 und
§ 14) im Ganzen bestiitigh ete.: die Linien jeder Serie ent-
sprechen den Wurzeln einer gewissen transscendenten
Gleichung. Bei Annahme kugelformiger Atome erschien es
notwendig, verschiedene Arten von Grenzbedingungen in Be-
tracht zu zichen, um eine entsprechende Auzahl von trans-
scendenten Gleichungen zu erhalten. Bei den Ellipsoiden sehen
wir aber, dass die Theorie sogar auf unendlich viele solche
Gleichungen fiihrt, die sich in Gruppen ordnen. Wenn also
bei der fritheren Auffassung das Zusammenlaufen verschie-
dener Serien an einer Stelle oder an benachbarten
Stellen als etwas zufilliges erschien, so erscheint dies bet den

] 4 . Q B . . I
) Im Sommer-Semester 1902 habe ich meine entsprechenden Uber-
legungen in ciner Vorlesung niiher entwickelt.
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jetzt aufgestellten Gleichungssystemen als natiirlich, denn mit
abnehmender Wellenliinge (zunehmender Schwingungszahl) kann
man die Wurzeln dieser verschiedenen Gleichungen immer weniger
von einander unterscheiden. Immerhin bleibt auch jetzt die
Moglichkeit, dass neben den von uns studierten Schwingungen,
die den IForderungen der Elastizititstheorie streng geniigen,
noch andere auftreten, bei denen infolge der (z. B. elektrischen)
Erregung des wimgebenden Lichtiithers die Druckkriifte an der
Oberfliiche nicht ausgeglichen sind.

Jedenfalls bleiben die fritheren Angaben iiber die wahr-
scheinliche allgemeine Form der Serienformel giiltig, denn
allen transscendenten Gleichungen, die auftreten, ist die Eigen-
schaft gemeinsam, dass ihre Wurzeln bei abnehmender Wellen-
liinge den ganzen Vielfachen gewisser Konstanten proportional
werden, wie in Gleichung (148); und die Abweichung von
der empirischen Formel (147) wird durch die Hiilfs-I'ormel
(149) hinreichend erkliirt.

Die erwiilinte empirvische Formel verdankt ihre Entstehung
dem  ecinfachen Balmerschen Gesetze, nach dem sich dic
Wellenliingen des Wasserstoffs aus der Gleichung

. 4
(1:)1) : A —r. (1 - ‘i\‘r.)>

fiir N = 3,4, 5...15 mit iherraschender Genauigkeit berechnen
lassen.  Diese Tatsache wird man ungern einem Zufalle zn-
schreiben wollen, und deshalb soll im Folgenden noch eine
Erklirung versucht werden.

Wir haben in § 24 das verliingerte Rotationsellipsoid mit
sehir kleiner Exzentrizitiit 7 untersucht. Setzt man:
(155 i g pound  po=t,

B /l i -

wo o die in (94) angegebene Bedeutung hat, so kam es auf
die Lisung der folgenden Differentialgleichung an:
AP0 L AN
41(1‘—}-/1)((”11 424 Cm42) ¢+ )] ’(29;

+lpt4m@m 4+ 1)+ AR =0.
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Piir grosse Werte von w -reduzierte sie sich auf die oben
behandelte Gleichung (123); fiir kleine Werte von o dagegen
erhalten wir
AR i
(156) ¢ dz,?f’ Jt[2m 3] >dz“ + 1 mm 4 1)+ AR =0.

Bekanntlich sind die pm'tikuliir(en Integrale der Gleichung

(22
/ Zé)‘ + + [)y = ()
durch die Ausdriicke)
(157) yl =— t_“‘}’/“ und yz — t—u———/)’

gegeben, wenn

a—1 r — ]
B = ==
Jei uns ist
a=m+3%, b=1Im@m+ 1)+ 1A
Hier bedeutet m eine ganze Zahl; U ist so zu bestimmen,
dass das eine Integral der Differentialgleichung (92) fiir b = =
endlich bleibt. Letztere geht aber dadurch in die Differential-
gleichung

(12_/ dy mt -
gor T oYy — (9[ T i ﬁ) y=0

iber, welche mit der Gleichung fiir die ,Zugeordneten® der

Kugelfunktionen iibereinstimmt,?) wenn man A = — n (n 4+ 1)
setzt, unter n eine ganze Zahl verstanden. Dann wird
s 2m 41 , 2n--1
(158) a=-——-", f= =
4 4

und es muss nach der Theorie der Kugelfunktionen m <n
sein. s ist ferner nach (94) die gesuchte Funktion B durch
die Gleichung

) Auch diese Gleichung ist ein Grenzfall der Besselschen Glei-
chung, vgl. Lommel, Math. Annalen Bd. 3, p. 487.

%) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen I, p. 216.
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s AY
Re(®— 1) % = (f) 9

gegeben, wo R sich aus den Funktionen (157) linear zusammen-
setzt.  Damit 9 endlich bleiht fir +==1, 4. h. £ =0, st nur
das cine Integral y, brauchbar, folglich bis auf einen kon-
stanten VFaktor

n

R=t".

Die Gleichung (108) oder Ff[j; = 0 fiihrt hier also nicht

zu brauchbaren Resultaten.

Anders ist es, wenn wir einen entsprechenden Grenziiber-
gang fiir das abgeplattete Rotationscllipsoid durchfithren. Ilier
milssen wir aut’ die Gleichung (120) zuriickgehen. Setzen wir

(159) )I; =1, Wo=t,
so ergibt sich
d*a AN
ot — LTt (2 4 2) (f —
4t(t—m) TR +2[t4 w4 2)({t—m)] o

A (4 D+ mt 4 AR =0
und hieraus fiiv wm = 0:

2 Q' e
(160) 424 d(( ?: +2t(2m 4 3) d(;)tl A {m(m41)4 AR =0.

Hier bedeutet m eine ganze positive Zahl, und A ist so
zu bestimmen, dass die zweite Gleichung (118) fiir § = o=,
d. h. m =0, eine eindeutige Lisung zuliisst. Die gefundene
Gleichung (160) ist zwar von (156) nicht verschieden: aber
fiir die Bestimmung von 20 bleibt cine andere Moglichkeit,
als die oben benutzte. Die Kugelfunktionen bleiben nimlich
brauchbar, wenn

n = — é -+ 7 n

gewiihlt wird; sie gehen danu in die Mehlerschen Kegel-
funktionen iiber. Es wird:
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AN=—nm+1)=—E—iwG+in=— G+
und somit nach (158)
2m 41 A
g=m—, f=
Aus den partikuliiven Integralen (157) kann man zwel

reclle lineare Kombinationen herleiten
"
1 St u
h =" (?/1 =+ ?/2) =S # cosin 5 log t),
2 2

1 1= .
772'_—“:_)‘i(.’/1'—.7/2):_t 1l <_z 10gt>.

Beim verliingerten Rotationsellipsoide war £ == (r* — 1),
also gleich Null fiir den Grenzfall »==1; es wiiren dann diese
Integrale und ebenso die daraus hervorgehenden Funktionen

‘It .
i

- t2fp g2
L=t cosin <‘” loo t) = + :

o 27/t
(161) . .
S=t ' sin (‘“Ioo‘t>=t~ ———»t _H
9 te) Lot
= 2i V't

unendlich fiir t = 0; nur heim abgeplatteten Rotations-
ellipsoide (r = 0) kann daher der jetzt vorliegende
Fall in Betracht kommen.

Die Zahl g ist zuniichst noch willkiirlich; um ste genauer
zu hestimmen, miissen wir iiberlegen, wie die Integrale (161)
bei genauerer Durchfiihrung zu Stande kommen. Im Allge-
meinen hatten wir eindeutige Funktionen, die sich nach Po-
tenzen von i == cos ¢ entwickeln lassen, ausserdem eine Potenz
von sin# als Faktor enthalten konnen. Da aber bei einem
sehr stark abgeplatteten Ellipsoide die Haupt-Serie (mit zur
Axe symmetrischen Schwingungen) allein von Bedeutung sein
kann, so kommt hier nur der Fall m =0 in Betracht, bei
dem ein solcher Faktor sin ¢ nicht auftritt. Wenn nun jetzt
Entwicklungen nach Potenzen von log t vorkommen, so ist
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dies nur dadarch miglich, dass der Grenzwert einer gewissen
Potenzreihe eben auf einen solchen Logarithmus fihrt, Man
kann daher etwa auf die Formel

1 1
wlog t = log t = lim (m t™ — 1) = lim [ (t* 4 ¢ ()" — 1]
H = m =X
Bezue nehmen, wo ¢ (t) eine Funktion ist, die fiir m = =
) ) '\ s

nicht in Betracht kommt.

1is soll 8 eine eindentige IMunktion von r und Vi + 1,
und der zugehorige Faktor, der den Winkel # enthillt und in
den betreffenden Reihen-Futwicklungen der Funktion U7 hinzu-
trat, eine eindeutige Iunktion von »=cos und V1—
=sin ¥ sein. Dementsprechend kiounen ganze Potenzen von
t und Ve = Vr* —1, ebenso von t und V't =7Vt -+ 1 auf-
treten. Wenn also auf diese Weise der Logarithmus in die
Funktionen (161) beim Grenzitbergange eingeht, so muss u
oder wenigstens 2 u eine ganze positive Zahl sein.

Die vorstehende Uherlegung Lisst vielleicht noch andere
Moglichkeiten offen; deshalb habe ich oben (p. 92) nur von
einem Versuche fiir den Fall j = » gesprochen. Immerhin
wird der gemachte Schluss durch den asymptotischen Wert
der Kegelfunktion?)

. JT
, cosin(ud—- i
f (cosin ) = _ = :

V‘lc F A TVc"’ — e (= )
bestiitigt; denn fiir sehr grosse Werte der Zahl g muss auch
der Zihler dieses Ausdruckes sich nach Potenzen von cos
so entwickeln lassen, dass die Rethe fiir jeden Wert von 2
konvergiert; und zu dem Zwecke muss g0 eine ganze Zahl
oder eine rationale Zahl mit dem Nenner 2 sein.

Wir haben noch zu entscheiden, welche der beiden Funk-
sionen (161) fiir das Innere des stark abgeplatteten Sphiiroids
zu withlen ist.  Da §) sehr gross ist, so ist nach (159) t sehr
klein vorausgesetzt; wir konnen also die Iunktionen (161)

1) Vgl Heine a.ca. O, BT p. 224,
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nicht durch ihr Verhalten hei sehr grossen Werten von t
unterscheiden; wohl aber miissen sie bei kleinen Werten von
t unseren bisherigen Resultaten entsprechen. Die durch (119)
eingefiihrte Funktion I war fir o=m="' = o0, d. h. t=1,
nicht gleich Null; die in (161) gegebene Funktion S dagegen
verschwindet fiir t = 1; wir wollen deshalb die Funktion I? zur

Darstellung der inneren Schwingungen withlen.

Um die Schwingungsdauern der letzteren zu bestimmen,
haben wir nach (108) die Gleichung

d IR
2
dt ’
in der nun m =% als Unbekannte zu betrachten ist, aufzu-

losen.  Dieses gibt

'”i »--‘“i
K—i -+ff-i>t2 —(Hi’fi)t 9] =0,
§ ~ ~ r=1g

wi4 L

ni—1

oder

i
t’U —

oder

pern=(1+ . )

; 1
Mg

oder in erster Anniiherung

n o, 1 1
Tty =1
) (% + 1) + i (i —1) ! W Liu
Nun ist aber
1 1 po—1i 1 2

W lin  umri AT i
prr iyt et l el 4t
BEs wird also » eine komplexe Zahl; setzen wir
n=n'+1in",

so kommt fiir die Schwingungsdauer nur der reelle Teil »’ in

Betracht, denn » kommt in den Entwicklungen der Funlktion
1903. Sitzungsb. 4. math.-phys. KL 7
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U nur in der Verbindung cosin #a ¢ und sin n @t vor, wo «a
die Llastizitiitskonstante 1im Innern des Sphiiroids bedeutet; die
Schwingungsdauer 7' ist dann

2n Yl

T n'a a’
wenn 4 die Wellenlinge hedeutet. Diese Grissen beziehen
sich auf das Inmere des Sphiiroids; ausserhalb desselben im
freien Lichtiither ist nach unserer fritheren Bezeichnungsweise
wegen Gleichung (104)

,_2n  2m A
I T mga, wn'a a
a a n' af 4
162 ipt=pt. 2= = [ ——— .
(162) 4 a, a, 2= (Lln(r§—|—])< 4#2—}—1)

Nun sollte 2 x eine ganze Zahl sein; setzen wir dieselbe

) 4
/.1_1=_4‘1 <1 — _l\;)‘—"—_].>

was im Wesentlichen die Formel (154) ist, denn das Hinzu-
treten des Gliedes 1 im Nenuer ist bei grisseren Werten von
N ohne Einfluss auf das numerische Resultat. Diese Bal-
mersche Formel stellt also nitherungsweise die Wellen-
liingen eines ausserordentlich stark abgeplatteten
Rotationsellipsoides in ihrer Abhingigkeit von einer
ganzen Zahl N dar.

Da nun die numerischen Folgerungen fiir die Werte N = J
bis N =15 sich in iiberraschender Weise mit den Beobach-
tungen beim Wasserstoff decken,!) so werden wir umgekehrt
einen Schluss auf die Gestalt des Wasserstoff-Atoms zielen
kinnen. Zweifelhaft bleibt es, ob wir hier das Wort ,Atom®
nicht besser durch ,Molekiil“ ersetzen; denn das Wasserstoli-
Molekiil ist zweiatomig. Moglich wiire es aber, dass das

gleich | so wird

1) Vgl. die bei Nernst (Theoretische Chemie, Stuttgart 1893
1. Auflage p. 169) nach Versuchen Cornus (Journal de physique, 1I. Sexie,
t. 5} mitgeteilte Tabelle.
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Molekiil sich unter Einwirkung der Elektrizitiit in seine Atome
zerspaltet, und dann wiirde das Wort ,Atom® richtig sein.
Dem Wasserstoff kommen in der Tat zwel verschiedene Spek-
tren zu; wahrscheinlich entspricht das eine dem Molekiile, das
andere (aus einer weit grisseren Anzahl von Linien bestehend)
dem einzelnen Atome. Die Gestalt des Wasserstoff-
Molekiils ist demnach wahrscheinlich die eines diinnen
kreistunden Blattes.

Das Wasserstoffatom wiirde hiernach aus der Hiilfte eines
solchen sehr platten Sphiiroids bestehen, indem sich letzteres
lings des Aquators in zwei Teile zerspaltet. Ms wiire ferner
zu erwarten, dass eine solche Kigenschaft auch den anderen
Sphiiroiden (also Cu, Ag, Au) zukommt, so dass auch ihre
Molekiile als zwelatomig zu hetrachten wiiren.

Die in der Balmerschen Formel auftretende Konstante
A hat bei Benutzung der iiblichen Iiinheiten den Wert
A= (364542)"1 oder 10%. 4 = 27431,5. Der Vergleich mit
(162) lehrt also, dass zwischen der Ixzentrizitiit ) des Sphii-
roids, der halben kleinen Axe v, 0 desselben, der Elastizitiits-
Konstante « (Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes) 1m
Innern des Molekiils und der entsprechenden Konstante «, fiir
den umgebenden Lichtiither die Relation besteht

a i
a, M1

Hierin ist § sehr gross, 1, sehr klein; das Verhiiltnis « : a,
ist also eine ausserordentlich kleine Zahl. Um iihnliche For-
meln fiir die inneren Konstanten (¢, §), r,) anderer Molekiile zu -
berechnen, miisste man die Formeln von Kayser und Runge
benutzen, zuvor aber den mnoch zweifelhaft erscheinenden An-
fangspunkt der Zihlung genauer festlegen.

(163) 7 (3645,42) 1 =

Besonders bemerkenswert erscheinen noch die von Kayser
und Runge fiir Kupfer und Silber angegebenen Serien-Formeln.
Es ist niimlich bei Kupfer:

108 2~ 1= 31591,6 — 131150 N—2 — 1085060 N—1,
oder = 31840,1 — 131150 N—2 — 1085060 N—*.
7*
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Mier ist 131150 = 4.32787,5 und fiir eine zweite Serie
von Linienpaaren:

10%. 2~ 1 = 31591,6 — 124809 N -2 — 440582 N—¢,
oder = 31840,1 — 124809 N—2 — 440582 N—*,
und hier ist 124809 = 4.31202,5. In beiden Fiillen ist also
das Verhiiltnis der beiden ersten Konstanten nahezu gleich 4,
wie beim Wasserstoff.  Alnlich verhiilt sich das Silber. Fiir
eine erste Serie von Linienpaaren haben wir

108 1= 307124 — 130621 N -2 — 1093823 N—+,
oder = 31633,2 — 130621 N—2— 1093823 N 4,
und filr eine zweite Serie

108 . 2= Vv== 30696,2 — 123788 N—2 — 394303 N+,
oder = 31617,0 -— 123788 N—2-— 394303 N1,

Hierin ist 130621 = 4.32454,2 und 123788 = 4.30947,0.
Man wird hieraus schliessen, dass auch die Sphiiroide der
Atome von Silber und Kupfer sehr stark abgeplattet
sind, und zwar gilt hier, analog zu (163), angeniihert dic

Formel )
1050 b 816000 fir Cu
a, n(;+1) ' k
= 30700,0 , Ag.
Nimmt man an, dass « in diesen Elementen denselben Wert
hat, so ergibt sich die Proportion:

_._I).__ . I),_ S I)__ —.97491 5207 L1600
(15+ ]>}[-<1'%; + l),\_,,. (ri—i—l . 27451,5:30700,0:31600,0.

Ahnliches gilt wahrscheinlich fiir Gold, da es auch zur
ersten Mendelejeffschen Gruppe gehrt; bei Zn, C'd und Iy
dagegen weicht das Verhiiltnis der entsprechenden Konstanten
wesentlich von 4 ab. Es ist dies damit in l"'bcreinstinnnuu'_;‘,
dass die Gestalt der Atome dieser letzteren Metalle nach
Obigem mehr kugelformig ist.



