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Die folgenden Betrachtungen stellen sich die Aufgabe, dem Be- 

griff der „Konvexität“ als Hüllenoperator h durch gleichzeitige 

Betrachtung eines Paares von Hüllenoperationen t, h in einer be- 

liebigen Menge A eine allgemeine Fassung zu geben. Die im Falle 

der „Konvexität“ zu t, h gehörigen „Extremalpunktmengen“ eX 

(als kleinste f-abgeschlossene Menge Y mit hY — hX) ergeben 

eine Mengenoperation X eX, X C S, die „stark idempotent“ 

ist. Zusätzliche Forderungen topologischen Charakters an t lie- 

fern weitere Eigenschaften von e, die im klassischen Falle der 

Konvexität im R" wohl bekannt sind. 

1. Weiteres über Hüllenoperatoren. 

1.1. Neben der Kennzeichnung einer Hüllenoperation /z : ^A 

^ durch die drei Eigenschaften der Extensivität, Isotonie 

und Idempotenz gibt es eine Charakterisierung durch eine einzige 

„Funktionalgleichung1 ‘, nämlich : 

(h*) XxcshX= C]{hY YCS AkYDX}. 

Auf einen Beweis sei hier verzichtet (man vergleiche dazu die 

Bemerkung, [1] S. 70). 

1.2. Das System H aller Hüllenoperatio7ien in S wird dïirch 

h~i ^ I12 '■ ^ .À.x c s' k-yX C h%X 

vollständig geordnet. Dabei ist für H' C H 

(inf H') X = P {hX : h (E H'} und 

(sup H')X = P] {hX : h E H A _A_ ;/e h. h! < h). 

Beweis. Essei h+X: = p i
hX

 '■ 
h G H'}und P WY ; h

+
Y 

DX} = : D. Dann ist wegen h
+
X D X bei der Bildung von D 
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die Menge X ein passendes Y, somit D C h+
X. Aus h+Y E> X 

folgt für jedes andererseits hY — hhY D hh
+
Y D hX. 

Daher ist h
+
Y D k+

X und somit auch D D h+
X. Also erfüllt 

inf H' = h+ (/z*) und ist ein Hüllenoperator, und dasselbe gilt 

für sup H'. 

1.3. Eindeutigkeitssatz. Für jede Hüllenoperation gilt: 

(e) Xzcvsk(\j2) = h(\j {AX :i£3E}), 

oder etwas schwächer aus gedrückt : Für irgend welche gleich in- 

dizierten Teilmengensysteme (A,-),-ey und {Bj)i(^j von S gilt : 

(i) (Xie/hA{ = hBj) y hQJie/At) = kQJiejBi). 

Beweis, (i) besagt bei Bezugnahme auf den Abbildungsbegriff, 

daß die Relation zwischen h Aj) und dem System 

{(z t-> hAj) : i £ /} Abbildungscharakter hat, was (e) explizit 

wiedergibt, (e) folgt unmittelbar aus 

h(\JX)Ch({J{hX-:XEX})Ch(h(U{XlXEX})) = h({JX)- 

1.3.1. Wir erheben (e) zu einer Definition: Eine Abbildung 

g : tyS —^ S heiße stark idempotent, wenn 

(si) XHcq)5^(U 20 = g(ö {gXiXE 3Ê}). 

Jede stark idempotente Abbildung ist auch idempotent (man setze 

in (si) für das einelementige System {W}). Nach dem Ein- 

deutigkeitssatz ist also jede Hüllenoperation stark idempotent. 

1.3.2. Jede stark idempotente Operation g in S liejert eine Hül- 

lenoperation Hg, erklärt durch 

HgX: = [J{Y\YES AgY=gX}. 

Beweis. i. HgX D X ist klar. - 2. HgHgX = (J {Z \ gZ = 

^(U {R : gY = gX}). Wegen der starken Idempotenz von^ ist 
aber g ((J {Y \ g Y = gX}) = g(\J {gY \ g Y = gX}) = ggX 

= gX, somit HgHgX = U {Z\gZ = gX} = HgX. - 3. Zum 
Beweis der Isotonie sei vorausgeschickt, daß 

(*) g hi g = g\ 
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denn g(\J {Y \ gY = gX}) = gX, wie eben festgestellt wurde. 

Nun sei XC Y. Dann folgtg(HgXvj HgY) — g{gHgX^JgHg Y) 

= g(g% gY)= g(X v_z Y) = g(Y) = gHg Y, somit (nach De- 
finition von HgHgY) HgY — HgHgY D HgX w HgY oder 

HgX C. HgY. 

Bemerkungen. 1. Ist h irgend eine Hüllenoperation in S, so 

gilt Hh = h, d. h. man kann jede Hüllenoperation h als eine zu 

einer stark idempotenten Operation g gehörige Hüllenoperation 

Hg darstellen. - 2. Neben (*) gilt, wie unmittelbar ersichtlich 

(**) g C Hg und Hgg = Hg. 

2. Konvexität. 

2.1. Jede Hüllenoperation h in S hat die Eigenschaft, daß es 

zu jedem X (Z S ein größtes Y C F gibt mit hY = hX, nämlich 

Y : = hX. Dagegen besitzt die Frage nach einem „kleinsten“ Y 

mit hY = hX im allgemeinen keine positive Antwort. Im Ver- 

folg dieser Frage wäre nämlich die Menge 

X+:=0 {Y YC S AAY= hX} 

zu betrachten. Aber nicht für jedes X und jedes h ist hX+ = hX. 

Beispiel: h ist die topologische Hülle im R1 und A = [o; 1]. 

Hier ist X+ = X r^Q r\& Q, wobei Q die Menge der rationalen 

Zahlen bezeichnet, also hX+ — 0 — X = hX. 

2.2. Die Angelegenheit wird aussichtsreicher, wenn man ver- 

allgemeinert: Man betrachtet neben h noch eine zweite Hüllen- 

operation t-.tyS—»-JöNinN und sucht jetzt nach einem A-hüllen- 

gleichen Y mit kleinster ^-Hülle. Jetzt haben wir es also mit der 

Operation e : = et h zu tun, erklärt durch 

(2) eX: = D {(Y YC S AhY = AX}, XC S, 

und mit der Frage, wann 

(2+) heX = hX 

gilt. 



82 Georg Aumann 

2.2.1. Daß es zu jedem h immer ein t gibt, so daß (2+) sogar 

für alle X (Z S gilt, ist fast trivial; man nehme /: = h, so ist 

e - h, also he = h. 

2.2.2. Ein nicht triviales Beispiel liefern die Extremalpunkt- 

mengen bei den kompakten konvexen Teilmengen des JR”. Hier 

ist S eine kompakte konvexe Teilmenge des R", hX die abge- 

schlossene ( !) konvexe Hülle und tX die abgeschlossene Hülle 

(beides bezüglich der üblichen Topologie im R” verstanden). 

(2+) gilt für alle X C -S'. Es sei hier noch bemerkt, daß (2+) nicht 
mehr für alle X gilt, wenn man das Beispiel dahin verallgemei- 

nert, daß man 6” als nicht-beschränkte konvexe Teilmenge des R" 

zuläßt, z. B. V = R” voraussetzt. Für einem Halbraum X ist jetzt 

eX = 0, also (2+) nicht erfüllt. 

2.3. Die Beziehung (2+) ist etwas verwickelter Art und es ist 

schwierig, ohne besondere Voraussetzungen bequeme Bedingun- 

gen aufzustellen, die das Bestehen von (2+) garantieren. Wir müs- 

sen daher praktisch (2+) selbst als Forderung stellen. In leichter 

Anpassung an das Beispiel 2.2.2 setzen wir als Erstes voraus, daß 

(a) ht = h 

gilt, womit bereits allgemein heX C hX gesichert ist; denn mit 

(a) ergibt sich sofort eX C hX und damit heX C hX. Im übri- 

gen verlangen wir, noch ein wenig über (2+) hinausgehend und 

mit Rücksicht auf (a), wenn das System aller /'-abgeschlossenen 

Mengen bezeichnet, die Gültigkeit von 

(k) ABC8I,^C5(À,eî hF=hX) A(H 8) = hX, 

einen Beziehung welche einen gewissen Zusammenhang zwischen 

den h- und /“-Hüllen herstellt, und definieren: 

Sind h und t Hüllenoperationen in S, so heißt h eine Konvexität 

in S bzgl. t, kurz t-Konvexität, wenn h und t (a) und (k) erfüllen. 

Bemerkung. Aus (a) folgt auch th = h\ denn es ist th Z) h und 

andererseits th<Z hth = hh — h. 

Satz. Ist h t-konvex, so gilt (2+) für alle X C S. 

Beweis. Man setze in (k) 5 : = g) und berücksichtige (a). Ist h 

/-konvex, so heißt 
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*X = H {F F G % A hF = AX} 
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die (7, K)-Extremalpunktmenge von X] sie ist die kleinste /‘-ab- 

geschlossene Teilmenge von S, deren A-Hülle gleich der von X ist. 

2.3.0. Die Orizykel-Konvexität als ein Beispiel einer Kon- 

vexität ohne Linearität. 

1. Es sei U : = {z \ \ z | < 1} die Kreisscheibe vom Radius 1 

in der komplexen 2-Ebene; ferner sei A \ = {a j O < | a \ < 1 }. 

Für a Ei A heißt die Punktmenge 

Za \ — {z : z E U A I z — a | < 1 — \
a
\} 

eine Orizykelscheibe, kurz OZ-Scheibe, in U mit dem Ursprung 

u : = a I I a |. Je zwei verschiedene Punkte z', z" bestimmen ein- 

deutig die „spindelförmige“ Menge (Kreiszweieck) 

T
z\z" '■ = 

Z
a, r^Zat, 

wobei Z , Zaj jene OZ-Scheiben bezeichnen, auf deren Periphe- 

rien z und z" liegen. 

2. Für ein festes Q, O < Q < 1, betrachten wir auf der Menge 

X : — {z : I z I < £>} neben der Hülle t der gewöhnlichen Topo- 

logie die Hüllenoperation k, deren ^-abgeschlossenen Mengen als 

die Mengen 

KB: = X r^(C] {Za\ a E B} mit B C A 

erklärt sind ; es ist dann für Y C X 

kY= O {KB \ BC A AKB D Y} 

und es gilt der 

Satz X. Es ist Y C X k-abgeschlossen, d. h. kY = Y genau dann, 

wenn Y t-abgeschlossen A J\_z. z„ ev T,, z., C Y. — 2. kist t-konvex. 

Zum Beweis sei nur bemerkt, daß sich die Extremalpunkte 

einer Labgeschlossenen Menge Y bzgl. k hier (in analoger Weise 

wie im Beispiel 2.2.2) in folgender Weise ergeben: Zu jedem Ur- 

sprung u ( I u I = 1) gibt es eine minimale, Y überdeckende OZ- 

Scheibe Za, auf deren Peripherie Z/ genau ein Extremalpunkt 

liegt, wenn ZJ Y aus nur einem Punkt besteht, nämlich die- 

ser Punkt selbst, oder genau zwei Extremalpunkte, wenn Za
r
 Y 
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mehrpunktig ist, nämlich jene zwei Punkte p, q von Z* c\ Y, 

für welche der (u nicht enthaltene) Peripheriebogen pq von Za 

alle Punkte von Z* r\ Y trägt. 

2.3.1. Ist h t-konvex, so ist e stark idempotent. 

Beweis. Es ist # eZ gleichwertig mit der Aussage 

"Y'p <=%tx (J F A h F = hZ. 

Um also die starke Idempotenz von e zu erhalten, haben wir die 

Gleichwertigkeit der Aussagen 

Y FE8,
X
 Q F A hF = h({J dé) und 

Yjre9lx 3 F' A hF' = h{U {eX\XE *}) 

zu beweisen. Nach 1.3 ist aber /z((J dé) = /z(U {hX • X 0 36}) 

= /z(U {heX : X 0 36}) = h(\J {eX \ X 0 dé}). Die fragliche 

Gleichwertigkeit wird also durch F — F' hergestellt. 

2.3.2. Ist h t-konvex, so gilt (mit der Bezeichnung von 1.3.2) 

H. = h. 

Beweis. Es ist Ht X gleich U {Y \ eY — eX} und wegen eh = e 

auch gleich IY {hY \ eY = eX}. Aus eY = eX aber folgt 

heY — heX oder hY = hX, also H,X = hX. 

2.3.3. Über die Menge Th der Hüllenoperationen t, bezüglich 

welcher h ^-konvex ist, läßt sich folgendes aussagen : 

Au'.refl (Ü> t'} CT,A« t" < t') J» t" 0 Th 

(Man sagt auch, Th sei ,,intervallkonvex" in H). 

Beweis. 1. Wegen f ^ t' ist ht" ^ ht' — h. Da aber auch 

ht" > h, so folgt ht" — h. - 2. e"X = f) {?Y \ hY = hX) D 

H {tY : hY = hX) = eX, also hX = heX C he"X C hX, 

also he"X = hX für jedes X C. 

Bemerkung. Da Æ A-konvex, so ist bei /“-Konvexität von h auch 

h /-konvex für jede Hüllenoperation t' zwischen t und h (h ist ja 

die größte Hüllenoperation, bezüglich welcher h konvex ist). 
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2.3.4. Hinsichtlich der Frage nach minimalen Elementen (oder 

gar nach einem kleinsten) in Th sei hier nur das folgende Resultat 

genannt : 

Ist h die klassische Konvexität auf S : = [o; l], bezogen auf die 

gewöhnliche Topologie t (vgl. 2.2.2.), so ist t in Th minimal. 

Beweis. Es sei t' eine Hüllenoperation in 5 mit t' ^ t und t' =1= t. 

Dann gibt es ein X0 C S' und ein a G S, so daß tX0 3 a und 

t'X0 C (tXf()\ {a}. Ohne Beschränkung können wir a = o set- 

zen. Aus X0 können wir zwei Teilmengen Yx, Y2 ausgreifen, so 

daß /Fj 9 o, /F2 3 o, sup Yx = sup Y2 = sup X0 = : Q > o 

und (tYx) (tYz) /-> (o; Q/2) = 0. Es ist h Yx = hYz = hX0 = 

[o; o] und wegen t' Y{ C t'X0 C fX0) \ {o } und t' Yx r\t'Y2r\ 

(o; QI2) = 0 auch t'Yx r\t'Y2 [o; g/2) = 0, also e'W0 O [O; 

QI2) = 0 und somit (he' X^) [o; g/2) = 0, also 4= ÄW0, 
d. h. Ä nicht konvex bezüglich t' : t ist minimal. 

3. Weitere Eigenschaften von e ergeben sich, wenn man von t 

gewisse „topologische“ Eigenschaften fordert. 

3.1. Ist t ein topologischer Hüllenoperator in S tmd ist h 

t-konvex, so ist e ,,endlich unteradditiv“, d. h. 

cs 
e
(Xx cj X2) C eXx CJ eX2. 

Beweis. Wenn z ££ eXx und eX2, so gibt es Yx und Y2, sodaß 

h 7. = hX{ und z t Y{, i = 1, 2. Da t topologisch ist, so folgt 

daraus z (£ t(Yx w Y2), ferner wegen 1.3 h(Xx w Xf) — k(Yx w 

F2)) also nach Definition von e auch z (£ e(Xx w X2). 

3.2. Um die Unteradditivität für beliebige Mengensysteme zu 

erreichen, brauchen wir die Regularität und Kompaktheit der 

Operation t. 

I. t heißt regulär, wenn t durch ein KT-System 33 darstellbar ist, 

für welches gilt : 

-^-xes.vG so-T £= x
 £ V A tV £ 33. 

II. t heißt kompakt, wenn für das System %t aller ^-abgeschlosse- 

nen Mengen der „Durchschnittssatz“ gilt: 
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A. g c g, ( Ag- e g 5' endlich H 5' 4= 0) A Pi 3 4= 0. 

Es gilt der Satz : 

Ist t eine reguläre und koynpakte Hüllenoperation in S und ist h 

t-konvex, so ist e „stark t-unteradditiv“, d. h. 

AÏC„^(U 3E)C*(U {ex :IEï}). 

Beweis: Es sei z ein Punkt, der nicht zur rechten Seite der zu 

beweisenden Inklusion gehört. Dann gibt es ein V G 38 mit 

V 3 x und V fremd zu (J {
ß
X : X G 36} = : W. Wegen der 

Regularität gibt es weiter ein V C V mit tV C V, so daß auch 

tV fremd zu W ist, d. h. eX r\ tV ~ 0 für alle X G 36. Wegen 

eX = fj {F : hF = hX} und wegen der Kompakt- 

heit gibt es endlich viele Fv . . . , Fn mit hF{ = /tW und 

FX-. = FX r\ . . . r\Fn fremd zu und erst recht zu V, und 

damit ist auch F+ '■ = t (J {Fx : X G 36} fremd zu V. Ferner ist 

wegen der Konvexität _A_^eï hFx = hX. Nach dem Eindeutig- 

keitssatz folgt mit X* : = LJ 3c hF
+
 = h (LJ {Fx : X G 3c}) = 

h{U {hX \ X G ï}) = hX+. Daraus folgt eW+ C F+, also eW+ 

fremd zu V, somit z G eX
+

. 

Ostern 1973. 
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