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Die folgenden Betrachtungen stellen sich die Aufgabe, dem Be-
griff der ,,Konvexitdt*' als Hiillenoperator /% durch gleichzeitige
Betrachtung eines Paares von Hiullenoperationen ¢, % in einer be-
liebigen Menge S eine allgemeine Fassung zu geben. Die im Falle
der ,,Konvexitit'‘ zu 7, % gehérigen ,,Extremalpunktmengen’’ e X
(als kleinste z-abgeschlossene Menge ¥ mit £Y = £X) ergeben
eine Mengenoperation X > ¢ X, X C S, die ,,stark idempotent*
ist. Zusétzliche Forderungen topologischen Charakters an # lie-
fern weitere Eigenschaften von e, die im klassischen Falle der
Konvexitit im R” wohl bekannt sind.

1. Weiteres iiber Hiilllenoperatoren.

1.1. Neben der Kennzeichnung einer Hillenoperation 4Z: PS
— PSS durch die drei Eigenschaften der Extensivitit, Isotonie
und Idempotenz gibt es eine Charakterisierung durch eine einzige
Funktionalgleichung'', nimlich:

(h*) AyeshX =AY VCSArY DX}

Auf einen Beweis sei hier verzichtet (man vergleiche dazu die
Bemerkung, [1] S. 70).

1.2. Das System H aller Hiillenoperationen in S wird durch
hy K hyt B Aycs X C hX
vollstindig geovdnet. Dabed ist fiir H C H
(infHYX = ({#X ' 2 € H'} und
(supHYX = (X hEHANN g ' < A}

Beweis. Essei 2/t X = (N {4X 1 A€ H' }und ({4*Y | it}
DX} =:D. Dann ist wegen 4+*X O X bei der Bildung von D
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die Menge X ein passendes V, somit D C At X. Aus #tY D X
folgt fir jedes 2 & H' andererseits 2Y = A2Y D hhtY D 2 X,
Daher ist A*Y D 2*X und somit auch D D A+*X. Also erfiillt
inf H' = 4% (#*) und ist ein Hiillenoperator, und dasselbe gilt
fir sup H'.

1.3. Eindeutigkeitssatz. F7r jede Hiillenoperation gilt.
(©) Agcps (U 2) = 2(U {2 1 X € 2,

oder etwas schwdcher ausgedriickt: Fiir irgend welche gleick in-
dizierten Teilmengensysteme (A)); ¢y und (B;);c ; von S gilt:

O Nie,hdi=hB) = h(U;e;4) = (U, By

Beweis. (i) besagt bei Bezugnahme auf den Abbildungsbegriff,
daB die Relation zwischen % ({J;o, 4,) und dem System
{¢Zw— hA): 7 & J} Abbildungscharakter hat, was (e) explizit
wiedergibt. (e) folgt unmittelbar aus

AUR)CA(URX X EX)CA(A(U{X X S E)=r(U%).

1.3.1. Wir erheben (e) zu einer Definition: Eine Abbildung
£:9S — DS heille stark idempotent, wenn

(si) Azcpsg(UE)=¢g(U g XX € %)

Jede stark idempotente Abbildung ist auch idempotent (man setze
in (si) fur £ das einelementige System {X7}). Nach dem Ein-
deutigkeitssatz ist also jede Hillenoperation stark idempotent.

1.3.2. Jede stark idempotente Operation gin S liefert eine Hiil-
lenoperation H,, erklirt durch

HX:=U{ViVYCSagV¥=gX})

Beweis. 1. #,X DX ist klar. — 2. A, H, X =) {ZigZ=
g(U{Y : gV = gX}). Wegen der starken Idempotenz von g ist

aber (U {Y i gV =gX}) = g(U {gV i gV =gX}) = ggX
=gX, somit H H X =) {Z: g2 =gX}=HX. - 3. Zum
Beweis der Isotonie sei vorausgeschickt, daf

™ gH, =g,
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denn g(|J) {¥ i gV = gX}) = gX, wie eben festgestellt wurde.
Nun sei X C Y. Dann folgtg(H, XV H,Y) = g(g H, X gH,Y)
=glgXwgV)=g(X wY)=g(¥Y)=gH, Y, somit (nach De-
finition von A, H Y) H, ¥V = H H Y D H, X v H,Y oder
HXCH,Y.

Bemerkungen. 1. Ist 4 irgend eine Hiillenoperation in .S, so
gilt H, = %, d. h. man kann jede Hiillenoperation % als eine zu

einer stark idempotenten Operation g gehorige Hillenoperation
H, darstellen. — 2. Neben (*) gilt, wie unmittelbar ersichtlich

(%) gCH,und H, g =H,.

2. Konvexitit,

2.1. Jede Hillenoperation 4 in S hat die Eigenschaft, daf} es
zu jedem X C S ein groBtes ¥ C S gibt mit 2Y = AX, nimlich
V: = 2X. Dagegen besitzt die Frage nach einem ,kleinsten’ ¥
mit 2Y = £X im allgemeinen keine positive Antwort. Im Ver-
folg dieser Frage wire ndmlich die Menge

Xii=(W{YI1YCSArY=1X}
zu betrachten. Aber nicht fur jedes X und jedes Zist 2X, = 2 X.

Beispiel: % ist die topologische Hulle im R! und X = [o; 1].
Hierist X; =X ~Q ~ d Q, wobei Q die Menge der rationalen
Zahlen bezeichnet, also 2AX, = 0 = X = 2X.

2.2. Die Angelegenheit wird aussichtsreicher, wenn man ver-
allgemeinert: Man betrachtet neben % noch eine zweite Hiillen-
operation #: 9.5 — PS5 in S und sucht jetzt nach einem 4-hiillen-
gleichen ¥ mit kleinster #-Hulle. Jetzt haben wir es also mit der
Operation ¢: = ¢, , zu tun, erkldrt durch

(2) eX:=({#Y I YC SARY =hrX}, XC S,
und mit der Frage, wann
(%) heX = hX

gilt.
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2.2.1. DaB3 es zu jedem £ immer ein # gibt, so daf (2%) sogar
fiir alle X C S gilt, ist fast trivial; man nehme #: = 4, so ist
¢ =14, also ke = 4.

2.2.2. Ein nicht triviales Beispiel liefern die Extremalpunkt-
mengen bei den kompakten konvexen Teilmengen des R”. Hier
ist S eine kompakte konvexe Teilmenge des R”*, 2X die abge-
schlossene (1) konvexe Hiille und #X die abgeschlossene Hiille
(beides beziiglich der tiblichen Topologie im R” verstanden).
(2) gilt fiir alle X C S. Es sei hier noch bemerkt, da3 (2+) nicht
mehr fiir alle X gilt, wenn man das Beispiel dahin verallgemei-
nert, daBB man S als nicht-beschrinkte konvexe Teilmenge des R”
zuldfit, z. B. S = R" voraussetzt. Fiir einem Halbraum X ist jetzt
eX = 0, also (2%) nicht erfillt.

2.3. Die Bezichung (2%) ist etwas verwickelter Art und es ist
schwierig, ohne besondere Voraussetzungen bequeme Bedingun-
gen aufzustellen, die das Bestehen von (2+) garantieren. Wir mis-
sen daher praktisch (2%) selbst als Forderung stellen. In leichter
Anpassung an das Beispiel 2.2.2 setzen wir als Erstes voraus, dal}

(a) ht=h

gilt, womit bereits allgemein ke X C 2X gesichert ist; denn mit
(a) ergibt sich sofort ¢ X' C 2X und damit AeX C £X. Im {bri-
gen verlangen wir, noch ein wenig tiber (2¥) hinausgehend und
mit Riicksicht auf (a), wenn §, das System aller #-abgeschlossenen
Mengen bezeichnet, die Giltigkeit von

(k) A%C%:.XCS(-AFES hE = hX) > /Z(m 8) = A&,
einen Beziehung welche einen gewissen Zusammenhang zwischen
den /4- und #-Hiullen herstellt, und definieren:

Sind /% und ¢ Hullenoperationen in S, so heiBt % eine Konwvexitit
in S bzgl. t, kurz t-Konvexitit, wenn 4 und ¢ (a) und (k) erfiillen.
Bemerkung. Aus (a) folgt auch ¢4 = /; denn esist 72 O / und
andererseits ¢4 C hth = hl = A.

Satz. Ist ki t-konvex, so gilt (2%) fiir alle X C S.

Beweis. Man setze in (k) §: = §, und beriicksichtige (a). Ist /
f-konvex, so heil3t
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eX=({F 1 FEFALF=1X}

die (¢, h)-Extremalpunktmenge von X ; sie ist die kleinste #-ab-
geschlossene Teilmenge von S, deren 4-Hiille gleich der von X ist.

2.3.0. Die Orizykel-Konvexitit als ein Beispiel einer Kon-
vexitit ohne Linearitét.

1. Es sei U: = {z: | z| < 1} die Kreisscheibe vom Radius 1
in der komplexen z-Ebene; ferner seid: = {a 1o <|a| <1}
Fiir ¢ € A heiBt die Punktmenge

Zyo={z:z2EUA|z—a|<1—]al}

eine Orizykelscheibe, kurz OZ-Scheibe, in U mit dem Ursprung

u:=a||a| Jezwei verschiedene Punkte z’, 2’ bestimmen ein-
deutig die ,,spindelférmige’ Menge (Kreiszweieck)
Ty ,i=2, 2,

wobei Z,, Z, jene OZ-5cheiben bezeichnen, auf deren Periphe-
rien z' und 2" liegen.

2. Fur ein festes g, 0 < p << 1, betrachten wir auf der Menge
X:={z:|z| <o} neben der Hiille # der gewshnlichen Topo-
logie die Hillenoperation £, deren 4-abgeschlossenen Mengen als
die Mengen

Kgi=Xn~n(({Z,ta& B}mit BC 4
erkldrt sind; es ist dann fur V¥ C X
EY = ({Kzt BCAAK;DY}
und es gilt der

Satz 1. Esist Y C X k-abgeschlossen, d. h. kY = Y genawu dann,
wenn Y t-abgeschlossen n N, o cy Ty oo C V. —2. kist t-konvex.

Zum Beweis sei nur bemerkt, dal3 sich die Extremalpunkte
einer #-abgeschlossenen Menge ¥ bzgl. £ hier (in analoger Weise
wie im Beispiel 2.2.2) in folgender Weise ergeben: Zu jedem Ur-
sprung 7 ( | 2 | = 1) gibt es eine minimale, ¥ iberdeckende OZ-
Scheibe Z,, auf deren Peripherie Z,” genau ein Extremalpunkt
liegt, wenn Z7 ~ ¥ aus nur einem Punkt besteht, nimlich die-
ser Punkt selbst, oder genau zwei Extremalpunkte, wenn Z,” ~ ¥V
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mehrpunktig ist, ndmlich jene zwei Punkte p, ¢ von Z A~ Y,
fiir welche der (« nicht enthaltene) Periphericbogen g von Z,
alle Punkte von Z ~ Y trigt.

2.3.1. Ist } t-konvex, so ist e stark idempotent.
Beweis. Es ist x & ¢Z gleichwertig mit der Aussage
Yregx G FALE = hZ.

Um also die starke Idempotenz von e zu erhalten, haben wir die
Gleichwertigkeit der Aussagen

Yregr & FarF=r({ %) und
Yiregr & F AbF = (U {eX | X € %))
zu beweisen. Nach 1.3 ist aber 2(|J %) = 2(U {£X: X € %))

=h(U {heX : X € %}) = 2(J {eX: X € %¥}). Die fragliche
Gleichwertigkeit wird also durch # = /" hergestellt.

2.3.2. Ist & t-konvex, so gilt (mit der Bezeichnung von 1.3.2)
H, =k

Beweis. Esist #, X gleich | ) {V:eV = ¢X}und wegenek = ¢
auch gleich | {#Y ! ¢V = ¢X}. Aus ¢V = ¢X aber folgt
heY = heX oder AY = 2 X, also H, X = 1 X.

2.3.3. Uber die Menge T, der Hiillenoperationen #, beziiglich
welcher /4 z-konvex ist, 1Bt sich folgendes aussagen:

Mpwen({6E}CTAt < <) €T,
(Man sagt auch, T, sei ,,intervallkonvex'’ in H).

Beweis. 1. Wegen ¢" < ¢ ist 2t" < 2t = /. Da aber auch
ht" =k, so folgt ht" = h.—2.¢"X = ({'Y i hY = hX}D
N {tY: AV =4X) = eX, also AX = heX C h"X C 41X,
also ke" X = 2 X fir jedes X C S.

Bemerkung. Da % Z-konvex, so ist bei £-Konvexitit von 4 auch
% t'-konvex fiir jede Hiillenoperation #* zwischen # und % (% ist ja
die groBte Hiillenoperation, bezliglich welcher % konvex ist).
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2.3.4. Hinsichtlich der Frage nach minimalen Elementen (oder
gar nach einem kleinsten) in T, sei hier nur das folgende Resultat
genannt:

Ist h die klassische Konvexitit auf S : = [0; 1], bezogen auf die
gewohnliche Topologie t (vgl. 2.2.2.), so ist t in T, minimal.

Beweis. Es sei #" eine Hilllenoperation in .S mit # < #und #' == 2.
Dann gibt es ein Xy, C S und ein 2 & S, so daBl #£X, S 2 und
#' Xy C (¢X)>\ {a}. Ohne Beschrinkung kénnen wir ¢ = o set-
zen. Aus X konnen wir zwei Teilmengen Y7, ¥, ausgreifen, so
daBB ¢¥Y; D0, tY, 20, sup ¥V = sup Vo= sup Xy=:0>0
und (2Y) n(2Yy) ~(0; 0/2) = 0. Esist AV, =AY, = 21X, =
[o;0lund wegen #'Y; C #' Xy C (¢ Xg) \ {o}und # ¥V, ~n 'Yy~
(0; 0/2) =0 auch 'Y; ~ 'Y,y ~ [0; 0/2) = 0, also ¢’ X, ~ [o;
0/2) = ¥ und somit (k' X) A [0;0/2) = 0, also ke'X, == £X,,
d. h. % nicht konvex bezliglich #': # ist minimal.

3. Weitere Eigenschaften von ¢ ergeben sich, wenn man von ¢
gewisse ,,topologische’* Eigenschaften fordert.

3.1. Ist ¢t ein topologischer Hiillenoperator in S und ist h
t-konvex, so ist ¢ ,endlick unteradditiv'’, d. h.

My, cs (X1 v Xy) CeXy ek,

Beweis. Wenn 2z & ¢ X, und & e, so gibt es ¥; und ¥, sodall
hY; = hX,und z & ¢tY, 7 =1, 2. Da ¢ topologisch ist, so folgt
daraus z & #(¥) \w V,), ferner wegen 1.3 2(X; v X,) = £(¥V, v
Y,), also nach Definition von ¢ auch z & ¢(X, w X,).

3.2. Um die Unteradditivitit fir beliebige Mengensysteme zu
erreichen, brauchen wir die Regularitit und Kompaktheit der
Operation 7.

L. # heiBt reguldr, wenn ¢ durch ein KT-System B darstellbar ist,
fiir welches gilt:

-A-xGS.Ve 3t & V>Yyremx E V' AtV €3,

[1. 7 heiB3t kompakt, wenn fur das System §, aller #-abgeschlosse-
nen Mengen der ,,Durchschnittssatz® gilt:
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Agcs (Ageg8 endlich =M § +0) >N §=+
Es gilt der Satz:

Ist t etne regulive und kompakte Hiillenoperation in S und ist b
t-konvex, so ist ¢ ,,stark t-unteradditiv’, d. k.

Aecpse(U B)C (U {eX i X € ).

Beweis: Es sei z ein Punkt, der nicht zur rechten Seite der zu
beweisenden Inklusion gehért. Dann gibt es ein V& B mit
VOxund V fremd zu | J {¢X | X € ¥} =: . Wegen der
Regularitit gibt es weiter ein V' C V mit V" C V, so daB auch
tV' fremd zu Wist, d. h. e X ~ ¢tV = § fiir alle X € %£. Wegen
eX = {F i FE§AILF=hX}und wegen der Kompakt-
heit gibt es endlich viele &, ..., F, mit 2%, = 42X und
Fyi=F ...~ F,fremd zu ¢V’ und erst recht zu 7', und
damit ist auch #+: = ¢ {J {F, | X € ¥} fremd zu V'’. Ferner ist
wegen der Konvexitidt Ay .z £#Fy = #X. Nach dem Eindeutig-
keitssatz folgtmit X*: = J ¥ 2F+* =2(U {Fy i X E &}) =
AU {£X ¢ X € ¥}) = 42X+ Daraus folgt e X+ C F+,also e X+
fremd zu V', somit z € ¢ X*.

Ostern 1973.
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