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Den Zusammenhang, in welchem die raumliche Verteilung der Sterne
mit der scheinbaren steht, habe ich in einer vor 11 Jahren erschienenen
Abhandlung !) auf allgemeineren Grundlagen, als frither benutzt worden sind,
festgestellt. Dieser Zusammenhang ist durch vier Integralformeln gegeben,
welche die Anzahl 4, der Sterne von den hellsten bis zu denen von der
GroBe m und die mittleren Entfernungen der Sterne in einem festgesetzten
Hel11_igkeitsintfs‘rvall mit der réumlichen Dichtigkeitsverteilung und der Haufig-
keitsfunktion der Leuchtkrafte verbindet. FEine Diskussion dieser Formeln
filhrte zu einigen allgemeineren Sitzen und die Art ihrer Verwendung wurde
unter gewissen Annahmen durchgefithrt. Diese Annahmen waren ziemlich will-
kiirlich, da die zu Grunde liegenden empirischen Daten nicht in erforderlicher
Sicherheit und Vollstindigkeit zu beschaffen waren.

Die in I begonnenen Untersuchungen sollen nun weitergefithrt werden.
Es wird dies insofern auf breiterer Basis geschehen, als die Grundgleichungen
fir die allgemeinsten Formen, die man fiir die Haufigkeitsfunktion ¢ der
Leuchtkriafte annehmen kann, aufgestellt werden und auch die weiteren Aus-
fithrungen immer und nicht bloB anhangsweise, wie in I, mit Beriicksichtigung
etwaiger im Weltraum stattfindenden Absorptionen des Sternlichts geschehen.
In einer anderen Richtung dagegen soll die zahlenmi@ige Anwendung eine
gewisse Beschrankung erhalten. Wiahrend in I die rédumliche Dichtigkeit als
Funktion der Entfernung und der galaktischen Breite angesehen wurde, soll
sie hier nur als von der Entfernung abhingig betrachtet werden. Dadurch
wird selbstverstandlich die Abweichung von den tatsichlichen Verhéltnissen
vergrofert, aber die empirischen Daten, die in den letzten 11 Jahren sich
nicht bedeutend genug vermehrt haben, um das allgemeinere Problem von
neuem verfolgen zu koénnen, werden zu Aussagen von erheblich groBerer Zu-
verliassigkeit bei der genannten, viel weitergehenden, Vereinfachung zusammen-

1) Betrachtungen iiber die riumliche Verteilung der Fixsterne. Abhandl. der K. Bayer. Akademie

d. Wiss., II. Klasse, XIX. Bd. Minchen 1898. Diese Abhandlung wird im folgenden mit I bezeichnet.
1*




i
1

4

gefaBt. Was die Funktion ¢ betrifft, so erlauben die zahlreichen Parallaxen-
bestimmungen an den uns nachsten Sternen der letzten Jahre wenigstens
gewisse MutmafBungen iiber ihren Verlauf aufzustellen und so die fritheren, ganz
willkiirlichen Annahmen durch voraussichtlich bessere zu ersetzen. KEs kann
gezeigt werden, dafl unter gewissen plausibeln Voraussetzungen die Kenntnis
des Verlaufs von ¢ nur in einem Bereiche nétig ist, der von den direkten
Parallaxenbestimmungen, wie sie jetzt ausgefithrt werden, umspannt werden
kann, um sowohl die Zahlen A4, als auch die mittleren Parallaxen bis zu
Sternen von ungefihr der 17. GroBe darzustellen. Damit ist in absehbarer
Zeit eine wesentliche Forderung des Problems der raumlichen Verteilung der
Sterne moglich durch die Untersuchung moglichst vieler Sterne auf wirklich
meflbare Parallaxen.

Neue Schwierigkeiten entstehen aber durch Berticksichtigung merkbarer
Absorptionen des Sternlichts, deren Vorhandensein kaum geleugnet werden
kann. In den Ausdriicken fiir die Sternanzahlen A, erscheint die Absorption
untrennbar verbunden mit der rdumlichen Dichtigkeit in der Sternverteilung.
Erst die Heranziehung der mittleren Parallaxen fiir Sterne verschiedener Hellig-
keit ergibt die Moglichkeit einer Trennung beider. Fir schwichere Sterne
sind aber solche Parallaxen, wenigstens nach den bestehenden Methoden, wegen
ihrer Kleinheit nicht direkt meBbar und man ist zu Benutzung von hypothe-
tischen Parallaxenwerten gezwungen, deren Sicherheit sich gegenwirtig kaum
geniigend beurteilen 1aB8t. Dazu kommt noch, daB die Anzahlen A, nur fir
m < 9.2 und auch hier nur fir den nérdlichen Himmel hinreichend genau
bekannt sind. Die genauere Ermittlung dieser Zahlen fiir groflere m bietet
immer noch erhebliche Schwierigkeiten dar. Diese werden sich aber voraus-
sichtlich in allernachster Zeit wesentlich verringern, da die Festlegung der photo-
metrischen und photographischen Helligkeiten gentigend vieler und schwacher
Sterne von verschiedenen Seiten in Angriff genommen ist und die betreffenden
Arbeiten guten Erfolg versprechen. Ist erst diese Aufgabe geldst, dann wird
eine bessere Ermittlung der A4, bis zu Werten von m = 14 oder 15 durchgefiihrt
werden konnen und alle Betrachtungen iiber die réaumliche Verteilung der
Sterne werden auf mehr gesicherter Grundlage ruhen.

Unter den gegenwirtigen Verhiltnissen mufl man sich begniigen, die Be-

ziehungen, die zwischen den Zahlen 4,,, den Parallaxenwerten, der Funktion ¢,
der Absorption und der riumlichen Sternfiille bestehen, moglichst klarzustellen
und zu durchschauen und dazu sollen die vorliegenden Untersuchungen einen
Beitrag liefern. Der wesentliche Inhalt der folgenden Betrachtungen wird sein:
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Art. 1. Aufstellung und Diskussion der Grundformeln in moglichst allge-

meiner Form.

Art. 2. Kurze Darlegung der ganzen Fragestellung.

Art. 3. Die empirischen Daten in Bezug auf die Funktion ¢.

Art. 4. Die empirischen Daten in Bezug auf die Sternanzahlen 4,,.

Art. 5. Die Darstellung der Anzahlen 4, durch die Formeln.

Art. 6. Die Darstellung der mittleren Parallaxen durch die Formeln und

die Abhangigkeit dieser Darstellung von der Absorption.
Art. 7. Bemerkungen iiber das Vorhandensein einer merkbaren Absorption.
SchlieBlich sei noch bemerkt, daB eine Mitteilung der Hauptresultate
dieser Untersuchung in den Astronomischen Nachrichten, Nr. 4359, Bd. 182

erschienen ist.

L.

Als Einheit der Entfernung werde im folgenden stets die ,Siriusweite*
gewihlt; das ist die Entfernung eines Sternes mit der Parallaxe 0°2. Der
Raum, der durch die sichtbaren Sterne erfillt ist, sei durch zwei Fliachen
begrenzt. Die duflere sei durch die Entfernung r,, die innere durch 7, definiert,
wo 7, und #; als Funktionen beliebiger Polarkoordinaten gegeben gelen. In I
wurden die Bedingungen niher erdrtert, unter denen 7, = 0 gesetzt werden
darf. Diese Bedingungen sollen hier als erfullt angesehen werden. Ferner
soll A, die Anzahl der Sterne, von den hellsten bis zur GroBe m, bezeichnen,
welche auf einem Flachenstick w des Himmels zu stehen scheinen. Zunéchst
soll w sehr klein sein, spater wird es den ganzen Himmel umfassen.

Denkt man sich nun alle Sterne, die in der Entfernung » in einem Raum-
element d liegen, dessen Projektion das erwiahnte w ist, in die Entfernung 1

versetzt, so werden sic die scheinbare Helligkeit ¢ — ich habe diese Grofe
in I absolute Leuchtkraft genannt — aufweisen. Diese ¢ werden nach Mal3-

gabe einer Haufigkeitsfunktion ¢ (i) verteilt sein, so dal die Anzahl der Sterne
im Volumelement dr, deren Leuchtkraft zwischen ¢ und ¢ 4 d¢ liegt,
D - @) - drdi

ist. D ist danach die Anzahl aller Sterne in der Volumeinheit. Uber ¢(i)
1aBt sich a priori nichts aussagen, da bekanntlich solche Verteilungsfunktionen
alle moglichen Formen haben kénnen. Zur Wahrung geniigender Allgemein-
heit wird man annehmen miissen, daB ¢ alle Werte von Null bis zu einem
gewissen endlichen Maximalwert # haben kann. Man mufl sich dann ¢ (%)

so bestimmt denken, daB3
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J" ¢ (6) dé = 1

0
ist. Im allgemeinen wird sowohl ¢ als auch I von den Polarkoordinaten des
betrachteten Himmelsteils w und von der Entfernung » abhingen.

Fiir ein bestimmtes » wird also y = ¢ (i) eine Kurve darstellen, deren
Verlauf fiir positive y und ¢ definiert ist. ¢ (H) wird also einen positiven Wert,
der auch Null sein kann, darstellen. Mit fortschreitender Zeit wird sich diese
Kurve &ndern und zwar so, dafl sich jeder Punkt derselben parallel zur Achse
der ¢ verschieben wird und zwar, da im Durchschnitt wohl nur eine fort-
dauernde Abkiihlung der Sterne zu erwarten ist, im Sinne kleiner werdender i.
Man kann manches dafiir anfithren, da8 mit fortschreitender Zeit die Kurve
an ihrem Ende, d. h. in der Nihe von ¢ = H, einen steileren Abfall erhalten
wird. Sicherlich ist aber kein Grund vorhanden anzunehmen, daB etwa
¢' () =0 und ¢(0) = 0 sein miilte. Man kann nun selbstverstindlich an ¢
einen solchen Diskontinuititsfaktor anbringen, dafl man H = o annehmen diirfte,
wodurch sich alle Formeln wesentlich vereinfachen wiirden. Alle Diskussionen
und besonders alle numerischen Anwendungen wiirden aber dadurch so schwer-
fallig werden, dal man auf dieses Mittel verzichten wird. Man koénnte auch
von der Bemerkung ausgehen, daBl ¢(7) doch rein empirisch und damit nur
angenéhert bestimmt werden kann. Dann ware eine Darstellung von ¢ (3)
durch eine tiberall stetige Funktion, die fiir ¢ > H itiberaus kleine Ordinaten
hiatte, moglich. Aber auch diese Darstellung wire im allgemeinen nicht zu
empfehlen, da sie sich oft praktisch schwierig gestalten wiirde, auch eine
Abschatzung der begangenen Ungenauigkeiten mit Umstiéindlichkeiten verkniipft
wire. Jedenfalls ist es am besten, die Entwicklungen von Anfang an nicht
mehr zu spezialisieren, als unbedingt notig ist.

Es soll nun gleich auf eine etwaige Absorption des Sternlichtes Riicksicht
genommen werden. Wie auch eine solche Absorption zustande kommen mag,
sie wird dadurch beriicksichtigt, dafl ein Stern von der Leuchtkraft ¢ in der

Entfernung r nicht die scheinbare Helligkeit 5 = =T sondern
?';’I/L’ (f)
= e (1)

haben wird, wo w zunichst eine beliebige Funktion ist, die auch von der
Richtung, in der der Himmelsteil w liegt, abhingen kann.

Die Anzahl A(d7) der Sterne, welche auf o stehen, die Entfernung r
und die Leuchtkraft ¢ haben, wird demnach sein:

A{dr) = Do r)didr.




Setzt man dt =— wr2dr, so wird

L(de) = oD L f(’”’z r) drdl
Alda) =0 o oo ;) drdh

die Anzahl der Sterne sein, deren Entfernung zwischen » und » 4+ dv und deren
Helligkeit zwischen % und A+ dh liegt. Die Anzahl 4, (d7) aller dieser Sterne
von den hellsten bis zu denen der Helligkeit %, , die der GroBe m entspricht,

wird so:

H o (1)
2
o Dy hr?
A (dt) = w——4dr f{[» ——.r)dh.
; y(r) A w ()
B
A, ergibt sich dann:
Hyp (1)
o
Dyt hr?
- u)j —— d'rf(p —— . r]|dh, (Ia)
y (r) y (1)
T,
wo in Bezug auf alle r zu integrieren ist, fiir welche

2000

2

= h

= o 5 e : H) w(r
Besonders einfach 1laBt sich die letzte Formel schreiben, wenn —f%’ 0
eine stets abnehmende Funktion von r ist. Dann hat man offenbar die beiden

Falle » = ¢ zu unterscheiden, wenn ¢ aus der Gleichung bestimmt wird:
1 < 9 (o]

el e @)

()

Es ergibt sich auf diese Weise:

o H
ol ijr2 d-rj iz, r)dx; rn>6
0 72
o (b
rq H ; :
i wfj) r®dr f{p (@,r)da; <o
(6] 12
E 0]

In gleicher Weise kann man die mittlere Entfernung ¢, aller Sterne,
die zwischen den GroBen m und m, < m liegen, erhalten :
H H
O ilde A = f Dridr j @ (@,7)do— o f Dridr f @ (,7) A
2

r2 ¥
h h, 5
" ) "1 (r)
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worin das erste bzw. das zweite Integral tiber alle » zu erstrecken ist, welche
den Bedingungen geniigen:

7.
/4

e 7‘2 > "“my *

HOYw®) . ,. HOv®
A el -

2

Fihrt man statt ¢,,,, die mittleren Parallaxen =, ein, so wird:

H H
:'T1 rm B T 7 0 s X } F \ n
@11'21 (4, —4,) = wj Dr cMJ @, rde— wj Dr r.l,rJ. @@, r)dz. (1la)
'm L:(Qr'i Ty ’;_7' (27;]
H(r

; 5 : w (7 o5 -
Bei monotoner Abmahme der Funktion - 22’() kann man diese Formel
%

schreiben:

H H

o o4
70”:‘ (4, — 4,) = wf Dr dr f (@, 1) d&— wJ Dr clfru[ ¢ (z,7)dz, (11)
0 Ry 12 0 R 2
i) o

wobei neben (2) noch die Gleichung

H(Gl) ) (‘(71) s ]7/

()f;‘, my

besteht. Die Formel (II) gilt offenbar, solange »,> 0 > 0;. Die iibrigen Falle

erledigen sich leicht. Ist ¢ > 7, > 0y, dann ist im ersten Integral », an Stelle
von ¢ zu setzen und das zweite bleibt ungeiandert. Ist schlieBlich ¢ > 0, > 7y,

dann sind beide Grenzen ¢ und o, gleich r,.

Fithrt man weiter eine Konstante H, ein derart, dal3:
H ()= H,F(r),

ersetzt ferner die Integrationsvariable # durch y und » durch g, wobei:

o

u 2

x =y F(r); o e Bl (o), (3)
und fithrt die Bezeichnung ein:

4(0) = D] - ("2

) ri@ i v,

FIr@] ¢{y: Ff(o.fle)} = P(y,0) = FNoly: F@),7] J

so wird schlieBlich:
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| (H,
R Hyq
A== fzi (0)- 0°d g)J Dy, 0)dy; m<n
0 /’m L’f" =
i ; (11I)
i Hy
hy, Hy
e wJ A(p) - ¢°do f(lr (0 dys m>n
J
(0] Ty 02

wenn man namlich die SterngréBe » definiert durch:

i
Firywir) ol

oder

Es ist also, nach (1), # die scheinbare Grof8e der hellsten Sterne, die sich
in der Entfernung 7, befinden. In ganz gleicher Weise wird man (II) umformen

kénnen:
/Hy T
V 7[3i : Hy [ ’i{r{i ; H
'-T)”,f;"‘ (4,—4,,)=uw [d (0) 7@ do ‘ D(y,0)dy — Luf.d (o) - 7o) d ()J P (y,0)dy, (1V)
0 &/ l‘ Q"’,)Q 0 </ / 9

m € tmy€

wo also, wie oben bemerkt, eventuell m oder m und m; in den oberen Grenzen
der ersten Integrale durch » zu ersetzen sind.

In vielen Fallen der numerischen Anwendung wird es geniigen, einen
speziellen Fall von (IV) zu nehmen, namlich den, wo m und m; unendlich
wenig von einander verschieden sind. o, wird dann die mittlere Parallaxe

der Sterne von der scheinbaren Gr6Be m und mit z1,, zu bezeichnen sein, und

m

es wird:

4 /771
A (o) - ?4 - (h, 0% 0)do
( ) f(Q) ( m ( 2EN ) N
o : (IVa)
072 T : :
]//lm
f A(9) - ¢* - P(h, % 0)do

Diese Formel gilt fiir m <w. Fiir m > ist in den Grenzen der beiden In-
tegrale m durch n zu ersetzen. Es ist vorausgesetzt, dall die Haufigkeitsfunktion
¢ (x, r) fir jedes r die Gleichung (1) erfiillt, also:

H{r)
f(p (i =21
0
Abh. d. math.-phys. Kl. XXV, 3. Abh.
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Mit den Bezeichnungen von (3) und (4) ergibt sich hieraus:

Hy 7y
o) [¢ly- Fo)rl dy =[ Py, 0dy = 1. ()
Die Gesamtzahl aller Sterne A _ auf dem Areale w ergibt sich aus der
zweiten Gleichung (IIl), wenn m = o gesetzt wird. Also mit Hilfe von (5)
VB
Ny

A wd o) -0 do
J

und die Gesamthelligkeit £7, aller Sterne findet man leicht, wenn man 4 (d7)
mit % multipliziert und in Bezug auf alle ¢ =1 von 0 bis H(r) und dann in
Bezug auf » von 0 bis r, integriert:

H0)

74
H =& -JI) () d r'f(/v(;c, r)-x-de
0 0
oder:
’1 '([11 -
H=o [4@) do|P@oydy. (V)
(V] 0

In (II) und (IVa) liegen vier Integralformeln vor, in denen die drei unbe-
kannten Funktionen 4, f, @ und die ebenfalls zunachst unbekannte Grole b,
vorkommen und diese Funktionen mit den Abzahlungsresultaten A4, und den
mittleren Parallaxen 7, verbinden. Man sieht aus den Formeln (III), da@ hier
nur A4 und & vorkommen. Selbst wenn also die letztere Funktion bekannt
wire, kann man aus den Abzahlungsresultaten allein nicht die
riumliche Dichtigkeitsverteilung der Sterne bestimmen, sondern
nur die Funktion A(g), welche auBer D(r) noch vom Produkt der beiden
Funktionen F (r) und ¢ (r) abhangt. Es ist also unmoglich, in den Zahlen 4,, den
EinfluB der Absorption w(r) von der Dichtigkeit D(r) zu trennen und beide
Funktionen zu bestimmen, was in der Tat versucht worden ist.

FaBt man die Gleichungen (III) und (IVa) als Bestimmungsgleichungen fiar
A und @ aus den gegebenen 4, und =, auf, so liegt ein System von soge-
nannten simultanen Integralgleichungen vor. Um diesen theoretischen
Zusammenhang besser hervortreten zu lassen, wird es sich empfehlen, mit
(11II) und (IVa) solche Umformungen vorzunehmen, dal nur einfache Integrale

mit festen Grenzen vorkommen. Differentiiert man (III) nach A,, so wird:
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l Hy
a Am h'”‘ g e 2 i 7 p
= wf.zi(p) o D(h, ¢, 0)do; m I n
n O
L7
3 Am e :
3/1 == e=a U Jﬂd (@) o D (hm o, p) ([ @; m > n.
he B

Fihrt man noch die neuen Funktionen y und <, ein:
i
A N A
/{( 7 22 ) (¢) - ¢

«iy( | B ]/7’"> — b (h, 0% 0)

und als Integrationsvariable:
T Q—I/f]lm
T / S
H,

dann wird die erste Gleichung:

ad. == ) I/ ‘ ( l/])") b, (/ l]/-//"> b <=0

) ]?)n h Ui

Fithrt man neben denselben Bezeichnungen die Integrationsvariable z — 9]/]]'7’{’
1

in die zweite Gleichung ein, so wird:
1

oxjm R /rf‘ll = ]Lm : - //l,,,
T ”w]’ o f c]’l( [ ) S =1
0
Als bekannte Funktionen sind also anzusehen:

Iead. e o . -
Cl) 972,” / H] TEL fl (5)7 e /

lj‘\

< 0 mi=n
Do

104,]/ T

Bl C /7"111- z
B B H:fz(g)Q 521/7;&,*<];m)n

und es ergeben noch die beiden Integralgleichungen:

L J/ Ex) D@ Calda
: (6)

fT x) - &, (Cx, x)dx




Der Verlauf beider bekannten Funktionen f; und f; erstreckt sich auf
dasselbe Intervall der Variablen 0 < < 1.
In derselben Weise kann man die beiden Gleichungen (I1Va) schreiben:

1

a—lim ﬂm.i /hm bt /,(‘:x> &b vt (m
,,,,, scecr sl e e — = i, T d’r)' {
3hm 072 l aep UL S LD dw, "
eV
(7 / /?/n
3 it 9 /—/b”’" % o o s ”
wobel £ = |/ 32 gesetzt worden ist und m <.
}’lll
Ebenso: ‘
24 Tl /h o ¥ (x) = : T
g iCac e il T B - . (Gr v)dp i
3/ 01’2I . ( ,/H,,) e -
o/ f & E/’
0 ]?,,‘

- l//;' und m > n. In beiden Fallen ist also auch in den Gleichungen (7)
In

0<Z<1. Die Funktion @, erfullt nach (5) noch die Gleichung:

1
2 H, ( &b, ('JJ, 0 |/ Ifi) idw— 1
F\

o

wO

H,

Die vier Integralgleichungen (6) und (7) stellen die allgemeinste Loésung
des gestellten Problems dar. In ihnen kommen die drei unbekannten Funk-
tionen vor: y, &, und

() = X (”) o
: . /] LD
/kVL, |/ 5
3 Iy
P
imstande ist, daritber etwas auszusagen, inwieweit eine Bestimmung der

Unbekannten moglich ist und ob sie allgemeinere Sitze, die astronomisch von
Bedeutung werden koénnen, liefern kann, miissen die Mathematiker entscheiden.
Indessen ist zu bemerken, dal wohl fiir absehbare Zeiten die vierte Integral-
gleichung (7*) unverwendbar bleiben muf3, da die 7, fiir so schwache GréBen-
klagsen kaum bestimmbar sein werden.

Zunichst wird es sich aber zum Zwecke der wirklichen Anwendung der
vorstehenden Formeln auf das Fixsternsystem empfehlen, die allgemeinen
Ansitze zu spezialisieren und in dieser Richtung moglichst einfache Voraus-
setzungen zu machen. Da liegt nun eine Annahme sehr nahe, die ich bereits

und auflerdem noch Ob die Theorie der Integralgleichungen jetzt schon
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in I gemacht habe, namlich die, dal die Haufigkeitsfunktion ¢ () die Entfer-
nung 7 nicht enthalt, mithin nur als Funktion der einen Variablen ¢ anzusehen
ist. Diese Annahme verdient jedenfalls zuerst eingehend verfolgt zu werden
und sie soll nun auch dem Folgenden zu Grunde liegen. Dann ist H = H,
eine Konstante, F(r) =1, ®(y.0) = ¢(y). Die Vereinfachungen, welche hier-
durch die Hauptformeln (III) und (IV) erfahren, sind so leicht zu tibersehen,
da@ die Formeln nicht erst umgeschrieben werden sollen. Es sei nur noch
bemerkt, dafl in (6) und (7)
D, () = ¢ (x* H)

wird. Die so vereinfachten Integralgleichungen habe ich in I zum Teil in
noch weiter getriebener Spezialisierung nach einigen Richtungen diskutiert,
indem teilweise von der Absorption abgesehen wurde, also yw(r) = 1, r= ¢
gesetzt worden ist. Diese Diskussion ist, wenigstens was die Gleichungen (III)
oder (6) betrifft, auf die vorliegende erweiterte Form direkt @bertragbar und
soll hier nicht wiederholt werden. Es sei nur erwihnt, daB die mittleren

m

Entfernungen ¢, selbstverstindlich nicht unabbingig von der Lage des in
Betracht gezogenen Himmelsteils sind, sich also mit der Lage zur Milchstralle
andern. Ferner wurde ein ganz spezieller Satz abgeleitet, der sich bei der
tatsichlichen Anwendung als wichtig herausstellt. Hierauf soll hier einge-
gangen werden, da die Betrachtung sich einfacher und strenger gestalten laGt.

Fir die vereinfachten Annahmen gestalten sich die Formeln (6) und (7) so:
1
HE) = [1Cn) @) da

LG = [1@® Eads

1

) = f*/f(?;x) b, (x) dx
0
1t

D) = [ P@ b Cayde

0

Die f sind bekannte, y, &, und ¥ unbekannte Funktionen und C ist auf
das Intervall 0 <Z< 1 beschrinkt, aulerdem haben y, ¥ und 9, stets positive
Werte. Der erwihnte Satz bezieht sich auf die erste IFormel und sagt aus,
daB wenn zufillig y(x) die Form einer Potenz von x hat, fiir jedes &, auch f;
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L2
/

dieselbe Form annehmen muB und umgekehrt, wenn f; () eine Potenz von &
ist, mull yx(x) ebenfalls eine Potenz von » sein. Der erste Satz ist selbstver-
standlich. Denn wenn:
2@ =c-,
dann ist:
1

ﬂ <:) = C/:r ’J/w ¥ (f)l (,’I,i) f] e — ;/ 3 ;"u

O

Es sei umgekehrt £, (§) = y - &’, dann ist also:

o e J'z(i_:;r;) - b (¥)dx.
0

S

Wird nach { differentiert:
ik 1
| S 3l :J 2'Cx) - xd, () du.
i 0

‘Es 1st demnach:

1
0 = [[v2Ca) — Loy Co)] & @) du.
0

| ! Fihrt man die Funktion o ein:

- & - Ay (&)
| g 0(s) = wx(5) — & (’Z;; )
] so wird:
[ J 1
0 :J'r;(f’; %) - &, (x)dx, (9)
0

’ ' wobel also ¢, (x) nur positive Werte hat. Es JaBt sich nun beweisen, daB
. aus der letzten Gleichung o(§) = 0 folgt. Dann gibt aber die Definitions-
| gleichung fir o:

a1 V- (Z,_:r oder.ax(f) = ¢ &,

1 &

Hitte die Funktion o (§) innerhalb des Intervalls 0 < &< 1 Werte vom

selben Vorzeichen, dann muBte o, da @b, stets positiv sein soll, offenbar im
ganzen Intervall Null sein. Hat im allgemeinen o (§) abwechselndes Vor-

: zeichen in endlichen Intervallen, und dies ist die notige Voraussetzung,




15

dann nehme man £ = 4. Die Gleichung (9) wird dann:
1
f{i (4 ) D, (xydax = 0.
0
Da nunmehr 0<1 2<%, hat o(4 «) dasselbe Vorzeichen und es muf
0(§) im ersten Intervall = 0 sein. Jetzt setze man £ = 4,, Dann wird:

i 1
f 0(1,7) B, (@) dow = 0 = [0 (i,0) D, (&) da.
5 s
Ag
4,z liegt nunmehr zwischen 4, und 4, und da in diesem Intervalle ¢ das

gleiche Vorzeichen hat, mufl es in diesem Intervalle verschwinden. Die Fort-
setzung des Verfahrens ergibt also, dal 6(5) im ganzen Intervall 0<§< 1
gleich Null sein mu@.

Wendet man diesen Satz auf die Sternanzahlen 4, an, so ergibt sich:

1—a
= ; . 1
,Wenn 4, =ch,? , dann ist 4(x) =y -2 und umgekehrt,*
Im speziellen wird der Satz im folgenden fiir » = 4 4+ 1 gebraucht und
er sagt also aus, daBl die Werte
e —

A = ® vand Alxy—="y 7% (10)

e m

einander korrespondieren. Wenn also die Sternanzahlen A, fir m<n durch
die Formel (10) ausdriickbar sind, dann folgt eindeutig der angefithrte Wert
fir 4 und zwar ganz unabhéngig von dem Verlaufe der Funktion ¢. Tat-
sichlich scheinen die Sternanzahlen dieser Bedingung ohne nachweisbare Ab-
weichung zu folgen. Wenn aber A(p) =y - o~ ist, dann folgt aus (IVa), wenn
keine Absorption stattfindet:

1/ |/ H
Fum i >
z = ] a7 o
o2 o wilthne)de Pom J wute ola)rde
Ty 0 e =i Y/ :
0,,r s e senagy e R s B l Z[m (1 l)
. I/ ,’_11 I/ H
~"m >
j ) (./,,M o) do J i ) i

d. h. dann sind die mittleren Parallaxen fiir SterngréBen m <mn proportional
der Wurzel aus den Helligkeiten. Solche Parallaxenwerte sollen ,normale*
heilen. Diese treten immer auf, wenn die Anzahlen 4, der Formel (10) ent-
sprechen und keine Absorptionen stattfinden. Haben die mittleren Parallaxen
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andere Werte, dann kénnen nicht alle genannten Bedingungen bestehen. Diese
Satze stellen strenge mathematische Beziehungen dar. Folgt aber A, nur mit
mehr oder weniger groBer Annaherung der ersten Gleichung (10), so brauchen
nicht fiir jedes ¢ die zweite Gleichung (10) und die daraus folgende (11) mit
entsprechender Annaherung erfillt sein. Im Gegenteil ist zu erwarten, daf
man innerhalb gewisser Grenzen gegebenen A, und z, durch passende
Wahl von 4 und ¢, auch ohne die Annahme einer Absorption machen zu
miissen, geniigen und also die Darstellung etwa gegebener =, erzwingen kann.
Das ist aber immer nur mdglich, wenn die A4, fir m <m»n bemerkbar von der
Formel (10) abweichen und wenn der Verlauf von ¢ gar keinen Beschrin-
kungen unterliegt.

Im allgemeinen Fall gestatten, mathematisch gesprochen, die Abzihlungen
der Sterne also die Feststellung des Verlaufs der A, bis zu sehr groBen m,
also sowohl fiir m<n als auch fir m>n, eine Bestimmung beider Funktionen
4 und ¢. Denn aus den ersten beiden Gleichungen (8)

A0 = [ 262 Py (@) da
- (12)
FotG)== |y (wheb (Ca)d o

ist  und &, bestimmbar, insoweit man die Sterngrofle » angeben kann. Diese
Bestimmung 1st im allgemeinen nicht eindeutig, wie ich schon in I angegeben
& =}) i
habe. Die Moglichkeit derselben beruht auf der Annahme endlicher Werte
e
fir A und die numerische Durchfithrbarkeit wird von der Sicherheit abhédngen,
mit der sich die genannte KEigenschaft von ¢ ausspricht. Man mag den Fall,

dal @ (H) = 0 1st, als besonders wahrscheinlich betrachten. Die Kurve y = ¢ (4)
wird also die Abszissenachse im Punkte ¢ = H schneiden. Nun ist ersiohﬂich’

dall man nur dann auf eine numerische Verwendbarkeit bei der Gleichung (12)
rechnen wird konnen, wenn die Tangente der Kurve im Punkte ¢ = H eine
wesentlich von Null verschiedene Neigung gegen die Abszissenaxe hat und
natiirlich auch. der analytische Ausdruck fir y, fir groBere ¢ fortgesetzt, sehr

kleine Werte hat. Dariiber oder etwaice andere Kriterien kann man aber

.
je
a priori kaum etwas aussagen, weshalb die praktische Brauchbarkeit von (12)
zur gleichzeitigen Bestimmung von x und <, dahingestellt bleiben mug.

Wie schon erwahnt worden ist, enthalten die Ausdriicke fiir 4, nur A

n

und nicht die Dichtigkeit D). Man kann also die Dichtigkeit D nicht aus Ab-
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zéhlungsresultaten allein bestimmen, vielmehr miissen dabei noch die mittleren
Parallaxenwerte benutzt werden. Kennt man 4 (r), so ergibt sich aus (4),
indem dort F'(r) = 1 zu setzen ist:

D=t st ) ( . ) I3
: wi () Vyr )

Ist z. B. 4(¢) = o7 so wird:
D) = ¢r—. ¥ Q) tj ry'(r)

w2 ()

und wenn man noch den einfachsten Fall der Absorption, die man dann als
allgemeine Absorption bezeichnen kann, dadurch definiert, daf

—_ry

iR ==

angenommen wird, dann ist:
5 ) 8—2 v
D) = r* (1 + 2 r> vl (14)

woraus sich ergiebt, daBl selbst fiir relativ sehr kleine » die Dichtigkeit D
mit 7 iiberaus stark anwachsen muB. Denn A wird sich als ein echter Bruch

ergeben.

IL

Uber die Verwertung der Formeln (III) in der friheren Abhandlung,
wobei der EinfluB einer Absorption auBer Betracht blieb, mége folgendes
bemerkt werden.

Eine eingehende Bearbeitung der frither von mir gegebenen Abzihlungs-
resultate der Bonner Durchmusterungssterne (B. D.) ergab fiir die 4, bis zu
m == 9.2 der photometrischen Skala recht zuverlissige Werte. Ferner standen
bei Ausarbeitung von I zur Disposition die ,Sterneichungen“ der beiden
Herschel, welche die 4, fir m gleich etwa 14 ergaben. Ich hatte das be-
treffende Material damals (1898) mneu zusammengestellt. und vervollstindigt
und Mittelzahlen fiir 9 Zonen, die nach der MilchstraBle orientiert waren,
gebildet. Diese 9 Zonen umfassen je 20 Grad galaktischer Breite vom Nordpol
der Milchstrafle an gezihlt, so dafl die Mitte der Zone V mit der als groBter
Kreis angesehenen Mittellinie der Milchstrale zusammenfiel. Diese Methode
der Zusammenfassung halte ich auch jetzt noch fir die empfehlenswerteste,
da zur Einfithrung galaktischer Breiten das Material noch nicht ausreicht und
voraussichtlich noch lange nicht ausreichen wird. Die Einfithrung von Inter-

Abh. d. math.-phys. K1. XXV, 3. Abh. 3
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polationsformeln, welche Funktionen der galaktischen Breite enthalten, dirfte
deshalb kaum Vorteile darbieten und jedenfalls verfritht sein, da sie nur
tiber die vorhandenen Unsicherheiten hinwegtauschen kann. AufBerdem sind
die Milchstrale und die scheinbare Verteilung der Sterne keineswegs so homogen
und stetig verlaufend, um, wenigstens gegenwartig, eine detailliertere Zusam-
menfassung zu rechtfertigen. — Mit dem von der B. D. gelieferten Material
ergab sich, daB die nach der Formel

log ¢t,, = log 4,, — log A4

5
m — %

gebildeten Zahlen ¢, innerhalb jeder Zone fiur alle m zwischen 6 und 9 sehr
nahe konstant waren und ziemlich gleichmilig anwuchsen, wenn man von
den Polen der Milchstrale ausgehend sich ihr naherte. Daraus ergab sich
mit. Hilfe des in § 1 (10) gegebenen Satzes, dafl man die Abzahlungsresultate
ganz befriedigend durch die Annahme 1D (9) = y ¢ * darstellen konnte, wo 2
von Zone I bis V und ebenso von Zone IX bis V regelmaflig abnahm. Diese
Abnahme von 4 mit der Anndherung an die Milchstrafle spricht sich nicht in
gleicher Weise bei den mit freiem Auge sichtbaren Sternen aus, worauf Herr
Kobold aufmerksam machte, ist vielmehr durch andere Einflisse verdeckt.
Aus den Herschelschen Eichungen ergab sich, daB fir sie die Formel (10)
nicht mehr gilt. Es miissen also zwischen m = 9.2 und m = 14 andere Ein-
wirkungen hinzugekommen sein, welche die aufgefundenen Regelméfligkeiten
im Verlaufe der Zahlen A4, vernichten. Diese konnen darin bestanden haben,
dal die Raumerfiillung durch die Sterne in groflen Entfernungen sich ziemlich
rasch @ndert und dann eine groBere Einwirkung der speziellen Beschaffenheit
der Haufigkeitsfunktion ¢ entstehen mufl. Ks lag aber nahe, diese Vorstellung
mehr zu spezialisieren und anzunehmen, dafl die Grenze des Sternsystems in
diesen Regionen zu suchen ist, so daB #» zwischen 9 und 14 und zwar niher
an der zweiten Zahl zu liegen kommt. Denn die 4, zeigen ein verschiedenes
Verhalten, je nachdem m ; n ist und wie nach § 1 leicht zu lbersehen ist.
Im einzelnen konnte aber die Sachlage auf Grund der verfiigharen Daten nur
mit Hilfe mehr oder weniger willkiirlicher Annahmen verfolgt werden. Ks
schien mir aber zur Erliuterung der ganzen Betrachtungsmethode niitzlich zu
sein, beispielsweise eine Annahme vollstindig durchzufiithren. Als solche
habe ich eine Annahme gewihlt, die moglichst einfache algebraische Rech-
nungen erfordert, ohne damit auch nur das Mindeste dariiber aussagen zu
wollen, ob sie den tatsiachlichen Verhiltnissen nahe kommt. Diese Annahme
war ¢ (i) = const. innerhalb des Intervalls 0 < ¢ < H und ¢ (¢) = 0 auler-
halb. Damit ergab sich das Resultat, daB das Sternsystem in der Richtung
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der MilchstraBe etwa doppelt so ausgedehnt ist, wie in der darauf senkrechten
Richtung. Die hellsten Sterne erscheinen an der Grenze des Sternsystems als
von der GréBe 13 bzw. 111, was bei dem angenommenen Werte von H 1000
bzw. 500 Siriusweiten entspricht. Wenn auch alle Detailangaben auf den
benutzten willkiirlichen Annahmen, insbesondere auf dem angesetzten Wert
von H beruhen und somit hypothetisch sind, so ergibt doch eine genauere
Betrachtung, daB das ganze so gefundene Bild, wie sich das Sternsystem dar-
stellt, in den wesentlichen Ziigen durch die Unsicherheit der Hypothesen kaum
gelitten hat. In mancher Richtung wird das Folgende eine Bestiitigung dieser
Auffassung bringen.

Das so erhaltene Bild des Sternsystems hatte ich als das ,typische¢ be-
zeichnet. Ks ist durch die Bemerkung entstanden, daB die Sternverteilung
im groflen und ganzen nicht von der galaktischen Linge abhingt und daf
sie in nordlichen galaktischen Breiten angenahert so ist wie in siidlichen.
Ich habe es in I als eine Hauptaufgabe der Astronomie bezeichnet, zunichst
dieses typische Bild mehr zu sichern und auszubauen. Die empirischen Daten
erlauben auch jetzt noch nicht die von mir begonnenen Untersuchungen weiter-
zufihren und man mufl sich mit weniger allgemeinen Resultaten begniigen,
wenn man zu besser fundierten Ansichten gelangen will. Wie sich das typische
Bild auf Mittelwerte der Zahlen A, fir die einzelnen Zonen I bis IX stiitzt, so
kann man weitergehend die Mittelwerte der 4,, und auch der =, fiir den ganzen
Himmel der Betrachtung zu Grunde legen. Es entsteht so ein ,schematisches®
Sternsystem, dem man also gewissermaBen kugelférmige Beschaffenheit, d. h.
vollkommene Symmetrie nach allen Seiten zuschreibt. Seine Eigenschaften in
Bezug auf Ausdehnung und Dichtigkeitsverteilung zu untersuchen, wird immerhin
einiges Interesse darbieten, wenn man sich dabei auch bewuBt bleiben muB, da@
man sich dadurch noch mehr von den Tatsachen eutfernt. Man gelangt auf diesem
Wege nur zur Erkenntnis gewisser mittlerer Higenschaften des Sternsystems,
aber die zu Grunde liegenden empirischen Daten werden eine groéBere Sicherheit
besitzen. In manchen Richtungen liegen Vorarbeiten iiberhaupt nur in diesem
Sinne vor. Es soll zuerst Umschau gehalten werden, was man tber die Funk-
tion ¢ und tber die fur den ganzen Himmel gebildeten Mittelwerte der Stern-
anzahlen A, aussagen kann.

LEE

Da die Funktion ¢ in allen Teilen des Raumes, den das Sternsystem
einnimmt, sich gleich verhalten soll, liegt der Versuch nahe, ¢ aus den bisher
direkt gemessenen Parallaxen abzuleiten. Dieser Versuch ist in der Tat von

*
3
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Herrn Comstock ') und von mir gelegentlich einer im Sommer 1903 gehaltenen
Vorlesung gemacht worden.

Nennt man m, die GroBe eines Sterns, dessen scheinbare GréBe m und
dessen Parallaxe m Sekunden ist, welche er in der Entfernung einer Sirius-
weite, entsprechend einer Parallaxe 072, haben wiirde, dann ist:

Jt

0.2

,’ my = m - b log < ) = m 4 3.495 4 Hlogm.

Ich habe nun vor 6 Jahren das mir zugingliche Material an Fixstern-
parallaxen sorgfiltig gesammelt, die zugehorigen m, berechnet und die An-
zahlen 4 der Sterne innerhalb von Intervallen von zwei GréBenklassen in M,
o ermittelt. Parallaxenwerte < 0202 wurden dabei als voéllig illusorisch fort-

gelassen. Ks blieben dann 112 Einzelwerte iibrig, die sich nach Mafgabe
der Zahlen A4 in folgender Tabelle verteilten.

mg—1 Mg—1 A A’ 4, A4

; 8.0 10.0 10 11 i

6.0 8.0 16 30 2 i

] 4.0 6.0 30 70 29.4 71
2.0 4.0 25 57 23.2 55
’ . 0 2.0 15 40 L] 39
& &5 0 0 10 20 10.9 23
; il 9.0 5 7 4.8 6

0

| 1 —4.6 1 0 0.1
| Die Zahlen A4 sind proportional mit

mg— 1

f @ (m)dm,
gl
woraus auf den Verlauf von ¢(m) geschlossen werden kann.
Man erreicht dies im vorliegenden Falle durch eine einfache Interpola-
i tionsformel. Indessen wiirden nur Tauschungen hervorgerufen werden, wollte
| man durch eine solche Formel alle vorhandenen A4 zusammenfassen. Bisher
' wurden in der Hauptsache nur hellere Sterne und auBerdem prozentualiter
Jedenfalls viel weniger schwache Sterne mit groBer Eigenbewegung auf Parallaxe
untersucht und es ist also klar, daB bisher die Sterne mit verhaltnismaBig
grofler Leuchtkraft bevorzugt worden sind. Nun wachsen die Zahlen .4 in
-0 der obigen Tabelle, von unten nach oben verfolgt, stark an und man wird

!) The luminosity of the fixed stars. Astronomical Journal No. 597, Aug. 1907.
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annehmen diirfen, daB dieses Anwachsen bei Vermehrung des Materials viel-
leicht noch vergré@ert werden wird. Dagegen wird man das Abnehmen der
A far m, > 6 in keiner Weise als reell anzusehen brauchen. Beschrinkt man
sich aber auf den ersten offenbar noch gesicherten Teil der Kurve, durch
welche ¢ (m) dargestellt wird, dann ergibt sich fiir Werte m, < 6 etwa:

@(me) = 7.0(1 -+ 0.22m,). (1)

Nach dieser Formel sind die Zahlen A, gerechnet, die sich vollkommen
befriedigend an die Zahlen A anschlieBen.

Seitdem ich diese Formel aufgestellt hatte, hat sich das publizierte Material
an besser bestimmten Parallaxen erheblich vermehrt. Die vollstandige Zu-
sammenstellung verdankt man, wie schon erwihnt, Herrn Comstock, aus der
fur 235 Sterne die in der obigen Tabelle enthaltenen A’ leicht zu entnehmen
sind. Herr Comstock fiihrt, abweichend von meiner Bezeichnung, die Leucht-
kraft Z eines Sternes ein, die so definiert ist: Z ist die scheinbare Helligkeit
eines Sternes, wenn derselbe aus einer der Parallaxe n entsprechenden Ent-

fornung in eine solche, die durch = — 1” gegeben ist, versetat wird, wobei
I, =1 die Helligkeit der Sonne ist, falls dieselbe die Parallaxe 7 — 1”

hatte. Danach wird also fiir einen Stern von der scheinbaren Grofle m
log L = 0.150 — 0.4m — 2logn

und das von mir benutzte m, hingt mit dem von Herrn Comstock benutzten
L durch die Formel zusammen:

my, = —3log L. 4 3.87.

Fir die A4’ gelten dieselben Bemerkungen, die iiber die 4 gemacht
worden sind. Fir kleinere m, bis etwa m, — 6 wird fir @ (my) wiederum ein
linearer Ansatz vollstandig geniigen. Aus mehr zufilligen Griinden habe ich
nach einigen Versuchen angesetst:

p(my) = 15.55 (1 4 0.266m, — 0.002 m)).

Mit diesem ¢(m,) wurden nun die Zahlen A berechnet, wobei darauf
Ricksicht genommen worden ist, da@ ¢ (my) immer positiv bleiben muB. Die
Ubereinstimmung ist den Umstiinden entsprechend als sehr gut zu bezeichnen,
auch das etwas groBere Wachstum von ¢ (m,) fur die kleinsten Werte von m,,
welches vorauszusehen war, ist angedeutet. Fiir Werte von m, aber, die groBer
als 6 sind, bleibt, da diese ganz unberiicksichtigt geblieben sind, der Verlauf
von ¢ ganz unbekannt. Fir kleinere m, dagegen wird, da das wesentlich
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vermehrte Material kaum eine Anderung ergeben hat, angenommen werden
diirfen, daB tatsachlich ¢(m,) nahezu durch eine lineare Funktion dargestellt
wird. Nach der letzten Formel wird ¢(m,) = 0 fir m; = — 3.62 bzaw. — 3.76,
je nachdem das quadratische Glied mitgenommen wird oder nicht. Ich habe
. in den folgenden Rechnungen — 3.62 genommen. Grofle Sicherheit wird man
i diesem Wert nicht zuerkennen, was natiirlich nicht auler acht gelassen werden darf.
' Trotz der Vorsicht, mit der man die Sicherheit der erhaltenen Resultate
zu beurteilen haben wird, wird es sich doch lohnen, mit dem gefundenen
linearen Ausdruck fiir ¢(m,) die Rechnungen durchzufiihren, selbst wenn man
diesen Rechnungen nur eine informatorische Bedeutung zuerkennen will. Und
das soll spiter in der Tat geschehen. Aus der Funktion ¢(m,) erhilt man
’ die Haufigkeitsfunktion ¢(7) aus der Gleichung

@) di = — @ (my) dm,
und da die rechtsstehende Funktion linear also

o @(m,) = A + DBm,

ist und avflerdem — C'log i = m,, so findet man:
CY (‘f
. 7 v 7 i
@) = (4 -+ Bm) e d=Grlogi) —,

Hier werden 4, Cund C, positive Konstanten sein. Man kann diesen
Ausdruck fir ¢ (é) offenbar auch schreiben:
o (i) = 1'- 10g ™.
| &b Die Konstante /' 1at sich nicht bestimmen, da nur ein bestimmter end-
licher Teil der Kurve als reell betrachtet wird. H ist die Helligkeit, far
welche ¢ (H) = 0 wird und entspricht also dem obigen Werte —3.62 in
GroBenklassen ausgedriickt. Den letzten Ausdruck fiir ¢(¢) hat, wie ich zu
bemerken nicht unterlassen darf, bereits Herr Comstock, a. a. O. aufgestellt.
| Bei oberflichlicher Betrachtung scheint eine Bestimmung des Verlaufs
| & | b von ¢, die auf das angegebene Intervall beschrankt ist, wenig Wert zu haben.
i jf-': : Nun laBt sich aber zeigen, daB die erlangte Kenntnis, insoweit sie nur ge-
} il niigend verbiirgt erscheint, ausreicht, um sowohl die Anzahlen A, als auch
die Parallaxen 7,, bis zu Sternen der 17. oder 18. GroBe herab mit fast ganz

i i m

§ ausreichender Genauigkeit anzugeben. Diese Tatsache ist in der Tat sehr

wichtig und wird im folgenden demgemi geniigend behandelt werden. Die
, allgemeinere Bedeutung dieser Tatsache ist schon in den einleitenden Bemer-
y kungen hervorgehoben worden.
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Mit hinlinglicher Genauigkeit sind gegenwirtig die Anzahlen 4, wohl
nur bis etwa m = 9 angebbar und zwar eigentlich nur fiir den noérdlichen
Himmel. Denn fiir den siidlichen Himmel ist das vorliegende Material noch
nicht vollstandig, und was die hellen Sterne betrifft, auch nicht einwandfrei.
In zwei Abhandlungen!) hatte ich mir die Aufgabe gestellt, im Bereiche der
Bonner Durchmusterung die 4, in ihrer Abhéngigkeit von der Lage der be-
trachteten Gegend zur MilchstraBe festzustellen. Diese Aufgabe hat sich als
eine ziemlich verwickelte gezeigt, wenn es sich um einigermaflen genaue
Werte handeln soll, weil die Helligkeitsschatzungen der Durchmusterung mit
groferen zufilligen, namentlich aber auch systematischen Fehlern behaftet sind.
Der Feststellung der Anzahlen 4, muB also eine eingehende Untersuchung
dieser Fehler vorangehen. Das letatere geschah in der Arbeit (), das zweite
in der Arbeit (b). Indessen zeigte sich dabei, daB die Feststellung der
Zahlen A4, fur die mit freiem Auge sichtbaren Sterne nicht mit geniigender
Sicherheit vorgenommen werden kann, da hier die Fehler der Schitzungen
in der B. D. in der Tat nicht mit der erforderlichen Genauigkeit festgestellt
werden konnen, so daf in der Hauptsache die B. D. nur im Intervall m — 6
bis m = 9 einwandfreie Resultate gibt. Fiir die hellen Sterne ist nun aber
seitdem (1898) eine Abhilfe geschaffen, indem vollstindige photometrische Ver-
zeichnisse dieser Sterne erschienen sind. Es ist die 1901 erschienene Arbeit
des Herrn Pickering?) und die groBe Potsdamer photometrische Durchmuste-
rung, die die Feststellung der 4, bis zu m = 7.0 erlauben wird. In defini-
tiver Reduktion ist das letzte Werk erst vor kurzem erschienen. Die Abzahlungen
fir die einzelnen Zonen sind mit Umstiandlichkeiten verbunden und konnten
noch nicht ausgefithrt werden.

Herr Pickering hat selbst die Ermittlung der Anzahlen A, auf Grund
seiner Kataloge vorgenommen.?) Hier kommen nur die auf den ganzen Himmel
beztiglichen in Frage. Die von ihm gegebenen Abzihlungen der Anzahlen der
Sterne bis zur GroéBe 6.75 bilden sicherlich einen schitzenswerten Beitrag; er
beschrinkte sich aber nicht auf die Diskussion dieser Abzihlungen, sondern
gab auch die Anzahlen A4, bis zu m = 13.5. Seine endgiiltigen Werte, die

1) (a) Uber die Grofenklassen der teleskopischen Sterne der Bonner Durchmusterungen. Sitzungs-
berichte der Miinchener Akademie, Mirz 1898.

(b) Zur Verteilung der Fixsterne am Himmel. Ebenda, Dezember 1899.

%) A photometric Durchmusterung. Annalen der Harvard-Sternwarte XLV. Wird im folgenden
mit Prr bezeichnet.

3) Distribution of stars. Harvard Annals, XLVIII No. 5.
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durch Interpolationen und Ausgleichungen gewonnen sind, sind aber nicht nur
als unsicher sondern auch als nichtzutreffend anzusehen. Auf die Art, wie
Herr Pickering die Abhangigkeit der 4,, von der Lage zur Milchstrafle unter-
sucht, braucht nicht naher eingegangen zu werden, da es geniigt, auf meine
oben zitierten Arbeiten hinzuweisen.

Auch sollen hier nur die fiir den ganzen Himmel genommenen Anzahlen
A.m

naueren Festsetzungen, die hier méglich sind, empfehlen dirfte, fir die hellen

in Frage kommen. Zunichst ist nun zu bemerken, dafl es sich bei ge-

Sterne nicht die Zahlen fiir den ganzen Himmel zu nehmen, sondern nur die
Sterne auf der nordlichen Hemisphare zu berticksichtigen, denn nur dann
sind die so gewonnenen Resultate mit denen, die aus der B. D. folgen, zu
vergleichen. Auch dirften die photometrischen Iestlegungen an stidlichen
Sternen, die von Herrn Pickering benutzt worden sind, nicht die gleiche
Sicherheit besitzen. Was das aus der B. D. flieBende Material betrifft, das
allein die Zahlen A, fiur m zwischen 6 und 9 bestimmt, so hat Herr Pickering
meine Untersuchungen ginzlich ignoriert und deshalb sind seine Zahlen fir
genauere Feststellungen nicht zu gebrauchen. Ich habe gezeigt, daB sich die
A, aus der B. D. bis zu m = 9.2 feststellen lassen. Herr Pickering geht aber
viel weiter, indem er alle in der B. D. vorkommenden Sterne einbezieht und
einfach festsetzt, dal, wie photometrische Beobachtungen ergeben haben, im
Durchschnitt die GroBen 9.5 der B. D. gleich sind 10.65 der photometrischen
Skala. Es soll also die Zahl der in der B. D. tiberhaupt enthaltenen Sterne
gleich sein der Zahl der Sterne A,,;. Nun ist aber allgemein bekannt, dal}

die B. D. nur die Sterne bis etwa zur 9.2 GroBe (photometrisch) ziemlich voll- -

stindig anfithrt und die schwicheren ganz unvollstindig sind. Herr Pickering
mufl also fir m > 9.2 ginzlich falsche .4 erhalten und zwar zu kleine.
Nicht geringere Bedenken stellen sich den Resultaten gegeniiber, die
Herr Pickering in Bezug auf die schwachen Sterne von der 10. oder 11. Groe
herab anfithrt. Die Zahlen beruhen auf Abzéhlungen von Karten, die Herr
Hagen fiir die Umgebungen von verinderlichen Sternen gezeichnet hat. Ab-
gesehen von allem anderen, diirfte der Schlufl kaum als ausreichend betrachtet
werden konnen, der von 1600 abgezidhlten Sternen auf 4—5 Millionen, die
Herr Pickering fiir 4,,; angibt, fithrt. Herr Pickering hat ubrigens seine
Einzelresultate durch graphische Ausgleichungen zu verbinden gesucht. Ich
glaube aber nicht, daf man diese Ausgleichung bei naherer Betrachtung
anders als fast vollstindig willkiirlich ansehen wird koénnen. Danach diirfen
die Resultate des Herrn Pickering bei allen strengeren Untersuchungen nicht
benutzt werden. Den vorstehenden Bemerkungen gemia habe ich deshalb
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die nérdlich vom Aquator stehenden Sterne nach P,; von neuem abgezihlt
und gefunden:

m A log 4,, log a,,
1.5 11 1.041
0.214
'9) agEE
;og ;8 1“5’; 0.301
e
;:"0 10;3 O'zw b
9.0 C Z\Ndo =
0.308
3.75 151 2.179 0243 -
4.5 264 2422 (1)
5 = 0.264
4.75 485 2.686 0.986
5.25 938 2.972 A
5.75 1710 3.233 0'548
6.25 3030 3.481 i
6.75 5457 S50 .
In der Reihe der log e, = log 4, — log 4,,, wird man gewill nicht eine

fortschreitende Verinderung erblicken kénnen. Da vor kurzem der Potsdamer
Generalkatalog erschienen ist, kann ich hier, ohne das Material weiter zu
bearbeiten, einen Vergleich mit den zuletzt angefilhrten Pickeringschen Werten
herstellen. Die nétigen Abzihlungen, bei denen alle Variablen fortgelassen
worden sind, hat Herr cand. math. Georg Schwarz ausgefithrt und aus ihnen
ergab sich nach der Potsdamer Durchmusterung:

AH& log A?I! 2 logam

m < 2.00 10 1.000 :
0.663
w0 ==3.00 46 1.663 1 ,)’50
4.00 179 2.253 o 405
5.00 532 2.765 e

Q A 2

6.00 1889 3.276 il

7.00 5990 3.777

Eine Erklirung der Abweichungen fiir m < 3.00 zwischen Potsdam und
Pickering mag hier nicht versucht werden. Bei so kleinen Zahlen 4, wie
sie hier auftreten, wird man auf sie kein groBes Gewicht legen. Im allge-
meinen stimmen dann die beiderseitigen Resultate befriedigend iiberein, wenn
man die Potsdamer GroBen auf P; reduziert. Nach Band XVII der Potsdamer
Publikationen ist Potsdam — P etwa 0216 anzusetzen. Um also auf P zu
reduzieren, hat man die log 4,, um 0.082 etwa zu vermehren. So ergibt sich
die Gegeniiberstellung:

Abh. d. math.-phys. K1. XXV, 3. Abh. 4
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m Pry
3.00 1.813
4.00 2.335 2.301
5.00 2.847 2.829
6.00 3.358 3.357
7.00 3.859 3.865

In der oben (S. 23) zitierten Abhandlung (b), S. 390, habe ich die Kor-
reltionen abgeleitet, welche an die Logarithmen der Sternzahlen fir die
einzelnen Zonen I— VIIL Smsoweit sie in der nordlichen B. D. vertreten sind,
anzubringen sind Es erfordert nur eine einfache Rechnung, hieraus die An-
zahlen A, fir den ganzen nordlichen Himmel abzuleiten. Es ergibt sich so:

m log 4,,

6.5 3.578 o
75  4.093 (2)
9.2 4.967

Der AnschluB dieser als homogen zu betrachtenden Wertreihe an die aus
P, gewonnene (1) ist nicht ganz befriedigend und es wird sich lohnen, nach
einer Aufklirung zu suchen. Man erhélt namlich:

log As s ="3.707 sausB.D.
log Agqs = 3.737 aus Fy.

Um einen Beitrag zur Aufklirung der Differenz in log Ag:;
5 B, D, ==} 0.080

zu erhalten, wird zuerst auf einen Umstand hinzuweisen sein, der gewdhnlich
fibersehen wird, den ich aber bereits in (b) berticksichtigt habe.

Infolge der Ungenauigkeit der photometrischen Messungen werden die
durch direkte Abzihlungen gefundenen A, fehlerhaft und zwar zu gro sein,
weil eine vollkommene Kompensation der Messungsfehler nicht eintreten kann
infolge des Umstandes, dafl die 4, stark mit m anwachsen. Schwichere
Sterne als die von der festgesetzten Grofe m, werden heller als m, geschétzt
und umgekehrt hellere Sterne werden schwicher als von der Grélle m, an-
gegeben. Die Anzahl 1 der ersteren mu von der abgezihlten Anzahl 4
subtrahiert, die Anzahl II der letzteren mufl addiert werden, um die richtige

Anzahl 4, zu bekommen. Es 1st also:

_[1 —_— "4':”0 e I + II

mg

Es sei nun c. -dm die Anzahl der Sterne, die faktisch zwischen den

m

GroBen m und m —+ dm liegen. Ferner folgen die bel photometrischen Messungen

el T
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gemachten Messungen einem Fehlergesetz ¢(4), wo immer f(ﬁ(/f)dd =1

—

angenommen werden kann. Man findet dann sofort:

e — f ¢,, ¢ (m—mg) dm
7?10

my
= ; Con P (0 — m1y) d M0
Nun ist die naherungsweise Giltigkeit des GauBschen Fehlergesetzes fiir
viele Beobachtungen der betrachteten Art erfahrungsma@ig festgestellt. Man
kann also mit einiger Berechtigung setzen:

h s
Qlid) =— 1/27 o242

Ferner ist, zum mindesten sehr nahe:

A

i (m—my),

log
ﬁ.‘o

wo ¢ == 0-512 angenommen werden kann. Nennt man also ¢ = 0.434 .. .,

so wird

(0
3 (m —mg)

x/im R "‘Limo e
und daraus folgt:

dAm 1 C )i (m — myg)
¢ — - = / vl g
2% dm U
Es ist also:
.2 14 2
£ e h - (m — mg) — h2 (m — mg)”~
I = 4 3l i - dm
mg E ]//"T
oty
’JNO
0_ (m — mg) — k2 (m— 1'1")0)2
Im— 4 e -dm.
o,
Dieses Resultat kann man auch schreiben:
c? o
c e B
T=— 4, —— -7 1 iy
eV m .
G
T 2he
2 ﬁ
(4 4 h2e2 LI
a4 - A Vady.
Vo g

4*
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Setzt man also:

gso wird:
¢ i (4)
g p2

ol ] e e e “dy

“Lmg mo

Fithrt man den mittleren Fehler w an Stelle von % ein:

a8 1

L — w3,
so wird:
i 8 ¢
: LG ) —;' i
eV 2

Ist schlieBlich » geniigend klein, so ergibt sich als Naherungsformel:

; 2¢w ; V2
Am o jim e b ad J‘im et —
0 : e m - s

Die so definierten Korrektionen sind im allgemeinen keineswegs zu ver-
nachlissigen, insbesondere wenn es sich um genauere Ermittlungen handelt,
‘ ‘ die doch gerade photometrische Kataloge ergeben gollen. Die Ermittlung von
i ' u, das sich auch mit der Groe m sndern wird, hat also nicht blof den Wert,

A4 die Genauigkeit der Beobachtungen kennen zu lernen.
88 Mit dem obenerwihnten Wert ¢ = 0.512, » = 0.845 w ergibt sich:
1'1,“0 —_— ‘4"’"0 (1 — 1.109 ill). (5)

Fiar die Potsdamer Durchmusterung darf man im Mittel ¢ zu 0.056
ansetzen. Dann folgt:

log 4, — log 4, '~ 0.028.

mo

Noch eine andere, allerdings ilberaus geringfiigige Korrektion ist anzu-
bringen. Die photometrischen Kataloge (Potsdam, Pickering) geben die Grofen

il auf zwei Dezimalstellen. Man kann annehmen, daB also z. B. 4, alle Sterne

nicht bis zur GroBe 7.00, sondern bis 7.005 enthalt, denn erst wenn die Grofle
7.006 wird, wird sie als 7.01 notiert. Danach mufl also der Logarithmus

der abgezahlten Anzahl 4, um i:f;in % 0.512 = 0.003 verkleinert werden. Es
wiren also die nach der Potsdamer Durchmusterung abgezihlten Werte im
Logarithmus um — 0.028 — 0.003 = — 0.031 zu korrigieren. Fir log Agqs

wiirde aus Potsdam folgen 3.781 — 0.031 = 3.700, also so nahe iiberein-
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stimmend mit dem aus B. D. hervorgehenden 3.707, wie nur gewiinscht werden
kann und nach der Unsicherheit der Reduktion kaum erwartet werden konnte.
Man wird daraus einen Beweis dafiir ableiten, daf meine aus B. D. abgeleiteten
Werte fiir die log A4,, sehr nahe richtig sein miissen. Denn die Unsicherheit
bei ihrer Aufstellung erstreckte sich bei dem komplizierten Reduktionsverfahren
hauptsichlich auf die absoluten Werte der Logarithmen, wahrend die log «
kaum davon alteriert werden diirften. Um demnach die Reihe (1) an die
Werte (2) anzuschlie@en, ist man berechtigt, die log 4, in (1) um — 0.030
zu korrigieren und die Zulassigkeit dieser Korrektion diirfte bis auf kleine
Restbetrage, die gegenwartig unkontrollierbar sind, durch die ausgefihrten
Betrachtungen erwiesen sein. Aus der Notwendigkeit dieser Koirektion folgt
noch -nicht, daf u« bei P, denselben Betrag hat, wie in Potsdam, obwohl sich
auch gegen diese Annahme nichts Wesentliches einwenden lie@e, solange nicht
umfangreiche Rechnungen ausgefithrt sind. Vielmehr kénnen auch konstante
Differenzen in den GroBenangaben der drei Kataloge, P, H. R. und Potsdam,
von ganz wenigen hundersteln GroBen, die in beiden bis jetzt ausgefiihrten
Vergleichungen nicht konstatiert werden konnten, vorhanden sein.

Meine Angaben (2) basieren, wie noch einmal erwdhnt werden mag, auf
dem System der Harvard-Revision. Ich werde eine passende Auswahl aus
den Werten (1) und dann die Reihe (2) weiter unten zusammenstellen. Wie
schon oben konstatiert wurde, sollen die 4, mit 2 multipliziert werden. Ich
werde demnach den log 4,, in (1) 0.301 — 0.030 = 0.271 und log 4,, in (2)
0.301 hinzufiigen.

Far die analogen Anzahlen A, fir schwichere Sterne als von der
GroBe 9.2 liegt auch heute nur noch ein ziemlich spérliches Material vor, wenn
von den Sterneichungen der beiden Herschel abgesehen wird, die ich auch in
I benutzt habe. Man darf also nicht erwarten, diese Anzahlen mit einer
Sicherheit zu bestimmen, die auch nur entfernt an die heranreicht, die fir
die helleren Sterne durch die vorstehenden Zusammenfassungen erreicht worden
ist. Indessen ist es doch unter allen Umstianden von hohem Interesse, weitere
Daten abzuleiten, auch wenn dieselben nur eine gewissermaflen provisorische
Giiltigkeit beanspruchen kénnen. Dies ist nun ermoglicht durch die vielfachen
Abzihlungen schwacher und schwichster Sterne, die neuerdings Herr Kapteyn 1
verdffentlicht hat.

Herr Kapteyn selbst iiberschatzt wohl kaum die Zuverlassigkeit des von
ihm mit so groBem FleiBe zusammengebrachten Materials. Sicherlich geniigt

1) Publications of the astronomical laboratory at Groningen, No. 18, 1908.
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es nicht, um bis etwa m = 15 die mittleren Anzahlen auf einem Quadratgrad
und noch weniger die Abhangigkeit dieser Zahlen von der galaktischen Breite
mit einer geniigenden Sicherheit festzustellen, um daraus Verteilungsgesetze ab-
zuleiten. Denn diese geforderte Sicherheit ist, wie die vorstehenden Bemerkungen
cezeigt haben diirften, nicht unerheblich und es dirfen nur ganz wenige Ein-
heiten der zweiten Dezimale in den log 4, zweifelhaft bleiben. Auch der Um-
stand, daB Herr Kapteyn mit groBem Aufwand von Arbeit die gewonnenen Zahlen
durch Interpolationsformeln darzustellen unternommen hat, dirfte nicht ganz
entsprechen. Denn hierdurch werden, wie schon erwiahnt wurde, etwaige Gesetz-
maBigkeiten verwischt, deren Aufdeckung erfolgen soll, auch verleiten solche
Formeln zu ihrer Anwendung weit iiber das Intervall hinaus, fiir welche sie
abgeleitet worden sind, wihrend dort in den meisten Fallen die Resultate solcher
Extrapolationen gar keine Beziehung zu den tatséchlichen Verhiltnissen mehr
haben. Indessen lassen die Zahlen Herrn Kapteyns die zwei von mir in I
ausgesprochenen Gesetze deutlich erkennen: 1. (S. 576) Die Anzahl der Sterne
wichst mit der GréBe betriichtlich langsamer, als eine gleichférmig rédumliche
Verteilung von Sternen mit gleicher Leuchtkraft erfordert. 2. (8. 579) Die
Zahl der Sterne nimmt mit der SterngroBe immer stirker zu, je néher die
betrachtete Himmelsgegend der Milchstrale ist.

Ich beschranke mich hier, wie schon gesagt, auf die Anzahl der Sterne
A, am ganzen Himmel. Die Einschrankung, daBl, wie Dbisher, nur Sterne
am nordlichen Himmel genommen und ihre Zahl mit 2 multipliziert wird,
ist hier nicht mehr durchfihrbar, aber im wesentlichen habe ich doch nur
solche Sterne herangezogen, soweit dies moglich war, ohne die Sicherheit der
Resultate gar zu sehr zu gefihrden. Es wird sich nur darum handeln, Daten
zu beschaffen, die zeigen konnen, ob sich die von mir vertretenen Ansichten
mit ihnen vereinigen lassen oder ob dies nicht der Fall ist. KEs wird sich
zeigen, daf} das erstere zutrifft.

Die von Herrn Kapteyn ausgefithrten Abzihlungen erlauben nun in der
Tat, diese Daten herbeizuschaffen. Allerdings bleibt man im ungewissen, welche
Zuverlassigkeit diese besitzen. Ich habe aber aus verschiedenen Grinden nur
eine beschrinkte Auswahl aus den Kapteynschen Abzahlungsresultaten benutzt
und auch diese in anderer Gruppierung. Zuerst habe ich die einzelnen Felder
nach den von mir benutzten, nach der Milchstra@e orientierten Zonen im Mittel
vereinigt und daraus dann die Zahlen 4, abgeleitet. Was die Fortlassungen
betrifft, so sind diese micht nur von dem Gesichtspunkte aus beurteilt worden,
daB Sterne nordlich vom Aquator bevorzugt werden sollten. Alle mit Hilfe
der siadlichen B. D. gewonnenen Abziahlungen habe ich auch deshalb fort-

|
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gelassen, weill die photometrischen Feststellungen hier sich nach meinen Er-
fahrungen nicht mit gentigender Sicherheit — wenigstens gegenwirtic —
machen lassen. Die Felder Nr. 101 bis 120 blieben fort, weil diese aus-
schlieBlich sehr sfidliche Deklinationen haben und auflerdem, weil Herr
de Sitter sehr abweichende Skalen fir die photometrisch bestimmten GréBen
in Gegenden der Milchstrale und fern von ihr gefunden hat, was ohne néhere
Aufklarung die Resultate als zweifelhaft erscheinen lassen mufl. Die sich auf die
GroBen 12—14 beziehenden Felder habe ich fortgelassen, weil in dieses Inter-
vall zum Teil die GrenzgroBe » fallt oder fallen kénnte und eine Sonderung
nicht ohne praokkupierende Hypothese gemacht werden kann. AuBerdem
liegen die Herschelschen Sterne an der Grenze dieses Intervalls und diese geben
ein sicheres Resultat. Es blieben so 76 Gegenden iibrig und auflerdem die so
wichtigen Herschelschen Sterneichungen. Hat man die Sternanzahlen J auf
einem Quadratgrad fir verschiedene Groflen m, so fragt es sich, wie die
Mittelbildung zu erfolgen hat. Sind die einzelnen m, die zu einem Mittelwert
verbunden werden sollen, nur wenig voneinander verschieden, so liegt kein
Bedenken vor, dem arithmetischen Mittel des & das arithmetische Mittel des m
zuzuordnen. Sind aber die einzelnen m sehr verschieden, dann wiirde es besser
sein, die arithmetischen Mittel der log & dem Mittelwert von m entsprechen
zu lassen, wenn natiirlich die & nicht zu klein und nicht allzusehr verschieden
ausfallen. Denn bis zu m = 12 etwa ist der log J proportional mit s und
dariiber hinaus ist innerhalb nicht sehr grofler Intervalle ein &hnliches Ver-
halten naherungsweise zu erwarten. Es ist deshalb wohl ein kombiniertes
Verfahren am zweckmé#Bigsten. In der Tat habe ich innerhalb Differenzen
von 0.5 GréBen das arithmetische Mittel des J genommen, dann aber die Loga-
rithmen dieser Mittelwerte mit Riicksicht auf die Gewichte im Mittel ver-
einigt. Es wird keiner Rechtfertigung bediirfen, dafl die Ausdehnung der
einzelnen Stellen nicht durch Anbringung von Gewichten beriicksichtigt
worden ist.

Die Zusammenfassung der Sterne von der GroBe 10.0 bis 12.0 in der
angedeuteten Weise ergab:

i Zone m log & a red. log ¥y 1, log f  log 4
15 A 11.01  1.910. 053 -E 0080  1.990 3.855" 5 845
130 Ve Vil 11167 1541 065 0 1.541 " 4297 5670

IIT w. VII 11.87 1.471 0.50 — 0.105 1.366 4.040 5.406
18 ITw VIII 11.39 1571 0.46 —0.106 1.465 3.855 5.820
1 Bais X 10.15 0.690 0.41 - 0.414 1,104 3.396 4.500

Summe 54 fir m = 11-16:]0%'”*’1 = 6.221
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I' gibt die Zahl der benachbarten Gegenden, der Wert ¢ wurde meinen
fritheren Arbeiten gem#f benutzt zur Reduktion ,red.“, f ist Anzahl Quadrat-
grade, die die betreffende Zone enthélt.

Zur Vergleichung sei angefiihrt, dafl die Mitnahme der Cap-de Sitter-
schen Sterne aus 64 Gegenden auf dieselbe Weise reduziert ergab:

e eI00 ey vl — W1 30

also ein fast (bis auf vier Einheiten der letzten Stelle) genau mit dem fritheren
tibereinstimmendes Resultat. Hierbei wurde den Angaben des Herrn Kapteyn
entsprechend die GroBe um — 0.10 am Pol der Milchstrafle und um —-0.09
in ihr korrigiert. Ks scheint, dafl die aus sieben Gegenden stammende, den
Zonen III und VII zugehorigen O zu klein sind, da J fir die nichstfolgende
Zone zunimmt, wahrend es abnehmen sollte und deshalb wird auch der ab-
geleitete Logarithmus fiir A4 voraussichtlich etwas zu klein sein.

Das zweite Resultat bezieht sich auf Sterne, fiir die m = 14.0 ist.

VA Zone n log & red. log 4
6 v 14.66 3.527 - 0.054 7.436
7 A A 14.84 3.031 0 7.160
4 - Tl Vakl 14.59 2.522 - 0.075 6.637
2 T, VEIE - 1428 = 2279 & (0168 " 6.502
3 IX 1429 2281 -+ 0.165 5.842
Summe 22  fiir m o= 14.84, log A = 7.688
Die Reduktion wurde mit log ¢ = 0.30 ausgefithrt. Dieser Wert ist nicht

sehr sicher, was aber gegeniiber den anderen Unsicherheiten nicht in Frage
kommt.

Der zuletzt abgeleitete Wert beruht in der Hauptsache auf photographi-
schen Aufnahmen, die Herr J. A. Parkhurst von der Umgebung veradnderlicher
Sterne angestellt hat, wihrend er Sterne und darunter die allerschwéchsten
am 40 Zoller des Yerkes-Observatory photometrisch festlegte. Benutzt wurde
dabei ein Keil, der das Licht des kiinstlichen Vergleichsterns mefBbar ab-
schwichte. Es lassen sich Annahmen machen, welche dafir sprechen, dafl der so
gewonnene Wert von log 4 eher zu gro@ als zu klein sein wird. Sicher aber
dirften #hnliche Aufnahmen in groBerer Zahl geeignet sein, die Kenntnis tiber
die scheinbare Verteilung sehr schwacher Sterne zu fordern.

SchlieBlich ist noch zu bemerken, daf nach meinen Untersuchungen
(I, 8. 592) fir die Herschelschen Sterne log 4 = 7.433 anzunehmen ist und
die zugehoérige GroBe m darf nach Herrn Kapteyn in recht sicherer . Bestim-
mung zu 13.90 angesetzt werden.
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Wenn nunmehr die im letzten Abschnitt erhaltenen Werte von log 4,
zusammengestellt werden, erhélt man folgende Tabelle:

m log 4,, R B—R
1.5 1.312 1.310 deiig
2.5 1.827 1.824 + 3
3.75 2.450 2.466 16
4.75 2.957 2.980 =
9.75 3.504 3.494 = 10
6.75 4.008 £.008 0
7.50 4.394 4.394 0
9.20 5.268 5.265 HE s
1116 6.222 6.272 — o0
13.90 7.433 7.448 =l
14,84 7.688 7.681 s

Die Wertreihe fiir log 4, 1aBt sich, wie auf den ersten Blick ersichtlich
ist, bis zu m = 11.16 als lineare Funktion von m darstellen. In der Tat
gibt die Formel:

log 4, = 4394 4 0.514 (m — 7.5),

m

die in der Tabelle unter R stehenden Werte und die mit B — R bezeichneten
Abweichungen. Diese Differenzen sind geniigend klein, insbesondere zeigen sie
keinen ausgesprochenen Gang. Die etwas groBere Abweichung bei 11.16, die
einer. Verinderung in m im Betrage von noch nicht 0.1 GroBenklasse entspricht,
diurfte in Anbetracht der Ungenauigkeit des betreffenden Wertes von igg i,
keine Bedenken erregen und es wird also als gute Néherung die Formel an-
gesehen werden konnen:

A—38
Anz : C]Lm 2 b/ ]
WO = (1)
3—2 :
“—= —0.614; A= 0.430 J
Damit ergeben aber die in Art. 1 ausgefiihrten Betrachtungen:
dAioy="9. 0 (2)

und der weitere Verlauf der Werte A4, laBt sich mit der Annahme eines
endlich begrenszten Sternsystems vereinigen, in welchem die eingefithrte Stern-

Abh. d. math.-phys. Kl. XXV, 3. Abh. 5
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gréfle n, die bei gewissen Annahmen die GroéBe der hellsten Sterne an der
Grenze des Sternsystems angibt, die Ungleichheit erfiillt:

LLL6 <tmi< 13,900

Zur weiteren Verfolgung ist die Kenntnis der Haufigkeitsfunktion ¢ notig,
wihrend sie bei der Feststellung der Gleichungen (1) und (2) nicht erforderlich
war. Nach den Auseinandersetzungen in Art. III wird man es aber als gerecht-
fertigt ansehen, wenn man, wenigstens zunichst, die Funktion

o) = Zlog 2 (3)

zur Anwendung bringt. Eine solche Form kann, da ¢ (0) unendlich wird,
nur innerhalb eines bestimmten endlichen Intervalls gtltig sein und in der
Tat wurde sie nur fiir Werte von ¢, die den SterngréBen — 3.6 bis etwa 6
entsprechen, als zuléssig erkannt. Es mufl deshalb, wie schon in Art. UI er-
wahnt wurde, ¢ (i) bis auf einen konstanten Faktor unbestimmt bleiben und
man kann deshalb nach Belieben den natiirlichen oder Briggschen Logarithmus
nehmen. Es soll, wenn nicht das Gegenteil besonders erwahnt wird, der
natiirliche Logarithmus gemeint sein. Nach den Betrachtungen des Art. III
war es wahrscheinlich, daf auBerhalb des Giltigkeitsbereiches die Formel (3)
zu grofBe Werte fiir ¢ angibt, fiir gentigend kleine ¢ ist das selbstverstdndlich
der Fall. Trifft dieser Sachverhalt zu, dann werden die berechneten A4, fir
m > n zu grol ausfallen, wenn die untere Grenze fiir ¢ im ersten Integral
der 2. Formel (IIT) in Art. I gleich Null angenommen wird und sie werden zu
klein ausfallen, wenn man die erstere Grenze so wahlt, daB nur groBere ¢,
als der GroBe 6 entsprechen, vorkommen. Dadurch kann man die Maximal-
fehler abschitzen, die durch die Begrenztheit des Gultigkeitsintervalls fiir die
durch (3) definierte Funktion entstehen, was ein sehr wichtiger Umstand ist,
denn sonst ware die Anwendbarkeit von (3) ganz problematisch. Dieser pro-
zentuale Fehler wird also wesentlich kleiner als X sein, wenn

gesetzt wird. Dabei ist
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und 4Y, der Werth von 4,, wenn die untere Grenze des #&uBeren Integrals
Null wird. %, muB so bestimmt werden, daB i in Grolenklassen ausgedriickt

kleiner als 6.0 bleibt. Zunichst wird, wenn noch 7' — CZ;[ 1]} gesetzt wird:

_l S
il

n

o 2
i H
Am — ] (J 7 )d?” (\log z;’l'{z)
.I/(' =
Y. ho

und wenn man die Formeln verwendet:

} { 7.72—}—1 1 7‘"‘+]
PR AR R T R o0 i T
f} og 7 ds w11 087 RS
.' 7% ey ’,’Li—l o) ,‘.,,2_:,,, a1 ; A
J; Hog7i dr — s (log 7) S logr - CFSIE
ergibt sich:
83—
e ELN 2% Jn 2 \2 A
=h = ('7@?;‘;) {(log TE b g,) o B /1)2}
& o) 4 - 4
; e (h)g Tom ) — /) an T @)
]’1/0 l hn 9 9 4
(Og L %*—‘7) T

Die hier vorkommenden Logarithmen sind natiirliche. Nennt man allge-
mein m, die SterngréBe, welche die Giltigkeit der Formel (3) nach oben be-

grenzt, v die der Maximalhelligkeit /1 entsprechende GroBle, so muB far die
untere Grenze 7, im Integrale von r

h"m 7'8 T }lmo
: sarie fr .
angenommen werden und da #? = 50 50 wird:
0
by & O
H, BRI
Ist ¢ = 0.43429, so bestehen demnach die Formeln:
h, 0.4
log 52 = 2% - (m, —»)
Fon 0.4
log S o (m — m).
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Im speziellen ist dem fritheren zufolge anzunehmen m, = 6, » = —3.62;
A = 0.43. Damit ergibt sich folgendes:

m-—n X brigg log (1 + X)
0 0.001 0.000
1 1 0
2 2 1
3 S 1
4 6 3
5 13 6
6 32 14
[ 80 33
8 0.205 0.081
Aus diesen Zahlen geht hervor, daB man bis zu m = 18 etwa die

Anzahlen 4, so berechnen kann, als ob die angenommene Form fir ¢ (2)
eine unbegrenzte Gultigkeit hatte, ohne einen bemerkbaren Fehler zu begehen,

da » ungefihr = 12 ist. Zur Ableitung des Wertes von = sei folgendes

/ . b . . 7
bemerkt: nennt man m und m zwei GroBen, die den Bedingungen m < n
und m > n geniigen, so ist nach den obigen Formeln

i bl
und:

A ; a7

]. g ! = (N — M -’—_'—_rj)

og 4t = n—m) B2 =
-'711/1. ]. ~; T ;v 0.4‘, & 1 2
— A e s § £4EG s s SN Ehaan T ISR )
e P P22 02—y 2

Jopi AR 0L eelinai iy

og - T oo + Q05 T

Da eine genauere Ausgleichung nach diesen Formeln ziemlich unndtig
wiire, habe ich durch einfache Versuche eine geniigende Darstellung der zu

Grunde gelegten Werte A,, zu erhalten gesucht. s ergab sich so » = 11.91.
. . . . . . ¥
Die Anzahl A,, ist sehr sicher bestimmt, ich bin deshalb von m = 9.2 aus-

gegangen. Das Resultat der Rechnung ist in der obigen Tabelle unter 2
angegeben. Die iibrigbhleibenden Abweichungen B — R lassen eine, so kann man
in Anbetracht der Unsicherheit der empirischen Daten sagen, vollstandige Uber-
einstimmung erkennen. Es seien nun noch die Anzahlen 4, fir m >n» an-
gefithrt in dem Umfange, als sie sich der obigen Betrachtung geméaf bis auf

einige Einheiten der letzten Stelle verburgen lassen.
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w log 418» A4
11.91 G661 el
12.91 7.120 355
13.91 e o
14.91 7.697 i95
15.91 7.890 ];;
16.91 8.049 -
17.91 T

Die Anzahlen A, wachsen zuletzt nur langsam, aber schlieflich wird
4, fir m = o doch unendlich, was eine Folge davon ist, daB ¢ (i) fir i — 0
unendlich wird. Da aber die berechneten Zahlen Ay, fur m >18 zuerst un-
zuverlassig, spater ganz illusorisch werden, kann tiber den Grenzwert A%, also
iber die Zahl aller sichtbaren Sterne, nichts ausgesagt werden, solange nicht die
Funktion ¢ in ihrem Verlaufe fiir kleine ¢ bekannt ist. Die Gesamthelligkeit
aller dieser unendlich vielen Sterne aber ist endlich und zwar sehr klein.
Dabei macht das Gesamtlicht der schwachsten Sterne, etwa von m = 18 ab, nur
wenig aus und man iiberzeugt sich leicht, daB unter den gleichen Voraus-
setzungen, wie frither, die Gesamthelligkeit £/ hochstens um wenige Prozente
unrichtig, und zwar wahrscheinlich zu grol3, gefunden wird, wenn man die
Funktion ¢ als in ihrem Gesamtverlauf durch (3) definiert ansieht.

Das von den Sternen m > n gelieferte Gesamtlicht ist nun:

tig

ou e e B—2)G—2
= —J T H @l ol i :
0

Dazu kommt das Gesamtlicht der Sterne m < n, das sehr nahe sein wird:

: 3— 4 R P e :
H, — s Aah: G J S - ey A ol
}l,)z
Daraus folgt fiir das Gesamtlicht:
G e s

H T [[I _I— j Do :1_7(1 7:7h) : "lnhn' (5)

Nebenbei bemerkt ist also ﬁz = 0.65. Um so schwache Fléichenhellig-
1

keiten, wie die des Himmelsgrundes, in iibersichtlicher Weise anzugeben, habe
ich bei einer fritheren Gelegenheit!) die Angabe der Zahl A4 vorgeschlagen,

1) Uber kosmische Staubwolken und das Zodiakallicht. Miinchener Sitzungsberichte 1901, 8. 277,
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welche anzeigt, wievielmal grofler die Flichenhelligkeit der mittleren Voll-
mondscheibe ist als die des betreffenden Objekts. Dem oben gefundenen Wert
von H entspricht nun fur die mittlere Erhellung des Himmelsgrundes:

A= 1.7 < 107,

Newcomb?) hat die mittlere Flachenhelligkeit des Nachthimmels aus Beob-

achtungen zu bestimmen gesucht und gefunden, dafl die nicht in der Milch-

strale gelegenen Himmelsteile vom Flicheninhalt 3—]—%-—1() = 0.785 Quadratgrad

so viel Licht aussenden wie 0.9 Sterne von der 5. Grofle, wiahrend die Flachen-
helligkeit in der Milchstrafle etwa doppelt so grofl ist. Der mittlere Vollmond
hat so viel Licht wie ein Stern von der Grofle — 11.8; ein Quadratgrad am
Himmel hat die Fliche von @ Vollmondflichen, wo log ¢ = 0.676. Danach
ergibt die Beobachtung Newcombs:

A = 1.0 < 107 in der Milchstrale
A = 2-1 < 107 auBerhalb der Milchstrafle.

Das ist eine so gute Ubereinstimmung mit dem oben gefundenen Werte,
wie bei der Unsicherheit solcher Beobachtungen kaum erwartet werden konnte.
Herr Townley ?) hat dhnliche Beobachtungen wie Newcomb, aber auf photo-
graphischem Wege, angestellt. Nach seinen Angaben wiren die 0.9 Newcomb-
schen Sterne 5. GroBe durch 1 Stern 4. bis 5. GroBe zu ersetzen und die Milch-
straBengegenden sind 1.9mal so hell wie die auBlerhalb gelegenen Himmelsteile.
Ich habe in meiner zuletzt zitierten Arbeit vom Jahre 1901 unter der Vor-
aussetzung ¢ = const. fiir die MilchstraBe 4 = 0.75 =< 107 gefunden. Da
diese Zahl ebenfalls nicht wesentlich von der Newcombschen abweicht, wird
man daraus schlie@en, daf die Berechnung der Flachenhelligkeit des Himmels-
grundes keine Kontrolle fiir die Richtigkeit der Grundlagen der Rechnung
abgibt, der man groBe Bedeutung zuerkennen kann. Stark abweichende Re-
sultate werden nur durch ganz enorm abweichende Annahmen hervorgerufen

werden konnen, aus denen ganz andere A, fir m > n folgen wirden. Auf

ne
die vorhandenen Nebelgebilde ist bei allen diesen Betrachtungen und Beob-
achtungen keine Riicksicht genommen worden, was indessen kaum viel aus-

machen kann.

Es sei noch bemerkt, da die Formel (5) direkt aus der Formel (V) Art. I
folgt, wenn A(9) = y-07*, F = 1, & = ¢ gesetzt wird. Denn dann ist:

1) Astrophysical Journal 14, 297, 1901.
2) Publications of the Pacific Society XV, 1903.
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Ve

/H
1 o -
E . HY (Hy 5
H — ;/f{) k cl@'J H log - g == o = (_/]'11') )
0 0

wahrend sich aus (4) ergibt:

5 AN I\ 3,
‘{:; = Y . [I o —7'8 (Ii) E— ,:L s H (]{> T(“'.

G 3 — )2\, C APy

Die Verbindung beider Formeln gibt das Resultat (5). Nebenbei sei noch
folgender Satz angemerkt. Wire das Sternsystem unendlich ausgedehnt und
iberall die Sterndichtigkeit endlich, so wire nach (V) Art. T die Helligkeit
des Himmelsgrundes:

@ 4
H =y -ff) - W) d'f;'f o (x)xda.
0

0

In dem speziellen Falle, daB allein die vorgelagerten hellen Massen eine
Absorption verursachen oder da@ die Dichtigkeit in der Verteilung der dunklen
Massen proportional mit der Dichtigkeit D verlauft, wiirde man ansetzen diirfen

;
W(r) = e %9, wo y(r) = I/J Ddr.
0

Aus der letzten Gleichung folgt:

Ll
dr
H
und da f(p(;‘i;);ccl;x; = B eine Konstante ist:

0
O? @
£ By —x (@ J" r 3 — >
H:l;’—- e ‘()-((’;f’)clr:j;/--(l~e ;w)
E

Der Voraussetzung gemifB ist aber fl)dr unendlich groB. Es ergibt
0

sich also:
Bkl
7
d. h. der Himmelsgrund ist iiberall gleich hell und ganz unabhingig von der
Dichtigkeitsverteilung.

»
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A

Nach den erhaltenen Resultaten sind die empirischen Abzahlungsresultate
vollstandig darstellbar durch die Formeln (2) und (3) des vorigen Artikels.
Die Dichtigkeit der ridumlichen Sternverteilung D (r) ist dadurch noch nicht
gegeben, vielmehr besteht nur die Relation (4), Art.I. Man mu@ also die
Absorption kennen, um zur Kenntnis von D zu gelangen. Dagegen ermdglicht,
wie Ofters erwahnt worden ist, die Hinzuziehung der mittleren Parallaxen-
werte m,, die Bestimmung der Absorption und somit auch von D(r).

1

Die Formel (IV) Art. I kann man, da A4(¢) = ¢ * ist, auch schreiben:
A mpeaset Tm T Im’
0.2 J(m = f:’{m' :

wobel zur Abkirzung

V. 7
I, = i jé g : i g;j{ o (x)dx

{ 3 L
02
0 by ©

gesetzt wird. K, geht aus I, hervor, wenn r = 1 angenommen wird. Mit

in

Benutzung der Haufigkeitsfunktion (3) des vorigen Art. wird:

H ‘.‘()(") =0 FhE i
l — lj"' J = . (10@” jj u) L’[ 0. ( )
4 ; »

o ]/rn o

Eine weitere Behandlung ist nur moglich, wenn man r = f (¢) angeben
kann, d. h. wenn das Gesetz der Absorptionswirkung bekannt ist. Ge@nderte
Annahmen scheinen nun die Schwierigkeiten, die hier auftreten und im fol-
genden erwihnt werden sollen, nicht zu beheben. Ich begniige mich deshalb,
die Folgerungen aus der Annahme einer allgemeinen Absorption zu ziehen,

die dadurch charakterisiert ist, da@d

o e e (2)

gesetzt wird. e ist die Basis des natiirlichen Logarithmensystems. Das In-
tegral I, ist nicht in geschlossener Form ausfiihrbar. Andrerseits gentigt
offenbar folgende Berechnung, die bis auf einen maBigen Bruchteil von einem
Prozent, oder doch bis auf wenige Prozente, genau ist. Innerhalb der Grenzen
der Integration und fiir nicht zu grofle » lassen sich namlich, wie der nume-
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rische Verlauf der betreffenden GréBen zeigt, konstante GréBen e und £ so

bestimmen, daB die Fehler meistens sehr viel weniger als

1% betragen, wenn

man Ssetzt:

l 1 ,) g
= — JLas B il0pe (3
i i =

Dann ergibt sich aber sofort:

Z & § 2:2 2 = H
T I S s Sl e g e o i
VEE (hm) (2—4)3 <oc e /zm)

K, erhalt man dann hieraus, wenn man =0, « =1 setzt und das erste
von a und 3 freie Glied fortlaft:

\

3—2
s LN %
(/m) B=AF e (%,,T ) T

83—
N 9

i N 2
]"*m e ]‘[ (7)";) 7 (371"/:)‘; :

Bezeichnet man zur Abktirzung :

so erhilt man schlie@Blich:
TTmm* //l m 5 /D 3
o (H) =L (4>

Dabei sind alle Logarithmen natiirliche. Auch in Bezug auf die Formel (4)
gilt der wichtige Satz, da die Beschrankung des Giiltigkeitsbereichs der Haufig-
keitsfunktion ¢ in der obigen Weise nur auBerhalb gewisser Grenzen fiir m
und " merkbare Fehler erzeugt. Zur ungefihren Feststellung dieser Grenzen
gentgt es selbstverstindlich vollkommen, statt der Gleichung (IV) die etwas
einfachere (IVa) zu untersuchen. Man hat also zuzusehen, ob und innerhalb
welchen Spielraums fir die m die Gleichung:

Abh. d. math.-phys. K1. XXV, 3. Abh. 6
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A=
j — phao)do
aitaiBicn 3
0. & Z 7

Ler ()() (h’m Qg) d 9

& Q
i

%0

WO 0, = ‘//l'i, g, == 1/ /}rf = 1/12‘": bis auf kleine Abweichungen dasselbe 7

gibt, wie in dem Falle, in dem ¢, = 0 angenommen wird. Zunachst gilt

diese Untersuchung fir m > %, und dieser Fall ist hier als der allgemeinere

aufzufassen. Fir m < » hat man in den Endformeln einfach n = m zu setzen;

n selbst kommt dann gar nicht mehr vor. Zur Vereinfachung der Darstellung

werde gesetzt:

72'1 (71
=S »
: 5L > okl :
1—A 5 it 92— s SREHES z - &
a= 10 log ) do = oo olog| —— ) do
J N &) (fdvmg“) g 0 (e e /l’m QL N2
(]
0 0
g4
” H
c— 1ot tlogl-—-) do
J ¢~ log (503 ¢
4 0
Dann wird:
7T a:ins b
— e o — () — a
02 e g (5 a)

Die Durchfilhrung der Rechnung gibt folgendes:

A

2
2 94 RS

d— : st i 1 *_zf;v (m—mn) J L= Pomg Fn\ }i,‘” _(},“_0,, ))l

T T e Samaban ; l Hhm gufioa s l

s (m—mn)

g1 o

== 4: H = [ 3-/’» . y (5107 (?) i A J
b= — ( ) AT (m—v—2n)+ g5 - V) (n — m)

CEYAT

8 i o3 )
e iy (mv—2m)—"¢ 02 ( mimo) (my—v)

]t'm hn ; & g Sy o il FEes s b A Ly 0% SIS & 43
X 1"*(}1“7@;,) 51 =
! 1 e (m+v—2n)+ B0 (n—v) (n—m)

; ; 3—4
3—1 gasy) sl an il
. 2 (H> T(1+ S (m ﬂ‘) 1 (h"“’ hn) AT e 2/)1
G LA Cemmamg e e o, |
(. /) Uy o0& \ H/?n; 1 + ?)_r),g_;_ (/n(/__n> ]
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Die Formeln wurden gleich so geschrieben, da3 die in geschweifte Klam-
mern gesetzten Glieder die Form 1 -— X haben. X ist also der Fehler, der
entsteht, wenn man die untere Grenze der Integrale — 0 setzt. Zuerst inter-
essiert der Fall m < n. Dann ist den obigen Bemerkungen zufolge » = m zu
setzen, und es wird also:

2—7 8—1
2 VRN i 4 Ho o 3—1
S g y 3 £ 4 _— — {9 — ( NG
a Gy (/L,,,) flesi): b G2 (ﬁ«m) (1 L o )n)) Gl ==X

3—2
\

St 2 Sl 2!
e (/,,,,,) (e &)

Do\ 2—17
NG = e i ol
a H : 1= e (W (2 7

gy {06Be=d g el =diipleaan . »
(hmo e (m 4 v —2my) — g5 5 (m — myy) (my—7)
H LRl
10e "
Oy O '
X (\H) \‘1 = e )_ i
Fir m, = 6, » = — 3.62, 4 = 0.43 findet man den Fehler X, < 0.8%0,

wihrend X, und X, véllig (< 0.1%0) belanglos bleiben, solange m eine positive
Grolle 1st.

Fiir m > » findet man nach den Formeln (5) iiberschlagsweise:

m X X, X,
11,91 0.008 ~0.000 0.000
126 9 0 0
13.91 3 0 0
14.91 21 1 1
15.91 35 3 2
16.91 0.061 0.007 0.006

Man darf danach die Formel (4) fiir die mittleren Parallaxen benutzen,
solange m positiv und < 17 bleibt, ohne einen irgendwie ins Gewicht fallenden
Fehler zu befiirchten.

Bekanntlich hat Herr Kapteyn!) aus und in Verbindung mit Apexbestim-

1) Ich nehme die Zahlen aus den Angaben des Autors in Astron. Journ., Nr. 566.
6#
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mungen mittlere Parallaxen 7,,, bis zu Sternen von der 8. und 9. GroBe ab-
geleitet und Herr Comstock 1) hat aus einer Apexbestimmung aus 68 schwachen,
suerst von O. Struve in Pulkowa beobachteten Sternen mittlere Parallaxen fiir
diese Sterne erhalten. Die zugehorigen Grenzwerte m und # habe ich dabei
ohne nahere Untersuchung der folgenden Tabelle gemi angenommen. Kleinere
Ungenauigkeiten in dieser Beziehung sind ziemlich belanglos.

Nr. m' m Mittel = (K) a () ()
] 0.0 3.5 2.0 0.0383 00310 070404
2 3.5 4.5 4.0 205 155 222
3 4.5 9.0 5.0 147 98 155
4 5.5 6.5 6.0 129 62 113
5 6.5 7.5 7.0 289 59 86
6 8.0 9.0 8.5 65 19 63
7 10.0 150 10.5 0.0045 0.0008 0.0049

Neben den ungefihren Mittelwerten der Grofen gind unter 5 (K) die
von Herrn Kapteyn und Comstock gefundenen Parallaxen angefithrt. Ferner
sind 71(V) die oben als ,normale“ bezeichneten Parallaxen. Nebenbei bemerkt,
erhilt man eine gute Darstellung der empirischen Werte durch die Formel:

() = (0D =5 1178 + 0:0040,
wie die Gegeniiberstellung von (7) und 7(K) in der obigen Tabelle zeigt.

Es ist schon oft bemerkt worden, daB die n(K) und die normalen
Werte n(N) ganz unvereinbar miteinander sind. Will man die Werte 7z (K)
als richtig anerkemnen, 8O bleibt wobl kaum etwas anderes ibrig, als eine
starke Absorption anzunehmen. Versuche, ohne eine solche Absorption die
Abzahlungsergebnisse 4, mit den n(K) in Einklang zu bringen, konnen nur
dann erfolgreich sein, wenn die oben benutzten A, abgeindert werden und
man auBerdem die Funktion ¢(¢) ganz anders verlaufen 1aBt, als die bis-
herigen direkten Bestimmungen von Parallaxen zeigen, und zwar in dem
Sinne, daB kleine ¢ sehr viel haufiger vorkommen miiBten. Solche Rech-
nungen lassen sich ohne sonderliche Mithe ausfihren. Die Annahme, dal die
weiteren Sterne eine andere Haufigkeitsfunktion ¢ zeigen als die uns nachsten,
ist matiirlich nicht ohne weiteres suriickzuweisen, dirfte aber wohl nur im
Notfalle zuzulassen sein. Sobald aber die hier benutzten A, bis etwa zur
12.GroBe ganz nahe richtig sind, sind die normalen Parallaxenwerte als mathe-
matische Folge zu bezeichnen und dann bleibt nichts ibrig als entweder die
mittleren Parallaxen n (K) als nicht zutreffend anzusehen oder eine starke

1) Provisional results etc. Astron. Journ., Nr. 558.
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Absorption anzunehmen. Gegen die erste Ma@nahme werden sich gegenwirtig
keine ernsten Einwinde machen lassen, da die Ableitung der = (K) auf der
Annahme einer vollstindigen Kompensation aller systematischen KEigenbewe-
gungen beruht, die sicher nicht stattgefunden hat. In welchem Betrag sich
die mittleren Parallaxen durch andere Annahmen oder andere Rechnungs-
methoden verandern koénnen, ist sehr schwierig anzugeben, da tiber die syste-
matischen Eigenbewegungen der Sterne und namentlich der schwacheren
noch viel zu wenig bekannt ist.

Was die zweite MaBnahme betrifft, namlich die Einfahrung einer be-
deutenden Absorption, so ist sie in Bezug auf die raumliche Dichtigkeit D (»)
mit kaum zuléssigen Folgerungen verbunden. Das Vorhandensein bedeutender
Absorptionen an einzelnen Stellen, besonders in der MilchstraQe, ist wieder-
holt und von verschiedenen Seiten bemerkt worden. Unzweideutige Anzeichen
einer allgemein wirkenden Absorption aber, die also einen mit der Entfernung
wachsenden EinfluB ausiibt, sind bis jetzt noch nicht aufgefunden worden.
Gerade in den letzten Monaten wollte man zwar sehr bemerkbare selektive
Absorptionswirkungen konstatiert haben. Den Gedankengingen, die dazu ge-
fithrt haben, kann ich aber, zunichst wenigstens, nicht beistimmen. Zum Teil
sind sie als ganzlich verfehlt anzusehen, zum Teil stiitzen sie sich auf An-
deutungen, die allerdings von beobachteten Tatsachen ausgehen und demgeméif
nicht ohne weiteres abzuweisen sind. Aber diese Andeutungen miifiten noch
sehr viel weiter verfolgt werden, ehe sie als Grundlage fiir irgendwelche Be-
weise des Vorhandenseins bemerkbarer selektiver Absorptionen benutzt werden
konnen. Mit Hilfe der obigen Formeln oder geringfiigiger Umgestaltungen der-
selben konnen leicht beliebige Absorptionen in Rechnung gezogen werden.
Gegenwirtig fehlt noch die Handhabe zur Verwendung besonderer Ansitze,
deshalb soll nur, wie schon oben geschehen ist, die gleichméaflige allgemeine
Absorption, die durch die Formel

el

Wir).=c

ausgedriickt ist, weiter verfolgt werden. Auf die Sternzahlen A4, hat die Ab-
sorption keinen Einflu@ insofern, als aus ihnen nur geschlossen werden kann,
daB 4 (p) = y-0 ** ist. Aber dann ist die réaumliche Dichtigkeit D () durch
die Formel (14) Art. I bestimmt, und man ersieht daraus ohne weiteres, dafl
D (r) bei nicht zu kleinen » gegen die Grenzen des Sternsystems sehr stark
anwachsen mul.

Ist keine oder nur eine unmerkliche Absorption vorhanden, dann 1st die
Dichtigkeit D (r) = 4(9) = y-9~*. Die Grenze des schematischen Stern-
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systems ist dort, wo Sterne von der GroBe —3.62 in der Siriusweite als
Sterne von der Grofe 11.91 erscheinen, was also in 1280 Siriusweiten ein-
tritt. Die Dichtigkeitsverteilung fiir <21 kommt nicht in Frage, und das
starke Anwachsen von D bei Verringerung von 7 in diesem Teil des Raumes
bleibt am besten unbeachtet, da es nur verwirrend wirken kann. Fir Werte
r> 1 gestaltet sich der Verlauf von D (r) folgendermafen:

D r D : r D

1 1.000 120 0.128 600 0.064

5 0.501 140 0.119 700 0.060
10 0.372 160 0.112 300 0.057
20 0.276 180 0.107 900 0.054
40 0.204 200 0.102 1000 0.051
60 0.172 300 0.086 1100 0.049
80 0.152 400 0.076 1200 0.047

100 0.138 500 0.069

Will man fir die schwiacheren Sterne den Parallaxenwerten 7 (K) nahe
kommen, so mufl man, wie schon erwahnt worden ist, relativ grofle Absorp-
tionen annehmen. Ich will hier nur folgende Werte anfithren:

1. » = Ya0. Dann ist die Grenze des Sternsystems schon in einer Ent-
fernung von 100 Siriusweiten. Man findet hier die Naherungsformel:
1 £h 5
— L L 0.0300 — 0.00304 log nat ¢.
4,‘ 0

Es ist also ¢ = - 0.0300 und g = -+ 0.00304.
Die hierdurch erzielte Annidherung an die Werte 7 (K) ist offenbar lange
noch nicht ausreichend.
2. ¥ = Y15 und damit:
o = -4 0.0300; 3 = - 0.00700.
Grenze des Sternsystems 83 Siriusweiten. Aus dem Verlauf der danach ge-

rechneten Zahlen ist zu schlieflen, daB man » noch weiter vergrélern millte,
vielleicht bis auf !/12. Zum Vergleich wurde noch

3. ¥ = !/500 angenommen,
¢ — --0.00154; B = - 0.000113,
Grenze des Sternsystems bei 670 Siriusweiten.

Die mit den angegebenen Werten gerechneten Parallaxen sind in der

folgenden Tabelle zugleich mit den Werten n (K) zusammengestellt:
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m v = 115 v = L/20 » = 1/500 7 (K)
2 0:0363 0:0857 040313 020383
4.0 204 198 158 205
5.0 144 133 101 147
6.0 106 99 65 129
7.0 80 74 42 89
8.5 55 46 2] 63
10.5 0.0039 0.0033 0.0017 0.0045

Berechnet man nach (14) Art. I die Dichtigkeiten D (r), so ergibt sich fir
g Liinund: g Lo

r D (Y/15) r D (1/500)

1 1 ik 1.00

10 il 10 0.39

20 2 30 0.26

30 5 50 0.22

40 13 100 0.20

50 32 200 021

60 78 300 0.24

70 190 400 0.30

30 470 500 0.38

Grenze 82.8 604 600 0.47

Grenze 670 0.57

Bei groBeren Absorptionen, und sie allein vermégen unter den gemachten
Voraussetzungen die Werte = (K) darzustellen, findet stets diese enorme An-
baufung der Sterne in den &ullersten Regionen des Sternsystems statt, was
wohl einige Bedenken hervorrufen diirfte. Aus grofler Entfernung betrachtet
wiirden solche Systeme wie Ringnebel aussehen. Fiir m > n seien schlieBlich
nur folgende mittleren Parallaxen, nach Formel (5a) berechnet, angefiihrt.

m vi—Lfis v = 1/600
1L O 020030 070004
i2E0 28
13.91 28 ]

14.91 27 00003
15.91 27 l
16.91 27
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An dem Vorhandensein einer Absorption des Sternlichts ist wohl kaum
su zweifeln, insbesondere wenn man dabei an die Wirkung vorgelagerter
Massen denkt. DaB z B. weit ausgebreitete Staubwolken in den verschiedensten
Gegenden des Himmels vorkommen, ist zum mindesten eine sehr wahrschein-
liche Annahme, vielleicht eine sichergestellte Tatsache. Man hat wohl auch,
und namentlich geschah dies in fritheren Zeiten, die Ansicht ausgesprochen,
die Tichtbewegung durch weite Strecken frage an sich die Zeichen einer
Abschwichung, indem sie auch beim Fehlen dessen, was wir Materie nennen,
in starkerem MaRe erfolgt, als die quadratische Ausbreitung erfordert. Doch
diirfte diese Annahme immerhin nach den neueren physikalischen Ansichten
auf Schwierigkeiten stoBen. Da gewohnliche Absorption und Dispersion zu-
sammenhéngen, wenn dies sich auch nicht in begrenzten Teilen des Spektrums
nachweisen zu lassen braucht, ferner die Absorption in vielen Fallen sich als
selektive zeigen wird, haben sich in neuester Zeit die Bemithungen haupt-
sachlich auf Konstatierung einer Dispersion und selektiven Absorption des
Sternlichts gerichtet. Wenn nun auch die Arbeiten der Herren Nordmann
und Tikhoff in Bezug auf die Dispersion des Sternlichts bis jetat noch nicht
zu Ergebnissen gefithrt haben, die eine unzweifelhafte Interpretation erlauben,
0 ist doch durch sie sicherlich die Bearbeitung wichtiger Probleme an-
gebahnt worden.

In Bezug auf die selektive Absorption ist in den letzten Monaten die
Meinung ausgesprochen worden, daf wirklich der Nachweis einer solchen und
zwar in dem Sinne, daB die brechbareren Teile des Spektrums mehr als die
weniger brechbaren geschwiicht werden, bereits als gelungen angesehen werden
kénne. Im Zusammenhang mit den hier behandelten Fragen ware das eine
viel zu wichtige Erkenntnis, als da@} die néheren Umstande unerwahnt bleiben
koénnten.

Es traten hierbei insbesondere drei Feststellungen in den Vordergrund:

1. Herr Kapteyn?!) hat folgende Bemerkung gemacht. Innerhalb einer
Klasse von Sternen, deren Spektra dem Sonnenspektrum sehr dhnlich sind,
sind einige zu finden, bei denen im violetten Teil eine groBere Absorption
bemerkbar ist als in anderen Teilen, so daf man den auf der Harvard-Stern-
warte eingefilhrten Spektraltypus XVa in zwei Unterabteilungen teilen kann:
in die Gruppen I und II, zu demen « Cassiop. bzw. « bootis gehoren. Die

1) On the absorption of light in space. Astrophysical Journal XXIX,
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Gruppe 1 zeigt eine mehr oder weniger stark bemerkbare Absorption im
violetten Teil des Spektrums. Herr Kapteyn hat weiter bemerkt, dal die 36
bekannten Sterne der Gruppe I, die er fbrigens durch neun Sterne vom #hn-
lichen Typus XIV vermehrte, im Mittel eine sakulare Kigenbewegung von 11°4
haben, die 25 Sterne der Gruppe 1l dagegen eine solche von 47:1. Man wird
daraus sicherlich folgern diirfen, da@ die letzteren Sterne uns im Mittel viel
niher sind und man kann demzufolge annehmen, da die stirkere selektive
Absorption im Violett bei Gruppe 1 durch die grofere Entfernung verursacht
sei. Herr Kapteyn selbst hat aber eine Notigung zu dieser Annahme nicht
als vorhanden erklart, was gegeniiber anderen Auffassungen hervorgehoben
worden muB. In der Tat hat die Gruppe I im Mittel die Sterngrofle 3.3, die
Gruppe 11 3.5. Die Sterne I haben also eine sehr viel grofere Leuchtkraft
und befinden sich in anderen physikalischen Zustanden als I Die kleine
Verschiedenheit der Spektra ist demnach auf die plausibelste Weise erklart,
ohne dal man gezwungen Wware, an eine Absorption des Lichts im Weltraum
zu denken.

9. Die Bearbeitung der Greenwicher photographischen Sternaufnahmen
ergab, daf die Durchmesser d der Sternscheibchen auf jeder Platte, die erfah-
rungsgema auBer von Konstanten, die der Platte zugehéren, abhingig sind
von der SterngroBe m und der Expositionszeit ¢ diese zwei Grofen nicht ge-
trennt, sondern nur in der Verbindung m — b - log? enthalten, wenigstens dal}
man mit einer solchen Annahme die Beobachtungen geniigend darstellen
konnte. Es ist also:

d = F (m — b-logi). (1)

Diese Tatsache ist auch anderwarts und zwar sehr frith erkannt worden, so
u. a. von Herrn Charlier?) 1899, der 4 = 1.7 fand. Nun hat Herr Turner 2?) die
Greenwicher Messungen mit dem Werte b = 2.0 darstellen konnen und aus dieser
keineswegs iiberraschenden Tatsache sehr weitgehende Folgerungen in Bezug
auf eine interstellare Absorption gezogen. Die Bemerkung, dal3 der Zahlen-
wert sehr unsicher bestimmt erscheint und auBerdem von der ziemlich will-
kiirlich angenommenen Form der Funktion I, die den urspriinglich in Green-
wich ausgefithrten Reduktionen zu Grunde gelegt worden ist, abhingig ist,
mag hier nicht weiter verfolgt werden, da sie von keiner prinzipiellen
Bedeutung fur das Folgende ist. Die Argumente, welche Herr Turner zur

1) Uber Anwendung der Sternphotographie zur Helligkeitsmessung der Sterne. Publikationen der
Astron. Gesellschaft, Nr. X1X.
2) On the diminution of light ete. Monthly Notices LXIX, S. 61.
Abh. d. math.-phys. Kl. XXV, 8. Abh.

~
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Bekraftigung seiner Interpretation anfiihrt, berubhen vielmehr auf folgendem.
Nimmt man an, daB die ganze Energie der Lichtstrahlung £ zur Vergroflerung
der Sternscheibehen verwendet wird und daB d ein Ma@ fiir diese aufgewendete
Energie ist, dann wird ¢ nur eine Funktion dieser Knergie sein.

Wird ein Stern von der photometrisch gemessenen GroBe m die Zeit

lang exponiert, dann ist, abgesehen von einem Proportionalitatsfaktor:
E=—h,t (2)
oder auch:
log B = — 0.4 (m — 2.5 log{).
Es wiirde sich also ergeben:
o == (o — 5 log ?).

Die photographischen Aufnahmen ergeben aber:

E 19 7
d— Eim - p ozl (3)
3 : 4 : ;
wo im Falle der Greenwicher Beobachtungen p = -, also wesentlich kleiner
(9]

als 1 ist. Diese allgemeine bekannte Tatsache kann man sich bekanntlich
dadurch erklaren, daB nicht (2), sondern der Ausdruck

s g (4)

“m

die verwendete Energie ausdriickt. Besonders Herr Schwarzschild ) hat die
Formel (4) seinen bekannten photographisch-photometrischen Arbeiten zu Grunde
gelegt und ausfithrlich behandelt. Es wurden dabei auch Laboratoriumsver-
suche herangezogen, so daB (4) mit allgemeinen Eigenschaften des photo-
graphischen Prozesses zusammenhingt. Freilich kommt hier noch ein anderer
Umstand hinzu, weil die VergroBerung der Sternscheiben als Mafl der Hellig-
keit dient und in dieser Richtung diirften, wenn ich nicht irre, weitergehende
Laboratoriumsversuche wiinschenswert sein.

Herr Turner akzeptiert aber eine andere Erklirung. FEr meint, daB3 die
Sterne, welche photometrisch im optisch hellsten Teil des Spektrums gemessen
die GroBe m haben, im photographisch wirksamen Spektralgebiet eine andere
GroBe m, besitzen und daB diese letztere durch eine interstellare Absorption,
die besonders die brechbaren Strahlen beeinfluflt, vergroBert wird. Die bisher
ausgefithrten Versuche sprechen von vornherein zwar nicht zu Gunsten dieser

1) Publikationen der v. Kuffnerschen Sternwarte, Band V.
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Annahme, aber es ist vielleicht von Nutzen, die Sache aufzukldren. Die von
Herrn Turner gemachte Annahme erfordert, dafl

h,. t eine Funktion von &, ¢%,

‘mg m

wenn /,, die Helligkeit eines Sternes ohne und A, dieselbe mit Ricksichts-

my

nahme auf Absorption ist. Es muf3 also sein:

log (h,,, 1) = f(log h,, + p log ¢)

i

log #,,, + logt = f(— 0.4 m 4 plogi);
fir m = 0 wird %, = 1 und man darf als Ausgangswert %, ebenfalls 1 an-

nehmen.
Es folgt also:

log k,,, =— — = .

Soll dies eine Folge der Absorption sein, so miissen folgende Beziehungen
stattfinden. Nennt man r, die mittlere Entfernung der Sterne von der photo-
metrischen Grole m, die im optischen Spektralgebiet eine Helligkeit £ (7,,),
was eine Funktion von 7, sein mufl, hervorruft und im photographischen
Gebiete eine solche f,(r,), dann miilte sein:

£ (7, h I—p
log (fp (’”m)) — oo = — G4 :
B Af ) © o, ?

Der Ausdruck, welcher » mit m verbindet, ist nach den fritheren Unter-
suchungen noch nicht bekannt. Nehmen wir an:

logr, = loge¢ + qm (5)

so kann man sowohl die Kapteynschen als auch die normalen mittleren
Parallaxenwerte darstellen. Ist noch #, die Entfernung der Sterne von der

GroBe 0, also:
log (:"’) = _np

0

so wird:
form) __ (r?") L (6)
f1(m) %o
Die Kapteynschen Parallaxenwerte und die normalen darf man als extreme
Werte bezeichnen. Fir die ersteren ist 4 = — log 0.75 zu setzen,!) fiur die

1) Publications of the astronomical Laboratory at Groningen, No. 8, Formel (55).
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i 1 : 4
letzteren ¢ =— — . Ferner soll nach Herrn Turner p = - genommen werden.
i 2 O

Dann folgt:

P g8 £
]f| Ui?l}) ey (}'m Oder it (r’_am
] 1 (rnv) 7y s
Also nur dann, wenn die Schwichung des Lichtes nach diesen Formeln
geschieht, kann p eine Konstante sein; sonst ist p mit der GroBe p variabel

Um die zu erwartende Veranderlichkeit von p zu iibersehen, soll die oben als
allgemeine bezeichnete Absorption in Bet racht gezogen werden. Ks wird dann

- ( — 7 (=) ; & Lh
filrw) = ¢ G oaand f () =— ¢ 0 T

zu setzen sein. Bezeichnet man zur Abkiirzung:

g— 0.4 17-—}—},
P
so wird:
(A, — 4g) (ry—y) log e = — mo
und mit Benutzung von (5):
(A, — Ag) 7,(10" — 1) log e = —mo. (7)

Nimmt man beispielsweise an, daB fir eine bestimmte GroBenklasse m
der Wert von o gleich o; ist, so ergibt sich:

- —m
y U T i 1,
(Ay — Ag) 7 log e = o

1
und fir jedes beliebige m gibt dann (7) das zugehoérige ¢ und daraus den
Koeffizienten & in (3):

5 5
ey e
Wihlt mz ' 7 1<1.)%g 0128 2 - i
hlt man p — ., m = 7 und 1) g = 0.125, 2) q = g > 8O wird
1 La e : -
dann ¢, == 15’ log [(h — &) 7,log e] = 9.0323, bzw. 8.4617,,
und man erhélt:
b
m (1) (2)
3.0 2.25 250
.0 2.0 2.0
11.0 1.61 1.23
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Die Werte von b variieren also sehr stark mit m und das ist gerade das
charakteristische Anzeichen einer allgemeinen Absorption. Wenn man also die
bekannte Tatsache, dal bei Sternphotographien b wesentlich kleiner als 2.5 nicht
durch die in gewissem Umfange erprobte Formel (4), sondern durch das Vor-
handensein einer selektiven Absorption erklaren will, welche die photographisch
wirksamen Strahlen wesentlich mehr schwacht als die optischen, ware es
notig, die Veranderlichkeit des oben mit p bezeichneten Koeffizienten mit der
Grofle m nachzuweisen. Im tbrigen wéiren trotz der umfangreichen Literatur
in diesem Gebiete, ausfithrlichere Versuche mit kiinstlichen Sternen, wie schon
erwihnt, erwiinscht.

3. Durch Anwendung von Farbenfiltern gelangte Herr Tikhoff zu sehr merk-
wiirdigen Resultaten, die allerdings als Nachweis fiir eine sehr bedeutende Ab-
sorption gedeutet werden konnen, aber keineswegs so gedeutet werden miissen.
Auch unterliegt es keinem Zweifel, was Herr Tikhoff wohl selbst erkannt hat,
dafl noch sehr eingehende Laboratoriumsversuche an kiinstlichen Sternen vor-
hergehen miissen, ehe die Verhiltnisse, namentlich in Bezug auf die rein
photographischen Prozesse, so weit geklart sein werden, dall man iiber die Ab-
sorption des Sternlichts etwas aussagen kann. Nach Herrn Schwarzschilds?)
Mitteilungen ibrigens sind gerade Beobachtungen an den Plejadensternen, die
bei ahnlichen Untersuchungen bevorzugt zu werden pflegen, nur mit Vorsicht

zu allgemeinen Schliissen zu verwenden.

1) Vierteljahrschrift der Astron. Gesellschaft, Jahrgang 48, S. 287.

Berichtigung: Seite 15 Zeile 12 v. o. stath » = 4 41 lies v =4 — 4.




