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Zur Theorie der konformen Abbildung.!
Von F. Lindemann +.

Vorgelegt in der Sitzung vom 14. Januar 1939.
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Schon seit Jahren beschiftigte mich der Gedanke, daf3 es még-
lich sein miisse, von der Christoffelschen Lésung des Problems
flir ein geradliniges Polygon durch Grenzibergang zu der Lo-
sung fiir ein Gebiet zu gelangen, das von einer stetig verlaufenden
Kurve begrenzt wird; aber erst in neuerer Zeit ist es mir gelun-
gen, die fehlende Verbindung herzustellen, und zwar wesentlich
durch die geometrische Deutung, die Pochhammer fur die
Grundeigenschaft des von Schottky und Schwarz eingefiihr-
ten Differentialausdrucks gegeben hat.

Das Resultat ist von Uberraschender Einfachheit; vgl. § 2.
Die folgenden Paragraphen sind den Anwendungen der all-
gemeinen Theorie und der Ableitung der bekannten Beispiele aus
ihr gewidmet, zunichst Kreis und Ellipse. Bei letzterer entstand
eine Schwierigkeit, die schlieBlich dadurch iiberwunden wurde,
dal} in der Schwarzschen Lésung sich eine wesentliche Liicke
findet (vgl. § 5). Fiir den Fall, daB die Randkurve aus mehreren
Teilstiicken besteht, die gegeneinander Winkel bilden, konnte
auch der allgemeine Ansatz gegeben werden (§ 6), so dafl nur

I Der Verfasser ist wahrend der Korrektur gestorben. Ohne seine Hilfe
war es nicht mehr méglich, die in die Bogen hineingekommenen Unstim-
migkeiten vollstiindig zu beseitigen.

Miinchen Ak, Sb. 1939, 1 3



28 F. Lindemann

noch die Bestimmung einer endlichen Anzahl von Konstanten zu
leisten ist, in einigen Fallen aber erginzende Betrachtungen nétig
werden. Fiir die Kreisbogen-Sichel und das Kreisbogen-Dreieck
ergeben sich die bekannten Resultate, fiir das z-Eck ein all-
gemeiner Ansatz.

Will man fiir héhere Kurven Differentialgleichungen aufstel-
len, so miiBte man auf die Arbeiten von Sylvester {iber so-
genannte Reziprokanten und tber Differentialgleichungen al-
gebraischer Kurven (Collected mathematical Papers vol. IV) und
von Halphen iber Differentialinvarianten zuriickgehen und
die betreffenden Gleichungen fiir die Variabeln x-4-7y und x—zy
umformen, wie ich es fir Kegelschnitte getan habe: ;,Konforme
Abbildung der Halbebene auf ein von beliebigen Parabeln be-
grenztes Gebiet", Sitzungsberichte der Bayer. Akad. der Wissen-
schaften, Jg. 1912; und ,,Abbildung auf ein von beliebigen Ke-
gelschnitten begrenztes Polygon®, ibid.; ferner: ,,Uber konforme
Abbildung von Kegelschnitten®, ibid., Jg. 1923.

§ 1. Der Satzvon Pochhammer.

Es seien &, 7 dic Koordinaten eines Punktes einer geschlossenen

Kurve und als Funktionen cines reellen Parameters ¢ gegeben;

&', 7/ mogen thre Differentialquotienten nach # bedeuten.

Dann ist
?7£g7<a/+zq) E, /_‘ /)/ H‘i_z(f)”t,_‘f] )
dt Elz + q/o
d ds  .d dn
(1) :t—ﬁlog e + i,,arc tt’a’"
d

dtlog T ¥ i
wenn &s das Bogenelement und o den Winkel des Radiusvektors
gegen die £-Achse bezeichnet. Ist e der Winkel der Tangente gegen
diese Achse, so hat man e =0 -+ ;TC, also de = dw, und es be-

deutet d= den Kontingenzwinkel. Wihlt man # = ¢, so ergibt sich:
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Der imaginidre Teil der linken Seite der Gleichung
(1) ist gleich der imagindren Einheit, wenn der zum
Kontingenzwinkel de gehoérige Winkel ¢ als Para-
meter eingefihrt wird.l

Vertauscht man 7 mit — 7, so wird also:

' dlog (' —in) _dloga.

© de T de &

wo das erste Glied der rechten Seite den Differentialquotienten
des Kriitmmungsradius darstellt. Diese Gleichung wird fur unsere
spatere Entwicklung von Wichtigkeit werden.

§ 2. Das durch eine stetig gekriimmte Kurve
begrenzte Flachenstick.

Dic konforme Abbildung ecines geradlinigen Polygons auf die
Halbebene ist bekanntlich von Christoffel durchgefiihrt. Be-
zeichnet z = x - 7y einen Punkt im Innern des Polygons und
Z =X --¢Y einen Punkt der Halbebene ¥ > o, sind ferner
ay, ay, .. a, die Ecken des Polygons, «; die zugchérigen Win-
kel, 4; dic entsprechenden Punkte der Achse ¥ = o, endlich 2y und
Z, Konstante, so hat man:

() s—20=C [(Z— A" (Z— A" .. .(Z—4,yn"1dZ,
Zy

worin A; = == ¢; gesetzt ist. Der Zusammenhang zwischen den

Groflen @; und 4; wird durch die Gleichungen

An+1

(2) app1—ap=0C /(Z—Al);"—l. . .(Z—A,l);'n—le

AR
vermittelt; € bedeutet eine Konstante. Uber die Moglichkeit

dieser Konstantenbestimmung vgl. Schwarz, Zur Theorie der
Abbildung, Gesammelte Abhandlungen, Bd. 2.

! Die hierauf beruhende Herleitung Pochhammers fiir die Schwarz-
sche Differentialgleichung dritter Ordnung (Crelles Journal Bd. 76, 1873)
habe ich in meinen Vorlesungen immer gern zur Einfithrung in die Theorie
der konformen Abbildung der Kreisbogendreiecke zugrunde gelegt.

3%
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Die Gleichung (1) kann man in folgender Form schreiben

dz 1
(3) log ~- ="

T

2N (g —m)log (Z—4,) +log,

wenn wieder o; = A; 7 die Winkel bezeichnen. Lat man jetzt
die Seiten des Polygons unendlich klein werden und die Winkel
sich mehr und mehr strecken, so entsteht aus dem Polygon eine
stetig gekriimmte Kurve; in der rechts stehenden Summe werden
die Differenzen o; — = unendlich klein, und aus der Summe wird
ein Integral. Der Winkel «; ist unendlich wenig von w verschie-
den, o; — m also negativ. Es bezeichnet Je den Kontingenzwinkel,
d. i. den Zuwachs des Winkels der Tangente mit der Achse; dieser

. . " ™
wichst bei positivem Umlauf iiber den Rand des Ovals von =

bislzC + 2m, so daB de zu Anfang positiv ist, dann fir e > =

aber negativ wird. Da «; — w negativ ist, so ist o; —© = — de
zu setzen, und durch den Grenziibergang erhilt man

dz —1 [ ,
@ log 7= """ [ log (7 —2)de + C",

wo (' eine Constante ist, und wo 7 den Punkt bezeichnet, der aus
den Punkten A; der Achse Y =o hervorgeht, der also dem Punkte
£ + 7n der Randkurve entspricht. Diesen Punkt kann man als
Funktion ¢ (g) der GréBe e auffassen, durch die andererseits der
entsprechende Punkt der Randkurve bestimmt wird. Stellt man
gals Funktionvon ¢ + 7 dar, und £ + 7+ als Funktion von 7,
so wird das Integral auf der rechten Seite von (4) in ein Integral
tber die Begrenzung der Halbebene ¥ > o verwandelt, d. h.
in ein Integral nach 7 von 7 = — o0 bis 7 = +- co. Die konforme
Abbildung geschieht demnach durch die Gleichung

d i
(s) log 57 = =" [ log (e () —Z)de + ',

falls die Funktion ¢ (g) entsprechend bestimmt wird. Die noch-
malige Differentiation von (5) ergibt:

6) 4,49 +1[ e
dZ°% 4z = /q,(e)—z’
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wo nun das Integral iiber den Rand des gegebenen Flachenstiickes
in positiver Richtung zu erstrecken ist.

Um ¢ (¢) zu bestimmen, gehe ich von dem Cauchy’schen
Integrale aus, namlich:

+ o0
4, ds_ 1 / dloggy  dT
Q) 7798 7= oni) Tar T—Z

wo wieder { = & + 7 einen Punkt auf dem Rande des abzu-
bildenden Flichenstiickes bezeichnet und 7" den entsprechenden
Punkt des Randes der Halbebene, d. h. der Achse Y = o. Es ist
also 7 eine Funktion von {, und wenn £, v als Funktionen eines
reellen Parameters # gedacht werden, so ist 7 eine Funktion von ¢,
die wir @ (#) nennen. Setzt man T = o (£), so ist bekanntlich:

d:
8) 44l 1 (dloga 9" ()
\ 4T dt o' ()

Um dic Gleichung (7) mit (6) in Ubercinstimmung zu bringen,
muB3 man # = ¢ nehmen, wo @z wieder den Kontingenzwinkel
bezeichnet; dann ergibt sich (da 7" = ¢’ () de wird):

AT T o' ()

dlogy ¢ ()

de (Pl<€>‘:+22‘:"+zl/_1.

, : : ; _dlogy
Nach § 1 ist das erste Glied der linken Seite gleich Q7 T4

fir die Funktion ¢ (¢) findet man somit die Differentialgleichung:

ds
CPH <€> _ {z,’_log da .
o' (e) de

= g—s—— y nach (2) § 1.

Eine partikulire Lésung ist also durch den Wert ¢ () = § — 79
gegeben, wo £ — 77 durch die Gleichung der Randkurve als
Funktion von { = £ 4 7% bekannt ist. Sind « und § Konstante,
so ist dic allgemeine Losung

() 0@ =G —in +B=u |9 edetp
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Setzt man den Wert (9) von ¢(¢) in das Integral der
rechten Seite von (6) ein, so ist die konforme Abbil-
dung der Halbebene auf das gegebene Flichenstiick
geleistet, und zwar auf Quadraturen zuriickgefiihrt.
Es ist:

(10) a log 2 —& / ISR :

‘ dzZ °dZ =) a(E—im) +B—Z2

Hierbei kann der Rand aus verschiedenen Kurvenstiicken be-
stehen, fiir die je eine andere Gleichung zwischen & -+ zv und
£ — 77 besteht. Fir jedes solche Kurvenstiick hat dann die Funk-
tion ¢ (¢) einen anderen Wert, der von den Konstanten abhingen
wird, die in simtlichen Teilstiicken der Begrenzung vorkommen;
und darin liegt eine Schwierigkeit. Es miissen die Kurvenbogen
sich stetig (d. h. ohne Winkelbildung) ancinander anschlieen;
vgl. jedoch unten § 6.

Auf das Verhalten des Punktes Z = co komme ich sofort in
§ 3 zurtick.

§ 3. Der Kreis.

Der Mittelpunkt des Kreises liege im Anfangspunkte, der
Radius sei 7; seine Gleichung ist dann

(1) @ +in) E—in) =22
Bezeichnet o den Winkel des Radiusvektors gegen die X-Achse,

. 1
301sts==(o+—27rund

(2 C=E+in=re=—ire®.
Die Gleichung (10) § 2 gibt also
(3) ,d,,10g,dz.--1 de
. dZ "CdZ %) aire ¥4+ B—2Z2)

=_ (F;—:—Z) [+ log (B —Z + aire™ ).

g . - T . .1
Bei der Integration lauft £ von %uber T, 2 7, 27 bis 2 T4 2m.

<
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Es wird also

) @z i 2 . dz C
@) az log 47 thg, und durch Integration 7= (7-_ @2,
wenn C eine Konstante bedeutet. Nimmt man z. B. § = —¢,

C = 21, so erhalt man die bekannte Relation

(5) &= ZV-}—-Z'.

Die Konstanten «, B miissen so bestimmt werden, da3 das Ar-
gument des Logarithmus in (3) im Innern der Halbebene ¥ > o
keinen Nullpunkt hat. Setzt man f =, + 7p,y, £ =X 477,
so wire fur einen solchen Nullpunkt:

©) (X —B) + (¥ — Byt = r2a,

" wo ¢’ den absoluten Betrag von o bezeichnet. Auf diesem Kreise
liegen alle Punkte Z, firr die das Argument des Logarithmus
verschwindet. Man braucht also nur (3, negativ und «’ <Zabs 8,
zu withlen, um zu erreichen dal der ganze Kreis (6) in der Halb-
cbene ¥V <7 o liegt.

Es bleibt zu untersuchen, ob der Punkt Z = oo stérend ein-
wirken kann. Durch die TransformationZ = 7! geht er in den
Punkt 77 = o der Achse ¥ = o iiber, der nicht weiter aus-
gezeichnet ist. Auf der rechten Seite von (3) oder von (10) § 2
hat man

Tde 4T
o) T —1 7%

Die Integration liefert also ein Glied mit log 7 fiir den Ausdruck
d.

logde, das beim Ubergange von den Logarithmen zu den
Zahlen cinen rationalen Beitrag liefert. Der Nenner ¢ (¢) 7—1
hat nach Obigem keinen Nullpunkt im Innern der Halbebene
Y > ound (da 7= o cin ganz belicbiger Punkt des Randes sein
kann) auch nicht auf dem Rande. Der PunktZ = coverur-
sacht demnach keine Stérung.
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Statt des Parameters € kann man den Randpunkt { als Va-
riable einfithren, um das Integral (3) iiber die Randkurve zu
fiihren. Nach (2) ist beim Kreise:

Al = re® de, also de = —d;-_ dC
ret*  4(

Unter Benutzung von (1) wird das Integral (3)

48 ﬁzlﬁ/‘g‘_ e
C[“(i—in)-i—(ﬁ*Z)] wi ) [ar?+@—2)(]

log [a* + (B —2Z){].

T nd (B Z)

Ersetzt man £ — ¢% durch é, so mufl der Nullpunkt

3 +
des Ausdruckes o? + (p—2)C, der mit {, bezeichnet sei, sich

auBerhalb des Kreises (1) befinden. Das Integral wird gleich
= (Z B) [log C— Co) + log (B — Z)]»

und wenn das Integral iiber den Rand gefiithrt wird, gleich dem
in (2) angegebenen Werte.

Unm fur das Beispiel der Gleichung (8) die Funktion ¢ (¢) zu be-
stimmen, sei

X +Y—7 X2 (V —1)?
x4y = XV & also x% + 42 _X—2+(Y—I—1)2_1
furY=o0
und
- :fz’ziizXSZX?iX fiir ¥ = o.
Hieraus

X 2
__:}:]/ x’
y 1+y2

oder wenn man 2 = tg ¢ setzt:
x

_cosex1_ @

¢ ?
sin @ €, )

oder cotg =
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T, . P L P iR
Da e—@+;15t, so wird cp(s)————t+1 furz‘—tgz. Uber

trigt man diesen Wert mittels (5) auf den Rand des Kreises, so
wird der zugehorige Wert von z gleich

tgh —7 .
‘Ee :(Coszv—z'sinz) = cos @ —78in g = x—17y,

tg 244

wie es nach dem allgemeinen Resultate von § 2 sein muB3. Der
Wert von Z auf dem Rande des Kreises ist reell, und zwar gleich

tg z—; der Wert von o () aber ist eine komplexe Zahl (x — zy).

§ 4. Die Ellipse.
Eine Ellipse mit den Halbachsen @, & sei durch die Gleichungen
(1) E=acosu, N =~bsinu
dargestellt, wo z die exzentrische Anomalie bedeutet. Setzt man
(2) C=E+dn G=EF—i
so ist die Gleichung der Ellipse
(3 2+ )P —af C—L® =44 6%

Bedeutet » den Winkel des vom Anfangspunkte auf die Tan-
gente des Punktes £, » gefillten Lotes gegen die £-Axe, so ist

G R, e g 7

cosm_azl/ ’ Smw_bz]/' = _a4+b4’
ferner:

7)_5,[ ——é?t t :ét m———écot €

£ 4 g P go, gu=_ g " ge,

wenn € den Winkel der Tangente gegen die x-Achse, also de

den Kontingenzwinkel bedeutet. Durch e ausgedriickt, ergibt
sich:
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B — a%sin e B —_ 5/2 cose
= Vet | Feote’ " Vatsinbe ok Pooste’
4 - p e aztg —{—zéz
] 7) ‘I/'dz tg 2e + éo

und hieraus

?lbz Z&CVE —g-'
Kz—-a?i 0(22—4)

Nach (9) § 2 wird

tge = wo e2 == g% — 2,

) 2 log _f _ Vaigetpde
¥ dz2%zT | G—p Y P gt Bt a(ige—id)

das Integral {iber den Rand der Ellipse gefilthrt von e :72-E bis
i !

€ = — 7 2]
2

Zur Auswertung des Integrals setzen wir:
U=Va22 48, wot=tge

Dann wird (¢ = Exzentrizitit):

t= ;1/fUE52, 14+ 2=
©)
dt _  a udu
14t U2 YO

o~

-~

Unter dem Integralzeichen steht also der Ausdruck:
1 UdU
a(U2 e2)[(Z B)aU—'—atz ]/Uz—éz—-zofabz] I/Uz_b"

Multipliziert man in Zihler und Nenner mit dem Ausdrucke, der
aus der Klammer des Nenners entsteht, wenn man das Vorzeichen
der Quadratwurzel dndert, so erhilt man die Summe zweier Dif-
ferentiale &7, und &7, deren eines rational ist, nidmlich

—iad?-UdU

= LUt Uty
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wo P =a*(Z—B)P—oa?a?dt —au?at,

g =—2iua?b?(Z —P), r=—ala®b%
Das irrationale Differential ist

P Z—pBU—iel*  U*dU
PO (pUE+qU +r) YVUE— 2

Zerlegt man die in &7, enthaltene rationale Funktion in Par-
tialbriiche, so handelt es sich um Integrale der Form

T dU . 3
(6a) /U_;Uazlog(U—-Uo):log(1/a2t2_|_é2_U0>’

wo U, cine der vier Wurzeln des Nenners bezeichnet. Bei der
Integration liuft der Punkt T von { =a fiber { =47 nach

' .. 7
{ = —a, und entsprechend ¢ von % iiber o nach — . und tg =

von -}- 00 {iber 0 zu — co. Hier springt tg & von — 0o auf —+ co,
um dann auf der andern Hilfte der Ellipse iiber 0 bei { = a zu
— oo zurlickzukehren, wo wieder der Sprung von — oo auf + co
stattfindet. Schreibt man # fiir -+ co und #' fiir — co, so ist

t=—o0
dU 2 412 2
] 3 = log e 2o =0 fiir #/ = —1¢"' = oo.
D_UO l a2 //o+bo
{=co

Das Integral /7, gibt daher keinen Beitrag zur Auswertung des
Integrals (5). Die vier Wurzeln des Nenners von &7, sind

‘e, —ide, U,, U, wo
Ul}_ wBZ—P) | )PPl Z—p—a]— e (Z—p)
Un] (Z—p)r—a2e (Z—BpR—ate? ‘

Fiir den Kreis (@ = 4, ¢ = 0) wird U, = o. Die Forderung des
Verschwindens der Diskriminante von pU? 4- qU 4+ » lehry,
daB durch passende Wahl von o und § stets erreicht werden

kann, daf} der entsprechendeWert von 2 in der Halbebene ¥ < o
liege.
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Entwickelt man auch den rationalen Teil von &7, in Partial-
briiche, so kommt es an auf Integrale der Form

i e dU —_—
U—Uy ) U — g

1 log [U Uy—& ol Vui— a 1,/_{71_ &

TV A

Unter Benutzung der Gleichung (7) wird das Argument des
Logarithmus

oo at
UtV U—8———
UVa et —p 4V Ui—F—ar _° " ° Vet e
] e —{—b _‘Uo 1
fiir 2 =
Haben # und ¢ die frithere Bedeutung, so ist |/ g2 #"2 4 4% =
]-/_z-ze-t"z 4 42, aber ¢ = —¢"; es wird daher
{l=—o
au 1 Up—a ) U2 —¢?
(L =00 ] Uz———éz ) U-—_5° U0+a]/U2_52
. 1 o Va to—l—b —at,

) Uz —8? l a*ty+ 62+ at,

2 Va z‘o +62—az0
T at, g b ’
wenn ¢y den zur Wurzel U, gehorigen Wert von # bedeutet, so
daB Uj = a®#} 4862 Ist z. B. Uy =, oder Uy = — 4, so wird
das Integral

> log M—éé_ﬁ__“_f

oder

SRl log 2_]/212———_6&2 - ai.

Das Integral iiber die ganze Ellipse ist das doppelte des iiber
dem ersten und zweiten Quadranten der Ellipse genommenen
Integrals.

Das Integral der rechten Seite von Gleichung (10), § 2 wird
also fiir die Ellipse, indem es sich, entsprechend den vier Gliedern
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der obigen Partialbruchzerlegung, als Summe von vier Inte-
gralen darstellt:

: [Ml?qogf<€—a>_M23310g?<e+_a>
a

aprw| b /]

®) iy /0 e Uy—a)/ U —#
Vii—g SU ta)i—p
T S

4 VUE— g2 Uy +a 1/U§§ 52

wo e, U;, U, die frithere Bedeutung haben; und hier ist:

Z—Ppe+tad®

My =1 2ze(zg__U1>(ze_U2)
(Z—p)e—ab®
) Mz—Z(—“e)(—ze—Ul)(—ze—Uo)
My= . [(z— B)UI_Zf,bz]U_
3 @ _28)((]1—’_25)([]1 Uo)
e | (o) Unesio s U

( 2—1ie) (Up +ie) (Uz Ul)

Nach Gleichung (5) mul} der Ausdruck (8) nach Z integriert
werden, um log g; zu finden. Die Variable Z kommt in den Aus-

driicken fiir U;, U, teils rational vor, teils irrational in einem qua-
dratischen Ausdrucke unter einer Quadratwurzel. Die Integrale
der beiden ersten Glieder auf der rechten Seite von (8) kénnen
elementar vollkommen ausgewertet werden.

Im dritten und vierten Gliede von (8) kommt in den Argu-
menten der Logarithmen neben rationalen Ausdriicken in Z—8
auch die Irrationalitit |/ 7 vor, wenn mit 7 die in U, und U, unter
den Wurzelzeichen stehende quadratische Funktion bezeichnet
wird. Es kommt aber 7" in ]/U‘;’—bé und ]/L?j selbst
noch unter der Quadratwurzel vor, und zwar nicht nur im Argu-
ment der Logarithmen, sondern auch im Faktor vor den Loga-
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rithmen. Die Integration des dritten und vierten Gliedes kann
daher nicht auf elementar bekannte Funktionen zurtickgefiihrt
werden.

Eine nochmalige Integration nach Z liefert endlich
die konforme Abbildung des Innern der Ellipse auf
die Halbebene ¥ > o.

In § 3 wurde an dem Beispiele des Kreises gezeigt, welche Be-
dingungen an die Konstanten o und $ zu stellen sind. Entspre-
chendes gilt bei beliebiger Randkurve: Es darf fiir keinen Punkt
Z der Halbebene der Ausdruck Z — 8 — « (£ -— #1) verschwin-
den, wenn & + 7 (= {) ecinen Punkt des Randes bezeichnet. Es
sei 72 = £2 -- 42, also 7 die Entfernung des Punktes & -+ 77 vom
(iibrigens willkiirlichen und durch einen beliebigen anderen
Punkt zu ersetzenden) Anfangspunkte, so darf fir keinen Punkt
Z =X 4+ 7Y die Gleichung

(10) (X — B2 + (—Bp)* = 2

bestehen, wo o, By, £, die frithere Bedeutung haben. Dies ist die
Gleichung eines Kreises, der wandert, wenn der Punkt ¢ den
Rand durchlauft. Dabei ist # immer endlich, hat also ecinen grof3-
ten Wert; sei 7y dieser grofite Wert, so liegen alle Kreise (10)
mit demselben Mittelpunkte f; -+ 78, innerhalb des dem Wert
» = rg entsprechenden Kreises. Wird also 3, negativ und absolut
kleiner als »; genommen, so bleiben alle diese Kreise innerhalb
der Halbebene ¥ <C o, und keiner erreicht die Achse ¥ = o.
Etwaige Nullpunkte des Ausdruckes Z — £ — « (£ — ¢7) liegen
sonach auch in der Halbebene ¥ <C o und stéren die Konformitat
der Abbildung nicht.

Die Moglichkeit passender Wahl von £, hingt wesentlich von
der Lage des Punktes £ = o, = o ab. Andert man diese Lage,
so kann der Punkt $ in Richtung senkrecht zur X-Achse beliebig
verschoben werden.

Besteht der Rand aus mehreren verschiedenen Kurvenstiicken,
so kann fur jedes Teilstiick ein Punkt p bestimmt werden und
sodann cin fiir alle Teilstiicke gemeinsam giltiger Punkt §3
als Mittelpunkt eines ganz in der Halbebene Y < o gelegenen
Kreises.
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Es ist also nicht etwa 4+ « (§ —Z%) der Wert, welchen
der Abbildungsfunktion Z auf dem Rande des gege-
benen Ovals annimmt, sondern der Wert, der aus der
Funktion ¢ (¢) hervorgeht, wenn man letzteren ver-
moége der schon bekannten Abbildungsfunktion auf
den Rand der Ellipse dbertrigt. Man kann also nicht
ctwa die Funktion Z aus dem Cauchyschen Integrale durch
ihren Wert B + « (§ — 71) auf dem Rande konstruieren wollen.

§ 5. Sonstige Abbildungen der Ellipse.

Das auf die Ellipse beziigliche Resultat steht in Widerspruch
zu der von H. A. Schwarz gegebenen Formel fir diese Ab-
bildung. Dieselbe lautet:

(1) Z =sinam (275& arc sin z),

wenn Z einen Punkt der Bildkreisfliche, z einen Punkt der El-
lipsenfliche bezeichnet. Es ist leicht zu sehen, dafl die Funktion Z
nicht eindeutig von g abhidngen kann, wenn K eine beliebige
Konstante bedeutet. Es ist zu untersuchen, ob sich dies dndert,
wenn A das ganze elliptische Integral erster Gattung in tiblicher
Weise bezeichnet, wic es Schwarz voraussetzt.!

Zunichst ist die Abbildung der Ellipse auf ein Rechteck mit-
tels der Funktion are sin z zu studieren. Schwarz denkt sich da-
bei die Ellipse liangs zweler Stiicke der groBen Achse aufge-
schnitten, so daf3 dic beiden Ufer dieser Schnitte zusammen mit
der Ellipse den Rand des zunichst zu betrachtenden Flichen-
stiickes bilden. Die Ellipse habe die beiden Halbachsen « und 4,
die Exzentrizitit sei gleich 1, und die Brennpunkte haben die
Koordinaten x = -- 1 und ¥ = 0. Die Schnitte gehen von jedem
dieser Brennpunkte nach dem nichsten Scheitel, d. h. von + 1
nach -+ 2 und von — 1 nach -—— a. Zur leichteren Ubersicht stellen
wir im folgenden dic einander entsprechenden Teile der bei-
den Flichen einander gegeniiber.

' Vgl Schwarz: Uber einige Abbildungsaufgaben, Crelles Journal Bd. 7o,
1869, oder Annali di matematica, Serie 2 Bd. 3; Gesammelte Abhandlungen
Bd.2 S. 77 u. 102
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z =z + ¢y in der Ellipse arc sin 2 = % -+ Zvim Rechteck
e
1.o<lx<1, y=0 o<u<—2,v=o
2.1 < x<a, y =0, obecres P
Ufer uzé,o<z/<'uo
T T . .
3.4 =a, y =0 u=2,2——{—zvo=arcsma

. e T
4.a>x>—a, y bestimmt 2>z¢>——2, v = v,

2 2
x
durch ——— ———.—Zy ot
cos?(fyy) sin?(fy,)
= 1 Ellipse, in dem x + 2y Gerade parallel zu v = o
= sin (2 + fvg)
™
s.x=—a, ¥y =0 nw=-—_, V=10,
7
6.—a<lx<{—1,y=0 u=——2, Vg >V >0
7
7.x=—1, ¥y =0 “=-—_,0=0
und nach Umgang um
xr=—1:
T
§. —1>x>—a, y=0 —2-<u<—1,v=o
T
9.x=—a, y=0 2% =8 v =0
_ , 7 =
10.—a<x<-+a -2<u<2,v=——vo
untere Hilfte der Ellipse Parallele zur Linie v =0
R e
11. 2 > x > 1, unteres Ufer uw=, — vyl v<{o
e
12.1 >2>0, ¥y =0 o<z¢<2—,v=o.

Hiermit ist der ganze Umfang der Ellipse bzw. des Recht-
eckes durchlaufen, einschlieflich der beiden Ufer an jedem der
beiden Schnitte; die unter (1) und (12) vermerkten Strecken ge-
héren aber nicht zum Umfange, sie dienen nur dazu, einen An-
fangspunkt festzulegen.
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Die Abbildung auf eine Kreisfliche, die den ndher zu bestim-
menden Radius p haben mége, geschieht in der Weise, daf3 aus
der Ebene # + 7v das Rechteck auf den Kreis der Ebene Z = X
+ 7Y ubertragen wird, der ebenso wie die Ellipse an zwei
Stellen eines Durchmessers aufgeschnitten ist, und zwar an der
Strecke + 1 < X <{p, ¥ =0von X =1 bis X = p und an der
Strecke —p <. X <<—1von X = —1bis X = —p. Der Um-
fang der Ellipse geht dabei in den Umfang des Kreises tiber;
sonst kann die vorstehend gegebene Einteilung des Umfanges

der ersteren und des Rechtecks unverandert benutzt werden.
Man hat z. B.

.o X<1,Y=0|2 1<X<p, V=03 X =p, V=0]
4. p > X > —p, Kreis X2 4 V2 =02 |,

wo nun p sich in folgender Weise bestimmt. Zur Abkiirzung
werde

gesetzt, und

o =sinam#', v = sinam (7v,).

Dann ist nach dem Additionstheoreme
2 2
G T

2 =X2 + V% =sinam (' + ¢'). sinam (&' —¢) = Pyt

3

e T
Auf dem Kreise ist — <z < + ;, aber v = v, konstant.
Vorstehende Gleichung ergibt also

0% (1 — A%27%) = g2 — <2

SI

flr eine stetige Folge von Werten #’ und ] = 9 konstant. Es
wird daher

2
Te=—p% 1—pttt=0

oder p = V; =77y wo ¢ty reell ist. Damit ist p in Ubereinstim-

. . .1 .
mung mit Schwarz gefunden. Bekanntlich ist , = sin am

(£ + ZK"). Dadurch ist v, auf das ganze Integral X' zuriick-
geftihrt und letzteres auf die Achse @ der Ellipse durch die Bemer-

kung in Nr. 3 der oben gemachten Gegeniiberstellung.
4
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Weiter hat man: 5. X =—p, V=0 | 6. —p << X < —1,
Y = o usf. Die beiden Ufer des Schnittes auf der positiven Halb-

achse der Ellipse sind in dem Rechteck getrennt in die Linien
T

0 '
w=_, o< v<vyund u = S T Y < v < o. Durch die
Abbildung auf den Kreis werden sie wieder vereinigt, denn es
ist an dem einen Ufer:

. 2 K [ X . =S PIN By o
(13) sinam 7t~(5+zv)—~smam(lx —;—zv)h—A am (7, )
und an dem andern Ufer

1
Aam (— o/, &)

“w

: 2K [ . ) .
(13a) sinam=> -(;—zv)zsmam([(—zv')z

Da Aam eine gerade Funktion ist, sind beide Ausdriicke ein-
ander gleich. Analoges gilt fir den anderen Schnitt der Ellipse.
Es ist daher die durch (1) definierte Funktion Z inner-
halb der ganzen Ellipsenfliche eine eindeutige Funk-
tion von z.

Um aber die konforme Abbildung zu vermitteln, mul3 auch

dz

= fir das Innere der Ellipse tiberall eindeutig sein. Nun ist Z

durch Einschaltung der Funktion arc sin z zur Funktion von z
geworden. Wenn zwischen zwei Funktionen fund # die Relation:

f@) = F(9()
besteht, so folgt durch Differentiation
G Nagde,
dz do dz
Die linke Seite ist also nur dann eine eindeutige Funktion von z,

wenn entweder sowohl 7 eindeutig von ¢ als ¢ eindeutig von
z abhingt oder die Mehrdeutigkeit von F aufgehoben wird
durch die Mchrdeutigkeit von o,

af . . . . . . .
und 4 ist nicht eindeutig, wenn einer der beiden rechtsstehen-

dz
den Faktoren mehrdeutig, der andere eindeutig von z ab-
héngt.
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Das letztere tritt bei der Funktion Z ein, denn es hat arc sin 2
(=¢(2)) auf dem einen Ufer der angebrachten Schnitte zwar
cinen anderen Wert als auf dem anderen, aber durch das Ein-
schalten der Funktion sin am wird dieser Unterschied auf-
gehoben.

An diesem Schnitte ist ndmlich nach (13) und (13a):

N (K . 2 3
Z =sin am (K -+ 72') = sin am (K — 77') N (v ,),
wo 7/’:2[{ v, und
T
dZ dZ dv A , "
(14) 2 ae W dd,—zcosam(](—l—zv)Aam(K iv').

Auf der rechten Seite benutzen wir die bekannten Gleichungen :*
" S /& sinam (¢/, £)
cosam (K 4 77") Aam (&, 4

R, /ecosam(v )
Aam (K - 7¢ .
g EoEs Aam (¢, &)

)

Es wird also
dZ _k*sinam (v, £') cosam (¢, &)
(15) dv' [Aam (+/, ’)]

Um von dem einen Ufer zum anderen {iberzugehen, mufB3 man
entweder ¢’ durch — o' ersetzen, oder 7 durch — #; wobei im er-
steren Fall o' durch — &2’ zu ersetzen ist. Hierbei dndert sich die
rechte Seite von (13) nicht, ist also reell. Dasselbe Resultat cr-
gibt sich aus (13), wenn man die rechte Seite nach 2’ differentiiert,
dabei v’ durch —2' und @2’ durch —d2’ ersetzt. Hieraus ist ersicht-

lich, daf3 2o in der ganzen Ebene der Ellipse cindeutig ist, wie
v

auch Z selbst.

} az . i 1 .
Nun ist nach (13) — mit d}afc SInZ_ % multiplizie-
v

dz V1—2z?

ren,und )/ 1 — z2 indert sein Zeichen beim Umgang von z um einen

der Brennpunkte der Ellipse. Es ist also {ng nicht eindeutig
z

! Vgl. Jacobi, Fundamenta § 19, oder z. B. Durege, Elllptlsche Funk-

tionen S. 28; Cayley, Elliptic Functions S. 68.
g*
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im ganzen Innern der Ellipse.! Deshalbist die durch (1)
gegebene Funktion Z zur Vermittlung der konformen
Abbildung des Inneren der Ellipse auf das Innere cines
Kreises nicht geeignet.

In Wirklichkeit liefert die Gleichung (1) eine Abbildung, die
zwar im allgemeinen in den kleinsten Teilen dhnlich ist, aber mit
Ausnahme der Brennpunkte und der von ihnen ausgchenden
Schnitte. Wie ich friher gezeigt habe,? bildet sie die zweiblitt-
rige Fliche, durch welche 2 = x— 7y als Funktion von z = x + v
mittels der Gleichung

Z,tfgz_ z—?z_
2a 26 T F

dargestellt wird, auf eine entsprechende zweiblittrige Flache iiber
dem Einheitskreise (bzw. tber der Halbebene) ab, wobei dic
Brennpunkte als Verzweigungspunkte erhalten bleiben. Die von
den Punkten 4-1 nach den Punkten 4- @ gefiihrten Schnittlinien
sind die Ubergangslinien der zweiblittrigen Fliche, die sich iiber
den Rand der Ellipse bei stetiger Fortsetzung erstrecken.
Frither hatte ich die beiden Blatter der Fliche lings der Ver-
bindungslinie der Brennpunkte zusammenhingend gedacht. Die
Abbildung der so aufgeschnittenen Ellipse auf cinen in gleicher
Weise aufgeschnittenen Kreis geschieht durch die Gleichung

cos am U/’

(2) 7 =sinam (U’ —K) = — Tt

! Wihrend Schwarz auch fiir den Differentialquotienten die Eindeutigkeit
ausdriicklich in Anspruch nimmt; vgl. z. B. Ges. Abhandlungen Bd. 2 S. 105.

2 Die analytische Fortsetzung derjenigen Funktionen, welche das Innere
eines Kegelschnittes konform auf die Halbebene abbilden; Sitzungsberichte
der Bayer. Akad. der Wissenschaften, math.-phys. Kl., Bd. XXVI, 1890. In
bezug auf die Brennpunkte im Innern von Polygonen, die von Kegelschnitten
begrenzt werden, sei bemerkt, daf3 sie nicht notwendig (wie aus obigem § 4
und dem folgenden § 6 hervorgeht) als singuldare Punkte auftreten, wie ich
friher (gestiitzt auf das Schwarzsche Beispiel) annahm. Auch in meinen dret
eingangs erwihnten Abhandlungen aus den Jahren 1912 und 1923 tiber Ab-
bildung von Kegelschnitt-Polygonen wire es nicht nétig gewesen, die
Brennpunktealssinguldare Punkte der betreffenden Differential-
gleichung (zusammen mit den WinkelnandenEcken des Polygons)
einzufithren.
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wo U' = 2_‘:{ Uund U = arcsin z = zl log(7z+ ) 1—22)

1 P
== Z,log (z—7V1—2zi)
—ow fir 2 = cos w.

-Fiir g=41wird 7 = -1 (oa =72t) und allgemein

7 = sin amli-@r—w)—](]:—sinam (gm)
T \2 - i

Macht z einen Umgang um 41, so dndert sin ® =}/ 1—z2, und
somit auch o sein Zeichen; es folgt also

T =—T%,
wenn mit dem Stern der Wert nach dem Umgange bezeichnet
wird, Die Funktion 7 ist demnachim Innern der Ellipse

nicht eindeutig (und fir die konforme Abbildung nicht

zu verwenden). Um den Differentialquotienten nach z zu bil-
aT dT* e . dow .

den, hat man = S zu multiplizieren mit —-. Es ist aber
de do dz

dz

=—sino=—}1—22
do I e

andert also sein Zeichen beim Umgange von 41, und es folgt
O
dz ~  dz
Die Funktion 7" verhilt sich also umgekehrt wie Z. Sie ist nicht
eindeutig im Innern der Ellipse, wohl aber ihr Differential-

quotient. Der Radius des Bildkreises ergibt sich wieder gleich ]I—,é

Beide Funktionen dienen zur Abbildung des Innern der El-
lipse auf das Innere eines Kreises, und zwar der zugehorigen zwei-
blattrigen Fliche. Zwischen beiden Funktionen muf} daher eine
einfache Beziehung bestehen. Diese ist sofort aus obiger Glei-
chung (2) zu entnehmen. Es ergibt sich

— 72 — T2
72= < ; oder aufgelost Z? = i_,l_ e/
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Die Nullpunkte des Nenners Z = £~ ! wirken nicht stérend, denn

1
fiir £ < 1 liegen sie auflerhalb des Kreises mit dem Radius 17/3

§6. Zulassung von Ecken in der Begrenzung.

Schon in § 2 bei Gleichung (10) wurde darauf hingewiesen, daf3
die Randkurve aus verschiedenen Stiicken bestehen kann, fiir die
je eine andere Gleichung zwischen £—7v und § + 4% besteht,
StofB3en diese unter einem Winkel aneinander, so bleiben bei dem
Grenziitbergange aus dem geradlinigen Polygon entsprechende
Glieder der Gleichung (11) § 2 unverindert stehen.

Werden die Ecken der Randkurve mit ag, a4, . . ., @, bezeich-
net, wo @, mit ¢, zusammenfalle, und sind A4; dic entsprechen-
den Punkte der reellen Achse in der Bildebene, ferner 2; = die zu-
gehorigen Winkel, so wird jetzt

i=n—1| @i41
dlog i' 1\ de h—1
@ 4z :*ﬁZJ [/ Z—¥i<e5+2—71;}’

i=0

ST

wo o, (e) = u; (§,—1/ —1 ;) + B, die der #*" Teilkurve entspre-
chende Funktion ¢(e) bezeichnet, deren Bestimmung in jedem
Falle besonders zu geschehen hat. Es sind £, 4, die Koordinaten
eines Punktes dieser " Kurve, die als Funktionen von ¢ zu
denken sind, wenn d¢ den Kontingenzwinkel bezeichnet, und
damit auch als Funktionen von £ gegeben sind. Es treten Schwie-
rigkeiten auf, wie schon am Schlufl von § 2 bemerkt wurde, durch
die Bestimmung der Konstanten « und §, die fiir jede Teilkurve
von allen anderen Teilkurven abhingen.

Fir das erste Teilstlick der Randkurve z. B. lduft Z =X von
Ag bis A;, fir das zweite Teilstliick von 4, bis A,; dabei dndert
sich e stetig von g4 bis g; und sodann von ¢; bis e,, wo g — &
den Winkel 2,7 an der Ecke @; ergibt, indem hier ¢ unstetig ist.
Der entsprechende Punkt Z der X-Achse aber dndert sich stetig,
indem an der Ecke 4, der Winkel 2,7 in den Winkel = gestreckt
wird, und das geschicht infolge der Hinzufiigung des Faktors
Z — A4 unter dem Integralzeichen.



Zur Theorie der konformen Abbildung 49

Bei Anwendung der Formel (1) ist aber eine Bedingung zu
beachten, die bei der Christoffelschen Lésung fiir das gerad-
linige Polygon von sclbst erfiillt ist. Es darf ndmlich der Punkt
7Z = oo nicht als singulidrer Punkt auftreten, d. h. es mul} sich
dic Funktion im Integral (1) an der Stelle Z = oo verhalten wie Z 2
Beim geradlinigen Polygon wird das dadurch erfillt, da3 die
Summe der Winkel gleich (7 — 2)= ist. Macht man den in § 2
besprochenen Grenzitbergang, so ist dic Summe der Winkel (je-
der gleich ¢) gleich 2=; wenn aber Ecken zugelassen werden,
kann cin ganz beliebiger Wert auftreten. In diesem Falle ist
durch Differentiation der Gleichung (1) ein Ausdruck
zu bilden, der bei Integration das Auftreten singulirer
Punkte im Unendlichen ausschlieBt. In vielen Fillen ist

dzloggzz 1(d10g;7f)2
a7z 2\ dz
gecignet, und zwar wegen scines Verhaltens bei linearen Trans-
formationen der Variabeln z und Z.

dazu bekanntlich der Differentialausdruck

Hierbei ist im folgenden stets vorausgesetzt, dal3 keiner der
Winkel gleich Null oder 2= sei, denn in diesem Falle kénnen statt
der Potenzen (Z — A)* logarithmische Glieder (a+b-log (Z—A4))
auftreten, und es werden ergéinzende Betrachtungen notwendig.

Zwischen den Koordinaten der Ecken und den Winkeln be-
stchen cinfache Relationen. Es sei

{=/s () oder & —in =/fs(§ +7n)

die Gleichung der s*" Randkurve und A,= der Winkel, der sie
von dem (s -~ 1)*" Randteile trennt. Die Tangente eines Punk-
tes der s* Kurve habe den Winkel o gegen die £-Achse, so daf3

d
tg o= &’E’
dann ist
dE - 1—7tg
also:
1—fl(&
gt /5 (&)
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und es ist ATt = o, ,; — o, an der betreffenden Ecke, so dal3

tg O\, 7) = ;gwﬂ S/ '/ FEY
+tgms+1tgws fs+fs+1

Hiermit sind die Winkel A, = gefunden, wenn die Gleichungen der

Randkurven (und damit die Koordinaten der Ecken) gegeben

sind.

Man kann die Frage aufwerfen, inwieweit die Ecken durch die
Winkel bestimmt sind. Fiir Kreispolygone kommt Sanio! zu dem
SchluB3, daB3 bei ungerader Seitenzahl Winckel und Ecken von-
einander unabhingig gegeben sein koénnen, bei gerader Seiten-
zahl aber der letzte Winkel durch die @ibrigen und durch die Lage
der Ecken bestimmt ist.

§ 7. Die Kreisbogen-Sichel.

Bekanntlich ist das Problem durch die berthmte Arbeit von
Schwarz fiir Kreispolygone auf die Lésung einer Differential-
gleichung zurtickgefiithrt. Sind 7 Kreise durch die Gleichungen

[x—a;+V—10—8)] [x—ai—V—10—8)] =7

gegeben, wo a; + }/—1 6; den Mittelpunkt, 7, den Radius bezeich-
net, sind ferner 2,7 die Winkel an den Ecken des Polygons, so wire
die allgemeine Losung nach meiner Methode durch die Gleichung
(1) § 6 in vorliufigem Ansatze gegeben.

Fir #» = 2, wo es sich um eine Kreissichel handelt, ergibt
sich z. B.

(v . .

d log g; 1 /‘__QE (=) +-/'. de " (hg— 1)
dZ ~— = 0,(&8)—2 " Z—A4, Pa(e)—Z  Z—4,
o [£31

Hier sind die Ecken mit ¢, und @; bezeichnet, und es ist

(1a) ¢1(e) = o G—2m) + By, 92(s) =g E—27) + By,

t Uber die Abbildung des AuBeren eines Kreisbogenpolygons auf eine
Kreisfliche; Inauguraldissertation, Kénigsberg i. Pr. 1885.
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unter oy, oy, Py, Bs zu bestimmende Konstante verstanden. Bei der
Integration lduft € von einem Wert g; bis g, auf dem ersten Kreis,
und von g, - 8 bis g, 4+ 2w — 3 auf dem zweiten Kreis. Nach
Gleichung (3), § 3 und (1) § 6 wird demnach (A7 = 3):

Bi—Z Fouyime i82+7\1—1]

;,Z —B —Z[<€2 ) 2 logB _Z+0127;e—181 Z__A

1 -
-+ ‘(‘3’2?2'[(81_59_}—27:_2 8—~zlogB "7t oagirge i@t

+ Ag— 1
Z'—— Ag
Den Fall 7 = 2hat Kirchhoff! in folgender Weise behandelt.
Es bezeichne # = ¢, + 7#, einen Punkt in der Ebene des Winkels

mit der Offnung §, unter der sich die beiden Kreise schneiden,
und es seien

(3) Z, =0, und #, = £ - tg d

dic Gleichungen der beiden Schenkel des Winkels, so wird der-
sclbe durch die Transformation

4 I'=Ty+7Ty=1"

auf dic Halbebene 7', > o abgebildet, wobei der Winkel & in
den Winkel 7 gestreckt und die zweite Linie (3) in den negativen
Halbstrahl der Linie 7, = o tubergeftihrt wird.

Die Abbildung des Winkelraumes 8 zwischen den beiden
Schenkeln auf die Kreissichel geschieht durch die Transformation

,_7—c¢
Ta—c"

wenn sich die beiden Kreise in den Punkten ¢ und ¢ unter dem
Winkel 8 schneiden. Sollen diesen Punkten in der Z-Ebene die

Punkte 4, und 4, auf der reellen Achse (¥ = 0) entsprechen,
so hat man zu setzen:

Z—A, Z— AN\
() T—Z Ay (Z Al , WO 772 =
1 leesunfren uber mathematische PhySIL Meclnmk, 2. Auflage 1877,

S. 287 ff.

Bo—Z + oczzr e iE—)

5



















































