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Uber die Darstellbarkeit gewisser Uberlagerungen
eines Faserbiindels als Faserbiindel

Von Konrad Kénigsberger in Miinchen

E=FE (X, Y, p, G) sei ein Faserbiindel iiber X mit Faser ¥,
Projektion p und Strukturgruppe G. X und ¥ seien zusammen-
hidngend, lokal zusammenhingend und lokal einfach zusammen-
hingend. Dann hat auch E diese Zusammenhangs-Eigenschaf-
ten und zu jeder Untergruppe 7 in 7, (£) gibt es eine Uberlage-
rung £ von £, deren Fundamentalgruppe zu II isomorph ist.
Wir beweisen, daB3 unter gewissen Voraussetzungen Z” in natiir-
licher Weise als Faserblindel mit Strukturgruppe auf einer ge-
cigneten Uberlagerung von X aufgefaBt werden kann. Einfache
Beispiele zeigen, daB diese Aussage nicht uneingeschrinkt rich-
tig ist. Fiir die universelle Uberlagerung Z von £ ergibt sich die
Darstellbarkeit als Faserbiindel mit zusammenhingender Struk-
turgruppe {iber der universellen Uberlagerung X von .X.

Das Problem ist im wesentlichen das folgende: Soll in £ die
Faser ¥ durch eine Uberlagerung ¥ ersetzt werden, so ist auch
die auf ¥ operierende Strukturgruppe G durch eine Uberlage-
rungsgruppe G zu ersetzen und entsprechend ein definierender
Cozyklus mit Werten in G durch einen Cozyklus mit Werten in G.
Im allgemeinen tritt dabei ein Hindernis in der Cohomologie der
Dimension 2 auf (bei C*-Biindeln ist es die Chernsche Klasse).
Das Lemma in Abschnitt 1 bringt eine hinreichende Bedingung
fir das Verschwinden dieses Hindernisses.

Die folgenden Betrachtungen haben sinngemif3 auch im dif-
ferenzierbaren und komplex-analytischen Fall Giiltigkeit.

1. In diesem Abschnitt werden nur Faserbiindel mit zusammen-
hingender Strukturgruppe G und einfach zusammenhingender
Basis X betrachtet.

Gegeben sei eine Untergruppe 77 in 7y (¥), die den Kern des
Homomorphismus 7, (¥) — 7, (£) umfaBBt. Mit Y7 bezeichnen wir
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60 Konrad Koénigsberger

eine Uberlagerung von ¥, deren Fundamentalgruppe von dem
induzierten Homomorphismus 7 (¥') — 7, (¥) auf II abge-
bildet wird. Wir bestimmen zuniichst die ,kleinste’ Uberlage-
rungsgruppe von G, die auf der Uberlagerung Y1 operiert.

Es sei y : ¢ — Y diejenige Abbildung, die fiir g in G durch
& — g - ¥ definiert ist; dabei sei y, der Basispunkt fiir die Ho-
motopiegruppen von Y. yu: 7(G) — 7;(Y) sei der induzierte
Homomorphismus der Fundamentalgruppen. Wir setzen I" = Y !
(IT) und bezeichnen mit G die Uberlagerungsgruppe von G,
deren Fundamentalgruppe die Untergruppe I" in 7, (G) ist. I"hat
genau die Eigenschaft, die notwendig und hinreichend dafiir ist,
daf3 das Diagramm

G[‘______'> Y”

b

G >V
e

durch eine Abbildung 7 : G"' — ¥ zu einem kommutativen
Quadrat vervollstindigt werden kann (,lifting theorem'*; siche
[3]). Ferner kann man leicht zeigen (wieder mit Hilfe des lift-
ing-Theorems), da G in natiirlicher Weise auf ¥/ operiert.

Es sei nun ¢ = (¢;;) ein Cozyklus, der das Faserbiindel E bzgl.
einer Uberdeckung (U,) von X beschreibt; die ¢,; sind dabei
Funktionen mit Werten in G. Wir zeigen, daB ein geeignet ge-
wihlter Cozyklus ¢ zu einem Cozyklus mit Werten in G geliftet
werden kann. Ist ¢ die Projektion G — ¢ und ¢* die induzierte
Abbildung A1 (X, ") — H* (X, G) der Cohomologiecmengen?,
so gilt fiir die Cohomologieklasse [c] von ¢ (unter der eingangs
genannten Voraussetzung bzgl. I7):

Lemma : [c] liegt im Bild von ¢*.
Beweis. Wir betrachten die von der exakten Sequenz
1w (O F—~GF —L5. G = 1

induzierte Sequenz der Cohomologiemengen

1Ist G eine topologische Gruppe, so bezeichnen wir mit & die Garbe der
Keime stetiger Funktionen mit Werten in G. Z/'(X, G) ist dann die Menge der
Isomorphieklassen von G-Prinzipalbiindeln auf X
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g* 0

(1) X, ") —— HNX, G)

> H3(X, ny (G)] ).

(H*X, n;(G)]I") und 6 sind definiert, weil 7;(G)/I" eine zen-
trale Untergruppe von G' ist!) Wegen der ,,Exaktheit” von (1)
geniigt es zu zeigen, daB3 ¢ [¢] = o.

Nach dem universellen Koeffizienten-Theorem definiert das
Element 0 [¢c] & H?*(X, 7,(G)/I") in eindeutiger Weise einen
Homomorphismus von #,(X) in n;(G)/ I'; wir bezeichnen diesen
Homomorphismus mit # = ;. Entsprechend kann mit Hilfe der
exakten Sequenz

1—>n1(6)—+é—+6—>1

cin Homomorphismus % : Hy(X) — 7,(G) definiert werden. Be-
zeichnet » die Reduktion 7, (G) — 7, (G)/ I, so gilt

A

2) X =7r-x.

Fiir den Homomorphismus # geben wir noch eine andere Dar-
stellung an. Zu dem Zweck betrachten wir das zu Z assoziierte
Prinzipal-Faserbiindel P = P(X, G). Es set

(3 1 (X)) — 7 (G)

der verbindende Homomorphismus der Homotopiesequenz des
Faserbiindels P. Mit /4 bezeichnen wir den natlirlichen Homo-
morphismus von 7, (X)) in H,(X). Wir behaupten nun, dal

-"4‘| Z:%"/l.

Die Gleichheit dieser beiden Homomorphismen ist bekannt
fir den Fall, daB X eine 2-Sphire ist (FELDBAU [2]; siehe auch
[4] § 18). Fir einen beliebigen einfach-zusammenhingenden
Raum X ergibt sie sich durch das folgende funktorielle Argu-
ment.

Es sei [¢] eine vorgegebene Homotopieklasse in 7, (X)), repri-
sentiert durch eine stetige Abbildung ¢ der S, in X. Das tiber X
definierte Prinzipal-Bindel 2 induziert vermittels ¢ ein Prin-
zipalbiindel 2, tber S,. Das P, beschreibende Cohomologie-
clement [¢ ] in Z7(S,, () ist das Bild von [¢] unter der induzierten
Abbildung HWX, &) — HY(S,, G). Die Cohomologieklasse
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[¢,] definiert einen # entsprechenden Homomorphismus %, von
H,y(S,) inm(G). Wir haben ferner das folgende kommutative
Diagramm

l’,S 2y

75 (Sy) > Hy(S,) > 7y (G)

re l |

703 (X) > (X)) —— 1 (G)

/3 P

Ist z¢ der Homomorphismus (3) fir X = S,, so gilt nach dem
oben zitierten Satz von FELDBAU fir die Komposition der Homo-
morphismen der oberen Zeile des Diagramms

(5) As = #,° ks,

Die mit ¢ gegebene Biindel-Abbildung des Biindels 2, — S, in
das Biindel P — X induziert das folgende kommutative Dia-
gramm

2(Sy) 22 2y (G)

74 | | id
m(X) ——— m(G)

Mit Hilfe dieses und des obigen kommutativen Diagramms
folgt unter Verwendung von (35) flir ein erzeugendes Element ¢

in 7, (S,)
2o Py (6) = %o Loy (o).

Daraus folgt y = % - 4, da jedes Element in 7,(X) die Gestalt
@4.(e) hat. — Damit ist (4) bewiesen.
Wir zeigen nun, dal3

(6) 7oy = O.

Zu diesem Zweck betrachten wir die durch y : ¢ — V ge-
gebene Biindelabbildung P(X, G) — E(X, V). Diese Bindel-
abbildung induziert das folgende kommutative Diagramm
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3 (X) —E 7, ()

idl ly#
75 (X) > (Y)

y > 73 (E)

Es folgt nun: yy (im x) ist enthalten in im (4), dem Kern des
Homomorphismus 7, (Y) — 7;(£); insbesondere ist nach Wahl
von IT yy.(im y) enthalten in/; und da I"das p4-Urbild von /7 ist,
folgt insgesamt im y C I'. Andrerseits ist aber I" der Kern von 7.
— Damit ist (6) bewiesen.

Aus (2), (4) und (6) folgt nun

2
Hoh=veeh=rcy=o0.

Da fiir einen einfach zusammenhingenden Raum X der Ho-
momorphismus /% : m,(X) — H,(X) surjektiv ist (nach einem
Satz von HUREWICZ; siehe auch [3]) folgt schlieBlich # = o. Der
Homomorphismus % ist definiert als der Hom-Anteil des Coho-
mologieelementes 0 [¢]; und da wegen des einfachen Zusammen-
hangs von X die Ext-Untergruppe von (X, n;(G)/I") Null ist,
folgt 6 [¢] = o. — Das Lemma ist damit bewiesen.

Sei nun (;) ein ¢*-Urbild des Cozyklus (¢;). Mit (¢;) als
Struktur-Cozyklus konstruieren wir einen Faserraum £ (X, ¥*,
GT) iiber X mit Y als typischer Faser und G als Struktur-
gruppe. Es ist klar, daB dann die lokalen Uberlagerungsabbil-
dungen U; x Y7 — U, x V eine mit der Faserung vertrig-
liche Abbildung « : £ — FE iiber X definieren.

Satz 1: X sez einfack zusammenhingend und G sei zusam-
menhingend. Dann ist der Faserraum E (X, Y7, GT) vermittels
o eine Uberlagerung von E(X, Y, G) mit

@) i (B) = [|Kern (m,(¥) — 0y (E)).
Zu zeigen ist nur noch die Isomorphie (7). Wir betrachten zu

diesem Zweck folgenden Abschnitt der Homotopieleiter, die zur
Faserraum-Abbildung £ — E gehort:

nl(ly”) O nl(IE) »m(X)=o
nle) T nle) >m(X) = o
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Wegen der Exaktheit der oberen Sequenz ist . (E) = n (Y™
Kern (¢). Ferner ist & (¥") =~ IT; und da die ,senkrechten*
Homomorphismen injektiv sind, ist weiter Kern (¢) = Kern (o).
Insgesamt folgt damit (7).

Korollar: 75z IT = Kern(n (Y) — = (F)), so ist Ex, Y7,
GT die universelle Uberlagerung von E(X, Y, G).

2. Es seien nun X und G beliebig. Ist X die universelle Uber-
lagerung von X, so induziert u : X — X eine lokal triviale Fa-
serung £* = «~1(£) tiber X'; wir haben also das kommutative
Diagramm

£E* )
7| |
£ x

u* ist wie # eine Uberlagerungsabbildung. Die Strukturgruppe
des Biindels Z* — X ist wieder G. Sie kann aber auf die Zu-
sammenhangskomponente G, der Eins reduziert werden. Zum
Beweis betrachten wir den aus einem Struktur-Cozyklus (¢;)
durch den Homomorphismus ¢ — G/G, entstehenden Cozyklus
(¢;) mit Werten in G/G,. Da G/G, die diskrete Topologie trigt
und X einfach zusammenhingend ist, stelit () einen o-coho-
mologen Cozyklus dar? Es gibt also Konstanten ¢, & G derart,
daB alle

€ (x) = ¢; - ¢ (x) - 1

in G, liegen.

Wir denken uns im folgenden die Reduktion der Struktur-
gruppe auf G, bereits durchgefiihrt.

Auf den Faserraum £*(X, ¥, G,) ist dann Satz 1 anwendbar.
Sei dazu wieder II C n;(Y) eine Untergruppe, die den Kern
von 7, (V) — 7, (&) umfalt. Da =;(£*) — 7;(%) injektiv ist,

2 Es gilt (siehe [4] § 13): Die Menge der Isomorphieklassen lokal trivialer
Faserraume iiber X mit diskreter Strukturgruppe & steht in 1-1-deutiger Be-
ziehung zu den Elementen einer gewissen Faktorgruppe von Hom (r,(X), G).
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stimmen der Kern von 7,(Y) — 7, (£%*) und der Kern von 7;
(Y) — =y (E) iiberein, so daB

II|Kern(n, (V) — m,(E)) = II[Kern (7, (Y) — 7, (E*)).

Aus Satz 1 folgt damit durch Komposition von « : Z — E* und
u* BE* — I

Satz 2: Der Faserraum E(X, Y7 GT) ist vermittels u* - a
eine Uberlagerung des Faserraums E(X, Y, G) mit
0 (E) = H[Kern (my (V) — my (E)).

u* - o ist ferner eine Faserraum-Abbildung iiber X — X.
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