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Uber die Darstellbarkeit gewisser Überlagerungen 

eines Faserbündels als Faserbündel 

Von Konrad Königsberger in München 

E — E (X, Y, p, G) sei ein Faserbündel über X mit Faser Y, 

Projektion p und Strukturgruppe G. X und Y seien zusammen- 

hängend, lokal zusammenhängend und lokal einfach zusammen- 

hängend. Dann hat auch E diese Zusammenhangs-Eigenschaf- 

ten und zu jeder Untergruppe 77 in (E) gibt es eine Überlage- 

rung Erl von E, deren Fundamentalgruppe zu 77 isomorph ist. 

Wir beweisen, daß unter gewissen Voraussetzungen En in natür- 

licher Weise als Faserbündel mit Strukturgruppe auf einer ge- 

eigneten Überlagerung von X aufgefaßt werden kann. Einfache 

Beispiele zeigen, daß diese Aussage nicht uneingeschränkt rich- 

tig ist. Für die universelle Überlagerung E von E ergibt sich die 

Darstellbarkeit als Faserbündel mit zusammenhängender Struk- 

turgruppe über der universellen Überlagerung X von X. 

Das Problem ist im wesentlichen das folgende: Soll in E die 

Faser Y durch eine Überlagerung Y ersetzt werden, so ist auch 

die auf Y operierende Strukturgruppe G durch eine Überlage- 

rungsgruppe G zu ersetzen und entsprechend ein definierender 

Cozyklus mit Werten in G durch einen Cozyklus mit Werten in G. 

Im allgemeinen tritt dabei ein Hindernis in der Cohomologie der 

Dimension 2 auf (bei U*-Bündeln ist es die Chernsche Klasse). 

Das Lemma in Abschnitt l bringt eine hinreichende Bedingung 

für das Verschwinden dieses Hindernisses. 

Die folgenden Betrachtungen haben sinngemäß auch im dif- 

ferenzierbaren und komplex-analytischen Fall Gültigkeit. 

1. In diesem Abschnitt werden nur Faserbündel mit zusammen- 

hängender Strukturgruppe G und einfach zusammenhängender 

Basis X betrachtet. 

Gegeben sei eine Untergruppe 77 in (F), die den Kern des 

Homomorphismus n1( Y) —*■ TT1 (E) umfaßt. Mit F^bezeichnen wir 
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eine Überlagerung von Y, deren Fundamentalgruppe von dem 

induzierten Homomorphismus nx ( Yn) —* nx ( Y) auf FT abge- 

bildet wird. Wir bestimmen zunächst die „kleinste“ Überlage- 

rungsgruppe von G, die auf der Überlagerung Yn operiert. 

Es sei y \ G —> Y diejenige Abbildung, die für g in G durch 

g g ' yo definiert ist; dabei sei y0 der Basispunkt für die Ho- 
motopiegruppen von Y. y^_: nx(G) -* nx(Y) sei der induzierte 

Homomorphismus der Fundamentalgruppen. Wir setzen T = yX1 

(77) und bezeichnen mit Gr die Überlagerungsgruppe von G, 

deren Fundamentalgruppe die Untergruppe r in TCX(G) ist. T'haï 

genau die Eigenschaft, die notwendig und hinreichend dafür ist, 

daß das Diagramm 

Gr- — -> Y“ 

1 I 
G  > Y 

y 

durch eine Abbildung y : Gr -* Yn zu einem kommutativen 

Quadrat vervollständigt werden kann („lifting theorem“; siehe 

[3]). Ferner kann man leicht zeigen (wieder mit Hilfe des lift- 

ing-Theorems), daß Gr in natürlicher Weise auf Yn operiert. 

Es sei nun c = (c{j) ein Cozyklus, der das Faserbündel E bzgl. 

einer Überdeckung (£/,-) von X beschreibt; die ctj sind dabei 

Funktionen mit Werten in G. Wir zeigen, daß ein geeignet ge- 

wählter Cozyklus c zu einem Cozyklus mit Werten in Gr geliftet 

werden kann. Ist q die Projektion Gr -*■ G und q* die induzierte 

Abbildung TF (X, Gr) —> H1 (X, G) der Cohomologicmengen1, 

so gilt für die Cohomologieklasse [c] von c (unter der eingangs 

genannten Voraussetzung bzgl. 77): 

Lemma : [c] liegt im Bild von q*. 

Beweis. Wir betrachten die von der exakten Sequenz 

1 —* nx (G)l r —» Gr ——> G —-> 1 

induzierte Sequenz der Cohomologiemengen 

1 Ist G eine topologische Gruppe, so bezeichnen wir mit G die Garbe der 

Keime stetiger Funktionen mit Werten in G. H'(X,G) ist dann die Menge der 

Isomorphieklassen von G-Prinzipalbündeln auf X. 
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(1) H\X, Gr) -^-> H\X, G) —> H\X, n^Gyr). 

(//2(W, 7ix(G)lT) und <5 sind definiert, weil nx(G)lT eine zen- 

trale Untergruppe von Gr ist!) Wegen der „Exaktheit“ von (l) 

genügt es zu zeigen, daß ö [c] = o. 

Nach dem universellen Koeffizienten-Theorem definiert das 

Element <5 [<r] G H2(X, nx(G)lT) in eindeutiger Weise einen 

Homomorphismus von H2(X) in nx(G)/ T\ wir bezeichnen diesen 

Homomorphismus mit * = xE. Entsprechend kann mit Hilfe der 

exakten Sequenz 

1 -> nx(G) -+G — G -* 1 

ein Homomorphismus r. : H2(X) —nx(G) definiert werden. Be- 

zeichnet r die Reduktion n1 (G) —* 7ix(G)j T, SO gilt 

(2) x — r ° % . 

Für den Homomorphismus x geben wir noch eine andere Dar- 

stellung an. Zu dem Zweck betrachten wir das zu E assoziierte 

Prinzipal-Faserbündel P = P(X, G). Es sei 

(3) Z : - *i(G) 

der verbindende Homomorphismus der Homotopiesequenz des 

Faserbündels P. Mit h bezeichnen wir den natürlichen Homo- 

morphismus von n2(X) in H2(X). Wir behaupten nun, daß 

(4) X = x ° h. 

Die Gleichheit dieser beiden Homomorphismen ist bekannt 

für den Fall, daß X eine 2-Sphäre ist (FELDBAU [2]; siehe auch 

[4] § 18). Für einen beliebigen einfach-zusammenhängenden 

Raum X ergibt sie sich durch das folgende funktorielle Argu- 

ment. 

Es sei [<p] eine vorgegebene Homotopieklasse in TC2(X), reprä- 

sentiert durch eine stetige Abbildung cp der 52 in X. Das über X 

definierte Prinzipal-Bündel P induziert vermittels cp ein Prin- 

zipalbündel P über S2. Das Pv beschreibende Cohomologie- 

element [ry] in H1(S2, G) ist das Bild von [r] unter der induzierten 

Abbildung 1P-(X, G) —* //1(N2, G). Die Cohomologieklasse 
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[/,,] definiert einen x entsprechenden Homomorphismus x,p von 

/f2(52) in n-^iG). Wir haben ferner das folgende kommutative 

Diagramm 

^2(5g) —> H2(S2) TC^G) 

?#1 1 1 id 

n2(X) H2(X) —nx{G) 

Ist ys der Homomorphismus (3) für X = S2, so gilt nach dem 

oben zitierten Satz von FELDBAU für die Komposition der Homo- 

morphismen der oberen Zeile des Diagramms 

(5) Xs = x<p°hs- 

Die mit <p gegebene Bündel-Abbildung des Bündels P —* S2 in 

das Bündel P —*- X induziert das folgende kommutative Dia- 

gramm 

-^2(^2) ——> (G) 

V# 1 1 id 

n2{X) —> n^G) 

Mit Hilfe dieses und des obigen kommutativen Diagramms 

folgt unter Verwendung von (5) für ein erzeugendes Element e 

in TT2(S2) 

X ° <P* 0) = * 0 h » («). 

Daraus folgt y = x ° h, da jedes Element in n2(X) die Gestalt 

95^(e) hat. - Damit ist (4) bewiesen. 

Wir zeigen nun, daß 

(6) r - y = o. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die durch y : G —*■ Y ge- 

gebene Bündelabbildung P(X, G) —*■ E(X, Y). Diese Bündel- 

abbildung induziert das folgende kommutative Diagramm 
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n2(X) —nfG) 
id 1 Jy* 
»iW -j-> nilY) —-* 

ni(E) 

Es folgt nun: (im %) ist enthalten in im (H), dem Kern des 

Homomorphismus ^i(Y) -* nfE)-, insbesondere ist nach Wahl 

von TJ y^im %) enthalten in/7; und da 71 das y ^-Urbild von IJ ist, 

folgt insgesamt im y C -T. Andrerseits ist aber ü der Kern von r. 

- Damit ist (6) bewiesen. 

Aus (2), (4) und (6) folgt nun 

y. ° h = r » y ° h = r « / = o. 

Da für einen einfach zusammenhängenden Raum X der Ho- 

momorphismus h : n2(X') —* H2(X) surjektiv ist (nach einem 

Satz von HUREWICZ; siehe auch [3]) folgt schließlich y = o. Der 

Homomorphismus y ist definiert als der Hom-Anteil des Coho- 

mologieelementes ô [c] ; und da wegen des einfachen Zusammen- 

hangs von X die Ext-Untergruppe von H2(X, nfG)) T) Null ist, 

folgt à [c] = O. - Das Lemma ist damit bewiesen. 

Sei nun (A) ein y*-Urbild des Cozyklus (cf). Mit (cf als 

Struktur-Cozyklus konstruieren wir einen Faserraum E(X, Yn, 

Gr) über X mit Yn als typischer Faser und Gr als Struktur- 

gruppe. Es ist klar, daß dann die lokalen Uberlagerungsabbil- 

dungen U{ X Yn —*■ Ui X Y eine mit der Faserung verträg- 

liche Abbildung a \ E —* E über X definieren. 

Satz 1 : X sei einfach zusammenhängend und G sei zusam- 

menhängend. Dann ist der Faserraum E (X, Y”, Gr) vermittels 

er. eine Überlagerung von E (X, Y, G) mit 

(7) nx(È) SS niKern (nx ( Y) -* (E)). 

Zu zeigen ist nur noch die Isomorphie (7). Wir betrachten zu 

diesem Zweck folgenden Abschnitt der Homotopieleiter, die zur 

Faserraum-Abbildung E —* E gehört: 

irr(Yn) nj(£) * nfX) = o 

nfY) —nx(E) > TtfX) = O 
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Wegen der Exaktheit der oberen Sequenz ist n^E) = n^Y11)/ 

Kern (ff). Ferner ist 7ix(Y
n) ^ 77; und da die „senkrechten“ 

Homomorphismen injektiv sind, ist weiter Kern (à) = Kern (er). 

Insgesamt folgt damit (7). 

Korollar: Ist TT = Kernin^Y) —*■ n1(E)'), so ist Ë(X, Yn, 

Gr) die universelle Überlagerung von E(X, Y, G). 

2. Es seien nun X und G beliebig. Ist X die universelle Über- 

lagerung von X, so induziert u : X —* X eine lokal triviale Fa- 

serung E* = u~x(E) über X ; wir haben also das kommutative 

Diagramm 

P* 

X 

E 

V 

X 

p 

u* ist wie 21 eine Überlagerungsabbildung. Die Strukturgruppe 

des Bündels E* —> X ist wieder G. Sie kann aber auf die Zu- 

sammenhangskomponente Ge der Eins reduziert werden. Zum 

Beweis betrachten wir den aus einem Struktur-Cozyklus (cE 

durch den Homomorphismus G —*■ G/Ge entstehenden Cozyklus 

(ßij) mit Werten in G/Ge. Da G/Gr die diskrete Topologie trägt 

und X einfach zusammenhängend ist, stellt (<?■■) einen o-coho- 

mologen Cozyklus dar2. Es gibt also Konstanten <q G G derart, 

daß alle 

4 (*) = ci • C
ö O) • ü1 

in Ge liegen. 

Wir denken uns im folgenden die Reduktion der Struktur- 

gruppe auf Ge bereits durchgeführt. 

Auf den Faserraum E*(X, Y, Ge) ist dann Satz 1 anwendbar. 

Sei dazu wieder 77 C Jii(F) eine Untergruppe, die den Kern 

von ^i(Y) —* 7ZI(E) umfaßt. Da n^E*) —► n^E) injektiv ist, 

2 Es gilt (siehe [4] § 13): Die Menge der Isomorphieklassen lokal trivialer 

Faserräume über X mit diskreter Strukturgruppe G steht in 1-1-deutiger Be- 

ziehung zu den Elementen einer gewissen Faktorgruppe von Hom(7r1(A),G:). 
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stimmen der Kern von ux(Y) —* nx (E*) und der Kern von n1 

(K) —> 7ix (E) überein, so daß 

T7/Kern(7r1(K) —♦ nfEf) = /7/Kern(7r1(F) —► nx(E*)). 

Aus Satz 1 folgt damit durch Komposition von a : Ä —► E* und 

u* : E* —* E : 

Satz 2 : Der Faserraum E (X, Yn, Gf) vermittels u* ° « 

Überlagerung des Faserraums E (X, Y, G) mit 
nfË) se ni Kern (nx(Y) — ^(A)). 

» a ist ferner eine Faserraum-Abbildung über X —* X. 
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