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Es handelt sich hier um einen wohlbekannten und funda-
mentalen Satz der Theorie der analytischen Funktionen, den
man folgendermafen aussprechen kann:

Ist I'(x, z,, x, ... x,) eine in der Umgebung der
Stelle # =2, =z,=...2,=0 konvergente!) gewinliche
Potenzreihe von 2, », x, ...z, und verschwindet die
Funktion [z, 0,0,...0) von z fiir z=0 von der mt"
Ordnung, m >1, so gilt flir eine gewisse Umgebung
der betrachteten Stelle =2, =2,=--- =z, =0 die
Beziehung:

(e, 2y, x,, ... %)

=@+ et o) P, 2y, T, . LX)

Dabel bedeuten:

(1)

fife oo fw gewihnliche Potenzreihen von a,, 2,
...y, welche an der Stelle , =2, = .- =z, =0 ver-
schwinden und in deren Umgebung konvergieren;

.2y) eine in der Umgebung der Stelle
x=2 =u,=.--=uw,=0 konvergente und an dieser
Stelle selbst von Null verschiedene gewdhnliche Po-
tenzreihe von z, 2, R
Die Zerlegung (1) ist eine villig bestimmte.
Dieser Satz, den Weierstrai schon 1860 in seinen Vor-
lesungen gegeben hat, lLitit sich verschiedenartic und in ein-

1) Fine Potenzreihe soll in der Umgebung einer Stelle konvergent
heifien, wenn sich positive Zahlen o, ry, 1o, ... 7, g0 bestimmen lassen, dals
die Reihe fiir o <o, o <r; konvergiert. Die Reihe konvergiert
dunn absolut und es konnen ihre Glieder belichig angeordnet werden.
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facher Weise beweisen. Die folgende Uberlegung hat den
Vorzug, frei von jeder transzendenten Betrachtung zu sein;
auch gibt sie ein Mittel, beliebig viele Glieder der Potenz-
reihen der rechten Seite von (1) unmittelbar zu berechnen.?)

§ 1.

Wir zeigen zuniichst, wie man formal zu der Zerlegung (1)
gelangen kann.  Wir setzen:

2

! p N T o N { N A
Flz,x,2,,..2)=F(o z)=a"p@)+- 20 A0 ... 0, T T4 T
Lo, g, ety = 0,1, 2,800

Gyt ug ooy, =D

wo die A, ..., numerische Koeffizienten bedeuten und ¢ ()
eine gewohnliche Potenzreihe von z darstellt.

Da nach Voraussetzung F'(z 0) von der mtr (m > 1) Ord-
nung Null wird, so beginnt ¢ (z) mit einem von Null ver-

schiedenen Gliede. Man kann also die Funktion ) n eine

o (x
gewdhnliche Potenzreithe ¢, (x) entwickeln. Multipliziert man
die Funktion I'(z|2;) mit ¢, (), so bekommt man:

@ Fwla)=am-1 4 24, py . o, T 2

n
B gty sy, = 0,0, 2,0 L

g d-rg+ .oy =D
Wir beweisen die Richtigkeit des Satzes fiir die einfachere
Funktion F(z ;). Der Ubergang von der Funktion I zur Funk-

1) Beziiglich der klassischen Beweise dieses Satzes vergleiche man
die Bemerkungen des Herrn Goursat in seiner Abhandlung ,Démon-
stration élémentaire d'un théoréme de Weierstrass® (Bull. Soc
math. 26 {1908}, p. 209 —215).

Von dem Hauptsatze iiber implizite Funktionen, den Herrn Goursat
in seinem eigenen Bewelse beniitzt (p. 213 der zitierten Abhandlung),
wird hier kein Gebranch gemacht. Siehe auch: Hartogs, ,Uber die
elementare Herleitung des Weierstrafischen Vorbereitungs-
satzes” (Miinchen, Ber. 29 (1909), 3. Abhandlung), nebst Bemerkung vom
3. Juli 1909, wo sich verschiedene Literaturangaben finden; Stickelberger
.Uber einen Satz des Herrn Noether® (Math. Ann. 30 (1887),
p- 403); Pellet, ,Des équations majorantes® (Bull. Soc. math, 37
(1909}, p. 97).
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tion [ ist zwar nicht notwendig, erlaubt aber eine elegantere
Darstellung der ganzen Rechnung.
Fassen wir in der Funktion F'(z' x;) die Glieder derselben

Dimension in 2, 2,, . . . @, zusammen, und ordnen wir diese

2 -
Glieder nach steigender Dimension, so erhalten wir

F(e z)y=a" 14291004 Zago1,...0F -+ 4+ Zuoo, .. 1

o ey o koo e
+ 2000, 0 +afap. . iy Ky T o ey an + LuPo0,.. %

oder kiirzer:

P ) =am- 14 2zl .. aks VIR
N A )

Der Koeffizient qu, x, ...x, ist eine gewthnliche Potenz-
reihe von w. Die zu den Zeichen ¢ hinzugefiigten n Indizes
keyy kyy ook sollen andeuten, dafi qu o, .. x, Koeffizient von
izl xfoim F(r ) ist.

Ebenso soll in

'[’(.U z)=1-+2 :l:’l‘1 xﬁ-’ R :l:l‘;n Vhy, kg, . K
g gt By = 1)

n

Vi &y ... r eine gewihnliche Potenzreihe von z bedeuten, mit
1 Ky ool ky, ) ,

&
n

welcher der Ausdruck af1zfe... 2% multipliziert ist. In

Gz »)=azm L X,a:’;i I Y

byt g Ry = 0
moge iy ry, ...k, zwar noch Faktor des dhnlichen Ausdrucks in
Zyy Ly . . . Ty sein, aber nicht mehr eine Potenzreihe, sondern
nur noch ein Polynom von hichstens dem (m —1). Grade in z,

also eine ganze rationale Funktion hedeuten.
Unter dieser Annahme brauchen wir nur zu zeigen, wie
die Funktionen yy, koo, AN Gy gy .ok, In eindeutiger Weise

so bestimmt werden kénnen, dafi die Beziehung
(2) Iz x)=G@x )V x)

erfiilllt wird.
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Die Beziehung (2) kaun nur bestehen, wenn, nach Aus-
fithrung der Multiplikation rechts, die Koeffizienten entspre-
chender Glieder der beiden Seiten identisch sind.

Somit haben wir:

Py by, ok, = " Wiy bty L iy hy,

_*,_)“”, ‘ [ “
Y ey Feoy oo By, Jl:],kz,. R

’

3)

wo die Summe iiber eine endliche Anzahl von Produkten yy,
fiir welche

Iki ‘{'_7“’;1’_‘*_" .+]‘7:L<kl +k‘2+"' ‘;“]’-.l‘w
I TR S Ry Py Ry N

zu erstrecken ist. Indem man in F'(z 2;) von den homogenen
Gliedern niedrigster Dimension in 2, z,, ..., zu Gliedern
von immer biherer Dimension iibergeht, kann man mittelst
(3) wegen der Ungleichungen (1) die Koeffizienten » und g
in ¥ und ¢ ermitteln.  Die Potenzreihen v und die ganzen
rationalen Funktionen ¢ sind eindeutig bestimmt. In der Tat,
schreiben wir (3) in der Form

4

5 ) = M S
() Ph, kg, ok == L Wk kg, .k T L gk,

und denken wir uns ¢, y, g nach steigenden Potenzen von z
geordnet:

b

1

g =Y

l=10

= i‘, by«

=0

ut— 1

= E(fl Jil7
1=0
so hat man:
=ua (I=0,1,2,...(m—1)
) fa=ma( . m 1))

l])zza,,,+l(l=—‘(), 1,2,........ ).

Dabei 1st fiir das Folgende zu heachten, dafi die Koefti-
zienten a; von gy, ... zusammengesetzt sind aus den Koeffi-
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zienten von gy, T und den Koeffizienten der Funlktionen
Yt ks by und gt ks Lkl die man schrittweise berechnen und
somit als bekannt voraussetzen kann.

Somit st bewiesen. dali die Zerlegung (2) in eindeutiger
Weise moglich ist.  Daraus folgt aber sofort die Moglichkeit
und Kindeutigkeit der Zerlegung (1), wo die Koeffizienten f,,
for o -« fw und die Funktion @, wie man durch eine andere
Anordnung der Glieder von & und W einsieht, die angegebene
Bedeutung haben.

§ 2.

Da I'(z z;) in der Umgebung des Punktes # = 0, 2; =0
(¢=1,2,...n) konvergiert, so ist dies auch fiir die Fanktion
I'(z x)) der I'all.

Macht man daher nétigenfalls in F'(z ;) eine Transfor-
mation von der Form z = o2', #; = o,2; und dividiert man
den erhaltenen Ausdruck durch o, so gelangt man zu einer
Funktion von derselben Struktur wie F'(z ), in welcher, in-
folge eines bekanuten Satzes der I'unktionentheorie, alle Ko-
effizienten absolut genommen kleiner oder gleich sind einer
gewissen positiven Grisie @.')  Dies werden wir also auch von
der I'unktion I'(z ) selbst voraussetzen konnen.

Bezeichnen wir mit di, ny, .. .5, bzw. dij iy i, w. s, WL
ganze positive Zahlen, die grofier sind als der absolute Wert
wgend  eines Koeffizienten der Fuuktionen Vi, kg, ...k, und
Prpdeg ol DEW. it ks und gt gl g UL S, W., SO sehen
wir, da diese Grotien durch die Beziehung

(7) (Zlcl, kg oo ky = a + m }_/ (ll:l’,ké, .. I:;I dk'f, k;, .. k:“

definiert werden kOnuen, dafi solche Zahlen tatsiichlich exi-
stieren.

(7) geht niimlich aus (3) hervor. Fithrt man auf der
rechten Seite von (3) unter dem Summenzeichen eine der Multi-

1) Vel Brill, ,Uber das Verhalten einer Funktion von zwei
Veriinderlichen in der Umgebung einer Nullstelie® (Miinchen,
Ber. 31 (1891), p. 217).
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plikationen von % und g aus, so setzt sich der Koeffizient
irgend einer Potenz von z im Produkte wg aus hochstens
m Ausdriicken zusammen, da g eine ganze rationale Funktion
von niedrigerem als dem mte® Grade ist. Wird also jeder Ko-
effizient in 7 und in g mittelst der entsprechenden ¢ majoriert,
so bekommt man als majorierten Koeffizienten von

Wi koo by " Gy, . LB,
den Ausdruck:

Ml ks, ..k, Okl bl ... ko

In Gleichung (7) bezieht sich die endliche Summe rechts
auf dieselben Produkte von v und g wie die Summe rechts
in der Gleichung (3).

Schreiben wir nun:

'l 3 A
-D(xp .’.172, LRI xn) = D(xl) = 2.: dlsl,kz, ook, x’f’xl_‘.’ L] z:;“,
ky Ieg, . Ky =0,1,2,...
gt hp ooy = 1)
so haben wir, indem wir eine bekannte Bezeichnung einfiihren,
die besagt, daB eine Reihe Majorante einer anderen ist:

® fzm+QA4z+at+ -+ 2" ) D@) ;G = ),
L+ +a+2+ ) DE) YT ).

Die Reihe 1 + = -+ «* -} - - - konvergiert aber fur o <1,
withrend 1 -+ 2 + 2* + - -+ 4 2™~ eine ganze rationale Funk-
tion ist. Konnen wir zeigen, daB die Reihe D(x) in einer
gewissen Umgebung des Punktes 2, =2, = -+ - =2, = 0 kon-
vergiert, so erhellt sofort daraus, daB die heiden Potenzreihen
G(z z;) und ¥(z ;) in der Umgebung des Punktes z ==,
=g, = -+ =T, auch konvergieren.?)

Setzen wir jetzt von der Reihe D(z)), die wir kurz mit DD

1} @ Dumas, ,Sur les fonctions & caractére algébrique
dans le voisinage d'un point donné" (Paris 1904). In dieser Arbeit
(p. 65) wird eine mit D analoge Reihe = verwendet, die ich damals nach
einer Angabe von Herrn J. Franel summiert hatte. Derselbe Weg wird
hier eingeschlagen.
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bezeichnen wollen, fiir einen Augenblick die Konvergenz voraus,
so bekommen wir durch Multiplikation von D mit sich selbst
eine neue Reihe:
2 __ ¥ K ok
D= }.adl;,, k. . . ky T} x? ce e Tom,
Ry kg, ... ky =012, ..
Ueg + ko ook = 1)
in welcher:

9 Ohy gy .oy = 2 Ok} k.. by Dt 13, R

Die endliche Summe rechts in (9) entsteht aus den beiden
Falktoren D ganz in derselben Weise, wie die entsprechenden
Summen in den rechten Seiten von (3) oder (7). Daher hat
man

dk,, ky, . k, — M dk,, kg ool +a
und daher auch:
D=mD*+ ad zhzl ... xhn

Ky kg, ...k =0,1,2,...
(ki +lg4. - +ky =)

d. h.:
il 1 1 ]
2 e « v — =

(10) m D D+a’,1—:::,1-~m»,- = ]- 0,
wenn

Z; <1
) G=12.. n
1st.

D ist Wurzel der Gleichung (10) und zwar ist diese
Reihe gleich derjenigen Wurzel, welche fir 2, =2, = - --
=z, = 0 selbst Null wird.

Demnach hat man:

I ]/ 1 1 1 :
2m _1 g B o (l—x,l—x,“'l s 1)_,'
woraus folgt, dal D tatsiichlich in einer gewissen Umgebung
des Punktes z, = z, = - - - = #,, = 0 konvergiert. Wegen (8)
konvergieren auch die Potenzreihen G und ¥ in der Um-
gebung des Punktes 2 =2, =z, = - - - = 2, = 0, und somit
ist der Weierstraische Satz bewiesen.

1) ==




