
r
,v

.. 

Sitzungsberichte 

der 

mathematisch-naturwissenschaftlichen 

Abteilung 

der 

Bayerischen Akademie der Wissenschaften 

zu München 

1941. HeftI 
Sitzungen Januar-Juni 

München 1941 

i.g der Bayerischen Akademie der Wissenschaften 

In Kommission bei der C. H. Beck'schen Verlagsbuchhandlung 



67 

Über die Erweiterung des Definitionsbereiches 

mehrmals differenzierbarer Funktionen. 

Von Karl Seebach in München. 

Vorgelegt von Herrn H. Tietze am 1. März 1941. 

Einleitung. 

1. In einer früheren Arbeit1 (im folgenden bei Hinweisen kurz 
mit [1] zitiert) wurde die Frage nach der Erweiterung des Defini- 
tionsbereiches von Funktionen behandelt, die auf einer gegebenen 
linearen abgeschlossenen Menge differenzierbar sind. Im folgen- 

den soll das analoge Problem für mehrmals differenzierbare 
Funktionen erörtert werden. Gegeben sei eine lineare abgeschlos- 
sene Menge SD? und eine Funktion fix), die auf SD? erklärt ist. Die 
Menge der Häufungspunkte von SO? bezeichnen wir, wie üblich, 
mit SD?'. Von der Funktion fix)  setzen wir voraus, daß sie auf SD? 
Amal ik > l) differenzierbar sei; dabei definieren wir die Ab- 
leitungen von fix)  aufSlD?, wie folgt: Es seien k + 1 Funktionen 

fix)  = /(0) ix) ; /(1) (x)] /(,i) (x) vorhanden, die alle auf SD? 
erklärt sind und für xziSi und jedes ;r0eSD?' den Relationen ge- 
nügen2: 

,£. . /<V-1)(Ü =/<V~1)<Ao) +(*  — *0) -/(V)<A0) +o(x — x0) 

v = 1, 2, k; are SD?; :T0ESD?'. 

Das Problem, das wir uns stellen, ist folgendes: Gibt es eine 
für alle n: definierte, /è-mal differenzierbare Funktion Fix), die, 

ebenso wie ihre k-Ableitungen Fw {x), . . . Fw (x), auf der 
gegebenen Menge SD? mit den entsprechenden Funktionswerten 
/(x), /(P (x), . . . f  ^  (x) übereinstimmt? Also: 

(E; 2) A(v)(nr) = /(v>(nr); *e®?; v = o, 1, k. 

1 Math. Ann. 116 (1939); p. 701-718. 
2 Unter o{x) verstehen wir in üblicher Weise eine Funktion mit der Eigen- 

schaft: lim °Sfl — Q 
x—* 0 x 

München Ak. Sb. 1941 I 6 



68 Karl Seebach 

Wenn es so eine Funktion F(x) gibt, werden wir sie als „Fort- 
setzung von fix)“  bezeichnen. 

Der Weg, auf dem wir zur Lösung dieses Problems gelangen 
werden, ist folgender: Im ersten Teil'(I) wird die Aufgabe auf 

eine äquivalente zurückgeführt, für deren Lösung im zweiten 
Teil (II)  gewisse notwendige und hinreichende Bedingungen auf- 
gestellt werden. Im dritten Teil (III)  soll schließlich an einem 

Beispiel gezeigt werden, daß die genannten Bedingungen nicht 
immer erfüllt sind, also tatsächlich eine Einschränkung bedeuten. 

I. 

2. Die gegebene Menge DJ? können wir ohne Einschränkung der 

Allgemeinheit als beschränkt voraussetzen3. Sei 5 das kleinste 

abgeschlossene Intervall, das 5JÎ enthält, dann läßt sich SD? dar- 
stellen in der Gestalt: 

(G O m = s — st, 

wobei die i höchstens abzählbar viele, offene, untereinander 
punktfremde Intervalle sind, die wir im folgenden kurz „Lücken- 
intervalle“ nennen wollen. 

Wir nehmen nun an, F(x) sei eine Lösung unseres Problems. 
Da F(h~l\x) eine mindestens einmal differenzierbare Funktion 
ist, die eine „Fortsetzung von f(h~^(x)“  darstellt, muß sich 
F(k~1') (x) in den Lückenintervallen sehr eng an die Funktion 

anschließen, die man erhalten würde, wenn man f,'h~1')(x) in 
den Lückenintervallen linear fortsetzen würde4. Wir tragen dem 
Rechnung, indem wir F{ 'h~r > (x) für jedes Lückenintervall ein- 

schließlich seiner Endpunkte x, x (x <j x) in die Form setzen: 

F(k~V(x) = l(x) + h(x), 
(l ; 2) fto-Vfà — fte-Vix) 

/(x)=f(h~1)(x) + - = ^—'(x — x); x^x^x. 
x —x 

Bei der Darstellung von l(x), die die „lineare Fortsetzung von 
y(fc—P (#)“ darstellt, ist die Stelle x ausgezeichnet, was im fol- 

Vgl. [l]  ; p. 703 (Nr. 2). 
Vgl. [l];  p. 703 (Nr. 4); p. 704 (Nr. 5). 
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gcnden zu einer Unsymmetrie Veranlassung geben würde. Wir 
führen aus diesem Grunde für die späteren Rechnungen folgende 
Abkürzungen ein : 

/<p)(*) +/M(g) = M(v). /<P-i>(lË)-/fe-i>(y) = D(ph 
, s 2 ’ #  3; ’ 
(1 ; 3) , _ 

X + X _ 
= xm. 

Mit  diesen Bezeichnungen läßt sich l(x) von (1 ; 2) in der sym- 
metrischen Gestalt schreiben : 

(1 ; 4) l(x) = !) -j- (x — x m) % � D; x^x^Lx. 

3. Vermöge (1 ; 2) ist durch F(x) für jedes t einschließlich seiner 

Endpunkte eine Funktion h (x) erklärt, welche die Abweichung 
von der linearen Fortsetzung von —(V) darstellt. Auf Grund 

der vorausgesetzten Eigenschaften von F(x) werden sich für h(x) 
gewisse notwendige Bedingungen ergeben, wir wollen sie (H2); 
(H2); .... (H5) nennen, von denen wir dann auch zeigen werden, 
daß sie hinreichend sind. 

Aus 

^(*-D(*)  =/(/i-1)(j); F^-v (x) =/»-»(*) 

folgt: 

(Hi) h(x) = h (x) = o. 

Aus der Existenz von F(,i) (x) schließen wir auf das Vorhanden- 
sein von h' (x) im Inneren jedes t; also 

(H2) h' (pc) vorhanden für x <f x < x. 

Für die Randpunkte entnehmen wir aus (1 ; 2) und (1 ; 4) 

(H 3) h'(x + o) = /<*> (x) — D <*> ; h' (x — o) = /<*> (x) — D »>. 

4. Sei nun ;r0 ein Häufungspunkt von Lückenintervallen t ; aus 
den vorausgesetzten Eigenschaften von F (x) und (E ; 2) folgt für 

beliebige x\ 

(1 ; 5) (x0) — (x — .r0) -/
(ft) (*o) = 0 (x — -r0). 

6*  
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Ist x speziell ein Punkt im Inneren eines Lückenintervalles, so 
können wir wegen (l ; 2) die linke Seite von (1 ; 5) so schreiben: 

( 1 ; 6) / O) — /(ft _ 1} Oo ) — (x - x0 ) % � /(Ä) Oo) + h (x). 

Für das folgende bezeichnen wir das einzige eventuell vorhandene 
Lückenintervall, von dem x0 ein Endpunkt ist, mit t0

5. In [1] 

wurde nun gezeigt6, daß bei linearer Ausfüllung der Lücken- 
intervalle die Differenzierbarkeit in den Intervallhäufungspunk- 
ten nicht gestört wird, d. h. daß die Relation besteht: 

( 1 ; 7) / (x) — /(,i -x) Oo) — O — x0)f
m Oo) = 0 O — *0) ; *  e (21 — t „) . 

Aus (1 ; 5), (1 ; 6), (1 ; 7) entnehmen wir daher: 

(H4) h (x) = o (x % —x0) für jedes x0; .r£(Si — i0). 

5. Schließlich bekommen wir für h(x) noch Bedingungen aus 
den Gleichungen: 

(1 ; 8) 
a) A<'">0) =/00O) ^  ̂, 

o <, u 5k k — 2 
b) A<“>0) =/('*) O) - 

(Für p == k— 1 und p. = k laufen diese Forderungen auf (Hx) 

und (H3) hinaus.) Wir gehen aus von (1 ; 2), indem wir für 
x ^x  ̂x schreiben : 

(1 ; 9) — O) — / — h (x) -|- O — x) % � D+ h (x). 

Durch (p -f- i)-malige Integration dieser Gleichung erhalten wir: 

O) =/(” % -% " ~°-1(x) +(x — x)- /(*-/<-!>  O) + . .. . 

(1 ; 10) . . . . + (4^f
1
 • /(ft-P O) + vr ’D (/° + 

K ' 
1 (p + 19! O + 2)! 

/ /z (/) ——~~ dt\ x  ̂x  ̂x; o 5k p 5k k — 2. 
/ (J- • 

5 Wenn kein solches Intervall vorhanden ist, verstehen wir unter t0 die 
Nullmenge. 

0 Vgl. [1]; P- 704 (Nr. 4). 
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Die Integrationskonstanten sind dabei so gewählt, daß (1 ; 8 a) für 
jedes [i. (o ^ [J. 5^ k — 2) erfüllt ist. Setzen wir in (1 ; 10) x = x, 

so muß sich für ,F<ft-/t-2) (#) der Wert(Æ) ergeben. Die so 
entstehenden Bedingungsgleichungen sind aber unsymmetrisch, 

da die Stelle x bevorzugt ist. Um zu symmetrischen Gleichungen 
zu gelangen, schlagen wir folgenden Weg ein : Vertauscht man in 
(1 ; 10) x mit x, so erhält man eine Darstellung von (x), 

bei der die Stelle x ausgezeichnet ist und welche der Relation 
(i;8b), nicht aber identisch (i;8a) genügt. Zur Abkürzung 
führen wir jetzt die Bezeichnungen ein : 

(G 11) 

An(x) = /(ft~''-2) (x) + (x—% � x) % � (x) + . . . . 

(F + 1)! ([i. + 2) ! 

in (x)  = •“ 
2> (x)  + (X  X) (x)  • 

% � %  • • + ~~ (*) + V-DM. 
(ß + 1)! (F + 2) ! 

Setzen wir nun die Darstellung von F^h~,l~2\x) in (1; 10) mit 
der anderen Darstellung gleich, die sich aus (1 ; 10) durch Ver- 
tauschung von x mit x ergibt, so bekommen wir mit Benützung 
von (1 ; 11) : 

An (x) + / h (0 dt = Au (x) + f h (0 (* JY dt, 
? ‘x  

oder anders geschrieben : 

X 

(1 ; 12) / h(t) ^x~ *y dt = Ä/I(x) _ Anix); o ^ {1 £ k — 2. 
J F • 
X 

Diese (k — 1) Bedingungsgleichungen, denen h(x) genügen muß 
lassen sich noch bedeutend vereinfachen. Für [i. — o nimmt (1; 12), 

wie man leicht nachrechnet, folgende Form an 

X 

f hit)dt = D— d/(ft_1), 
X 

(G 13) 


