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Zur Theorie der Raumkurven.
Von A. Voss.

Vorgetragen in der Sitzung am 7. Juli 1923.

L ‘
Abwickelbare Flichen durch eine gegebene Kurve.l)

§ 1.

Ils sei P ein Punkt der Raumkurve €, dessen Koordinaten
z, 9, # Funktionen der Bogenlinge s sind, «, 8, y; &y, 1 4, 1, v
die den Frenetschen Formeln geniigenden Richtungscosinus der
Tangente, Hauptnormale und Binormale (d. h. gegen die Kanten
des Triéders von (), endlich ¢, v die Radien der Kriimmung und
Windung von €. Durch I’ sei eine Strecke I’() gezogen, deren
Projektionen u, v, w aut die Triéderaxen die erzeugende Gerade g
einer abwickelbaren Fliche bestimmen. Die Koordinaten von ¢/
sind dann

1) X=z+ ua+4 v+ wi?
Geht man auf ¢ von P aus um ds fort, so ist

_v<z+:)+wi +aun'+ ﬂv'—}—lw‘) ds.

<

2) dX = (a + u
Soll der Punkt X + dX, Y+ dY, Z+ dZ auf den von ¢ um o

entfernten Punkt @, von P fallen, so hat man
2a) dX =0 @wa-+vé+ wi)

und die Vergleichung von 2) und 2a) liefert dann

§
o

1) Die Gleichungen 1) und 2) gelten auch fiir die Vertauschung von
Xa&Z mit Ygyn und ZypZr. Die Striche bezeichnen die Differential-
(uotienten nach s.

13*
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S == (1 —: + u‘)vds

3) ov = <¢( + = + 1)’) ds

o = (— v + w‘) ds,
T

oder, wenn der im allgemeinen von Null verschiedene & : ds
durch ¢ bezeichnet wird,

v
ou =1— -+
0

3a) -+ Yo

”D

oW = — v —+ ',
T
Ist w + 0,') so hat man

u v v

=1— ww —
w o + T
v 2 w v
— =4 -4 v — -
w0 + T + 7’
oder
2%
1 v wv 1l d
4 e w==10
) w gw+wwr+— !
ds
v
. % 1 P2 d
D) '+_ <1+_0>+ il):o,
wo T w? .
ds
1 f | 1 v U
also iur %’;:G“ w 02, w=(;'3,
G, r% clo3
4 a) g =
0
. Ty 1+ o d02
(313 —= == 0
) + ds

1) w —= 0 ist tiberhaupt auszuschlieBen; dieser Annahme entspricht
nur die durch die Tangentenfliiche von € gebildete Abwickelbare.
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Schon hieraus lassen sich einige Schliisse hinsichtlich der
Integration des Systems 3a) ziehen.

Erstens. Wird o, willkiirlich angenommen, so ist o, durch
eine Biccatische Gleichung 5a) gegeben, damit also nach 4a)

auch o,.

Zweitens. Wird o, willkiirlich gewiihlt, so liefert 5a) den
Wert von o5, dann 4a) auch o, so daB nun u, v, w ohne jede
Integration gefunden werden, d. h. unendlich viele abwickel-
bare Flichen durch C bestimmt sind.

Drittens. Werden Z/ und v als Konstanten ¢, und ¢, an-
genommen, so gibt 4)

L SN
0 T

Dies ist die bekannte Gleichung, welcher eine Bertrandsche
Kurve €' geniligen muf; dabei muf aber noch die Gleichung

S (14 (2)) s+ i (n) =0

erfiillt sein, also w einer Ricccatischen Gleichung geniigen, wo-
mit eine besondere Gattung Bertrandscher Kurven definiert ist.!)

Viertens. Ist =0, soist nach 4) v == o und aus 5) folgt

4

arctg <Z> + f (_er = Const.,

das ist die bekannte Gleichung fiir die Konstruktion der Filar-
evoluten von C.

Finftens. Es kann auch bestindig o gleich Null sein,
dies entspricht einem besonderen Falle, der hier der Kiirze halber
nicht weiter verfolgt werden soll, fiir allgemeine Schraubenlinien
sich leicht durch Quadratur behandeln liBt.

1) Man kann hier die Konstruktion fir die gemeine Schraubenlinie
aller dieser abwickelbaren Flichen durch Quadratur bemerken.
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§ 2.
Etwas einfachere Gleichungen ergeben sich noch, wenn man,
um insbesondere das Problem der Traktrix-Kvoluten von C
i seiner allgemeinsten Gestalt in Betrachtung zu ziehen,?)

uw=at, v=>bt, w=ct

mit der Bedingung a® 4 0* 4+ ¢* =1 setzt, so daB nun «, b, ¢ die
Richtungscosinus von ¢ gegen die Triéderaxen sind, und ¢ die
Entfernung P @ bedeutet. Multipliziert man die Gleichungen 3)
des §1
th
1— : +ta+a't =o0at

%t—i—%—}—t’b—{—b‘t;——abt

bt
- +tectte' = oct

mit «, b, ¢ und addiert, so folgt
1 a+t = ot,
also:

1—— t— = 5=
0—{-—at a 0

<

2) c%t—}—-tz—c—]—b‘t——ab:f[-:

—?—{-c’t—ac:Z:O,

so daB ¢' ganz herausfillt. Da jetzt
aZ+bH+c¢cZ=a—a*—ab®—ac®=0
ist, so wird falls @ & 0 ist, durch die beiden letzten Gleichungen

von 2) durch die erste erfiillt.
Setzt man jetzt

b=V1—a2cosp

3) R
¢=V1—a’sing

!) Davon wird hier indes der Kiirze wegen nicht wieder gehandelt.
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so erhiilt man durch Elimination von £ aus 2), wobel ¢ £ 0 an-
zunehmen ist,

4) T e —be = 0

und aus 3)

PR o (l(/)
be—c'b=—(1 ds
Aus 4) wird jetzt

Vl—cr Vl

5) ds

&

Um diese Diﬁerentialgleichung auf ihre einfachste Form zu bringen,
setze man

26 1— 6°
COS(p=1+? sm(, 1+62,
L d 2do . e .
womit d(.}: = d(s 14 6% wird. So wird aus 5) die Riccatische
Gleichung :

2d0o 1 a 0 5o @ i
L P <[V1—a5‘+:] £ [ 1/1_aD

Sie bestimmt bei konstantem o/r d. h. fiir jede Schrauben-
linie bei konstanten ¢ das gesuchte 6# durch Quadratur, und
es scheint von Interesse, daB man fiir diejenigen Krzeugen-
den von abwickelbaren Flichen, welche einen konstan-
ten Winkel mit der Kurventangente einschlieBen, die
Verallgemeinerung der Gleichung der Filarevoluten
(vgl. § 1, unter viertens) erhilt.
Haben nimlich

a a T

Viae Th 1T yisae

gleiches Vorzeichen, so dafi etwa das erste mit + p* das zweite
mit + ¢° bezeichnet wird, so hat man
2d6 ds
gt o
Da aber bei der Ableitung der Gleichung 5) a nicht als
konstant vorausgesetzt ist, so ist die Integration durch einen
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arcus tangens?!) auch dann nor moglich, wenn nur das Ver-

hiiltnis von
« 1 1 «

oVli—at T 7 oVi—a®

konstant ==/ oder
« k—1r+

Vi1—a I ES
ist. Mierdurch sind fir jede Kurve € o' abwickelbare
Flichen durch ¢ bestimmt.

11.
Zur Theorie der Raumkurven.

B. de St. Venant (1844) und J. Bertrand (1848/50) be-
merkten, daB das Verhiiltnis o :7 = w der Kriimmungs- und
Windungsradien fiir jede zylindrische Schraubenlinie konstant,
und auch umgekehrt jede Kurve mit konstantem u eine solche
Schraubenlinie ist. Dieser Satz findet sich z. B. in den gebriuch-
lichen Lehrbiichern (L. Bianchi, Differentialgeometrie, Leipzig, S. 17,
G. Scheffers, Einfithrung in die Theorie der Kurven, 2. Aufl. 1910,
Bd. I 8. 302, dort auch mit Beriicksichtigung des besonderen
Falles w =1i).2) Verallgemeinerungen des Satzes scheinen bisher
nicht erwéhnt zu sein. In der Tat hingt auch die Untersuchung
weiterer Fragen meistens von nicht einfachen Differentialgleichungen
ab. Kinige Fiille iibersichtlicher Art migen hier jedoch ange-
fithrt werden.

§ 1.

Soll die Gerade ¢y oder P@ von I, deren Projektionen auf
die Triéderaxen p, g, r sind, mit einer festen Geraden, deren Rich-
tungscosinus ¢, ¢, ¢, sind, einen konstanten Winkel 6 bilden, so ist

1) (2) p + (Re)q 4 (56) 7 = cos 0 - Vp* + ¢* + 7.
Dabei kann neben ¢; +¢; + ¢; =1 auch »* +¢* ++* =1 an-
genommen werden. Zur Abkiirzung ist in 1) gesetzt:
acy -+ ey, + veg = (ac), ¢, + e, + ey = (&¢),
ley 4 e, 4 ve, = (Le).

1) oder bei ungleichen Vorzeichen durch einen Logarithmus.
%) Hier sollen nur reelle Kurven betrachtet werden,
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Durch ein- und zweimalige Differentiation nach dem Bogen s der
Kurve O erhilt man aus 1) zwei weitere Differentialgleichungen
zwischen p, g, », 0, 7, die aber im allgemeinen so weitliufig sind,
da man sich auf konstante p, ¢, » zuniichst beschrinken wird.
A) Erster Fall.  Ist
1) (uey 4+ p(le) s=EF, (cosf) = - k ),
Vi+pt

so schliet g in der vektifizierenden KEbene mit der Tangente
von C einen konstanten Winkel ein. Aus 1) folgt:

2) (E) (L4 pw) =0
3) [(ac + w(e)] (1 + wp) + (&e)pow' = 0.
Ist nun w nicht konstant, so kann man immer voraussetzen, daf

fiir einen gewissen Bereich von C, 14 wp F 0 sei. Dann hat
man aus 1), 2), 3):

(ac) = kw1 w—p

4a) (ley=—krw—1p
(§¢) =0
oder
4b) =172 (* + 1): (w— p).

s 1st daher
w(l—k)=pxt Vpr+1—k

reell fiir |5 < I, und dieser Bedingung moge & in diesem Bereich
geniigen. Es ist dann daselbst 1+ wp & 0. Wire nimlich

irgendwo w = —1:p, so miiite nach 4b)
U+ 2P (9%
P P
oder

=1+ p* sein.

Auch kann w nicht gleich p sein, weil sonst w* 4+ 1 =0
gegen die Voraussetzung, dafi w reell sein soll, sein miiite. Die
Gleichungen 4a) bleiben also vollig bestimmt, und die Annahme,
daB w variabel sel, fihrt nach 4b) auf den Widerspruch, daB w
konstant sein mufi. Es ergibt sich also:

Soll die Gerade g in der rektifizierenden Ebene,
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die einem konstanten Winkel mit der Tangente bildet,
zu einer festen Richtung eine konstante Neigung haben,
so mufi die Kurve eine Schraubenlinie sein. Dies ist eine
sehr nahe liegende Verallgemeinerung des Bertrandschen Satzes.

B) Zweiter Fall. Es sei (¢é¢)+ (Ae)p = 0, d. h. die Ge-
rade y in der Normalebene, die mit der Hauptnormale einen kon-
stanten Winkel bildet, soll zu einer festen Richtung senkrecht
stehen. Diese Bedingung liefert

(ac) + w(ic)y 4 wp*(he) = 0
(20 [p 1+ w* (14 ) — ow (14 p*)] = 0.
Dies gibt, da (i1¢) =0 auch (x¢) =0, (&¢) = 0 nach sich
ziehen wiirde,
w' _p 1
Tt 47 142
also bei willkiirlich angenommenen o einen arctg in Bezug auf

das Integral f? -+ const. fiir w und damit auch .

C) Dritter Fall. Setzt man fiir eine Gerade in der
Schmiegungsebene

(¢¢) + (acyp = 0.
Man erhiilt auf demselben Wege die Gleichung

P+ P4 f) — = (1 p2) = 0,

woraus ein ganz fihnliches Resultat folgt. Die betreffenden Kur-
ven C sind hierdurch also vollig bestimmt; ihre Gleichungen in
Punktkoordinaten wird man freilich nur durch Integration einer
Riccatischen Gleichung erhalten.

D) Der allgemeinere Fall
1) (@)p+ (be)g + () r =0

gibt unter der Voraussetzung r & 0

2)  (ac) [p*+pgw+ 1]+ (o) [gp + w' (¢ + )] = 0,
3) (ag)[w'orpg —pT)+ (A [(¢° + ) w'or—qT] =0,

wenn

T=p* 4 2pqw + w g + 12 (1 Fw?) = (p + qu)* + 72 (14w?)
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gesetzt wird. Aus 1), 2), 3) folgt dann die Differentialgleichung
fiir w, welche entwickelt die einfache Gestalt

(o ) () =
annimmt, aus deren Losung wieder o folgt.
E) Soll die Hauptnormale mit einer festen Richtung
einen konstanten Winkel bilden, so hat man
((c)=1Fk
zu setzen. Dies gibt die Gleichungen
kw
(ac) =+ 0w
(be) =1k
(h0) = kA Aw?)

ow'

?

also

() e

otw'®
Hieraus folgt wieder — o = _—ijf»ds- —+ ¢ und damit 7.
Vitw? 0

§ 2.
In einigen Fillen kann man auch p und w gleichzeitig
als verdnderlich ansehen.

A) Erster Fall.

1) o)+ (ac)yp =10

2) (ac)[p'e — (1 +p)] —w(ic) = 0.
Setzt man

3) S=p'o—(1+p%,

so gibt die Differentiation von 2)
i

— @) (S — ) p 42 a0) B — @) 0" =0

oder

_ w' 2 as _
S{p-i-e w}—l-w pte . =0
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Setzt man jetzt p=1kp, also den Teilungsmodus der Ge-
raden g in der Schmiegungsebene proportional dem Kriimmungs-
radius, so hat man, da p herausfillt, eine lineare Differential-

gleichung einfachster Art bei angenommenem w fiir S. Setzt
man den Wert von S in 3) ein, so erhilt man

S=rkoo' —(1+k¢?,

also eine lineare Differentialgleichung fiir p?, und damit den
zugehdrigen Wert von 7.

B) Zweiter Fall.

Setzt man

1) te)+ (2e)p = 0, (g9 in der Normalehene)
so wird fiir

2 S=po—w(l+p?)

3) (he)X —(ac) =0,

also .

4) 0 (cZZ; —p(Zw--1).

Fiir p == ok erhiilt man wieder eine lineare Differential-

gleichung fiir 2, und dann aus 2) eine lineare Differential-
: e 2
gleichung fiir o

C) Dritter Fall.
1) (a6) + (he) p — 0
2) (E0) (14 pw) + (o) p'e.

Es sei 14+ pw ¥ 0 in dem gewihlten Bereich der Kurve C,
so daB fir p'o = (14 pw)g

(Ee)+ (Ae)g = 0 ist.
Hieraus folgt weiter
3) — ((ac) + (Geyw) + (Geygw + (he)q'o = 0.

Aus 1), 2), 3) folgt jetzt, wenn (1¢) nicht Null sein soll,
was auch (a¢) = 0, (§¢) = 0 zur Folge haben wiirde,

4) p—w-—q*w+q'0o=0.
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Wiihlt man jetzt p = kw, also proportional dem Ver-
hiltnis der Kriimmungs- und Windungsradien, so wird
aus 4)

wl[k—1) —qg*w -+ ¢'o = 0, oder
(k—1)g"+q'v=0,
welche Gleichung ¢ mittels 7 bestimmt.
Setzt man jetzt noch

w ]vO

1 K ao?
so hat man wieder eine Gleichung fiir w, also auch o
Funktion von s angenommen ist.

—, und 0 = wr,

falls 7 als

~.’

II.
Uber die Minimalkurven.
Unter einer Minimalkurve kann man alle diejenigen Kurven
verstehen, deren Koordinaten der Gleichung
1) (.’lj‘ P ~t Il)2+ (,, ll) + (xl " I u)_ — O
geniigen. Bezeichnet man die drei Determinanten in 1) durch
u, v, w, so folgt aus
w? 4 v? 4w =0
wenn man nur den trivialen, nur gerade Linien liefernden Fall
=19 =w:=0 ausscheidet, In bekannter Weise das System
der Gleichungen
yl Z” . z/ yu — (lg . 1) w
2) gt —z =0+ Diw
xl ?/ll __yl xll — 2210’
wo w ein Proportionalitiitsfaktor und 2 irgend eine Funktion der
unabhingigen Vali'xbeln ¢ ist. Multipliziert man die Gleichungen 2)
mit z', ¥, 2'; 2", y'", 2" und addiert, so erhilt man

3) (= 1)a' 4 (@ + D) y'i+ 20 =0
4) (2 —1)a" + (2 + 1) y"i+ 222" = 0,
da von w = 0 abzusehen ist. Differentiiert man 3) nach ¢, =o

folgt nach 4)
) A (4 (a! + iy 4+ 2 =
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Es sind demnach zweil wesentlich verschiedene Li-
sungen vorhanden. Entweder ist 1’ = 0, also 2 eine Kon-
stante, oder es ist 4 eine Funktion von # und dann muB die
Gleichung

6) x4 iy)+2'=0
erfiillt sein.
Im ersten Falle foigt aus 3)
@ —Da+iy@@*+4 1)+ 222 = const,,

es ergeben sich ebene Kurven. Soll eine solche Kurve durch
den Punkt z,, v, ¢, gehen, so ist
D) @ —1) @)+ iR 1) [ — )+ 24 (s —2) = 0
und die Ebenen dieser Kurve umbhiillen den isotropen Kegel mit
der Spitze z,, ¥, 2, Die expliziten Gleichungen der Kurven,
erhiilt man, wenn 2 und y als willkiirliche Funktionen von £ an-
genommen werden, und aus 7) 2 bestimmt wird. Aus der zwei-
mal differentiierten Gleichung folgen dann wieder die Ausdriicke
fiir w, v, w, so da man jedesmal unendlich viele Kurven durch
Zy Yo 2, erhilt.
Im zweiten Falle hat man

A +iy)Y+ e =0

(PB—Da'+i@@4+ 1Dy 4+2i=0
und erhilt hieraus die Minimalkurven erster Ordnung nach
der Bezeichnung von G. Scheffers (Binfithrung in die Theorie

der Kurven, 1910, Bd. I, S. 242—243), dessen Darstellung ¢ier
durch eine etwas andere Anordnung ersetzt ist.



