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Über die isotherme Teilung. 

Von A. A
r
oss. 

Vorgetragen in der Sitzung am 7. Juli 1923. 

Jede quadratische Differentialform ds2 = e du2 2/'du dv 
J- y dv- einer reellen Flüche (auf die wir uns hier beschränken) 

läßt sicli durch Lösung einer Differentialgleichung auf die iso- 

therme Form ds2 — E (du\ -f- dv\) bringen, und durch Einfüh- 
rung der willkürlichen Funktion ul -f- ivx = tp (u2 + iv2) jede 

andere isotherme Teilung erhalten. Jeder isothermen Teilung ent- 
spricht daher eine Iris auf einen konstanten Faktor bestimmte 

Funktion einer komplexen Variabein, wenn man von einem kon- 
stanten additiven Teil absieht. Die umgekehrte Frage indessen, 

wie man aus irgend einer gegebenen isothermen Teilung diese 
Funktion findet, scheint bisher nicht behandelt zu sein, obwohl 
sie vielleicht nicht ohne Interesse ist. Dazu schien es passend, in 
den § I und II einige allgemeinere Bemerkungen vorauszuschicken. 

§ I. 
Wir betrachten zunächst die Abbildung einer reellen Fläche 

vom Krümmungsmaß Null auf die Ebene mit den rechtwinkeligen 
Koordinaten x, y. Soll das Quadrat des Längenelementes 

ds2 = e du2 -j- 2 f du dv Ar yd v2 

die Form dx2 -f- dy- annehmen, so hat man aus den Gleichungen 

xl + yl = e, x+ yî = y, xu xv + y„ yv = f 

x und y als Funktionen von u, v zu ermitteln. Setzt man 

x„ = r cos 7 , y„ = f sin tp, 

xv — y cos y>, yt — y sin tp, 

]/e, y — }/y positiv sind, und 

1) 

WO £ = 
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2) cos (<p — y-) = = 'C 
Veq 

wird, so erhält man aus den Integrabilitätsbedingungen der Glei- 
chungen 1) durch die Multiplikation mit cos cp, sin 71 resp. cos y, 

sin \p und Addition derselben 

3) 
äv — lu C0S ^ — = 7 H’u sin ^ ’ 
3 « i s. 3 /’ • / \ cos (71 — i/O — — = £ <f\ sin (75 — i/O. 
(71/ a 

Für die Differentialkovariante 

3 a) s — x„ yv — xv y„ = e y sin (1/; — cp) 

hat man ferner 

4) s* = eg — f*, 

wo 2 mit dem positiven oder negativen Zeichen genommen wer- 

den kann. Da nach 2) sin (ip — cp) = f1 — C~, hat fl — C2 

das Vorzeichen von z, und es wird 

cos (1p — 7;) (i/>„ — cpu) — — : Kl — C2, 

oder nach 2) 

5) V» — rPn ~ 

6) 

fl — £2' 

Eliminiert man aus 3) mittels 5) ip„, so hat man 

1 PI 3s _ C 3p 

f f —1-2 V 4 3 v y du 

1 /1 3 e _ 1 dy 
Y1  £

2
 \e 3 V E du 

(
71

" fl--) 

= — 9* 

Aus diesen Gleichungen ist jetzt <p zu bestimmen. Die 

Integrabilitätsbedingung 

3 

a« ly 1 
5 r 1 /t 3t 1 3 JI\ I 3 1 f\ de _ çdy 
u L]/l —f2 V« 3v r 3uJ dv Ll/l —y \7 3n 7 3M fl — C2 

— .  = 0 
fl -12 

ist aber hier erfüllt. Setzt man nämlich den Koordinatenwinkel 
gleich co, so hat man aus cos o> = 'Ç 
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und man erhält 

co II   
Cu ' 

n :2 

3 d E 

du dv 
COS O) 

3y\ 
du 

e sin co 

3 / 3 y 3 f ' 
4- — I — cos o) — 

3I 3u dv 

\ y sin co / 

ti 0: 

dies aber ist (vgl. z. B. Darboux, Theorie générale des surfaces II, 

S. 384) wirklich gleich Null. 
Hat man nun aus 6) durch Quadratur cp in der Form cp 

= To + c- wo cp0 eine bestimmte Funktion von u, v ist, ermittelt, 
so ist i/> = cp0 -f- c -j- arc sin Y1 — C2 — ip0 -j- c und x, y ergeben 
sich durch zwei weitere Quadraturen vollständiger Differentiale 
in der Gestalt 

x = j“ e du cos (cp0 + c) + j' y dv cos (T0 + c) + c3, 

y = J e fDt sin (ç?n + c) + J y dv sin (y0 + c) + c4 

oder, falls 
= j* s M cos Tn + X 3' d v cos To » 

di = § E du sin To + X 7 dv sin To 

gesetzt wird, 
x — x. cos c — y, sin c -j- c,, 

7 a) 1 . 
y = yx cos c + Xj sin c -f- c4, 

so daß 
dx2 -f- dy1 — d x\ -f- d y'i = dU2 + d V2 

wird. Die Formeln 7 a) sind aber nichts anderes als die der 
rechtwinkeligen kongruenten oder symmetrischen Transformation, 
so daß tatsächlich nur eine einzige Lösung entsteht. 

Wird bereits f — 0 vorausgesetzt, so ist die direkte Rech- 
nung noch einfacher. Denn jetzt ist 

und es wird 
xn = l y„, y v ^ xv 

_ nel r _ >h7 . n
f „ _ _Jh 

Ki-f/.2’ ’ Vi + P' " VI + ’ * y 1 + ’ 

wo i) und i/j nach Belieben gleich der positiven oder negativen 
Einheit zu setzen sind, während aus 8) jetzt die Gleichungen 
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Xn_ 
1 + X* 

folgen, so daß 

9) are tg X 

i/ Of 1 

V, 

c fdy civ 
u e 

 3 ;' 1 

1 -p X* yy 3 xi v 

= (J )/j J \3 ii 

3 e du 

3 v y 
const. 

sich ergibt, und damit sind x, y vollständig bestimmt. 

§ n. 
Die durch Fortlassung selbstverständlicher Gleichungen viel 

kürzer darstellbare Betrachtung des g I, welche einfacher sein 
dürfte, als die sonst wohl gebräuchlichen, läßt sich für jede deve- 

loppabele Fläche verallgemeinern. Bekanntlich ist die Ebene 
die einzige Fläche, deren sämtliche Biegungen sich bisher durch 
Quadraturen haben bestimmen lassen, während durch die ausge- 
zeichneten Arbeiten von Darboux, Bianchi und anderen in 

zahlreichen speziellen Fällen das Boursche Problem seine Lösung 
gefunden hat. 

Setzt man in § I, 71 

U = j* (f du sin (f0 -p y du cos >y0, 

V = j (t du cos(f0 -)- y dv sin yy;0), 

so ist ds- = dU- -p dV-\ U und V sind bekannte Funktionen 
von H, v, wobei ds- in g I das Krümmungsmaß Null hat. 

Es seien nun 
X = x -p («j — «]) a, 

1) Y= y + (î>I — u')ß, 
Z = z -P O, — Mj) y 

die Koordinaten einer Developpabeln F; x, y, £ die eines Punktes 
ihrer von dem Bogen element dui abhängigen Gratlinie, a, ß, y 

die Richtungscosinus der Tangente derselben, R der Krümmungs- 
halbmesser, so daß 

732 = 1 

< + + y„V 

dann ist nach 1) das Quadrat des Längenelementes von F ge- 
geben durch 

ds2 = dvi p- dui^ 
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Setzt man jetzt 

f = -y, cos u0 + J d u0 ui sin ua. 

I] = r, sin iiQ — J du0u0 COSM0, 

wo u0 eine passend zu wählende Funktion von M, allein ist, so 

<7£2 -f- dif- = dv\ + dul (v1 — t<j)2. 

Setzt man endlich 

so wird dz2 — d£2 -j- dif = da2. Um also die gegebene Fläche F 
als Verbiegung der Ebene L y zu erhalten, hat man aus den 
Gleichungen 

: = ü = 7> (M, v) = <P («,,«,), 

'/ = y = («, v) = 
1Fiif,, «,) 

7t,, v1 als Funktionen von u, v zu ermitteln; die Lösung enthält 
noch die willkürliche Funktion R. Verlangt man insbesondere, 

daß die Fläche F eine gegebene Krümmung und Torsion ihrer 
Gratlinie habe, so muß man allerdings die betreffende Riccatische 
Gleichung lösen, die nun die Koordinaten x, y, z und damit auch 
R bestimmt, so daß eine ganz bestimmte Transformation entsteht. 

§ III. 

Ist eine Developpable mittels der Gleichung 

dx1 -f- dy"1 = E(du‘l -f dv"1) — da'1, 

wobei VE — r isotherm auf die Ebene x, y abgebildet, so ist 

dx -\- i dy = a /. (du -f- i- d v), 

1) g 
dx — i dy = (d 11 — i dv, 

so daß l Funktion von u, v ist, so wird nach 1) 

(lx — i dy = F l (du ■— idv) 

für l als konjugierte Funktion von /.. Aus 1) folgt jetzt 

/. ). = 1, oder 7. — c‘ 
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Nun hat man aus 1) 

3 e 3 (JO . 31 3 m 
4- l E —I e —- 

■ dv 3 v 3 u on 

oder 

also 

I) 

3 e dm de dm 

dv dll' du dv' 

(0 
dir 

dU 
-f- const.. 

woraus 

II) x + y i = C J e K 
51r 

3« 3 ") f: (ci! M -j- i (7 ?;) -f- const. 

mit den komplexen Konstanten (7, c, die man übrigens auch 

gleich 1 und 0 setzen kann. 

Damit ist abe r die Fun k t i o n æ -\- yi, deren Ausdruck 

in u -j- iv bei gegebenem s gesucht wurde, völlig bestimmt. 

Man kann nun auch umgekehrt die Formel II) direkt be- 

weisen. Setzt man das Längenelement in der Form ds2 — dx2 

-J- dy- voraus, so ist, falls 

(x -f- yi) = f{u 4- iv) — U i V 

ist. IJu — V„ LJ]i — 1 , LJu u 1 Uv v 1L 

a) 

b) 

Da jetzt r — VÜ'u Üv wird, hat man 

die   U„ U,,,, + Uv U„„ 

du Un "f- Ui 

\l- = Uu Unv + Uv Uw 

und 

so wird 

Setzt man rechts in a) U„„ = — Uvv, in b) Uvv = — Uu 

Z — Um Q = U„, 

die 

3 U 

:zv — QVZ die 

dv 

' Qu — Q Zu 

Für 

arctg ’ = o), e = Y z2 -j- C2, 

folgt also 

cos m — 
Ve2 + C2 

, sin (o = 
Vs2 
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3 le. 3le. 
dv — - 

3M dv 
du = — d œ. 

so dah das Integral II) übergeht in 

J {du i dv) jz— i£|. 

Aber der Integrand ist jetzt nichts anderes als 

du U„ -f- idv U„ — i duU„ + dv U, 

oder du U„ -\~ d v Uv i(du Vu -j- dv Vv) = d ( U -j- iV). 

Ist nur ein isothermes Längenelement beliebig gegeben, so 
ist zwar E = U2 V3; es handelt sich dann um die Bestim- 

mung von U und V. Es ist also die Bestimmung des Inte- 
grals II erforderlich, um die zugehörige Funktion x-\-yi 

zu finden. Allerdings kann man ja auch direkt aus E die beiden 
Bestandteile U und V ermitteln, dies führt aber gerade zu der- 
selben Formel II, weshalb dies hier nicht wiederholt werden soll. 

§ IV. 
Es ist vielleicht nicht unpassend, einige Beispiele anzuführen. 

In den einfachsten Fällen (Polarkoordinaten, rationale ganze Funk- 

tionen etc.) macht die Berechnung des Integrals in § III keine 
Schwierigkeit. Ist z. B. 

I) E - (2 u + l)2 + 4 v\ F = ]/(2 u +T)* + 4w*, 

so wird 

3 IF, 3 U 
dv d 

dll d V 

■ Setzt man nun 

2 v = p sin w, 
so wird 

x yi = J (cos m i sin m) Q (du -f- i dv) const, 

oder für c = 0 
x + y1 = (n -j-1 vf + (M -{- i v). 

II) Nimmt man z = sin (u -)- iv), so wird 

dz = cos (M + iv) (du + i dv), 

dz = cos (M — iv) (du — idv), 

F = 
llu l/e

2
 " -f- r. ~ 

2
 " -p 2 cos 2 M = f 2 .J • 
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Es ist also 

-S-S- 
e ~ v) d II + 2 sin (2 u) dr 

F.(du -j- idv) 

zu berechnen. Aus der Identität 

ev — c 
d I arctg tg u 

(eiv — e-20) ■ du -j- 2 sin(2M) dv 

ev + e~vJ ) zl2 

auf die man aus g III geführt wird, erhält man dann z, wenn man 

sin u (ev — e~ ') = o sin co, 

cos u (e1’ — e~v) = o cos o> 

setzt, so daß in der Tat die Sinusfunktion entsteht. 

III) Konfokale Kegelschnitte. Nimmt man 

x 

so wird 

1h (ui + l )
sin
 > y = 

lh (**i — l)cos
 ®i • 

x -(- yi = 1/2 i J für 

v. 

die Gleichung 

E, = lli (e2" + c~2" + e2iv — e~2,v) 

liefern, so daß e gerade denselben Wert wie im Falle il erhält, 

so daß sich das bekannte Resultat ergibt. Die direkte Bestim- 

mung des Integrals würde hier schon weitläufig ausfallen. o o o 

IV) Etwas anders liegt die Sache aber beim isothermen 

System konjugierter Kreisbüschel. 

Die orthogonalen Kreisbüschel 

1) 
x- -}- y2 — 2 ux k- = 0, 

x- -}- iß — 2 v x — 7c2 = 0 

geben für u >lc zur Bestimmung der reellen Schnittpunkte 

der Kreise 

2) ux — vy = ¥. 

Setzt man 

¥ 

u — v t ' 

¥t 

u — vV 
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so ist nach 1) 

4) t2 = 
u% — Je- 

¥ ff- vl 

Die Differentiation von 1) liefert 

(x — u) dx -j- y dy = x du, 

x dx ff- (y — v) dy = y dv 

oder nach 3) für a = (x — u) (y — v) — xy 

o dx — x(y — v) du —• y2 dv, 

n dy = y(x — u) dv — x2 du 

oder 

dx, , d..,   JA 
du2 + »*) + dvi(u

2
 - **)<* dx ff-dy -k o*(ü-vty 1 

Setzt man aus 4) t und t2 rechts ein, so wird 

(u V ¥ ff- vl — vVir — k2) y u2 — k2 

u — v t 
also 

5) dx3 ff- dy2 = ¥ (u3 - ¥) {v2 ff- ¥) 

du dv 

\Ul — ¥J \/c* — vlj 

(u Vvl ff- ¥ — v (Yu2 — ¥)'1 

Diese isotherme Teilung ist jetzt auf ihre Normalform zu 
bringen. Setzt man nun in 5) 

u — k , v 
 T = e-”>, arctg 7 = v, oder v = k tg«., 
u ff- k ° k 1 n 1 ’ 

so wird 

v2 ff- ¥ 
¥ dv 

cos* vi ’ vl ff- ¥ k 
dv ,, 

u — — k 
e"i ff- e-«i 

c"> — e-”i’ 

du 
u* — ¥ =  du = dl 

(c«i_e-«i )»„* — &* y u — k 

u ff- k 

und nach einfacher Zwischenrechnung 

6) 

so dali 

dx' + dy' = 
(e"> ff- e~"> ff- 2 sin v,)* 

13 Kitziingsb. (1. niatli.-phys. Kl. .Talirg. 1023. 
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- . 2 le 
e!'i -4- e * "i -J- 2 sin v 

folgt, womit auch 10 bestimmt ist. 

Als Vergleichsfunktion bei der Bestimmung des vollstän- 

digen Differentials kann hier 

dienen. 

X -f- Yi — Je arctg ( U -f- i V) 

Es wird dann 

dX2 + clY2 16 P (d U2 -f d V2) 

(e2u -f- e—2B + 2 cos 2 U f ' 

also wenn e, und die zu e und co entsprechenden Zahlen 
bedeuten 

derart, daß 

4 Je 

-j- e~21' 2 cos 2 U 

Je tg ( U -f- i V) — J ei,ri e, (d U -j-id V) 

eine Identität wird, wenn co1 aus den Differentialquotienten des 
Setzt man nun 1 entnommen wird 

2 V = 2 ü = rr/2 — V1, - - — »,, 

so wird, da f, bis auf einen konstanten Faktor in e übergeht, 
der im ?(e,) beim Differentiieren herausfällt, wenn man endlich 
noch in dem zu suchenden Integrale diese Werte einführt, sein 

Wert auf
 7 7 (■ «1 , D ,A h tg ^ j + j — W4 ) 

zurückgeführt, und hierdurch ist die Funktion der komplexen 
Variahein ux i v, völlig bestimmt durch einen einfachen Aus- 

w, ivx 

2 
druck in tg 


