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Abschitzung von Funktionen grosser Zahlen.
Von Georg Faber.

Vorgelegt in der Sitzung am 4. November 1922.

Den Anlaf zu der folgenden Abhandlung gab das Be-
streben, die Entwickelbarkeit gegebener Funktionen (sowohl
einer komplexen wie insbesondere auch einer reellen Verinder-
lichen) zu untersuchen, welche nach Art der Fourierschen
Reihen gebildet sind und nach gewissen Polynomen, insbe-
sondere nach Hermiteschen U, (x) und nach Laguerreschen
L, (z) fortschreiten.!) Beide Arten Polynome sind Grenzfille
der Legendreschen:

: N 1 d(z*—1)

D Xa(@) = om!  dzr

die nach Legendreschen Polynomen zu entwickelnde Funktion
hat man als im Intervalle — 1, |~ 1 definiert anzusehen; ver-
hiilt sie sich auferdem in allen Punkten dieses Intervalls, auch
in den Endpunkten regulir, so konvergiert die Entwickelung
im Innern einer Ellipse, deren Brennpunkte £ 1 sind und auf
der mindestens eine singulire Stelle der Funktion liegt. Bei
den Hermiteschen Polynomen

“da

ist das Intervall — 1, 4+ 1 auf — o0, + oo ausgedehnt, wobei
die konfokalen Ellipsen in Parallelenpaare zu beiden Seiten

2) Ja(X) = e

1) Hermite, C. R. 58 (1864), S. 93. — Laguerre, Bull. de la
Soc. math. de Irance 7 (1879) = Qeuvres I, S. 428. Beide Benennungen
sind insofern ungerechtfertigt, als beide Arten Polynome schon vorher
von T'schebyscheft untersucht worden sind: Bull. phys.-math. de I'Acad.
de St. Pétershourg 1 (1859) — Oeuvres I, S. 501,
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der reellen Achse iibergehen. Dagegen hat man es bei den
Laguerreschen Polynomen

dn xhe— 1

2 L@ = & =y
mit dem Intervall 0, ®o und mit konfokalen Parabeln zu tun.
Die Polynome U,(z) und L, (z) treten auch als Koeffi-

zienten gewisser Reihenentwickelungen auf:

1 o _r'~’ - ”
4) 0_ 2(.E—I—h) —_ 2 x” h U,, (x)
5 n!
(folgt ohne weiteres aus (2)),
5) R S = N (z) 2. 1)
(l — Z)m+l o

Ich zeige nun, wie man fir diese und andere Koeffizienten
asymptotische Ausdriicke finden kann mit relativen Fehlern
der Ordnung 1/n*, wo » jede ganze positive Zahl sein kann.
Ist dies geschehen, so kann die eingangs erwiihnte Unter-
suchung nach dem von Darboux?) gegebenen Vorbilde leicht
durchgefiihrt werden; die Unendlichkeit der Intervalle macht
keine Schwierigkeit. Der hier angegebene Weg diirfte dem
iber die Theorie der Integralgleichungen fiithrenden?®) in vieler
Hinsicht vorzuziehen sein. Kr fiithrt auch bei den allgemei-
neren in dem Burkhardtschen Berichte,?) S. 900—903 er-
withnten Polynomen U (x), To” (%) zum Ziel. Ich zeige im
folgenden nur, wie man die nitigen asymptotischen Darstel-
lungen finden kann; deren Verwendung fiir die Untersuchung
von Reihenentwickelungen nach dem Darbouxschen Vorbilde
ist dann eine leichte und lohnende Aufgabe; ich selbst ver-
zichte darauf, sie durchzufiihren.

1) Sonin, Math. Ann. 16 (1880), S. 42; vgl. A. Gegenbauer,
Wien. Ber. 952 (1887), S. 274.

2) Darboux, Journ. de math. (3) 4 (1878).

3) Myller-Lebedeff, Math. Ann. 64 (1907), S. 388.

4) Jahresbericht der D. Math.-Ver. 102 (1908); daselbst auch weilere
Literaturangaben.
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S . Auseinandersetzung des Verfahrens.

Die Ergebnisse und Anwendungen meines Abschitzungs-
verfahrens diirften neu sein.. Sein Grundgedanke ist es, wie
ich nachtriiglich merkte, nicht; es hat ihn schon Riemann,
wie H. A. Schwarz aus Notizen in dessen NachlaB heraus-
fand,) beniitzt, vielleicht beeinfluit durch verwandte Uber-
legungen bei Laplace. Dieser Grundgedanke besteht in fol-
gendem:

f(2) ==f(& + in) sel eine analytische Funktion; z, sei eine
einfache Nullstelle der Ableitung f*(2) und es sei f(z,) % 0.
Die Funktion f(#) gestattet dann in der Umgebung der Stelle 2,
eine Entwickelung der Form:

f” (’70)
21 (%)
und es gibt durch ¢, zwei aufeinander senkrechte Gerade g,, g,
von folgender Figenschaft: auf g, und g, ist (¢ — 22 f"'(¢,):
2f(z,) reell und zwar positiv auf g,, negativ auf g,.

6) @ =fe |1+ @—%r+~}

Hat man nun
7 [rea:
(4

zu bilden lings einer Kurve C, die durch £, geht und in diesem
Punkte g, zur Tangente hat, so nimmt f(2)| im Punkte z,
einen grotieren Wert an als in allen auf C gelegenen Nachbar-
punkten # und man erhilt unter Umstiinden einen Niherungs-
wert fiir das Integral (7), wenn man von dem ganzen Inte-
grationswege C nur eine gewisse Umgebung der Stelle 2, bei-
behiilt. Diese Uberlegungen gelten auch dann noch, wenn die
Tangente an C in 2, nicht mit g, zusammenfillt, sondern mit
g, einen Winkel bildet, der dem Betrage nach < z[4 ist; auch
darf an Stelle des Punktes ¢, ein Nachbarpunkt gewihlt werden.
Durch die so noch vorhandene groie Bewegungsfreiheit liBt

B Riemanns Werke, 2. Aufl,, 8. 429. Eine andere Anwendung
des Grundgedankens machte Herr Debye, Math. Ann. 67 (1909), S. 537,
Sitzungsh. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1922, 20
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sich das Verfahren den einzelnen Anwendungen anpassen. Als
Integrationsweg wird man meist eine Strecke mit dem Mittel-
punkte z, oder einen Kreisbogen wiihlen kénnen. Dann hat
man es, wenn ¢ eine reelle Veriinderliche und £ eine positive
Zahl bedeutet, schliefilich mit einem Integrale der folgenden
Form zu tun:

+8
8) fe [+ at+ae+--)ae.
—A

Wenn #, genau eine Nullstelle der Funktion f'(2) ist, s
ist @, = 0; doch machen wir diese Voraussetzung nicht, auch
nicht die, daB g, Tangente von € und dementsprechend a,
reell und negativ sei; doch verlangen wir, dafi der Realteil

9) R(a,) <O
sei; gelegentlich wiirde auch die Annahme
(9) R (ay) <0

geniigen. Das Integral (8) bringen wir auf die Form:

+ 8
10) fleo [t 4ot 45,6 4 ay,
=s

wo also 1 +4-b,¢ 4 b,t2 4 - .. die Potenzreihe fiir das Produkt
e_(“t—azie(]. + a’lt + azt? + . .)

ist. Danach wiire b, == 0; doch wollen wir zulassen, dak die
Koeffizienten a,, @, in (10) nur annihernd die gleichen sind
wie in (8), so daf nicht notwendig b, = 0 sein mub.

Dagegen machen wir im Hinblick auf die beabsichtigten
Anwendungen folgende Voraussetzungen (die sich leicht durch
allgemeinere ersetzen liefien):

f(2) und damit die Koeffizienten in (8), (10) hiingen noch
von einem positiven Parameter »n ab, der iiber alle Grenzen
wiichst, und es sei fiir # —» w:

11) lim|a,| = w,

12) lim R (a): a,| <0, etwa =—27

<y
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18) lim ai|: a, 4 oo, sondern etwa = I"*(>0),
14) Hm |b,]: a3 " " F oo fiir v=1,2, 3,

und fiir eine positive Zahl a; ferner von einem gewissen Werte
des Parameters n ab:

15) p>(g|ay )lag|—,
16) f<(g a,
Der Fehler, der dadurch entsteht, dak der Wert J des
Integrals (7) durch das Integral (10) ersetzt wird, sei gleich
J o( a,y’), wie grok auch » sei. Relative Fehler dieser
Ordnung, fiir die ich kurz O(ja,|~*) schreibe, werden bei
unserer asymptotischen Darstellung nicht mehr mitberiicksichtigt,
sondern nur solche der Ordnungen O (Jay|~") (»=1,2,3,...).
Wir stellen nun einige Formeln zusammen, indem wir
von der bekannten Beziehung
+o o
17) f purt? — 7
=

—_—®x

ausgehen; es geniigt, dieselbe filr reelle negative a, zu be-
weisen, sie gilt, da beiderseits analytische IFunktionen von a,
stehen, dann ganz von selbst fiir alle @, mit R (a,) <0. Unter
der Quadratwurzel ist der Hauptwert mit positivem Realteil
zu verstehen. Wir setzen im folgenden R (a,) <O voraus und
erhalten durch % malige Differentiation von (17) nach a,:

+=

) (2L) l/
agl? 42k
18) fe? t dt ‘k]‘ ( (I,)k a2

— o

Hieraus ergibt sich nach Multiplikation mit a2%:(2%)!
und Summation nach k:

~4-
19) fe"ﬂ+azf'~’dt=]/—”e“—
—_0 a"z

1) Und selbstverstindlich kleiner als der Konvergenzradius der auf
der rechten Seite von (10) vorkommenden Reihe,

20*
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Endlich findet man aus dieser Formel durch % malige Dif-
ferentiation nach @, mit Beachtung von (2):

+® - a2
20) ft"c"1i+aeigdt=V na-c—4“2 (Vl >k Uk( a, )

- 2a V24,

2

mit beliebiger Bestimmung der Quadratwurzel Ve a,, die beim

. . . . 5 A
Ausmultiplizieren der rechten Seite nur mit geraden Kponenten
auftritt.

Nach (13), (19) ist also

+ > + o k
21)  [rremrardt— f[emtrnearo (1ol 3).

Man beweist ferner leicht, dat wegen (15) die Differenz

+o 46
22) ft" ean+aeﬂdt—ftke"x“rnw(u —=0(a,~")"
e )

und also auch

+o +4
:___fenit—i—agt?dt()(la?I-m) . f ea,t+11212 dt()( (12 —m) ISt,
—» .y

woraus wegen (21) folgt

+5 +4 "
23) ft"e“l“*‘“z’gdt =fc"1‘+”2‘2 dt 0 ( a, B ) .
—8 —8

Die Differenz (22) ist niimlich dem Betrage nach kleiner als®)

1) Danach ist, wenn von vornherein relative Fehler der Ordnung
O( ay; —”) auber Betracht bleiben, die durch (16) geforderte Beschriin-
kung von 8 nach oben hin bedentungslos; sie hat nur den Zweck, eine
spitere Rechnung (S. 291) abzukiirzen.

%) Falls # =1, entfilllt das erste Integral aunf der rechten Seite
von (24).
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24) 2fike'a1't+m(a2)t2dt
I
1 o
<92 J‘ ellay [+ Pt g ¢ _|,_ 2 eﬁg?)?(aﬂft‘_’k elar t+IR( 2 g ¢
B —w

< Qe alr -y a)lglay ) ay] ~Mr1g ay + e~ 7l O(la,| —k—%)
(wegen (12), (13), (15) fiir grobe |a,|), (wegen (12), (21))
— MOt
Wenn man das Integral von (10) ersetzt durch
+8
25) fewwﬁ»u by Byt A D dt,
-y
so entsteht ein Fehler, der dem Betrage nach kleiner ist als
+7

)()) fbk+lcztxl+11212tk+ldt + ﬁ b /) 2] ay t+R(ap) 2
-8

< ng":H'(’z‘? dt 0 Ibl"Hl +0(ia ‘_U‘+°)“lg a Ilc+2)0( — ,,2)

a 2

ek 28) (nach (14), (16), (19), (12), (13))
+8
_—_fe"1‘+“2"dt0(:a2|"("+‘)“) (wegen (14)).
-8

Die Ersetzung von (10) durch (25) geschieht also mit
einem relativen Fehler der Ordnung O (Ja,|~%+"%) und diese
Ordnung des relativen Fehlers wird nach (22) nicht geiindert,
wenn man in (25) die Grenzen auf — oo, -+ oo ausdehnt.
Dann aber (und das ist der Zweck dieser Veriinderung der
Integrationsgrenzen) lifit sich (25) in geschlossener Form aus-
werten und man gewinnt also, indem man

+»
27) fmfmtﬂ(l bt byt ) dt

—_—n
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gliedweise integriert, fiir (10) und damit auch fiir (7) eine
asymptotische Rethe, bet der relative Fehler der Ordnung
O(|ay|—*) vernachliissigt werden, wiihrend, falls nur geniigend
viele Reihenglieder benutzt werden, der relative Fehler unter-
halb O(ja,'—") bleibt, wie grofs auch » sel.

Man beachte noch, daB die Geltung der Voraussetzung
(11): lim |a,| =0, falls sie von vornherein nicht erfiillt sein
sollte, stets durch Einfithrung einer neuen Integrationsver-
inderlichen ¢ = O’,Tlt, wo lim U, = o, erzwungen werden
kann. Es darf daher hei den Beispielen des niichsten Para-
graphen gelegentlich auf die Voraussetzung (11) verzichtet
werden (s. z. B. (29)).

§ 2. Anwendungen.

1. Zur Veranschaulichung meines Verfahrens leite ich mit
seiner Hilfe die Stirlingsche Formel ab, indem ich von der
Gleichung

1 1 efdz
%) a7 ) oo

¢

ausgehe. C kann vorerst irgend eine den Nullpunkt um-
schlieBende Kurve sein; f(2) ist 2=+ Dexpe, also 2, =n + 1
die Nullstelle von f' (). Wir wihlen aber, um groere Uber-
einstimmung mit der iiblichen Formel zu erreichen, lieber den
Néherungswert 2z, = » und sodann (' als Quadrat, dessen Seiten
in die Geraden & = £ n, 5 = % »n fallen. Wir begehen offen-
bar nur einen relativen Fehler O (n—), wenn wir von ¢ nur
die eine durch den Punkt z = n gehende Quadratseite beibe-
halten. Setzen wir noch 2 = n 4 if, so geht (28) in folgende
Niherungsformel iiber:

+n

1 1 Jv en+it—n]g(n+x’t)

el T
n! 2n
—-n

29) +n
— %fe”‘"‘“*;w;(l bt byt 4 dt.

—_n
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Hier ist 1 -4 b,¢ + b, 4 - - - die Potenzreihe fiir

i\ 1 i3 t A (Al
30) (1+7) ”1’(3ne+m—sﬁ*ens+"')'

Fir die Berechnung des Integrals (29) kann man b, = b,

= by ="-.-=0 setzen; fir b,, findet man
31) bgv=0(n__3—),
1 7 1 1 1
= W=t =gt 0 ()

SchlieBlich ergibt sich durch gliedweise Integration der
Reihe auf der rechten Seite von (29) zwischen den Grenzen
— o, 4 oo die asymptotische Reihe:

31 n?

1 " 3
32 o~ o (L bk 0 b )

n! V2ann

o 1,0 7 1\ w120 1
——'1/2:”%”,;[_1—"-1-3% (19n3+%4>_8-18n4+0<n2>]

= Vot~ 1zt 0 ()

Statt, wie geschehen 2 = n - i¢ zu setzen (geradlinige
Integration) hiitten wir ebenso gut 2 = ne'! setzen konnen;
entsprechendes gilt fiir die folgenden Beispiele.

2. Als niichstes wihlen wir die Hermiteschen Polynome,
die wir in Ubereinstimmung mit (4) so definieren:

22
C—EX

33 1 1 e ® .
: n! (r"(x)__—?}zif-'zzﬁ_ G
¢
es empfiehlt sich, wie wir gleich sehen werden, fir C ein
Quadrat von der Seitenlinge 2%+ 1 zu wihlen, dessen
Mittelpunkt der Nullpunkt ist und dessen Seiten zur reellen
und imaginiiren Achse parallel laufen. Da jetzt

2

34) f@)y=¢ 2 i
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ist, haben wir die Gleichung f'(¢) = 0, d. h.
35) f4extn4+1=0

aufzuldsen. Es geniigt (und die Formeln werden dann sogar
tibersichtlicher), wenn wir die Wurzeln dieser Gleichung niihe-
rungsweise als

36) z=iVn+1, 2,=—iVn+1

berechnen. Man sieht wieder leicht, dal man von dem qua-
dratischen Integrationswege nur die Umgebungen dieser beiden
Punkte beizubehalten braucht, wenn man relative Fehler der
Groenordnung O (=) von vornherein vernachliissigt. Man
wird dann in diesen Umgebungen an Stelle von 2z eine neue
Integrationsveriinderliche durch

37) f=1zg,—t, 2=z +1
einfiihren. f(2) geht dadurch iiber in
39) pO=cap/"FtiVut1 - TieVati

Tat— @4+ DigEiVn+1TF0].

Wir setzen noch

oo g Sl o)

wobei sich

40) by = 0 (n— i)

ergibt. Dann wird

exp(zz:g—lixt¥ix]/n'—7f—‘l—t?) N
(EiVn410* IH“’(iv)
()-)

Durch gliedweise Integration zwischen den Grenzen — oo,

i) g =

. = :
+ o erhilt man -l Us(z) als Summe zweier von den
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Umgebungen der Stellen z,, #, herrithrender asymptotischer
Reihen:

g -
. U"(Z)=z'v;<v7%ﬁ'+‘{” ”"“[1“ v ()]

w sererleg gl ()

3. Das in §1 auseinandergesetzte Verfahren fithrt immer
zum Ziel, wenn es sich darum handelt, asymptotische Reihen
fiir die Koeffizienten solcher ganzer transzendenter Funktionen
zu finden, die man aus der Verdnderlichen ¢ und beliebigen
Konstanten durch die eine beliebige Anzahl von Malen und
in beliebiger Reihenfolge auszufithrenden Operationen des Ad-
dierens, Multiplizierens und Erhebens in den Exponenten von
e bilden kann.

Ich beschrinke mich der Kiirze halber auf die m fach
iterierte Exponentialfunktion?)

43) CX Pm (Z) = f_:" Ay 2y,
0

und auf die Angabe des Anfangs- und Hauptgliedes der asymp-
totischen Reihe fiir A,. Man wird hier iiber eine Kreislinie
|z = o integrieren, von der man nur die Umgebung der posi-
tiven reellen Zahl o zu beriicksichtigen braucht. o ist Wurzel
der Gleichung

44) zexpeexp,s...expm_12 =n oder z2exp,-1¢ =n,
und es ergibt sich?)
45) An i e—xp:;"_g p—— ! = =X
" Van(e®expu-1o+n)
4. Ob sich nach dem Verfahren des §1 asymptotische
Dalstellunﬂen auch fiir die Taylmkoefﬁmenten aller der trans-

1) Deﬁmtlon exp s =exps =c¢"; expmz = exp(expm—12) fir
m==2 3, ...

2) Im Falle m = 1 reduziert sich Gleichung (44) auf 7 = » und
(45) auf die Stirlingsche Formel.
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zendenten Funktionen finden lassen, die sich aus 1:(1 —2)
und Konstanten durch Addition, Multiplikation und Erheben
in den Exponenten von e bilden lassen, vermochte ich in voller
Allgemeinheit nicht zu entscheiden. Ich begniige mich mit
zwel Beispielen und wihle als erstes

46) TPy — S By on,

1
o sei die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

7] 1
47) ZEZZ eX Py —1 (1“'———> — (n + 1) = O7 d. h.

2

2 1 1 1
474 L CXP T APy CEPam1 ] =R + 1.

Fiir 1:(1 — o) schreibe ich abkiirzend P und wiihle als
Weg des Cauchyschen Integrals fiir den Koeffizienten B, die
zwei Kreislinien |2| =1 4 ¢ und |1 —2 == 1-—p; die erste
ist im positiven, die zweite im negativen Sinne zu umlaufen.
Beizubehalten ist fiir die asymptotische Reihendarstellung nur
die Umgebung des Punktes # = o auf der zweiten Kreislinie,
ebenso gut kann iiber ein Stiick der Tangente dieser Kreis-
linie im Punkte # = ¢ integriert werden. Als Anfangs- und

Hauptglied findet man
48) B, ~

o B - expal

0" V2 a(Ptexpy_1 (P) 4 2 PP expp_1 (P)+ (n +1) 07

5. Als letztes Beispiel, durch welches zugleich die Frage

nach der asymptotischen Reihe fiir die Laguerreschen Poly-
nome miterledigt wird, wihle ich die Abschitzung der Koet-
fizienten C, der Entwickelung

49) ——1-_ lg 1 kexp -—S— == ﬁn (J’ z"'l)

1 —2) 1—2 1 —zm A
1) Das Anfangsglied der asymptotischen Reihe fiir € im Falle
m = 1 hat schon Herr Perron gefunden. Archiv der Math. und Phys,
3. Reihe, Bd. 22 (1914), S. 329; daselbst auch Hinweis auf eine friihere
Arbeit des Herrn Fejér.
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I, k und s seien beliebige komplexe Zahlen (s jedoch =+ 0);
m denken wir uns der Einfachheit halber positiv ganzzahlig.
Zur Abkiirzung nennen wir die Funktion (49) F'(2), ihren
Faktor cxp s(1-—2)—™ dagegen I (2), ihren anderen Faktor
(@) (= 10— [lg(1—2)~']%. Statt dieser Funktion ¢ (2)
konnte ebenso gut irgend eine andere aus der Klasse der Funk-
tionen gewiihlt werden, die ich in einer fritheren Abhandlung?)
mit ¢ (2), ¢.() bezeichnet habe. Den Einfluk des Faktors
¢ (2) kann man leicht hinterher in Rechnung stellen; wir be-
trachten vorerst blof die Funktion F)(2) und haben, um das
Cauchysche Integral fiir deren Taylorkoeffizienten abzuschitzen,
nach der Vorschrift von § 1 die Gleichung
d
50) de o1 P T =
aufzulosen. Setzt man z = 1-}, so geht diese Gleichung
ither in
1

n 41

Thre (m 4 1) Wurzeln werden bel grofiem = simtlich
niitherungsweise durch die Formel

51) (—omt =

(ms -+ ms{).

m1

52) 5‘:—]/,@”3_81"

geliefert. Sehen wir von dem Falle eines reellen negativen s
zuniichst ab, so ist unter den m 4+ 1 Werten (52) einer mit
dem kleinsten Realteil (fiir reelles negatives s kiimen zwei
Werte in Frage); es hat daher auch von den m -+ 1 Wurzeln
der Gleichung (51), falls » groB und s nicht negativ reell ist,
eine den kleinsten (notwendig negativen) Realteil; diese Wurzel
von (51) bezeichnen wir mit

) Ly = [ Lol et (%<a§n)

und setzen

1) Diese Berichte 1917, S. 263.
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53) A==V le e (—a<gp<n),
d. h. wir betrachten die Punkte der Kreislinie | 1 — 2z =|¢,|.
Uber diese Kreislinie im negativen Sinne und iiber die Kreis-
linie |2/ =1 - |{,| im positiven Sinn ertrecken wir die Koef-
fizientenintegrale

1 F(2) 1 03 ()
5 - | = 2
54) 2ﬂif£’"+l(l und 2nifz"+‘

Wir zeigen dann: Wenn man relative Fehler der Ord-
nung O (r—) von vornherein vernachliissigt, so kann man das
Integral iiber die zweite Kreislinie ganz weglassen und von
dem iiber die erste Kreislinie braucht man nur die Umgebung
der Stelle {, = 2, — 1 beizubehalten. Letzteres Integral ist
ausgeschrieben folgendes (und zwar schreiben wir es gleich
fiir die allgemeinere Funktion I'(2) (49), da die in dem ein-
fachen Falle der Funktion I7 (¢) gefundenen Losungen z,,
der Gleichungen (50), (51) {LUSIGICheHde Niherungslosungen
fiir den allgemeinen Fall bleiben):

1 1 1 k S
55) ¥ (1= )“‘(lg —zo) P A=) 2n f(’((’“)d(”

mit

_ra iy T,
39 e = —mer g F e T

—ew(—l+”[1+1”( 4“)] [a, 9 + ayp® + agp® 4 - - -1,
0

WO
57) a, ¢+ a9* 4 a9 + -
5 D1 LT e s
)(_ é—oeill)m (n+ ) g 1+ CO (__ :o)mv

o8) a, = 0 (wegen (51)),

(1‘, (142oe' ") | Iy (zo)
(l_*_co (,u,v)n-{-l : z';l-l—-l :

1) Anders geschrieben = lg
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1 .
59) — D1 BT e g
(wieder mit Riicksicht auf (51)),

60) % (a,) = W+DW+Dguma+mmm<o

(vgl. (52)),
61) lan = O+ D& ) = O(la,) = O(R(@y) (122).

Aus (58), (60) folgt, daB fiir @ = 0 die Funktion R (a, ¢
+ a,¢* 4 ---) und somit auch die Funktion exp(a, ¢ 4
a,9* 4+ +--) ein Maximum besitzt. Um zu zeigen, daB die
Funktion

Ra, 0+ aygt 4+ ) = — -+ 1)¢) (71)& cos (@ — m )

62) -+ cos (a + @) — m—)%——- cosu—l—()([oi))
an der Stelle ¢ = 0 ihren iiberhaupt grofiten Wert annimmt,

m. a. W. dat sie sonst <0 ist, bestimmen wir siimtliche Ex-
trema der Funktion R (a, ¢ + a,¢* + - --) durch Auflosen der
Gleichung R'(a, ¢ + a,¢* 4 --+) = 0. Da
Ri(a, 9+ a9* + -+ )= —(n+1) {(sin (@ — m @)

63) —sin(a 4+ @) + 00 §,)))
ist, muB jede von Null verschiedene Nullstelle der Funktion
R(a,p + ay¢* + - - -) nitherungsweise entweder gleich

24T
m—+ 1
oder, falls m > 1,1)

64) (c=1,2,...m)

.\ Za— 2% o . .
65) 5 —_1— 4 - e (21=0,1,2,...(m—1)) sein,

T
) Falls m = 1, kommt der Nitherungswert =

(statt (6D)) in Frage; fir

ihn wird die rechte Seite von (62) gleich (n 4 1) &y (cosa-+ O( & ) <0,
da ja cos a« < 0.
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An den Stellen (64) wird
66) R(a, @+ a0° + )

=—(n+1) Z:olm—i_l[ (a+ —cosa + 0(¢, )]

m + 1)

auf Grund der Bestimmung von a (s. die Bemerkung vor (52));
an den Stellen (65) aber wird

67) Rag, 9 + a,9° + -+ )
=—(n+1)| Col[ m+1 cos +<1-—-—1)cos(a+rp)+0(é'0)]

1n+1 i 1
< —Mm+1)¢, [ P -cosm_*_l— (1—— )—i—s,,J,

wo lim &, = 0 ist, da ja a so bestimmt wurde, daB cosa

=+ O

> ¢cos ——— + &, wurde; nun ist aber fiir m = 2 und um so

m -|— 1

mehr fiir groere Werte von m die Differenz el cos ——
m m 4+ 1
—(1— 5)1£> positiv, also der Ausdruck (67) negativ. Da die
stetige Funktion R (a, ¢ 4 a,¢*...) an den Stellen (64), (65),
die fiir groties n den Stellen der Extrema der Funktion be-
liebig nahe liegen, negative Werte annimmt, ist sie stets <0
auler fiir ¢ = 0. Zugleich ersieht man, daB exp(a,p -
ayp? 4 ---)') auBer in einer gewissen Umgebung der Stelle
=0 von der Ordnung O (n—*) wird, daB also die Inte-
gration iber die Kreislinie |¢ —1 = {, auf diese Umgebung
beschriinkt werden darf. Nun schreiben wir die Funktion

(56) so:

68) G(p) = en® (1 + b, -+ by g? + by® + -+ );
dann wird wegen (58), (61):

iy (2
1) Anders geschrieben: - ‘(1 +Coe ) ] (zo) U}
( + 4. (up)n-{-l Zg
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69) b, = 0(1)"Y), b, = 0(1),
70) b,= 0 <|a213) fir »> 3.

Den Ausdruck (68) fiir G (p) setzen wir in (55) ein und
integrieren gliedweise zwischen den Grenzen — oo, + .

Indem wir noch beachten, was sogleich bewiesen werden soll,
daf nimlich das Integral iiber den Kreis ¢/ =14 ', als
von der Ordnung O (n~) vernachlissigt werden darf, erhalten
wir so die gesuchte asymptotische Reihe fiir den Taylorkoef-
fizienten C, der Funktion F'(¢). Ihr Anfangs- und Haupt-
glied ist
71) - — el
n+1 T N ‘
2y V——2n(n—1—l) (m+1)E,: %
DaB das iiber die Kreislinie |2 =1 - {£,| zu erstreckende
Integral vernachliissigt werden darf, sieht man so ein:®) Sein
Wert ist

< S}__ __—1_ =7 (__ | 3
72) exp(colm) (1+ 4‘0 )n+l COJ ! ( lg‘CO ) 0(1)
und es ist nur zu zeigen, daB dieser Ausdruck

= ((F'(z) |2, "t O(n—") ist, oder, was dasselbe, dafi

| 1 F (z)

73 ap( 2 ) - i =0(n

b p(co O IR A TR PR
ist. Nun gibt es aber einen Wert ¢, im Intervall 0 ... 2=

(fiir m > 1 sogar mehr als einen), fiir den der Wert des Aus-
drucks (57) gleich

!
74) R
5o + & (— So)

1) Auf die Koeffizienten by, by, bs, . . . kommt es iibrigens gar
nicht an, da sie bei der gliedweisen Integration von (68) zwischen den
Grenzen — ®, 4+ doch wegfallen.

2) Ist I'(2) eindeutig (k =0, I ganzzahlig), so ist dieses Integral
von einem gewissen n ab sogar genau gleich Null; denn dann kann es,
ohne seinen Wert zu iindern, auch iiber die Kreislinie |z = ' mit be-
liebig grofiem IR erstreckt werden.
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wird. Nach dem vorhin Bewiesenen ist, aulier wenn ¢, in

einer mit 712— beliebig kleinen Umgebung der Stelle ¢ = 0 liegt,

75) ‘ " 8|
Iy (1 + Gyetrn) | F(z) Gom ()

A+ Gyermntt ™ g+t L (L4 Cpemyntt™ p+1 = 0(n~"),

woraus dann um so mehr das Bestehen von (73) folgt. Liegt
aber ¢, sehr nahe der Null, so kann der Ausdruck (75)
O(1) werden; dann ist aber der Realteil von ( efvt negativ
und daher

(Lt Goefrym+ty o,
76) AT 0(n—°),
und es folgt (73) durch Multiplikation aus (76) und (75),
nachdem in letzterer Gleichung O (n~«) auf der rechten Seite
durch O (1) ersetzt worden ist.
Im Falle m = 1 wiirde es geniigen, statt (51) die ein-
fachere Gleichung

2 __ S . — S
77) 0= T (ode1 auch n)

aufzuldsen; es wilrde dann zwar die Konstante a, - 0 werden,
aber man konnte den Faktor exp(a,¢) als durch die Reihe
1+b, ¢+ byp* + - - mitdargestellt betrachten. Ahnlich konnte
man sich im Falle m = 2 mit der Auflésung der Gleichung

s
n -+ 1
begniigen; doch wiirde man jetzt den Faktor exp(«, ¢) nicht
in die Rethe 1 4 b, ¢ 4 b, ¢* + - - . eingehen lassen, sondern
sich der Formel (20} bedienen.

Wir haben den Fall eines reellen negativen s zurtick-

S -

gestellt; ist s = — s/ und zugleich m > 1, so hat die Glei-
chung (50) zwei Wurzeln g =1 ¢, und 2, =1+, von

ungefihr gleichem miglichst kleinem und daher sicher nega-
tivem Realteil; man wird dann die Umgebungen beider beriick-



Absehiitzung von Funktionen grofier Zahlen. 305

sichtigen und auf der rechten Seite von (71) tritt einfach noch
ein zweiter Summand hinzu, der von z, so wie der erste von
Z, abhiingt.

Ist aber s reell negativ und zugleich m = 1, so kann man
sich wieder mit der Auflosung der Gleichung (77) begniigen,
deren Wurzeln

/I sl
& . s . 5l
8) G=il/ il h = ll/n-i-l

sind. Nun aber wird a, sowohl fiir die Stelle £, als auch fir
die Stelle £, fiir »-—->o0 mit beliebiger Anniiherung rein
imagir®», und die fiir unsere Uberlegungen wesentliche Be-
dingu o (12) ist nicht mehr erfiillt. Diese Schwierigkeit ist
durch Ab#nderung des Integrationswegs leicht zu umgehen.
Das Endergebnis wird freilich das niimliche sein, als hiitte man
iiber die Umgebungen der Stellen ¢, {, auf der Kreislinie

1— 2z = £, integriert’) und die Formel (18) ohne das Er-
fiilltsein der Bedingung (12) benutzt. Da man auch im Falle
m ==1 und eines beliebigen s stets iiber die Umgebungen

heider Nullstellen der Gleichung (77) auf dem Kreise 1—v2
= 7, integrieren darf, erhiilt man schliefilich eine Formel,
die fiir alle s richtig ist; entsprechendes gilt auch im Falle
m>1.

Die erwiihnte Abiinderung des Integrationswegs besteht
in folgendem: der neue Weg setzt sich, wenn zaur Abkiirzung

V=
n—{—l_}

gesetzt wird, zusammen:

1. aus der den Punkt 1 —¢ mit dem Punkte I —e& 4
(1 + i) 2 ¢ verbindenden Strecke, deren Mittelpunkt 1 4 #i ist;

) Die folgende Darstellung entspricht allerdings nicht einer Inte-
aration iiher die Umgebungen der Punkte 5, &y auf der Kreislinie 1 — =
= ¢, , sondern auf den Tangenten an diese Kreislinie; doch ist das ein
aanz unerheblicher und leicht zu vermeidender Unterschied, der seinen
Grund nur in der grofien dem Verfihren anhaftenden Freiheit hat.

sitzungshdomath-phys. KU Jahrg, 1922, 21
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2, aus dem Kreisbogen um O, der die Punkte 1 — ¢ -
(148 2¢&und (1 —&) + (1 —1) 2 ¢ miteinander verbindet und
zu dem ein Zentriwinkel > 7z gehort;

3. aus der den Punkt 1 — ¢ -+ (1-—i) 2 ¢ mit dem Punkte
1 — ¢ verbindenden Strecke, deren Mittelpunkt 1 — ei ist.

Das Integral tiber das zweite Stiick des Integrationswegs
kann genau wie vorhin das Integral iiber die Kretslinie =z
=1+ (, vernachlissigt werden.

Um das Integral iiber das erste Stiick auszufiihren, setzen wir
79 =14 cei+4+ (-} et, also L =ct4ie(l 410
und erhalten so ein Integral mit der reellen Veriinderlichen ¢
und den Grenzen — 1, 4 1. Man iiberzeugt sich leicht, daf
man von diesem Integral nur die Umgebung der Stelle £ = 0
beizubehalten braucht. Schlieflich erhiilt man, wenn man bei
gliedweiser Integration die Grenzen aut — oo, -+ o ausdehnt,
einen Ausdruck genan wie zuvor und einen ganz entsprechen-
den liefert vom dritten Stiick des Integrationswegs her die
Umgebung der Stelle £, = — «i.



