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Uber
die dussere Berandung eines im Endlichen gelegenen
Gebietes und den Jordanschen Kurvensatz.

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 17. Juni 1922.

Ein dilterer von Herrn E. Phragmén?) herrithrender Satz
hesagt, dali eine Punktmenge, welche die vollstiindige Begren-
zung eines im FEndlichen gelegenen Gebietes bildet, irgend einen
Teil enthalten muf, welcher zusammenhingend?) ist. Ich
gebe 1m folgenden diesem Satze eine wesentlich vervollkomm-
nete Fassung, welche einen genaueren Einblick in die Struktur
jenes zusammenbiingenden Begrenzungsteils gibt und seinen
Charakter als dufiere Berandung des betreffendes Gebietes deut-
lich hervortreten lifit, und beweise ithn nach einer Methode,
welche sich gleichzeitig als geeignet erweist, als Grundlage fiir
einen neuen Bewels des Jordanschen Kurvensatzes zu dienen.
Nach meinem Dafiirhalten diirfte derselbe in Bezug auf ge-
dankliche Einfachheit und Anschaulichkeit vor den bisherigen
Beweisen gewisse Vorziige besitzen und mag daher trotz deren
bereits recht stattlicher Zahl als nicht ganz iiberflissig er-
scheinen. Es ist doch immerhin einigermalen auffallend, daB
bet der prinzipiellen Wichtigkeit, ja fundamentalen Bedeutung
jenes Satzes die deutschen Lehrbiicher der Funktionentheorie
sich stets mit seiner Erwihnung begniigen, daB aber noch kein

1 Aecta mathematica 7 (1585), S. 45.

2) Ich zitiere den von Herrn Phragmén beniitzten Ausdruck. Der-
selbe it sich aber ohne weiteres durch den priignanteren ersetzen, daf
jener Begrenzungsteil ein linienhaftesKontinuum (d.h. eine zusammen-
hiingende abgeschlossene Punktmenge ohne Innenpunkte) bildet.

13*



188 A. Pringsheim

einziges den Versuch gemacht hat, einen der vorhandenen Be-
weise in einer fiir den Anfiinger genieBbaren Form zu repro-
duzieren'). Wihrend iibrigens die groie Mehrzahl der frag-
lichen Beweise die Giiltigkeit des Satzes fiir ein beliebiges (ein-
fach geschlossenes) Polygon voraussetzt, wird dieselbe im fol-
genden nur fiir ein Treppenpolygon?)in Anspruch genommen.

§ I. Der Phragménsche Satz.

1. Es sei eine unbegrenzte Folge endlicher Punktmengen

. e . 70 i
mit bestindig zunehmender Gliederzahl n, gegeben: { P}, { P,

co o APy, L. ausfibrlicher geschrieben:
0 0) (0) (0)
1 P3 [} 1)3 LRI I)H()a
) Q) (1) m
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) () ) )
VU S 2 SR S
Wwo:
0 I g
1)1()2 l():lc-:‘,l)l(j)::u--’
1) Eine Ausnahme macht das Osgoodsche Lehrbuch der Funktionen-
theorie (1. Aufl. 1907, 2. Aufl. 1912) nur insofern, als es fiir den sehr
speziellen Fall ;reguliirer* (d. h. abteilungsweise mit stetig sich drehen-
der Tangente begabter) Kurven einen von Herrn L. D. Ames herriih-
renden, iibrigens doch ziemlich umstiindlichen Beweis wiedergibt (I, S. 130
—141, bzw. 160—172).

2) Einen einfachen Beweis fiir diesen besonderen Fall habe ich im
Jahrgang 1915 dieser Berichte mitgeteilt (s. insbesondere a. a. O., S. 41,
Ubrigens 1i6t sich der dort gegebene Beweis noch etwas vereinfachen)
Im Anschluff hieran mochte ich noch hervorheben, dafi aus der Giiltig-
keit des Jordanschen Satzes fir ein Treppenpolygon mit Leichtig-
keit diejenige fiir eine geschlossene abteilungsweise monotone Kurve
gefolgert werden kann. Will man sich also iiherhanpt mit dem Beweise
eines Spezialfalles begniigen (der dann fir die iiblichen funktionentheo-
retischen Anwendungen mehr als ansreichend ist), so erscheint die DBe-
schrinkung auf abteilungsweise monotone Kurven weit zweck-
miifiger als diejenige auf reguliire (in dem Sinne, wie in Fufin. 1),
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so daB also jede dieser Mengen mit demselben Punkte P{” be-
ginnt. Ferner soll jede aus der unmittelbar vorhergehenden
lediglich durch Einschaltung bzw. Anfiigung weiterer Punkte,
im iibrigen mit Festhaltung der bestehenden Ordnung hervor-
gehen und somit alle vorhergehenden als Teilmengen ent-
halten. Wird dann fiir hinlinglich grotes » der Abstand je
zweler konsekutiver Punkte beliebig klein, etwa:

PO <e fir v>a, 1=1,2,...n,—1,

so ist die (offenbar abzihlbare) Vereinigungsmenge der

obigen Mengen, die wir mit lim {P,(:)} bezeichnen wollen,

V=D

zusammenhingend, und man hat:

(1) lim P{” Py —= 0
nicht nur fir jedes einzelne 7, sondern auch fiir beliebig ins
Unendliche wachsende 2 <n, — 1.

Kommt nun zu dieser Bedingung noch die folgende hinzu:

(2) lim PO PP = lim PO PO =0,

V=@ V—t D
so soll jene Vereinigungsmenge als zyklisch zusammen-
hiingend bezeichnet werden. Sie liBit sich dann, ohne den
Charakter des zyklischen Zusammenhanges zu verlieren,
in der Weise zyklisch permutieren, dafi sie mit einem beliebig
vorzuschreibenden ihrer Punlkte, etwa P beginnt. Um dies
zu erzielen, hat man nur die obige Mengenfolge nach Weg-
lassung der ersten p Zeilen mit der folgenden Menge zu beginnen:

1);/‘), P}f‘l—?-l P('L) P(H) Pé#) P(u)

LT

und jede der folgenden Mengen gleichfalls zyklisch so zu permu-
tieren, dafB sie mit dem Gliede beginnt, welches den Punkt P;f‘”)
vorstellt.

2. Dies vorausgeschickt beweisen wir jetzt den folgenden
Hauptsatz:
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Die Berandung eines im Endlichen gelegenen zu-
sammenhingenden Bereiches 3 enthiilt ein linienhaf-
tes Nontinuum ¥, welches die Ebene in zwei getrennte
Punktmengen zerlegt, niimlich ein ins Unendliche sich
erstreckendes liickenloses Gebiet von Aulienpunkten
des Bereiches B und eine innere Punktmenge, welche
den Bereich B enthilt. Dieses Kontinuum erscheint
als Grenzgebilde einer Iolge incinander liegender
Treppenpolygone und besteht aus einer zyklisch zu-
sammenhiingenden abzithlbaren Punktmenge mit Hin-
zunahme threr Grenzpunlkte.

Beweis. Wir kinnen ohne Beschriinkung der Allgemein-
heit den Bereich B als abgeschlossen annchmen. Seine Be-
randung kann daun von vorneherein keinen isolierten Punkt
enthalten.

Es werde nun zuniichst B in ein Quadrat T, etwa von
der Seitenliinge / eingeschlossen, groly genug, dali alle Rand-
punkte von B in das Innere von T fallen, somit, da sie eine
abgeschlossene Menge bilden, einen gewissen Minimal-
abstand ¢, von der Grenze 0 besitzen. Wird jetzt eine natiir-

. . . / N
liche Zahl m, so gewilhlt, dab: o, = = < ¢ und daraul O m
m
0
m; Teilquadrate von der Seitenliinge o, zerlegt, so werden

simtliche an die vier Seiten von < angrenzenden Teilquadrate
weder im Innern, noch auf dem Rande einen Randpunkt von
B enthalten, also ausschlieBlich aus Auienpunkten von ¥
bestehen. An den so entstandenen quadratischen Ring von
randpunktfreien Teilquadraten schliefien wir alle etwa vor-
handenen') gleichfalls randpunktfreien Quadrate des nach
innen angrenzenden zweiten quadratischen Ringes, sodann von
den etwaigen randpunktfreien Quadraten des dritten Ringes

1) Sollte kein solches randpunktfreies Quadrat verhanden sein, so
muly der im Text angenommene entgegengesetzte Fall, wie nus den wel-
teren Betrachtungen hervorgeht, bei hinliinglicher Verfeinerung des (-
dratischen Netzes sicher eintreten, man braucht also nur die oben mit
mg bezeichnete Zahl entsprechend zu vergrofiern.



AuBiere Berandung und Jordanscher Kurvensatz. 191

nur diejenigen, welche lings einer Seite an ein rand-
punktfreies Quadrat des zweiten Ringes angrenzen oder mit
einem aus diesem Grunde bereits angeschlossenen Quadrate des
dritten Ringes in gleicher Art zusammenhiingen. Dieses Ver-
fahren soll fortgesetzt werden, so lange noch randpunkt-
freie Quadrate vorhanden sind, die mit einem bereits ange-
schlossenen liings einer Seite zusammenhiingen.

Die Zusammenfassung aller dieser Teilquadrate mit der
aufierhalb Q liegenden Punktmenge liefert ein ins Unendliche
sich erstreckendes Gebiet 2, von Aufienpunkten des Be.
reiches B, welcles, wie sogleich gezeigt werden soll, von einem
einzigen (einfach geschlossenen) Treppenpolygon begrenzt
wird.

Wir betrachten irgend eine der Begrenzung von 2, an-
gehorige Teilquadratseite, etwa die (nur behufs Fixierung der
Ausdrucksweise) horizontal angenommene Strecke A B, die
also die Trennungslinie zwischen einem (zu ¥, gehérigen) rand-
punktfreien und einem randpunkthaltigen Quadrate oder,
wie wir von jetzt ab zumeist kiirzer sagen wollen, zwischen
einem U-Quadrate und einem N-Quadrate hildet. Das
erstere (in den Figuren I—IVa mit a bezeichnet) mag, um
eine (an sich wiederum gleichgiiltige) Festsetzung zu treffen,
unterhalb, das letztere (eben daselbst mit b bezeichnet) ober-

halb AL angenommen werden. Fiir die beiden nach rechts
benachbarten Quadrate sind dann beziiglich ihrer Zugehorig-
keit zu den A- oder M-Quadraten die 4 verschiedenen, durch
die Figuren I—IV dargestellten I'dlle denkbar: die A-Quadrate
sind dabei durch Schraffierung gekennzeichnet, die R-Qua-
drate weils gelassen.

R//4 Ve Va
1] [773
Ap—"B—al i
l ald | l ol e [ :
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Man erkennt unmittelbar, daB es in den Fillen I—III
stets eine und nur eine Quadratseite gibt (ndmlich die mit
B bezeichnete), die als Begrenzungsstiick des Gebietes %, sich
an AD anschliet. Fine Schwierigkeit wiirde sich dagegen
im Falle der Figur IV ergeben, in dem ja eine jede der drei
an A.D sich anschlietienden Quadratseiten der Begrenzung von
A, angehdren miilite. Dieser IFall kanu nun aber in Wirklich-
keit niemals eintreten. Denn jedes der beiden mit @ und ¢
bezeichneten A-Quadrate gehort ja zu A, und hiingt daher mit
dem anderen zusammen (wie in Fig. IVa durch die punktierten
Linien schematisch angedeutet ist). Da aulierdem der Punkt B
kein Randpunkt von B ist, so besitzt er auch eine gewisse
randpunktfreie Umgebung, die also aus lauter AuBenpunkten
von B besteht. Iiernach wiirde also das Quadrat d, das min-
destens einen Randpunkt von B enthalten miifite, von einem
aus lauter AuBenpunkten bestehenden Gebiet vollstiindig um-
schlossen und von dem gleichfalls randpunkthaltigen Qua-
drate b abgetrennt sein, was der Voraussetzung des Zusammen-
hanges von B widerspricht. Damit ist also das Eintreten jeder
anderen Moglichkeit, als der in Fig. [—III dargestellten aus-
geschlossen?).

Da die analoge Schluiweise auch auf die in Fig. [—III
mit B bezeichnete Quadratseite anwendbar ist (d. h. mutatis
mutandis, wenn die letztere, wie in Fig. I und II, vertikal
liegt), ebenso auch in Bezug auf die Fortsetzung der Quadrat-
seite A B nach links, so erscheint zuniichst als Begrenzung
von %A, ein an die Strecke A5 nach rechts sich anschliefen-
der Treppenweg, der sich niemals verzweigen und nie-

1) Erst gelegentlich der Drucklegung dieser Mitteilung werde ich
darauf aufmerksam gemacht, daB der von Herrn A. Winternitz her.
rithrende Beweis des Jordanschen Kurvensatzes (Math. Zeitschrift 1
[1918]) an einer Stelle (a. a. O., S. 832/3) genau die vorstehende Schlufi-
weise enthiilt. Obschon der dbrige Teil seines Beweises mit dem hier
gegebenen des Phragmdénschen und des Jordanschen Satzes kaum
irgend welche weitere Berithrungspunkte besitzt, so schien es mir doch
angemessen, die obige Tatsache ausdriicklich zu erwiihnen.
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mals abbrechen kann, also schlieflich bei A4 wieder ein-
miinden muf und so zu einem einfach geschlossenen Treppen-
polygon ¥, wird. Dieses letztere zerlegt die Ebene in zwei
getrennte Gebiete, deren inneres den Bereich B und zwar
wegen des Zusammenhanges von ¥ vollstiindig enthilts
wiithrend das #iufiere (einschlieilich seiner polygonalen Begren-
zung) lediglich aus Aufienpunkten von B bhesteht und ein
liickenlos?) ins Unendliche sich erstreckendes, oben hereits
mit A, bezeichnetes Gebiet bildet.

Die an ¥, nach innen anliegenden?) R-Quadrate haben
teils eine Seite, teils nur einen Eckpunkt®) miteinander ge-
mein. Liegt ein Randpunkt im Innern eines solchen Qua-
drats, so mufi das letztere deren unendlich viele enthalten,
da ja jeder Randpunkt zugleich Haufungspunkt von Rand-
punkten ist. Liegt er dagegen auf einer Quadratseite (die
dann selbstverstiindlich nicht zu T, gehort), so kann er fiir das
betreffende Quadrat und, wenn er ein Eckpunkt ist, auch
fiir zwei benachbarte (s. Fig. V), ja sogar fiir drei in diesem
Eckpunkt aneinander stoBende Quadrate (s. Fig. VI) der ein-
zige sein. Hs besteht daher im #uBersten Falle die Moglich-
keit, da die Gesamtheit
der Randpunkte, welche
den an T, anliegenden R-
Quadraten angehiren, eine
endliche Menge bilden.
Im allgemeinen wird aber
diese Menge eine unend-
liche sein. Wir wollen

1) Es kann nicht etwa ein zweites Treppenpolygon von der Art
des mit Ty bezeichneten irgend ein Teilgebiet aus Uy ausschneiden, da
dessen Existenz wieder der Voraussetzung des Zusammenhanges von
B widersprechen wiirde,

?) ,Anliegend‘ bedeutet immer: lings ciner Seite zusammen-
hilngend.

%) Einen Kekpunlkt niimlich dann, wenn dieser der Scheitel eines
einspringenden Winkels von T, bildet.
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nun darauf ausgehen, fiir diesen Fall eine bestimmte endliche
Menge daraus zu isolieren. IHierzu heben wir aus jedem der
an ¥, anliegenden M-Quadrate je einen solchen Punkt heraus,
der von einer zu ¥, gehdrigen Quadratseite den kleinsten
Abstand bhat, d. h,, da ja ein R-Quadrat hichstens drei zu
¥, gehorige Quadratseiten enthalten kann, hochstens drei solehe
Punkte, die aber auch teilweise oder insgesamt und zwar so-
gar gleichzeitig fitr zwei oder drei benachbarte R-Quadrate
in einen einzigen zusammenfallen konnen (s. Fig. V, VI).
Sollten andererseits fiir irgend cine Quadratseite mehrere bzw.
unendlich viele ,niichstgelegene® Randpunkte vorhan-
den sein, so soll es frei stehen, einen beliebigen davon aus-
zuwithlen.

Wir fixieren nun irgend eins der an ¥, anliegenden R-
Quadrate als Nr. 1 und denken uns, von diesem ausgehend,
einen vollstiindigen Umlauf lings €, etwa in positiver Richtung
ausgefithrt, zugleich jeder einzelnen zu I, gehdrigen Quadrat-
seite hzw. F'olge von zwei oder drei solchen Quadratseiten
(wie in Fig. V, VI) den oben herausgehobenen niichstge-
legenen Randpunkt zugeordnet und der Reihenfolge ent-
sprechend numeriert.

Fine scheinbare Schwierigkeit konnte hierbel ecintreten,
falls ein M-Quadrat, das zwei parallele Seiten (ohne verbin-
dende dritte) mit T, gemein hat und daher bei Umlaufung von
¥, zweimal passiert wird, nur einen einzigen Randpunkt
enthielte. Dieser Fall kann aber wiederum in Wirklichkeit
niemals eintreten, wie die folgende Uberlegung zeigt. Ange-
nommen, es gibe ein Quadrat der fraglichen Art, etwa das in

Fig. VII mit ABL' A" bezeichnete. Die

474 beiden schraffierten Quadrate sind dann

'~ [, ¢ als randpunktfrei und (wie durch die
i punktierten Linien wieder schematisch an-
R gedeutet) zu A, gehdrig anzusehen, wih-

= rend jedes der beiden anderen anliegenden,
mit ¢ und & bezeichneten Quadrate Rand-
punkte von ¥ enthalten miissen. Der
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hypothetische einzige, dem Quadrate A BL'A’ angehorige
Randpunkt miifite dann anf AL oder A'L' liegen, so dab
die ganze Fliiche des Quadrats ABL'A* mit Ausnahme dieses
einzigen Punktes aus lauter Aufienpunkten von B bestehen
und durch Vermittelung der beiden schraffierten Nachbarqua-
drate mit U, zusammenhiingen wiirde. Dann kigen aber die
beiden randpunkthaltigen Quadrate ¢ und b in zwei voll-
stiindig von Aufienpunkten umschlossenen getrennten Ge-
bieten, was wieder der Voraussetzung des Zusammenhanges
von B widersprechen wiirde. Das gleiche wiirde aber sogar
schon dann eintreten, wenn das Quadrat A BB A’ irgend ein,
die beiden schraffierten Nachbarquadrate verbindendes Gebiet
(z. B. einen belicbig schmalen Streifen) von Aulienpunkten
enthielte. Es mufi daher eine von A zu A' B’ sich erstrek-
kende zusammenhiingende und dann o ipso abgeschlos-
sene Menwe, also mindestens ein Kontinuum von Rand-
punkten vorhanden sein, das dann auch die Existenz eines
Kontinuums von Innenpunkten des Bereiches B nach sich
zieht, das also inshesondere keinesfalls aus einer einzigen za
A A" parallelen Strecle bestehen kann. Daraus folgt aber, daf3
es zu jeder der beiden parallelen Seiten 4 A’ und B einen
besonderen niichstgelegenen Randpunkt gibt und dafy der
am nichsten zu AA' liegende von 50" entfernter ist, als
der zu DD niichstliegende.

Hiernach liBt sich also in der Tat nach der angegebenen
Vorschrift eine bestimmte, eindeutig geordnete endliche I'olge
sausgezeichneter® Randpunkte:

PP PP PR BY

7 1

. . 1) . .
deren Gesamtheit mit {P,(,O)} bezeichnet werden mige, aus der

Menge derjenigen, die den an %, anliegenden R-Quadraten
angehoren, herausheben. Der Abstand zweier konsekutiver

dieser ausgezeichneten Randpunkte, also die Strecke
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}5}“)73,?0)—; L=1,2,...n,—1) ist dann im HuBersten Fall’)
+ 0

nicht grofer als 21/2-68,. Dies gilt auch fir Py Pfﬂj, da
ja der beim Schlufi des Umlaufs als letzter vor PO auftretende

Punkt P\ dem Nachbarquadrat des Quadrates Nr. 1, oder
allenfalls?) dem niichst- bzw. iiberniichst®) vorangehenden an-
gehort.

Die Menge der Randpunkte, welche nicht nur den (bis-
her ausschliefilich in Betracht gezogenen) an ¥ anliegenden,
sondern auch den nur in einem Eckpunkte an T, anstofien-
den*) N-Quadraten angehdren, besitzt wiederum einen gewissen

5

Minimalabstand von T,, etwa &y (wo 0 <<d, sein kann).
Wird jetzt eine natiirliche Zahl m, >3 so angenommen, daf:

[ ‘ . . Y
0, = p— < g <und zugleich eo ipso: 6, <1. =1 60),

my Ny m,
sodann jedes der von ¥, eingeschlossenen Quadrate in m} Teil-
quadrate von der Seitenlinge 0, zerlegt, so bilden die an T,

lings einer Seite oder auch nur in einem Kckpunkt anstofen-
den Teilquadrate einen lediglich aus AuBlenpunkten von B

1) Nimlich, wenn 1’; ), ]’,-(.0_,){_l zwel N-Quadraten angehdren, die nur

einen Eckpunkt gemein haben. Andernfalls hat man:
P}'m P}(.(ii-l <} 2 . '50 bzw. < V5 - 130,

je nachdem Pf-.ﬁ)v P,-Fr_?_l demselben bzw. zwel aneinander liegen-
den N-Quadraten ancehoren.

%) Namlich, wenn jenes Nachbarquadrat den Punkt P{” mit dem
Quadrat Nr.1 gemeinsam hat und keinen weiteren enthilt.

3) Vgl Fig. VI. Nimmt man daselbst das Quadrat ¢ als Quadrat
Nr. 1, so wiirde bei der durch die Pfeile angedeunteten Umlaufsrichtung
weder b, noch ¢, vielmehr erst « den Puukt PE,%) liefern.

1) S. z. B. in Fig. II das mit ¢ bezeichnete Quadrat. Daselbst
wiirden nur die Quadrate b und d fiir die Auswahl der ausgezeichneten
Randpunkte ]’;_0’ in Betracht kommen. Andererseits konnte aber das
Quadrat ¢ einen Randpunkt enthalten, der niiber an dem Eckpunkt B
liegt, als die ausgezeichneten Randpunkte der Quadrate b und d an
den Sciten A1 und BC, was dann bei der Bestimmung des im Text
mit o, bezeichneten Abstandes ausschlaggebend wiire.



KuBere Berandung und Jordanscher Kurvensatz. 197

bestehenden Ring, der aufier von ¥, von einem im Abstande o,
parallel zu T, verlaufenden Treppenpolygone ¥; begrenzt

wird. Enthilt dann irgend ein an &) anliegendes Quadrat einen
der ausgezeichneten Randpunkte P{”, so ist dieser wieder ein
nitchstgelegener in Bezug auf diejenige Quadratseite, welche
jetzt an die Stelle der friher dem Punkte P§” zugeordneten
(ihr parallelen) groBeren Quadratseite getreten ist. KEs besteht

dann die Moglichkeit, daf schon alle Punkte P,” (A =1,2,...72,)
auf diese Weise wieder zum Vorschein kommen. BEs konnen
aber auch Punkte P}’ (moglicherweise sogar alle) infolge der
Verkleinerung der Teilquadrate durch ein oder auch mehrere
(einen Streifen von der Breite d, bildende) Zwischenquadrate
von Xj getrennt sein. Alle diese Zwischenquadrate migen
dann an das Treppenpolygon %5 noch angesetzt werden?),
ebenso auch alle Quadrate, die etwa von zwei senkrecht zu-
einander verlaufenden zusammenstoBienden Streifen und einem
Teil von ) eingeschlossen werden?). Alsdann tritt an die
Stelle des Treppenpolygons € jetzt ein neues Tj, dessen
Kuberes wieder aus einem liickenlosen Gebiet von Aufien-
punkten des Bereiches B hesteht, wihrend das Innere diesen
letzteren enthilt. Zugleich besitzt dasselbe die Eigenschaft,

daB bei positivem, mit dem Quadrate, welches den Punkt PO
enthilt, beginnenden Umlauf in den an %§ nach innen an-

liegenden Quadraten siimtliche Punkte der Menge {P,(,g)} und
zwar genau in der fritheren Reihenfolge auftreten.
Andererseits kénnen aber unter den an ¥§ nach innen
anliegenden Quadraten noch weitere randpunktfreie vor-
handen sein. Auch diese fiigen wir noch zu dem von Tj be-
1) Sollte einer der Punkte P{” auf der Trennungslinie zweier

benachbarter Zwischenquadrate liegen, so mogen diese beiden bzw. ein
entsprechender Streifen von der Breite 2 0y an T angeschlossen werden.

2) Solche Quadrate sind sicher randpunktfrei. Denn die ent-
gegengesetzte Annahme wiirde wiederum auf den bereits mehrfach vor-
gekommenen Widerspruch gegen den vorausgesetzten Zusammenhang
von B fihren.
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grenzten Komplexe hinzu, ebenso auch alle diejenigen, die mit
diesen oder einem anderen bereits angeschlossenen liings einer
Seite zusammenhiingen sollten, und setzen dieses Verfahren so
lange fort, bis jedes der iufiersten angeschlossenen randpunkt-
freien an ein randpunkthaltiges anzuliegen kommt. Als
Begrenzung aller so zusammengeschlossenen A-Quadrate er-
scheint dann auf Grund der bhei dem lxistenznachweise des
Treppenpolygons ¥, benittzten Schluliweise ein (einfach ge-
schlossenes) Treppenpolygon T, welches nach innen den
Bereich B enger umschlielst, als jedes der Treppenpolygone T,
35, o (falls es nicht mit dem letztgenannten bzw. mit beiden
letztgenannten identisch ist), und nach aulien wiederum ein
lickenloses Gebiet A, von Aulienpunkten begrenzt, welches
das zuvor mit A, bezeichnete als Teil enthiilt. Aus jedem,
der nunmehr an I, anliegenden, durchweg randpunlkt-
haltigen Quadrate (unter denen auch alle bereits an T an-
liegenden R-Quadrate, inshesondere die I; -haltigen vorkommen)
heben wir wieder genau nach den zuvor getroffenen Festsetzungen
eine (nur zum Tell neue) Menge ausgezeichneter Rand-
punkte heraus, welche die Menge {I',l,[o')} als Teilmenge ent-
hiilt.  Die ihr angehorigen Punkie mogen in der Reihenfolge,
welche bel positivem, mit der dem Punkte 1’1(0) zugeordneten
Quadratseite beginnenden Umlauf nm T, zum Vorschein kommt,

(1) &} (1) h m __ ()
1)1 ) 1)2 s 1)3 P ‘[.),,1 (\\'()Z I)l = 1'] ),

mit:
. . . 1 . .

ihre Gesamtheit mit {I,'} bezeichnet werden. Fiir den Ab-
stand konsekutiver Punkte besteht jetzt die Beziehung:

PP <2V 2es =1,2 ... 0 —1)

und dieselbe obere Schranke gilt auch fiir ].’,',1,) P,

Wir behaupten nun, daf die innerhalb der Folge {7}
vollstiindig enthaltene Menge der Punkte P, abgesehen von
Einschaltungen weiterer Randpunkte, wieder genaun in der ur-
spriinglichen Anordnung auftritt, wie dies ja bel der Umlaufung
von T noch der I'all war und offenbar hestehen bliebe, wenn
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jetzt nur diejenigen neuerdings ausgezeichneten Rand-
punkte zwischengeschaltet wiirden, welche an Z)) anliegenden
N-Quadraten angehovren. Ks erscheint aber fraglich, ob bei
Aufziihlung aller mdglichen bei Umlaufung von T, auftreten-
den ausgezeichneten Randpunkte nicht irgend einer der
Punkte P sich zwischen zwei Punkte P und 1)5)4)1_1 ein-
schieben konnte. Das ist selbstverstindlich ausgeschlossen,
wenn PL‘” und 1)9_),.1 demselben oder zwel (wenn auch nur
in einem Kckpunkt) an einander stoffenden Quadraten an-
gehoren. Es kommt daher lediglich der Fall in Betracht, daf

0 . , . ~
PYL, einem Quadrate angehort, das hei Umlaufung von I

nicht unmittelbar dem mit P;O) besetzten folgt. Wird das
zwischen diesen beiden Quadraten verlaufende Stiick des Trep-

penpolygons T von lauter M-Quadraten begrenzt, so gehort

dasselbe auch dem Treppenpolygon Z, an, sodali in diesem

Abschnitt der Umlaufung von T, gegen frither keinerlei Ande-

rupg eintritt. Eine solche wird erst dann mdglich, weun lings

des fraglichen Stiickes von T durchweg oder wenigstens teil-
weise 2-Quadrate anliegen, Sei dann etwa das (aus einer oder

mehreren Quadratseiten bestehende) Wegstiick A... B von T
das erste, an welchem durchweg -Quadrate anliegen. Um
¥, aus I herzustellen, wird zuniichst an jede zu A...DB ge-
hérige Quadratseite ein €-Quadrat angesetzt und mib weiterer
Hinzufigung von A-Quadraten so lange fortgefahren, bis der
entstandene Komplex, abgesehen von dem Wegstiick 4...D5,
durchweg von M-Quadraten begrenzt wird. Seine Begrenzung
entsteht aus zwel Treppenwegen, die bei A und bei B be-
ginnend schlieilich zu einem einzigen, die Punkte 4 und B
verbindenden Treppenwege t zusammenlaufen miissen'). Denn
keiner jener beiden Treppenwege kann abbrechen oder an ir-
gend einem nicht zu A... B gehorigen Punkte von ¥ bzw. I,
einmiinden, da auf diese Weise das Treppenpolygon in zwel

1) Die Begegnung dev beiden Treppenwege kann anch in einem zu

A...B gehorigen Lickpunkt stattfinden.
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solche zerfallen wiirde, das eine den Randpunkt Pio), das

andere P, enthaltend, was wiederum den Zusammenhang
von B zerreissen wiirde. Der von 4 nach I3 fithrende Treppen-
weg t tritt dann bei positiver Umlaufang von 3T, an die Stelle
des Wegstiickes -L...03 bei Umlaufung von ). Dabei werden
sich eine Anzahl der neuerdings ausgezeichneten Rand-
punkte zwischen PY" und P, einschicben. Soll die gleiche
Moglichkeit fiir einen der dlteren Serie angehirigen Punkt 7
bestehen, so mufi der Treppenweg t eine Seite mit demjenigen
an 3p anliegenden M-Quadrat O, gemein haben, welches den
Punkt P enthiilt. Dies ist nun, da t, wie bemerkt, aubier
Punkten von A...B keinen weiteren Punkt mit T gemein
haben kann, einzig in der Weise moglich, dali ; nur eine
zu T, gehorige Seite besitzt und der Randpunkt P als
niichstliegender ihr zugeordnet ist, wiihrend die ihr pa-
rallele Seite zu t gehort. Fiir diese muli aber aut Grund des
zuvor im AnschluB an Fig. VII gesagten ein neuer niichst-
gelegener Punkt 7%’ vorhanden sein und nur dieser letztere
schiebt sich unter diejenigen zwischen Y und 1’:?‘_1 eln,
wihrend P” auch bei Umlaufung von T, erst hinter Piy,
an die Reihe kommen kann').

Hiermit ist also der Nachweis erbracht, dali in der Punkt-
menge {PL)} alle Punkte von {F5)} genau in ihrer urspriing-
lichen Reihenfolge, lediglich durch eingeschobene Zwischen-
punkte getrennt, enthalten sind.

Da auf T, selbst wieder kein Randpunkt liegt, die Menge
der letzteren also durch einen gewissen Minimalabstand
von T, getrennt ist, so likit sich das Verfahren, welches von
¥, aus zur Herstellung von I, fithrte, wiederholen und zwar
unbegrenzt oft wiederholen, Man erhiilt also auf diese Weise

1) Diese ganze Betrachtung bleibt auch giiltig, wenn an die Stelle
[#) {0 . . . - .
von 1”}. N ]",:__’H die im zyklischen Sinne konsekutiven Punkte

0 N
]‘;2, ]’4[“) treten.
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eine unbegrenzt fortsetzbare Folge ineinander liegender,
aus lauter AuBenpunkten von B hestehender Treppen-
polygone:

T T
2 T

03 "
welche nach aufien cine entsprechende Folge liickenloser,
bestiindig zunehmender und sich gegenseitig umfassender Ge-

biete von AuBienpunkten:
Ay Ay Ay, o 2,

begrenzen, wiihrend sie nach innen den Bereich B immer
enger umschliefien. Diese letztere Tatsache findet ihren pri-
ziseren Ausdruck in der nachgewiesenen Existenz einer unbe-

grenzten Folge endlicher, durchweg mit demselben Punlte Py
beginnender, durch systematische Einschaltung bzw. Anfiigung
neuer Punkte aus einander hervorgehender, fest geordneter
Randpunktmengen:
© W @ P
Puots A0t {DPn}s o {2
O " ¢ : .

(wo: P = P{” fir v =1, 2, 3, ...), diec mit unbegrenzt

=1

wachsendem » sich unbegrenzt verdichten und deren Ver-

.. . () . ~
einigungsmenge lim {1’,(,’,} durch die Treppenpolygone T,

17— £

unbegrenzt approximiert wird., Diese letztere ist also zusam-

menhiingend und zwar, da 1’,(,? P mit unbegrenzt wach-
sendem » beliebig klein wird, zyklisch zusammenhiin-
gend. Durch Hinzunahme ithrer Hiufungspunkte, die ja
als Hiufungspunkte von Randpunkten gleichfalls. Rand-
punkte sind, wird sie zu einer abgeschlossenen und zwar,
da sie als Menge von Randpunkten keine inneren Punkte
enthalten kann, zu einem linienhaften Kontinuum £
Dieses Kontinuum ¢ bildet die Begrenzung zweier ver-
schiedener Punktmengen, nimlich erstens der Vereinigungs-
menge A = lim A, der Auliengebiete A, (» =10,1,2,...)

P —t 0
als eines liickenlos zusammenhiingenden, sich ins Unendliche
erstreckenden Gebietes von Aufienpunkten des Bereiches 8B;

Silzungsh d math,-phys. KL Jahrg, 1922, 14
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zweitens der Komplementirmenge zu U, deren Punkte,
soweilt sie nicht zu € gehdren, wir als innere Punkte (kiirzer
S-Punkte) von ¥, sie selbst mit 3 bezeichnen. Diese letztere
enthiilt den Bereich 9, da das Gebiet A keinen Punkt von 9
enthiilt. Da ferner jeder A-Punkt auBerhalb eines I, von
hinlinglich grofiem (und um so mehr von noch grékerem)
Index », jeder (-Punkt innerhalb aller €, liegen mufi, so
findet zwischen je einem Punkte der einen und der anderen
Kategorie kein Zusammenhang statt. Denn jeder einen A-Punkt
und einen J-Punkt verbindende Streckenzug mufi mit jedem
T, von hinliinglich grotem Index » einen Punkt, also als Hiu-
fungspunkt dieser Punkte auch mit ¥ einen Punkt gemein
haben. Es ist somit ¢ identisch mit der vollstindigen Be-
grenzung der beiden Punktmengen % und \ und bildet ins-
besondere in dem Sinne die #ufiere Berandung des Bereiches 8,
daB sie ihn von denjenigen Aubienpunkten trennt, welche
das liickenlos ins Unendliche sich erstreckende Gebiet 2 bilden
(moglicherweise freilich auch noch von anderen Aufien-
punkten, wie alsbal?: gezeigt werden soll).

3. Im Anschluf an das vorstehende Ergebnis ist noch zu

bemerken, daf die Héufungspunkte der Menge lim {]’,‘,:‘}

—
von zweierlei Art sein konnen. Die eine (stets vorhandene)
Kategorie macht jene abzihlbare Menge der ,ausgezeich-
neten‘ Randpunkte oder einen ihrer Abschnitte in der Weise
zum Kontinuum, dab das letztere alle bzw. alle dem Dbe-
treffenden Abschnitte angehirigen Punkte der Menge in sich
aufnimmt und iiberall dicht enthiilt (in der Art, wie bet Hin-
zufligung der irrationalen Zahlen zu der abziihlbaren Menge
der rationalen des Intervalls [0,1]). Die andere (welche offen-
bar auch giinzlich fehlen kann) liefert Kontinua, welche, allen-
falls abgeschen von einzelnen Punkten, iberhaupt keine

Punkte der Menge lim {/)’} enthalten. Fin bekaunntes Bei-

Vb
spiel dieser Art bildet die Annahme, dafi ein Teil der iiulieren
Berandung von B aus den Punkten (z, ) besteht, welche der
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Gleichung: y = sin‘-’;z, etwa fir 0 <z <1, geniigen. Die

Menge der Hiufungspunkte enthilt alsdann die Strecke 01
der y-Axe, von der lediglich der eine Punkt (0,1) der Menge

lim { P’V angehort. Wihrend nun hier das zu der iibrigen
v D f=)

v
duBeren Berandung von ¥ hinzutretende besondere Konti-
nuum nur aus einer einfachen Strecke besteht, so kann auch
der zuerst von Herrn Brouwer?!) bemerkte Fall (und zwar
beliebig oft) eintreten, dal ein solches Kontinuum, also ein
Teil der iufieren Berandung von B, zugleich die vollstindige
Begrenzung eines endlichen Gebietes von Aufienpunkten
des Bereiches B bildet. Danach braucht also das zuvor mit £
bezeichnete linienhafte Kontinuum die Ebene keineswegs
nur in zwei getrennte Gebiete zu zerlegen, vielmehr kann die
oben mit \ bezeichnete, den Bereich B enthaltende Punktmenge
aus einer beliebigen Zahl getrennter Gebiete bestehen.

4. Wir wollen noch den Fall ins Auge fassen, daB irgend
ein linienhaftes Kontinuum & die vollstindige Be-
grenzung eines Bereiches ¥ bildet (was nicht ausschliefit,
dat; Teile von ¥ noch andere Bereiche begrenzen). Alsdann
liit sich € auch von innen und zwar durch eine Folge sich
gegenseitig umschlieBender Treppenpolygone beliebig
approximieren und zugleich wieder in eine abziihlbare,
zyklisch zusammenhingende Punktmenge und die
Menge der zugehorigen Hiufungspunkte zerlegen.

Um dies einzusehen, denke wman sich zunichst ein Qua-
drat Q, etwa von der Seitenlinge 2 konstruiert, das ganz im
Innern von ¢ liegt, also vollstindig aus Innenpunkten von
B besteht. Man bestimme dann eine natiirliche Zahl m, so,

daB d,- -”/; kleiner ist, als der Minimalabstand des
0

Quadrates T von der Begrenzung Y, teile Q0 in m) Quadrate
von der Seitenlinge 0, und iiberziehe daran anschlielend den

1) Math. Ann. 68 (1910), S. 423.
14*
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Bereich B mit einem Netz solcher Quadrate. Von diesen ver-
einige man alle an Q unmittelbar anliegenden (offenbar rand-
punktfreien, also ausschlieflich aus Innenpunkten von ¥
bestehenden) mit T, ebenso alle randpunktfreien, die mit
den letzteren oder mit bereits angeschlossenen liings einer Seite
zusammenhiingen, und setze dieses Verfahren so lange fort,
bis es durch das Auftreten anliegender randpunkthaltiger
Quadrate gehemmt wird. Man gewinnt auf diese Weise ein
erstes von lauter Innenpunkten des Bereiches B erfiilltes und
begrenztes Treppenpolygon T, das ringsum von daran an-
liegenden randpunkthaltigen Quadraten umgeben ist. Aus
den betreffenden Randpunkten kann man dann wieder, ge-
rade so wie beim Beweise des Hauptsatzes von Nr. 2, eine in be-
stimmter Weise geordnete endliche Menge ausgezeichueter
Randpunkte herausheben, und das in dieser Weise begonnene
Verfahren lifit sich ganz analog, wie in Nr. 2 ausfiihrlich be-
schrieben, unbegrenzt fortsetzen. Daraus ergibt sich dann un-
mittelbar die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung.

§ 2. Der Jordansche Kurvensatz.

1. Unter einer Jordanschen Kurve verstehen wir, wie
iiblich, eine doppelpunktlose stetige Parameterkurve,
also eine Punktmenge, deren rechtwinklige Koordinaten de-
finiert sind durch zwei Gleichungen von der Form:

(1) =g, y=u®,

unter ¢ (f), w(#) eindeutige und stetige Funktionen der
reellen Veriinderlichen ¢ etwa fiir ¢, < ¢ < I’ verstanden, die
iiberdies der Bedingung geniigen, dab nicht gleichzeitig:
(2) b (fx) =4 (t2>1 U (f1) = "/"(tz)a wenn: f, F ¢,.

Besteht beziiglich dieser letzteren Bedingung die eine Aus-
nahme:

(3 v (t) = ¢ (1), (&) —= v (T),

so heifst die betreffende Jordansche Kurve geschlossen, im
_entgegengesetzten Falle offen.
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Wie aus der vorstehenden Definition unmittelbar erkannt
wird, fillt jede geschlossene Jordansche Kurve unter den
in Nr.2 des vorigen Paragraphen festgelegten Begriff einer
zyklisch zusammenhingenden Punktmenge mit Hinzu-
nahme ihrer Grenzpunkte, also eines linienhaften Konti-
nuums nach Art der iuferen Berandung eines Bereiches 8.
Diejenige Kigenschaft, die sie aus dem allgemeinen Typus solcher
Kontinua heraushebt, besteht dann darin, daB ihre Grenz-
punkte keine besonderen (d. h. die Punkte der abziihlbaren
zyklischen Menge nicht enthaltenden) Kontinua bilden und
demgemiifi auch keine besonderen Bereiche begrenzen konnen,
dati vielmehr jede geschlossene Jordansche Kurve die
Ebene in genau zwel getrennte Gebiete zerlegt. Dem Beweise
dieser den Inhalt des .Jordanschen Kurvensatzes“ bilden-
den Aussage schicken wir zunichst zwei Hilfssitze voraus.

2. Hilfssatz I. Kine zusammenhingende Punkt~
menge P, welche ausschlieBlich aus Punkten einer die
Punkte p, und P verbindenden Jordanschen Kurve €
besteht und Punkte in beliebiger Nihe von p, und P
enthiilt, ist nach Hinzunahme threr Hiufungspunkte
mit der Kurve € identisch.

Beweis. Es sei Gl (1) die Gleichung der Kurve ¢ und

(4) po— (@) v (&), T = (1), v(I)).
In Folge der Stetigkeit von ¢ (f), v () gehort dann auch jeder
Grenzpunkt der Menge P der Kurve ¢ an, mit anderen
Worten, auch die aus P durch Hinzufiigung der Grenzpunkte
hervorgehende abgeschlossene Menge P besteht ausschlieB-
lich aus Punkten von C.

Es ist nun zu zeigen, daB auch umgekehrt jeder Punkt
von © der Menge P angehort. Dies gilt zuniichst ohne wei-
teres fiir die Punkte p, und P, da sie ja auf Grund der Voraus-
setzung Grenzpunkte der Menge B sind.

Es bedeute ferner 7 einen ganz beliebigen, dem Inter-
vall {, <t < T angehorigen Parameterwert, von dem noch
nicht feststeht, daB er cinen zu P gehorigen Punkt liefert,



206 A. P'ringsheim

und es mogen andererseits diejenigen Paramecterwerte, von
denen diese Kigenschaft feststeht, generell mit ¢ bzw. mit ¢"
bezeichnet werden, je nachdem sie kleiner oder griolier als
7 sind, sodaBl also:

() LU, <L T

Die ¢ haben dann eine obere Grenze ¢/, die {" eine untere
Grenze ', und zwar folgt aus Ungl. (H), dak:

(6) <7<t

Da nun die Punktmenge 8 eine abgeschlossene ist, so miissen
die Punkte (¢ ('), o () und (p (£,  (£")) ithr angehoren.
Da sie zugleich eine zusammenhiingende ist und anderer-
seits zwischen ¢ und #" keine Parameterwerte existieren sollen,
welche Punkte von P liefern, so miissen jene beiden Punkte
zusammenfallent). Daraus folgt aber auf Grund der Be-
dingung (2), dali #' == ¢" sein muf und dafi daher mit Beriick-
sichtigung von Ungl. (6) sich schlieblich ergibt:

t"_'.'[f:[l"

d. h. daB in der Tat jeder beliebige Punkt (¢ (r), v (7)), falls
ty <t < T, der Menge P} angehirt. Dieselbe ist somit, wie
behauptet, mit der Kurve ¢ identisch.

Zusatz. Tritt an die Stelle der offenen Jordanschen
Kurve eine geschlossene, so lifit sich der vorstehende Satz
in folgender Weise modifizieren :

Zerlegt man eine geschlossene Jordansche Kurve ©
durch zwei beliebige ihrer Punkte p, und £ in zwei

1) Der fragliche Zusammenhang kann nicht etwa dadurch hergestellt
sein, dak die beiden zu den Parameterintervallen [fy, t'] und [t ', T] ge-
horigen Abschnitte von € in irgend einem Punkte zusammenhiingen,

"

der zu einem von t' bzw. #" verschiedenen Parameterwerte gehort,

Denn jene beiden Abschnitte von 6 miifiten, falls ¢ <" angenommen
wird, als abgeschlossene Punktmencen einen bestimmten Minimalabstand
haben, der nicht Null sein kann, da andernfalls 6 einen Doppelpunkt
besitzen wiirde,
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Abschnitte und sind P,, P, zwei zusammenhingende
Punktmengen, deren eine ausschliefilich aus Punkten
des einen, die andere aus solchen des anderen Ab-
schnittes besteht und deren jede Punkte in beliebiger
Niihe von p, und P enthilt, so ist die Vereinigungs-
menge der Mengen P, P, und ihrer Grenzpunkte mit
¢ identisch.

Denn auf Grund des vorstehenden Satzes folgt, dal von
den heiden abgeschlossenen Mengen T,, L3, die eine mit dem
einen, die andere mit dem anderen Abschnitt von € identisch ist.

3. Hilfssatz II. EKine offene Jordansche Kurve
kann niemals die vollstindige Begrenzung eines im
Endlichen gelegenen Bereiches B bilden.

Beweis. Angenommen, das Gegenteil set der Fall: dann
liist sich nach dem Satze am Schlusse von § 1, Nr. 4 aus den
Randpunkten von B, also aus den Punkten von € eine zyklisch
zusammenhingende Menge lim {Pf.’,)} herausheben, die von

i ]
innen durch eine Folge sich gegenseitig umschlieBender Trep-
penpolygone beliebig approximiert werden kann. Wir bilden
aus dieser zyklischen Punktmenge in folgender Weise zwei
gesonderte Mengen. s sei (mit Beibehaltung der beim Be-
weise des Hauptsatzes von § 1, Nr. 2 beniitzten Bezeichnurwen)
(P} die erste Menge der Mengenfolge {P Tr=0,1,2,...)

und Pl (wo m, > 1) ein beliebiger Punkt derselben. Wir bilden
‘() . & 7
aus der Anfangsmenge {P,)} die beiden Mengen:

{0) (0) (0)
PPy L Py

(1) (M) )}
I)nlo Pmo +1, - P

(wo also das Glied P%) zweimal auftrltt). Nach dem beim
Beweise des Satzes von § 1, Nr. 2 entwickelten Verfahren
schliet sich dann an jede dieser Mengen eine unbegrenzte
Folge von Mengen an:

() (1) () (r) (0) ) (0)
re, P ,...P,, wvo: P"=P1, P, =D, =10,
7H0r) (1) () (1) ) 1: o PO (0)
-1-)111‘.9 Pm S KRR ])n), 1))",,: Pnloy lim l)n) = 1) Jl . )
V= 0
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Jede der beiden zugehorigen Vereinigungsmengen ist zu-
sammenhiingend. Da sie beide zusammengenommen die zy -

klisch zusammenhingende Menge lim {2} liefern, welche,

P
wie bemerkt, durch eine Folge sich umschlieBiender, also sich be-
stiindig erweiternder Treppenpolygone beliebig approximicrt
werden kann, so folgt, dali jene beiden aus lauter Punkten
von O bestehenden Vereinigungsmengen nach Hinzunahme ihrer
Grenzpunkte zwei linlenhafte Kontinua bilden, welche

. . 0 ) . . T .
die zwel Punkte P, 1’,5,0) gemein haben, im iibrigen keines-
falls identisch sein konnen. Diese beiden linienhaften Kon-

tinua miissen dann nach Hilfssatz T mit zwei verschiedenen,

. 1) 0 . .
die Punkte P{” und P, verbindenden Bigen der Jordan-
schen Kurve € zusammenfallen, die letztere mufi also ge-

schlossen sein.

Zusatz. Da jeder zusammenhingende Teil einer (oftenen
oder geschlossenen) Jordanschen Kurve eine offene Jor-
dansche Kurve ist, so folgt: Bildet eine Jordansche Kurve
die vollstiindige Begrenzung eines im Endlichen ge-
legenen Bereiches, so kann keiner ihrer Teile einen
anderen Bereich begrenzen.

4. Hauptsatz. Eine geschlossene Jordansche Kurve
¢ zerlegt die Kbene in zwei und nur zwei getrennte
Gebiete.

Beweis. s sel 4 ein am weitesten nach links, I ein
am weitesten nach rechts gelegener Punkt von €. Diese
beiden Punkte zerlegen die Kurve in zwel Bigen, einen un-
teren und emen oberen, die wir durch Ansetzen beliebig
(inshesondere heliebig klein) zu denkender horizontaler Strecken
AA', BB nach links bzw. nach rechts verlingern. Hier-
durch wird der Charakter jener beiden Bogen als offene
Jordansche Kurven nicht geiindert.

Wir denken uns nun durch die Punkte A’ und B zwei
nach beiden Seiten unbegrenzte Vertikalen v, v, gezogen und
gehen darauf aus zu zeigen, dab jeder der beiden Kurvenbogen
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A'A ... BB, die wir mit €1, 6 bezeichnen wollen, den so
entstandenen unendlichen Parallelstreifen in zwei getrennte
Gebiete zerlegt. Hierzu wenden wir dasjenige Verfahren an,
welches in § 1, Nr. 2 zur Approximation der dufleren Beran-
dung ecines Bereiches durch eine Folge von Treppenpolygonen
diente, auf einen jener beiden Kurvenhtgen, etwa den unteren
¢, an.

Wir schliefen also den letzteren zunichst in ein Quadrat,
dann in einen (uadratischen Ring von Teilquadraten und,
von diesem ausgehend, in ein Treppenpolygon T, ein, dem
wir wieder eine bestimmte endliche Menge {P}'} von ,ausge-
zeichneten Randpunkten®, d. h. von Punkten des Bogens
@i zuordnen. Bei weiterer Fortsetzung des a. a. O. beschrie-
benen Verfahrens ergibt sich dann wieder eine unbegrenzte
Folge in einander liegender Treppenpolygone T, (v =1,
2, 3,...), welche den Kurvenbogen ¢, immer enger um-
schlieffen, dazu eine gleichfalls unbegrenzte Folge sich be-
stiindig verdichtender endlicher Mengen {P:,')} von ¢j-Punkten,
denen jene Treppenpolygone unbegrenzt niher riicken, ohne
jemals einen dieser Punkte zu erreichen. Wir treffen nun die
weitere Verfligung, dafi bei allen moglichen ¥, die beiden
duBersten Vertikalseiten durch entsprechende Stiicke der beiden
Grenzvertikalen b, v, ersetzt werden sollen. Dadurch gelangen
die beiden Cj-Punkte A' und B' auf die Begrenzung aller ¥,,
withrend im {ibrigen keinerlei wesentliche Anderung eintritt.
Werden jetzt die beiden (neu geschaffenen) iubersten Vertikal-
seiten der T, wieder ausgeschaltet, so zerfillt jedes T, in zwei
Treppenwege, einen unteren t, und einen oberen i,. Zu-
gleich zerfillt auch jede der Punktmengen {P,(,’))} (r==1,2,3,..))
in zwel solche, deren eine dem Treppenwege f,, die andere
dem Treppenwege t, zugeordnet ist und die beide zwischen
L und t, verlaufen. Die Vereinigungsmenge einer jeden
dieser beiden Punktmengenfolgen mit Hinzunahme ihrer Grenz-
punkte (zu denen auch A' und B' gehéren) mufi dann nach
Thifssatz T mit ¢} i1dentisch sein. Da andererseits Jedes 1,
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und jedes t, (» ==1,2,3,...) den von v, v, begrenzten Parallel-
streifen in zwel und nur zwei getrennte Gebiete, ein Unter-
gebiet und ein Obergebiet, zerlegt, so gilt das gleiche von
¢i, da ja auf Grund von Hilfssatz II bereits feststeht, dali
nicht etwa ein Teil von €¢; ein Sondergebiet begrenzen konnte.

Ebenso ergibt sich, daBi auch der (abgesehen von den
Strecken A'A und BB') vollstindig dem Obergebiet von
angehorige obere Kurvenbogen 3 den Parallelstreifen in zwei
Gebiete zerlegt. Dabei konnen die zwei durch € und €3
hervorgebrachten Zerlegungen nicht identisch sein, da sonst
Gy und G5 1dentisch sein miifiten. Es mull daher emn Teil
des Obergebietes von ¢ mit einem Teil des Untergebietes
von ) zusammenfallen, und es wird daher der Parallelstreifen
durch die beiden Bogen @) und €3 in drei Sticke zerlegt,
von denen die beiden ituBieren sich ins Unendliche erstrecken,
das mittlere, gleichzeitig von €} und €3 begrenzte, ganz im
Endlichen liegt. Denkt man sich jetzt die beiden Ansatustiicke
A A" und BB, sowie die beiden Vertikalen v,, v, ausgeschaltet
und die beiden Bigen von €, die nach Wegnahme der Strecken
AA" und BB mit 6,, G, bezeichuet werden mdgen, zu der
geschlossenen Kurve € zusammengefalit, so zerlegt die
letztere die Ebene in genau zweil getrennte Punktmengen,
eine dubiere, von der bereits feststeht, dali sie ein einziges
zusammenhiingendes (iibrigens sich ins Unendliche erstrecken-
des) Gebiet bildet, und eine innere, von der noch zu zeigen
ist, daB sie gleichfalls ein einziges zusammenhiingendes Gebiet
bildet. Dazu ist nur der Nachweis erforderlich, dafi zwei be-
liebige, im Innern von € liegende Punkte P, I durch eine
ganz im Innern von (€ verlaufende gebrochene Linie verbun-
den werden kénnen.

Wir bemerken zuniichst, daf durch die vorstehende Be-
trachtung fiir jeden der beiden Kurvenbdgen €, €, eine be-
stimmte Seite als untere, die andere als obere festgelegt ist.
Inshesondere hat diejenige Seite des (unteren) Kurvenbogens ),
an welche die im Inneren von € liegenden Punkte angrenzen,
als obere zu gelten.
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Da der Punkt P einen gewissen von Null verschiedenen
Minimalabstand von € besitzen muf, so lifit er sich mit einem
ganz aus Innenpunkten von € bestehenden Quadrat umgeben,
von dem ausgehend man nach der Vorschrift von § 1, Nr. 4
eine unbegrenzte Folge ganz von Innenpunkten der Kurve €
erfiillller und begrenzter, sich gegenseitig umschliefiender
Treppenpolygone ¥, (» =1, 2, 3, . . .) nebst einer ent-
sprechenden Folge endlicher Mengen {Py} von ,ausgezeich-
neten® Randpunkten, d. h. €-Punkten herstellen kann,
denen jene Treppenpolygone unbegrenzt niher riicken. Die
beim Beweise des Hilfssatzes II angewendete SchluBweise zeigt
dann, dak die (wiederum zyklisch zusammenhiingende) Ver-

einigungsmenge lim {P,(,';,)} nach Hinzunahme ihrer Grenz-

v
punkte mit der Kurve € identisch sein mub. Bei dem obigen
Verfahren mub nun unter den ausgezeichneten €-Punkten
einmal ein erster auftreten, der (von 4 und I verschieden)
dem unteren Bogen €, angehdrt. Er werde mit P, der auf
der zugeordneten Quadratseite des entsprechenden Treppen-
polygons, etwa T, ihm gegeniiber liegende mit ¢ bezeichnet.
Die Strecke @ P, liegt dann, abgesechen von dem Punkte P,
ganz im Innern von €. Da sich andererseits der Punkt P
mit ¢ durch einen im Innern von €,, also auch von € ver-
laufenden Streckenzug verbinden Lifit, so liefert der Strecken-
sug PQP, eine im Innern von § verlaufende Verbindung
von I’ mit der oberen Seite von €.

Genau in derselben Weise lLift sich auch fir den Punkt P
eine analoge Verbindung P'Q'P; mit einem Punkte Pi der
oberen Seite von €, herstellen.

Nun liBt sich aber die obere Seite von €, durch die
im ersten Teil des vorliegenden Beweises mit tf, bezeichneten
Treppenwege in der Weise approximieren, daf jeder Punkt
des Treppenweges einen beliebig klein vorzuschreibenden Ab-
stand von G, hat. Da das Bogenstiick P P; von dem oberen
Kurvenbogen G, einen gewissen Minimalabstand hat, so muf
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bei hinlinglich oroiem » der Treppenweg t, die Strecken
g g PP g
QP,, Q' P; nahe bei P; bzw. Pi in zwei Punkten ¢, bzw. @
treffen und das Wegstiick ¢ ()7 dem Untergebiete von ¢, an-
o Ul D 2
gehoren, also im Innern von € liegen Der aus 2Q 0, Q'
bestehende Streckenzug liefert dann eine mm Innern von ©
tel
verlaufende Verbindung von P und I’

Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen.



