Sitzungsberichte

der
mathematisch-physikalischen Klasse
der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften

zu Minchen

1918, Heft IIT

Oktober- bis Dezembersitzung

Mitnchen 1918

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission des G. Franz'schen Verlags (J. Roth)



453

Die konforme Abbildung der Halbebene auf ein von
heliehigen Kegelschnitten begrenztes Polygon.

Von F. Lindemann.

Vorgetragen in der Sitzung am 7. Dezember 1918.

Wie bel dem Parabelpolygon die Differentialgleichung aller
Parabeln den Ausgangspunkt fiir die Behandlung des Problems
in meiner friitheren Abhandlung?) bildet, so hier bei dem allge-
meinen Problem die Differentialgleichung fiinfter Ordnung aller
Kegelschnitte.  Durch Einfihrung der Variabeln 2=z 4 iy
und 2, = z — iy liBt sie sich in eine Differentialgleichung
vierter Ordnung in 2, 2", 2", &7 umformen (wo die oberen
Striche die Differentiation nach Z, d. 1. nach der Variabeln
in der Bildebene andeuten), deren linke Seite aufer diesen
Grofen 2', 2 . . . Funktionen von 2z, und 2, 21 und 2’ usf.
enthilt, die auf dem Rande des Polygons reell sind und sich
infolgedessen als Funktion von Z bestimmen lassen, da ihre
in den Brennpunkten der Kegelschnitte und in den Ecken des
Polygons liegenden singulireu Punkte bekannt sind, und da
auch ihr Verhalten in den entsprechenden Bildpunktfen sich
bestimmen lift. Hs ergibt sich schlieflich nach Ausfiibrung
einer Quadratur eine lineare Differentialgleichung dritter Ord-
nung fiir 2, deren Koeffizienten von den Losungen W einer
anderen Differentialgleichung abhiingen, die dadurch gegeben
wird, daB der Schwarzsche Differentialausdruck { W, Z} gleich
einer rationalen Funktion von Z sein muf. Die Formeln fiir

1) Diese Sitzungsberichte, oben S. 203 fI.
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das Parabelpolygon entstehen, wenn die- durch die erste Qua-
dratur eingefiihrte willkiirliche Konstante gleich Null genom-
men wird. Iis entsteht dann eine lineare Differentialgleichung
dritter Ordnung, deren Koeffizienten sich m den singuliiren
Punkten verhalten wie rationale Funktionen (deshalb aber
nicht, wie in meiner letzten Arbeit gesagt wurde, selbst rationale
Funktionen sind).

§ I. Die Differentialgleichung der Kegelschnitte.

Bei unserer Behandlung des Abbildungsproblems fiir ein
Parabelpolygon gingen wir von der Differentialgleichung der
Parabel

2 4 302
(1) %cl Y (Zy*:)((/ '1/) — 0

dat duat o 2’

AN

aus. Die linke Seite der Gleichung ist eine Reciprokante im
Sinne Sylvesters!); zur Abkiirzung wenden wir dessen Be-
rechnungsweise an und setzen:

dy &y dty Ay

2 — = q, - ), — e == -
@ dat * da? b o x* : da’ i

dann erscheint die Gleichung (1) in der Form
(3) P=3ac—>50 = 0.

Entsprechend benutzen wir jetzt die Differentialgleichung
der allgemeinen Kurve zweiter Ordnung in der Form:?)

(4) L=9a*d — 45abec + 100° = 0,

Die linke Seite lifit sich auf P und P (den Differential-
quotienten von P nach z) zuriickfiihren; es ist nimlich

(5) P,=3ad — Tbe;

1} Sylvesters Arbeiten itber Reciprokauten sind abgedruckt in
Bd. IV seiner Mathematical Papers, Cambridge 1912,

%) Diese Gleichung hatte ich a. a. O. unter Bezugnahme auf eine
Abhandlung von Halphen abgeleitet. Wie Sylvester (1. e. p. 283 und 480)
bemerkt, wurde sie schon von Monge aufgestellt: Corresp. sur I'Eeole
Polytechnique, Paris, 1I, 1809—18, p. 51—54.
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folglich wird:
(6) Li=23u P, —8L- P

In der Tat muB ja die Gleichung L = 0 auch von allen
Parabeln erfiillt sein,
Ebenso mufi sich I auf die linke Seite der Differential- -
gleichung aller Kreise, niimlich
(7) K= (1 +)b—3axt =0, wotzdy,
dz
zurlickfiithren lassen. Es ist:

K, =1t c—4dabt—3a°
K= (14+yd—2act — 41t — 13a2b
und folglich:1) ‘
) —L-at=K-Bad—13bc)+ 13K,-b* — 3 K,ab.

In iihnlicher Weise wird man ein von gewissen Parametern
abhiingiges System von Kegelschnitten durch eine Differential-
aleichung charakterisieren konnen; durch die linke Seite der-
selben und durch die Differentialquotienten dieser linken Seite
wird sich dieser unserer Ausdruck L darstellen lassen. Es sei
dies noch an einem weiteren Beispiele gezeigt.

Die Kegelschnitte mit gemeinsamem Mittelpunkt im An-
fangspunkte, deren Hauptaxen mit den Koordinatenaxen zu-
sammenfallen, sind gegeben durch:

Az? 4+ By* —1 =0, also: Ae+ Byt =0
A+ B+ Bay = 0;
durch Elimination von 4 und B findet man:
M=t(y—at)y —azy =0

folglich durch Differentiation nach a:

1) Das Bestehen von Relationen der Form (6) und (8) kann man
auch aus einem allgemeinen Satze Sylvesters schliefen, nach welchem
das von ihm mit (¢ bezeichnete Operationssymbol (a. a. O., p. 894), welches
zur Ableitung hoherer Reciprokanten aus niederen dient und die par-
tiellen Differentialquotienten @, b, ¢ . . . enthiilt, sich auf eine Differen-
tiation nach @ zurtickfiihren Libt.
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M = ~bry—Saxt; des gesetzt = — M x; dann ist:
M =cy+th+ 3a* 4 30¢
DM~ ¢ M, = 410* + 3a*b — 3act, gesetzt = M,; dann ist

- M= 10al® +-t(hbe — Jad),
also: M,(5be — 3ad) — M;(40* — Bac)
= ab(dSabe—400 — 9a*d) = —abl,
wenn L wieder durch (4) definievt ist, Nuu wird:
s M —z — bz M" A
J[lz_ll,, = i 97 TII L /)TI[ )1]'[ ~+cx M
M; 3[((?.70- 20 M’ + 20 M — b M,

also:
aba® L= M'[*(40*d — 5b¢*) 4 z(3abd — Hl3c)
+ 6abe — 86| + M |2* (B¢ — Babd) + x (86 — Gabe)]
4 MUha(Bac — 40%).

Hier ist L eine Differentialinvariante fir die Gruppe aller
ebenen Kollineationen, M eine Differentialinvariante fir die
Gruppe der Transformationen & == az, 3 = fy. In analoger
Weise wird sich allgemein eine Differentialinvariante einer
Gruppe rational darstellen lassen durch die Differentialinva-
rianten einer Untergruppe und durch deren Differentialquotienten.

Es kommt (wie bei den Parabeln a. a. O)) darauf an, statt
der Differentialquotienten von y nach z oder von z nach y die
Differentialquotienten von 2 und y nach einem Parameter X
einzuftihren. Setzen wir

o= dx 2 d*x , dy o d?y
T ax dx ¥ Tax ¥V Taxe v
so ist bekanntlich:
i YL Y i
t = ‘1/,, Qo= =t “.;;x ‘I/», und wenn
x Z

dlU dPU
[l,' — /Ix' - xll " [ . Y [j:l . r‘
y i aXe

gesetzt wird:



Die konforme Abbildung der Halbebene ete. 457

U Uzt — 302"
28! - P :
. ('II:EI:'_" *7('1AEIQ/'1‘ + 15(}"‘/”/12_ 3{/'3:/:)/‘111
(9) ‘T 2" '
- x%é [U2% — 120" 22" + 57Uz 2"* — 10U 2% "
+ U8z 2"z — 105 2% — 32’22 ]
Diese Ausdriicke wiren in die Gleichung (4) einzufithren.
Es ist einfacher, zuniichst den Differentialausdruck P umzu-

formen und dann L (d. i. die linke Seite von (4)) mittelst (6)
zu berechnen. KHs ergibt sich

1 — 110 [3 U(Uu 2 7U’x'x“—|—15Ux“2——SUx'x“')
— 5 (U'z' — 83U "]

(10) = 'ffg [— U2z + QUU " + BUU — 502 2],

also ferner:
Py

(10a) o=~ —x,wD( Ut 12U 0" ! — T U g

+ AU A4 YU U 2]
_ r?,; [— 90 4 9UUz" + BUU — 50Uz | 2
=x‘u (SLIMw e — QU U (@& + 9a*?) — (150 [
— ALz BUU =100 2]
und es wird :
(11) g L= 30U Pz —8(U'a— 3Uz") P,

wo I den Differentialquotienten von P nach X bezeichnet,
oder entwickelt:

(11a) 270"z + 45U U a'e™ — 27U Ul 4 3U(QUT™
— 23T gt — (YU AU T 4 4017%) 22 = 0,
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§ 2. .Die Differentialgleichung des Problems.
Die Gleichung I, = 0 ist fiir alle Kurven zweiter Ordnung
erfiillt. Fiihrt man statt der Variabeln 2 und y die Variabeln
g=ux4 1y wmd g =zx—iy,

ein, so wird die allgemeinste Gleichung zweiten Grades In #, ¥
ersetzt durch eine ebenso allgemeine Gleichung zwischen 2 und #,.
Dabel ist

e — et = =20y — 2"y,
Setzen wir also
dVv
2y iU =V=i{ ", V= =" —g
(12) ¢ J | 129 1 axX : i ,
1 , , Lo d1]
(12a) Il = ([=9V*"H9V V"BV V=5V | 1I'= ixX

so geht zufolge (11) die Differentialgleichung I == 0 iiber in:

(13) BV I — (Ve =5V ey 1= 0.

Yot

Gelingt es, die Ausdriicke V, 17, ] . oder ihre Ver-
hiiltnisse als Funktion von Z = X +4 i Y darzustellen, so gibt
(13) eine Differentialgleichung, welche # als Funktion von X
lings der das gegebene Ilichenstiick begrenzenden Kegel-
schnitte (d. h. in der Z-Ebene lings der reellen Axe) definiert
und welche folglich nach dem Prinzipe der Fortsetzung auch
fir die ganze obere Halbebene 2z als Funktion von Z im Sinne
der gestellten Abbildungsaufgabe liefert.

Als singulire Punkte der Funktionen V, und damit der
Integrale der Differentialgleichung (13), kommen auf dem Rande
des gegebenen Flichenstiickes die Keken des Polygons in Be-
tracht, im Innern desselben die Brennpunkte der den Rand
bildenden Kegelschnitte, bzw. die diesen Punkten in der Halb-
ebene ¥ > 0 entsprechenden Punkte. Der Beweis dafiir ist
genau, wie bei den Parabelpolygonen meiner fritheren Ab-
handlung. Da die durch (12) gegebene Funktion V' nur in
Wendepunkten der Kurve versehwindet, auf welcher der Punkt z,
(d. 1. 2, 2,) liegt, so kommen andere singulire Punkte nicht in
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Betracht. Iine Ausnahme von dieser Betrachtung tritt ein.
wenn einer der Kegelschnitte in eine gerade Linie ausartet:
dann ist die Gleichung (13) identisch erfiillt. Man wird diesen
Fall als Grenzfall 1im folgenden mit einschlieien kdnnen.

§ 3. Die Ecken des Polygons als singulire Punkte.

Die zu betrachtende DPolygonecke liege im Nullpunkte
(# =10); wir denken uns eine Transformation gegeben, welche
die beiden dort zusammenstofienden Kegelschnitte in zwei unter
dem gleichen Winkel zusammentreffende gerade Linien ver-
wandelt; diese in der Umgebung der Stelle 2 =0, welcher
die Stelle £ =0 entsprechen moge, konforme Abbildung sei
durch die Gleichung

(14) ¢ = F ()

dargestellt, in welcher die rechts stehende Funktion I7 noch
von einer willkiirlichen Funktion abhiingt, da das aus der
z-Ebene auf die (-Ebene abzubildende Gebiet in der Umgebung
der Stelle 2 = 0 noch durch eine willkiirliche Kurve (die den
Winkelraum zwischen den beiden Kegelschnitten abschliel3t)
begrenzt zu denken ist.  Der cine Kegelschuitt set durch die
(Gleichung

(149) a bt - a,t*

. A - #2
by s et eyt

oy

in seiner Parameterdarstellung gegeben; dabel sind @, und a,
komplexe, hingegen ¢y, ¢, ¢, reelle Konstante. Duarch Aut-

I5sung ergibt sich hieraus

(14 b) t = g (,2) = f(g),

wo die Funktion ¢ (¢) in der Umgebung von z = 0 holomorph
ist, denn sie hat nur in den Brennpunlkten des Kegelschnittes
singuliire Punkte; sie hiingt folglich auch holomorph von £ ab.
Reellen Werten von ¢ entsprechen reelle Punkte des Kegel-
schuittes; und es kann die Fuunktion I7 so gewiihlt werden,
dafy thnen auch reelle Werte von ¢ zugehdren. Durch die
Transformation
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(15) (=7

werden dann, wenn Ax den Winkel des Polygons an der Ecke
2=20 also auch den Winkel zwischen den beiden durch die
Traunsformation (14) erzeugten geraden Linien bedeutet, diese
beiden (den Kegelschnitten entsprechenden) Geraden der £-Ebene
in die reelle Axe der Z-Ebene iibergefithrt, so dab auf dem
ersten Kegelschnitte reellen Werten von ¢ auch reelle Werte
von Z entsprechen, und es werde

(16) L= Q) =[(X) = p(X) = (o)
gesetzt. Sel nun

2 2
(162) Uzdz, de  d*z de,

At dt  de dt’

so wird lings des ersten Kegelschnittes:

N U " . au
() =g -3 we v =90
'3 q _Z" I/l
=5 r@r@ s L Pe Ha 0 a s

wo (1 den Differentialquotienten von , nach X bezeichnet
und £, ein Punkt der Kurve (14a) ist.

Der zweite Kegelschnitt sei durch die Gleichung
byt + b,7* ]
e + et + egﬂ

in seiner Parameterdarstellung gegeben, und umgekehrt, analog
zu (16):

(172) 5=

T = %(2).

In der Z-Ebene geschieht der Ubergang von dem ersten
zum zweiten Kegelschnitte dadurch, daf man X durch Xe*'
ersetzt; in der Umgebung von z = 0 wird damit jedem Punkte
des ersten ein Punkt des zweiten Kegelschnittes zugeordnet.
Man kann daher setzen:

(17h) 7=y (e) = x(F'(§y) = 2 (I (L, 7)) = P (1),
wo [, einen Punkt der Kurve (17a) bezeichnet. Auf dem
zweiten Kegelschnitte ist dann:
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(170 (§l=¢(f)/<ﬁ@mIWQ>+3415“ﬁﬁ%g>

“(EF(CL)
-Z"/I(.gg)j ) gi
WO pun: y .
(17d) by e, o CL AT

oo X
Hier wird ferner, wenn man gemiB (17b) t als Funktion
von ¢ auffat:
. - O U D (1)
— (3] —
= 00 ()= () 70+ 5

Die Gleichungen (17) und (17c¢) gelten fiir die Punkte je
cines der beiden Kegelschnitte; nach dem Prinzipe der stetigen
Fortsetzung ist folglich fiir einen beliebigen Punkt ¢ in der
Umgebung der Stelle { = 0 (bzw. Z = 0)

1% U y o 7@ po s ()
—— o' (I I [7/] 3 I 3
4 K)/<ﬂw1w+ N @+ C
o I“ ll T

(18) g ) A (g) N
T2 4(1) (C)—*-STI(C)] +3C,y

wo nun ¢ und 7 als Funktionen von z bzw. { gemifi (14Db)
und (17h) einzusetzen sind. Diese Gleichung aber ist eine
Identitiit; erstens niimlich haben wir:

) — "IN P (E) = 0,

denn diese Gleichung ist mit der Identitit

dr
de
, dr —
O =4 = at
dz
gleichbedeutend, und hieraus folgt die weitere Identitit
(711 ) ({)7“ i
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Die Identitit (18) gilt insbesondere fiir ¢ =, und fiir
. =1{,. Die linke Seite ist anf dem Rande (sowohl fiir X > 0
als fiir X< 0) reell, also auch die rechte Seite. Nun ist
= 2/" auf dem ersten Kegelschnitte reell, auf dem zweiten
gleich einer reellen Zahl mal ¢ withrend : ¢’ nach (17 d) auf
beiden Kurven reell ist.  Infolgedessen lifit sich der Ausdruck

[ v : ) it T
( r)vr'u*)zf"(:wﬁ'm LA TR El L
l“ . 7 1’ (\)

(19) 20

T8I
in eine nach Potenzen von ¢ = Z* fortschreitende Reihe der
Form

(19a) Cy 4 C 24 C, 2% 4 Cy 2% 4 -

entwickeln, die in der Umgebung von Z =0 konvergent ist
und reelle Koeffizienten C; besitzt.  Auf dem zweiten Kegel-
schnitte wird diese Reihe gleich (ab X = R gesetzt)

C() + Cvl n/‘,o:yi}, 4 CV.) Ji2 ‘,?.71‘2. 4'_ Cq 3 et [ + ..

und mufi dann infolge der Identitit (13) gleich demselben
Ausdrucke (19) sein, wenn man dort { = ¢, durch £, = £, e
ersetzt, und muli ferner nach Multiplikation mit e*'* (wegen
des Faktors (i) auf dieser zweiten Kurven ehenfalls reelle
Werte annehmen, denn die linke Seite von (18) ist auf beiden
Randlkurven reell. Hieraus ergibt sich aber, daB alle Kon-
stanten C; gleich Null sind.  Denselben Schlufz kann man
wiederholen, wenn man von dem nach obigem zu (19) iiqui-
valenten Ausdrucke in der zweiten eckigen Klammer der
Gleichung (18) ausgeht.

Der Ubergang von der (-Ebene zur Z-Ebene geschah
durch die Gleichung £ = Z% welche den Winkelraum zwischen
den beiden hetrachteten Geraden der J-Ebene in seiner ganzen
Ausdehnung auf die obere Halbebene (¥ > 0) der Z-Kbene
abbildet, wihrend durch die Gleichung 2 = I({) ein end-
licher Teil aus der Umgebung der betrachteten Icke (¢ = 0)
des Polygons auf einen endlichen Teil des genannten Winkel-
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raumes abgebildet wurde und dieser Teil dann auf die Halb-
ebene weiter abzubilden war. Allgemein werden wir daber

(19h) L= ey v e, 4 e, 2%+ - )

zu setzen haben. Aus dem Verschwinden der in (19a) ein-
gefiihrten Konstanten C; folgt daher nicht, dali der Quotient
VerVogleich 3(2 —1) X7 zu setzen sel, sondern daB derselbe
nur gleich diesem Ausdruck bis auf eine hinzutretende Potenz-
reihe ist, denn aus (19 b) erhilt man an Stelle von (17d) allgemein:

i

A—1 - .
=ttt XX
Ersetzen wir noch den Punkt ¢ = 0 durch eine beliehige
Ecke z = a des Polygons mit dem Winkel 2z, und den Punkt
4 =0 durch einen beliebigen reellen Punkt X = A, so folgt,
daB die Funktion

. Vi L1
2 -3
(20) I A

inder Umgebung der Stelle Z= 4 nicht mehr singuliir
ist; damit haben wir die erste Gleichung (20) meiner friitheren
Abhandlung (5. 209 dieser Sitzungsherichte) wieder gewonnen.
Fir Parabeln, auf die sich die damalige Untersuchung bezog.
vereinfachen sich vorstehende Formeln dadurch, dal die Funk-
tion U’ identisch Null wird. Fihrt man die Fuouktion f(2)
mittels (14 b) ein, so fithrt das Verschwinden des Ausdrucks (19)
auf die Gleichung
[0 = 0.

In der Umgebung von Z = 0 ist also im Falle des Parabel-

polygons ¢ eine quadratische Funktion von Z*:

(20 a) t = a4+ gz,
denn bei den Parabeln ist der Nenner der Gleichung (14a)
hzw. (17a) durch 1 zu ersetzen.

Aus der an (20) gekniipften Bemerkung folgt das Resultat:

Wenn mit 4, 4, ... diejenigen Punkte der X-Axe
in der Z-Ebene hezeichnet werden. die den Ecken a,.
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t,...desgegebenen Kegelschnittpolygons entsprechen

2

.sollen und sind A7, 4,7, ... die Winkel in diesen
Ecken, so ist die Differenz :

V’ L A1
@ S5

an den Stellen 4; nicht mehr singulir.

Hierbei sind die Zahlen A, von Null verschieden voraus-
gesetzt; auf den Fall 2 =0 kommen wir am Schlusse zuriick
(vgl. § 11).

§ 4. Die Brennpunkte als singulire Punkte.

In denjenigen Brennpunkten der begrenzenden Kegel-
schnitte, welche im Innern des gegebenen Polygons liegen,
verhilt 51ch die Funktion V*: V ebenso, wie es bei dem Parabel-
polygon auseinandergesetzt wurde. Sind p und g Brennpunkte
eines solchen Kegelschnittes, so erhilt man durch Auflosung
seiner in ¢ und 2, quadratischen Gleichung eine Formel der Form:

(22) ¢, =uaz+ b+ 4 Vie—p e —q)=az+ 0+ VR,
wo a, b und A Konstante bezeichnen, also durch Differen-
tiation nach Z

= az §]€'3R‘~‘

i

di=ad" — I RT3 R+ L R (R 4- R'2Y)
und hieraus:
V=2sis' —2"s = LR I29(RLE" — L R%),

folglich, da die Klammer der rechten Seite gleich einer Kon-
stanten 1st:

v g 3R

y =% Tere
d. h. eindeutig in der Umgebung der beiden Punkte z = p
und z = ¢, demnach auch eindeutig an den entsprechenden
Stellen der Halbebene Y > 0, insofern die Brennpunkte im Innern
des Polygons liegen. Werden diese Stellen mit P und ¢
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bezeichnet und seien P, und ¢, die konjugiert imaginiren
Punkte (also Punkte der unteren Halbebene), so ist folglich
die Funktion

v 0 o' 4, i

vV Z—P Z—-Q Z—P Z—Q
holomorph in der Umgebung dieser singuliren Punkte; dabei
sind 9, &' gewisse Konstante und 4,, é; die konjugiert imagi-
niren Konstanten. Wir werden in § 5 sehen, dafi 6 = §' = §,
= J; = — § zu setzen ist.

Zuy niheren Erlauterung dieser Schliisse muf man das
gegebene Polygon an dem betrachteten Kegelschnitte ,spiegeln®,
was mittelst der Formel (22) geschieht, und dann verfolgen,
was aus den Brennpunkten, die im Innern liegen, wird, genau

wie bei den Parabeln in meiner friiheren Arbeit. Wir kommen
darauf in § 8 zuriick.

(23)

§ 5. Die Integration der aufgesteliten Differentialgleichung.

Die Gleichung (13) kann in der folgenden Form ge-
schrieben werden:

) Hl IN Z“
37 —8 ("17' = 'z"") =0

und erlaubt also ein erstes Integral in der Gestalt:
3lg I —8lg V- 24lgs'=C

oder:
(24) II3 . 52 = C'V8, JT= Q" Vi -
wo (' eine Konstante bedeutet; und die Gleichung (12a)
wird infolgedessen:

— V2 L GV VN 4 BV VY =5V = O VE
oder:

V’N,,__(l yi 5 e

9 g - R
(25) v 3V 9

wo C wieder eine Konstante bedeutet. Ist letztere gleich
Null, so erhalten wir die Gleichung, von welcher das Problem
Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1918, 31

)z‘—|—C’ng‘=0,
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der konformen Abbildung eines Parabelpolygons abhiingt,
némlich:

1L 1y 5 V2
9 LI ATV _ = 0.
(25a) z % (3 % 9 V‘*)Z 0

Die Koeffizienten von &', 2 verhalten sich an den singu-
liren Stellen wie rationale Funktionen, denn wir sahen in den
beiden vorhergehenden Paragraphen, daB man fiir jeden sin-
guldren Punkt A4; eine Konstante ¢ so bestimmen kann, daB
die Differenz

V‘ o &
v Rz 4

an der Stelle A; nicht mehr singulir ist. Dabei kann 4; ein
Punkt der reellen Axe (einer Ecke entsprechend) sein oder ein
einem Brennpunkte entsprechender Punkt der Halbebene ¥ > 0,
bzw. ein hierzu konjugierter Punkt der Halbebene ¥ < 0. In
der Umgebung eines jeden singuliren Punktes kann daher auf
die Gleichung (25a) die Fuchssche Theorie der linearen Dif-
ferentialgleichungen angewandt werden. Fiir den singuliren
Punkt A4 lautet die determinierende Fundamentalgleichung:

(25b) 0(e—1 (0 —2) —eolo—1) + §(Be + 2690 =0
oder:

=0 e +3)Fof(e+3)P=0

mit den Wurzeln

Q‘=07 @“=71}'(6+3)1 Q’“ =§(8+3)

Fiir eine Ecke des Polygons ist nach (20): e =3 (1 — 1),
also die Losung von der Form

&= a; 4 (Z — AR, (7 — 4) + (Z— 4)"P,(Z— 4)),

wenn P, und P, Potenzreihen bedeuten. Es ist dies in Uber-
einstimmung mit Gleichung (20a). Um die Potenzreihen P,
und P, aufzustellen, mub zuvor die Funktion ¥ noch niher
bestimmt sein; diese Bestimmung von V wird uns in §7
beschiftigen.
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Ist die Parabel in der Form
(25¢) 4= (a' 4 ia") X+ + (B' 4+ i p) X324
durch ihre Parameterdarstellung gegeben, wobei Potenzen von

X mit dem Kxponenten 4 41 vernachlissigt sind, und wo
=0, A = 0 gedacht ist, so wird:

dy . (l“ + 2/)11 ‘(/
= tod =

de ~ ° a4 2 XA
und, wenn X den Faktor e®¢ erhiilt, fur die niichste Parabel

d'y ggoihz—f-a mn)n-l—X“_(/’):‘gosZ}]z__ﬁ‘il@ZJ_z_)_t 5
d'z a'cosin—a'sindz - X2H(f"cos2in+ flsin277) g9

folglich fiir X = 0: tg ¢' = tg (6 4 1x), wie es sein mub.
Liegt der singulire Punkt A in einem Bremnpunkt, so

mufy die determinierende Fundamentalgleichung (25b) neben

der Wurzel o = 0 mindestens eine Wurzel p = 1 haben. Es

ergibt sich also

(25¢) ¢ =0 oder ¢ = — §.

Im ersteren Falle ergibt sich als dritte Wurzel der Wert 2,
it zweiten Falle der Wert — 1. Da ¢ von Null ver-
schieden sein muly, so kann nur dieser zweite Fall
eintreten; es muls also fiir einen Brennpunkt e = — 3
genommen werden.

Das Verhalten der Integrale an der Stelle Z = oo wird
in § 6 niher erdrtert werden.

Ist in (25) C von Null verschieden, so kann die Fuchssche
Theorie nicht angewandt werden; man findet aber in diesem
Falle, sobald die Funktion ¥V bekannt ist, durch fol-
genden Ansatz eine Losung der Differentialgleichung.

Infolge der Relation (21) kann in der Umgebung der
singuliiren Stelle A gesetzt werden:

(25b) V= (Z— A)3—3.P (41— A4),
wo B eine Potenzreihe bedentet. Multiplizieren wir also die
linke Seite von (25) mit (Z — A)?, so erscheint diese Differential-
gleichung in der Form:

31*



468 F. Lindemann

(Z— AP+ (Z— Ay p(Z— A)-2" + [(Z — A)p,(Z — A)
(25¢) + (Z— P Fp (4 — A)] o' = 0,
wobei 1 eine Wurzel der determinierenden Fundamentalgleichung
derjenigen Differentialgleichung bezeichnet, welche aus (25)
entsteht, wenn die Konstante C gleich Null ist. Wir schreiben
diese Gleichung in der Form:
d?y : d*y ) d
x3_{ + 2* Py (z) *% + [xpz (=) + x-é"*']pg (x)] _'y
da dx
1y
#0 = P() + oo+ p,@) L = 0

und setzen fiir  eine nach » vnd » genommene Doppelsumme ein:

o0

(25e) y = a"e Lg..v z”;

n=1 v=20

dann wird
P) =L Xlgnfome )+ gusafi(ne +r—1) + -
+ guafr—1(m0 4 1) -+ guofr (m0)] 272 7,
Plae) = 22f (@, 0) = 2 11 () 7",
@) =9(—1) (0 —2)+ole—1)p(x)+ op,()

gesetzt wird. KEs wird ferner:

wenn

. d )
z2etlp, (z) ZT;J: = (7, + 7,2 + mya* - -+ )
XY N[0+ 2) o+ v+ L] ga,aetets,

n y=0

Ordnet man nun die linke Seite der Differentialgleichung
nach Potenzen von z und setzt die Koeffizienten derselben
einzeln gleich Null, so ergibt sich zur Bestimmung der Koef-
fizienten g,, das folgende System von Gleichungen:

gmfo(Q) = O ']’190 fo (Q) - O
gnfo(@ + 1)+910f1 (0) = 0,

gl?fo(Q ’lf ")+glv 1f1(9+”“1)+ “t Gty (0) = 0;
ferner Io =0, G =0, ... g2, = 0
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und weiter:

(Bo + 17,9, + g5 fo(32) = 0,

Bo +1)7, 010+ (B0 + )79 + 95, fo(30 + 1) 4 g5 f1(30) = 0,

(Bo+ 1)”2910+(3Q+2)”1911+(30+2)n0912+gsafo(39+2)
+ 951180 + 1) 4 g5/, (Be) = 0

Das erste System liefert die Koeffizienten g¢,,, das zweite
die Koetfizienten g»,, welche siimtlich verschwinden, das dritte
die Koeffizienten g;,, vorausgesetzt, daf p eine Wurzel der
determinierenden Fundamentalgleichung der Gleichung P(y) =0,

némhch fo (Q) =0

bedeutet und daB in der Differentialgleichung (25d) im Faktor
von p, () dieselbe Wurzel ¢ im Exponenten von z erscheint.
Man erhilt ferner:

J9o="0, 94=0, ... g, =0,

(5o 4+ 1) 74950 + G501y 50) = 0,

(bo4+1)7, 950+ (50 + 2) 7,95, + 95, Fo(50 + 1) 4 950 /,(50) =0
Jo =0, 95, =0, ... gs,=0,

(To + 1) G50 + G1ofo(T0) = 0,

(To+1Dm g5+ (To+ 2) 71,95 + 90, o(Te + 1)+ 930 f1(T0) =0

usw. Hs ergeben sich also alle Koeffizienten g, , mit geradem
Index n gleich Null, wihrend die mit ungeradem Index » aus
diesem Systeme von linearen Gleichungen berechnet werden
kinnen. Vorausgesetzt ist dabel, daf keiner der Ausdriicke

fole +1), fole+2), ... B0 fiBe+1) ...

fo(50), fo(bo +1), oo folTe) f(Te+ 1),
verschwindet. Tritt dies ein, so wiirden Logarithmen in die
Losung eingehen kinnen. Im allgemeinen erscheint hier-
nach ein Integral der Differentialgleichung (25d) in
der Form (25e) durch eine unendliche Reihe darge-
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stellt. Die Konvergenz dieser Reihe ist durch den allgemeinen
Bewels fiir die Moglichkeit der Losung des Abbildungsproblems
mit gesichert, Da die Gleichung (25d) von der zweiten Ord-
nung in ¥’ ist, so kann ein zweites Integral durch Quadratur
gefunden werden. Filr unsere Abbildungsaufgabe kommt -
dessen nur das in (25 e) gefundene Integral in Betracht, da dieses
die Verwandlung des Winkels z der Z-Ebene in den Winkel in
der z-Ebenein Analogie zu der fiir Parabeln geltenden Formel (25 ¢)
fir den singuliiren Punkt 2 = 0 (Z = 4) vermittelt.

Bei einem Umgang von Z um den Punkt 4 iindert sich
infolge der Gleichung (25) die Konstante ¢ in der Differen-
tialgleichung (25d) um einen Faktor 73+ =% und unsere
Losung y geht in eine Loésung der so entstehenden neuen
Differentialgleichung iiber, bei der alle Koeffizienten z; der
Reihe p, (2) sich um einen Faktor geiindert haben.

In unserem Falle sind p = 2 und o = 21 Wurzeln der
Fundamentalgleichung £ (0) = 0; man kann daher ein zweites
Integral der Gleichung (25d) auch auf folgendem Wege
finden. Man setze

(@251) g = S ame 3 g e
n=1 y=0

und fithre die entsprechenden Rechnungen aus; dann ergibt sich

giofy(20) = 0, also f,(20) = 0,
yhf;,(29+1)—l~giof1(20) =0,

gwf (29+V)+91 . 1f,(29+v—1)+ - gifv(20) =0

gzn=0 gn——O -!]_’—0

(6o + l)ﬂo glO +g30f0(69) = 0,

(6o +1)m,g10+ (60 + 2) 7,901 + gnfo (60 + 1)

+J30fx(b£’)—0

94‘10:07.9;1:0, gl,—O

(100 + 1) 7,930 g5of0(10 0) =10,

(100 4+ 1), g3 + (100 + 2) 7951 -+ g5 /(100 4 1)
-+ gi0f,(100) = 0 usw.
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Das allgemeine Integral der Gleichung (25d) kann
daher in der Form
(25¢) Cy+ Cy + Cyy,
aufgestellt werden, wo y durch (25e), y, durch (25f)

definiert sind und wo C,, C und C, Integrationskonstante
bedeuten.

§ 6. Der Einfluss des unendlich fernen Punktes der Z-Ebene.

Der unendlich ferne Punkt der Z-Axe soll kein singulérer
Punkt der Abbildung sein; ¢ muf sich also in der Umgebung
desselben in der Form

C C.
Z=co+'zl’+21;+

entwickeln lassen. Fiir den konjugiert-imaginiiren Wert gilt
dann die Entwicklung

L, O Ca
Z, =CO+ZT"¥_',_§+" Yy
wo ¢ zu ¢; konjugiert sein soll. Auf dem Rande, zu dem
der Punkt Z = oo gehort, ist Z = Z, = X, folglich:

‘ ¢

CyC2— C,0¢

it gl gt —= 1} el
PS4 Ze = X6

1 =1 —2
+ ZX‘é(bo'*'bl‘X_ +b2l 5 =600

und somit gilt im Unendlichen die Entwicklung:

‘ gy — 2y V! 6

26) =2 b = — - X4, X724 - -
(26) 22 —-2"7 V X T+ b )
wo mit b,. b,, ... Konstante bezeichnet sind, und zwar auch

(nach dem Prinzip der Fortsetzung), wenn jetzt X durch den
allgemeinen Wert Z ersetzt wird.

Um den Einfluk des Punktes Z = oo auf die Differential-
gleichung (25) zu beurteilen, transformieren wir die letztere
mittelst der Substitution

@7) 4= 1
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Fiihrt man zuniichst statt V eine andere Funktion R mit-

telst der Gleichung
v 3 R .
(28) =" o V=0-R"*
ein, wo " eine Konstante bedeutet, so nimmt die Differential-
gleichung die einfachere Gestalt an:
1 3 Rl 7] 1 R“ 0 ‘.

(29) &ty ® +(2_E+R)Z_O’
die filr einige Beispiele (unten § 10) zur Anwendung kommt;
und infolge der Substitution (27) geht sie iiber in:

ddz 3R\ 1 d* . R,
(30) zzTé+(6T—2R‘>zﬁim+<“ —37 1l
1R C\1 dz
+§f+ﬁ>ﬁa?=°-

Zufolge (26) und (28) ist
3 R R

S =0T 60T 60, T e =T
Es ist ferner:

R' _d (R R 4 1 1
7=azz) v (&)= m— P p g

folglich: @ T

RI ].R“
P < 7 2 <

+ 7% (16 — 4)b, + - - -
Es wird daher in der Gleichung (30) weder der IMaktor

d?

von d—fli noch der Faktor von = an der Stelle 7=0 un-

7
ar
endlich groB; die Funktion 2z verhilt sich demnach an
der Stelle 7'=0 oder Z= o reguliir, wie es die Natur

des Problems verlangt.
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g% ist allerdings das Glied mit C'R™" noch
nicht beriicksichtigt. Um es niher zu untersuchen, erinuern
wir daran, daf zufolge (21), (23) und (26) die Funktion

v &
v Xz,

Im Faktor von

(31)

wo A; die den Kcken oder den Brennpunkten der z-Ebene in

der Z-Ebene entsprechenden Punkte (bzw. bei den Brenn-

punkten die konjugierten Punkte) und e, die zugehérigen Resi-

duen bezeichnen, im Endlichen nicht unendlich wird, im Un-

endlichen aber sich verhiilt wie — 6 Z7'. Zur niheren Bestim-

mung dieser Funktion dienen die folgenden Uberlegungen:
Es ist bekanntlich:

. o de .,
(31a) o= It = — e T
gt =y T 229 T3,
folglich:
(32) V==¢s—o o' = — (22— & 2" 15,

wo der Index 7' an der Klammer (sowohl hier wie im fol-
genden) andeuten soll, daf die Differentiationen im Innern der
Klammer nach T (statt nach Z) ausgefiihrt werden sollen.
Weiter wird:

L [k
<V>z— B (V)TT — 6T

[f{/ . I,”tr e | Vl . - "
(—V)z_ ( V)'rf i (T’)TT T eI
und hieraus:

TV (VTN
e |y i) e ()
Die linke Seite ist reell auf der X-Axe und hat nur die

in § 3 und § 4 besprochenen singuliren Stellen. Hat &; wieder
dieselbe Bedeutung wie in (31), so wird der Ausdruck

(33)
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V“_ (V’ 16(£,+6) Bi
|4 GV) 6 (Z— Ay Z— A

an der Stelle 4; nicht mehr unendlich, wenn die Konstante f;
passend gewiihlt wird. Soll im Unendlichen kein singuliirer
Punkt von ¥V liegen, so kann man demnach setzen:

| A A 1, ee f’
35) —— - = — - N e ]
(35) 5 6<V> 62 Z— A))*LA i, T
wo f; und C Konstante bezeichnen. Mittelst der Transfor-
mation (27) und der Gleichung (34) ergibt sich hieraus:

(1.711_ 7 <I’/ 2 o & (F, -+ 6) F,(F. + 6)A
e\

62"(1’ B)L+6L =B,

. Al p 1
(36) LTfT - e+ 6)A4i— Aifi)
o 1 1 1
sz[* 51(8i+ 6)_44:ﬂ!,] + T3Lﬂi—— 71,4 0, WO _Z)),-—_—Zi.

Damit diese Gleichung mit der Gleichung (35) formal iiber-
einstimmt und damit kein singuliirer Punkt an der Stelle 7= 0
entsteht, folgt:

(37) 0207 Eﬁf‘:ow ZA,’ﬂ{:%EE;(E;—i— 6),
EA,“/},: %-xﬁi(£i+6)A{.
Das Verhalten von ¥ im Unendlichen war durch die

Gleichung (26) charakterisiert. Entwickelt man demnach beide
Seiten von (35) nach Potenzen von Z7', so wird der Faktor

voR AT G e86 = — i Ml 4 6)+ XAfs

beide Ausdriicke sind gleich Null, so daB die Bedingung (26)

von selbst erfiillt ist. Der Faktor von Z7' auf der rechten

Seite von (35) ist infolge der zweiten Gleichung (37) gleich Null.
Legt man fiir eine Kcke des Polygons den entsprechenden

Punkt der Z-Ebene (etwa 4,) in den unendlich fernen Punkt,

so folgt aus der letzten Relation (37): f, = 0, also:

N N N
(38) z)fﬁ':(), ﬁ]‘Al ZO.CD:-O—LE,(E;—*— 6)_->_;Atﬂn
=2

=1 t=2
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wo N die Anzahl der in Betracht kommenden Punkte A,
bedeutet.

Unter Voraussetzung der Gleichungen (37) haben
wir in (35) eine Differentialgleichung zur Bestimmung
von V; die weitere Behandlung dieser Differentialgleichung
beschiftigt uns in § 7.

§ 7. Eigenschaften der Differentialgleichung (35).

Um die Gleichung (32) identisch zu befriedigen, fithren
wir mittelst der Gleichungen

awNe v W
(39) y — (dZ> AR

eine neue Funktion W von Z ein; es wird dann:

yeo 2 e W w2
() =8 =30 245 () o

o 7 /P2 . W 3/ W\ 2
wo nun auf der rechten Seite der bekannte Schwarzsche
Differentialausdruck auftritt, dessen Eigenschaften von Cayley

niher entwickelt wurden. GemiB (35) bestimmt sich diese
Funktion W aus der Gleichung:

- ~ &S (Fz -+ 6) ﬂ
wobei die Konstanten f; und 4; an die Bedingungen 87)
gebunden sind.

Die Einfihrung der Funktion W lift den invarianten
Charakter der Differentialgleichung (35) gegeniiber linearen
Transformationen von Z deutlich hervortreten. Die Differential-
gleichung wird dann:

3z Vi 2z 2
(42) (il,'?—- 3‘”“ 4(97 —l{ I’V,Z} . g(”j )—}—U Wz 0.

A28 "W dz* }dZ
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Die Lésung der Abbildungsaufgabe erfordert also
zuniichst die Losung der Differentialgleichung (41) zur
Bestimmung von W, sodann die Bestimmung von V
aus (35), und endlich die Bestimmung von 2z aus (25)
nach der in § 5 gegebenen Methode.

Rrsetzt man Z durch a7 4 8, so i#ndert sich nur die
Integrationskonstante C. Es bleibt die Wirkung der Trans-
formation 7 — T

zu untersuchen. Wir erhalten mit Hilfe der Gleichungen (31a)
und der Gleichungen

d*z d3z o d*z . dz .,
iz~ g T Sgp 0T
W W
b == —— :- % ~ -_— ——— . 2__ 7]
WZ_ I/VI' T’ (T’V‘)Z (W‘)TT 2.[’,

(W, Z} = {W, T} T*

in der Tat dieselbe Gleichung (42), wenn nur iiberall 7 statt
Z geschrieben wird.

Die allgemeine Losung W der Differentialgleichung (41)
wird bekanntlich nach Kummer?!) als Quotient zweier parti-
kuldren Integrale w, und w, einer linearen Gleichung der Form

w' +pw' +quw =0

gefunden, wobei 2¢ — L p* — d—ﬁ gleich der rechten Seite von

d
(41) ist, also eine der beiden Funktionen p und ¢ willkiirlich
bleibt. Beschreibt nun Z einen geschlossenen Weg um einen
der singuldren Punkte, so verwandelt sich W in eine lineare
Funktion von W. Ersetzt man W durch a W + f, wo a und g
Konstante bedeuten, so bleibt die Gleichung (41) offenbar un-
gedndert; nur an Stelle der Konstanten C tritt eine andere
Konstante. Es bleibt die Transformation

W= 0

1) Programm des Gymnasiums Liegnitz, 1834, abgedruckt in Crelles
Journal, Bd. 100.
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zu untersuchen. Dann geht (42), indem # sich in { ver-
wandelt, iber in:

dgc 0O O} dqz - : o ON2
(e S s (5 o)

(43) [N\ d
+ofg)Jaz =o

Die Lésung ( dieser Gleichung mufBl dann eine
algebraische Funktion der Lésung 2 von (42) sein, wie
die folgenden Betrachtungen zeigen.

§ 8. Die Fortsetzung der Abbildungsfunktion.

Wenn nimlich der Punkt # das Innere des Polygons verlafit
und den begrenzenden Kegelschnitt &, der durch die Gleichung

(44’) fl (2’, Zl) =0

gegeben sel, {berschreitet, so iiberschreitet der entsprechende
Punkt Z die zu K, entsprechende Strecke L, der X-Axe und
tritt in die untere Halbebene iiber. Enthilt das gegebene
Polygon keinen Brennpunkt des Kegelschnitts (44), so ent-
spricht der unteren Halbebene ein Polygon, das von alge-
braischen Kurven begrenzt wird und sich an das gegehene
Polygon lings des Kegelschnittes K, anlegt. Die Zahl seiner
Ecken ist gleich der Zahl der Ecken des gegebenen Polygons,
und die Winkel in diesen Ecken sind gleich den entsprechenden
Winkeln des urspriinglichen Polygons.

Enthilt aber das gegebene Polygon einen Brennpunkt des
Kegelschnittes (44), so entspricht der Halbebene ¥ <0 als
»Spiegelbild“ des gegebenen Bereiches lings des Kegelschnittes
(44) ein Polygon, das sich durch zwei Bliitter der zu (44) ge-
horigen Riemannschen Fliche (welche entsteht, wenn 2, als
Funktion von 2 aufgefalit wird) erstreckt und sich erst nach
zweimaligem Umgange schliefit; die Zahl der Seiten und Ecken
dieses Spiegelbildes ist doppelt so gro, als die entsprechende
Zahl bei dem gegebenen Polygon.
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Enthiilt endlich das gegebene Polygon die beiden Brenn-
punkte des Kegelschnittes (44), so ist das Innere desselben als
aus zwel Blittern bestehend aufzufassen, auf denen zwei ge-
trennte Polygone, die ibereinander liegen und vollkommen
kongruent sind, die Begrenzuug bilden, so dak das Innere als
zweifach zusammenhingend zu gelten hat. Thm entspricht bei
der ,Spiegelung” am Kegelschnitte (44) ein ringférmiger Bereich,
der nach innen und auben je von einem Polygon algebraischer
Kurven begrenzt wird und in dessen Inneren zwei Punkte
liegen, die den beiden Brennpunkten (Verzweigungspunkten
der Riemannschen Fliche) entsprechen. So geht z. B., wenn
es sich um die Abbildung des Innern einer einzigen Ellipse
handelt, dieses zweibliittrig gedachte Innere in einen Ring iiber,
-der sich um die gegebene Ellipse herumlegt und nach aufien
durch eine konfokale Ellipse begrenzt wird?).

Die besprochene Spiegelung an dem Kegelschnitte (44)
wird durch die Gleichung

(45) fie+iy, §—ip =0
vermittelt, vermoge welcher jedem Punkte z, y des Polygon-
Innern ein Punkt & % des Spiegelbildes entspricht. Die einem
andern begrenzenden Kegelschnitte

fi(za Z’l) =0 oder gz, y) =20

entsprechende Kurve des Spiegelbildes ergibt sich durch Eli-
mination von & und y aus der Gleichung ¢;(z,y) = 0 und
den beiden Gleichungen, in welche (45) sich auflist, wenn
man den reellen und den imagindren Teil der linken Seite
fitr sich gleich Null setat.

Der Kegelschnitt f;, = 0 moge durch die Ecke a;, von
dem Kegelschnitt f, = 0 getrennt werden. Der Ecke a, ent-
spreche der Punkt 4, der X-Axe, der Kurve f, =0 eine
Strecke L, dieser Axe. Bei der Spiegelung am Kegelschnitt
f, = 0 mige f, = 0 in eine Kurve v, = 0 iibergehen. Uber-
schreitet nun der Punkt z diese Kurve y, = 0, so iiberschreitet

1) Vgl. meine friithere Arbeit in Bd. 26 dieser Sitzungsberichte, 1896.


































