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Uber elektrische Wellen in geschichteten Medien.

Von R. Emden.

Vorgelegt in der Sitzung am 5. Oktober 1918,

Die nachfolgende Untersuchung befafit sich mit dem Fort-
schreiten einer ebenen, elektro-magnetischen Welle in einem
Medium, dessen Dielektrizititskonstante in Richtung der Wellen-
normale sich stetig @ndert. Ist diese Anderung durch eine
Potenz oder eine Ixponentialgrifie gegeben, so lassen sich die
auftretenden Differenzialgleichungen durch Zylinderfunktionen
integrieren. Ks zeigt sich, daB, obwohl die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit, die Raumdichte der Energie, der elektrische
und der magnetische Vektor, letztere nach verschiedenen Ge-
setzen, sich #ndern, die Intensitit der Strahlung, der Poyn-
tingsche Vektor, konstant bleibt. Geht ein Strahl in beliebiger
Anfangsrichtung durch ein parallel geschichtetes Medium von
verinderlichem Brechungsexponenten, so ist die Bahn stetig
gekriimmt; dabel ist die Richtungsinderung des Strahles die-
selbe, ob die Differenz zweier Brechungsexponenten in ge-
kriimmter Bahn stetig oder in einmaliger Brechung unstetig
ausgeglichen wird. Da mit Brechung von endlichem Betrage
stets Reflexion verbunden ist, liegt die Vermutung nahe, daf
auch bei stetigem Ausgleich der Brechungsexponenten unend-
lich kleine reflektierte Mengen sich zu endlichen Betriigen
addieren. Ihre Unrichtigkeit wird durch vorliegende Unter-
suchung wenigstens fiir senkrechte Incidenz nachgewiesen; bel
stetiger, aber beliebig rascher Anderung des Brechungsexpo-
nenten bleibt der Poyntingsche Vektor konstant. Damit ist
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in diesem Einzelfalle ein Resultat bestitigt, das allgemein auf
anderem Wege von v. Seeliger?) erhalten wurde.

Die gefundene Losung gestattet noch eine weitere An-
wendung. In der gewhnlichen Behandlungsweise des Vorganges
der Reflexion und Brechung wird die Beriihrungsfliche zweier
Medien als mathematische Fliche aufgefaBt, an welcher der
Brechungsexponent sich sprungweise éindert. Eine Reihe von
Beobachtungen sprechen gegen diese Auffassung und verlangen
vielmehr stetigen Ausgleich in einer diinnen Ubergangsschicht.
Von diesem Gesichtspunkte aus habe sich mit dem Reflexions-
problem L. Lorenz?) und Drude?®) befait. Da die vorliegende
Losung das Verhalten der Wellen bei stetigen Verhiiltnissen
wiedergibt, it sie wenigstens fiir senkrechte Incidenz das
Reflexionsproblem ungleich strenger behandeln. Es zeigt sich,
daB bei stetigem Ubergange zu beliebig grofiem Quotienten des
Brechungsexponenten der reflektierte Betrag der Wellen, die den
Maxwellschen Gleichungen folgen, die also grot sind gegen mole-
kulare Dimensionen, bestimmt ist durch die GroBe der Anderung
auf der Strecke gleich einer Wellenliinge. Sie bestimmt die rela-
tive Menge reflektierter Energie, die von 0 bis 1 variieren kann.

§ 1. Eine ebene polarisierte Welle bewege sich in Rich-
tung der & Achse, den elektrischen Vektor parallel der z Achse,
den magnetischen Vektor parallel der y Achse gerichtet. Die
Dielektrizititskonstante ¢ und infolgedessen auch die Fort-
planzungsgeschwindigkeit V" seien lings der ¢ Achse verinder-
lich. Dann lauten die Maxwellschen Gleichungen

e3C,  3h,

La) T3t = as
5

1) Lo9, _ o6,
¢ 3t LY

1) H.v.Seeliger, Bemerkung zu dem Aufsatze des Hrn. A. Schmidt:

,Beobachtung der Helligkeitsabnahme durch Brechung“. Physikalische
Zeitschrift, S. 237, 1904,

%) L. Lorenz, Uber die Reflexion des Lichtes an den Grenzfliichen
zweier isotropen, durchsichtigen Mittel. Poggendorf. Annalen, Bd. 111,
S. 460, 1860.

) D. Drude, Lehrbuch der Optik, 2. Aufl,, S. 272 ff., 1906.
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mit der Folge

FC, _ 3G,
22) B & 94
2b) 9y —_ 02 139,
ar® 3z\e 2z
Um periodische Lisungen von der Schwingungszahl # = in
zu erhalten, setzen wir ‘
3a) €, = R F(2)
3b) Dy = Re'"' - (2)

und erhalten aus 2) fir F(2) und @(2) die Bestimmungs-
gleichungen

@AV en?
4a) G T =0
e 1ldedp | en’
4b) At T ededs T @ ?

Fir die weitere Untersuchung muf ¢ als Funktion von 2
gegeben sein; sie soll unter zwei verschiedenen Annahmen
durchgefithrt werden.

§ 2. Als erste Annahme setzen wir
5) =g, (1 ¢ ae)" =¢(™ =1+ az

und erhalten damit die spezialisierten Gleichungen 4)

62) c* + cm =0
Feo m d(p .
6b) aer ¢ dC+agc’€ p=0

Beide Gleichungen konnen aus der Gleichung?)
, 1—2a o — p?y?
e (2o s Sl PR

1) E.Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln. Leipzig 1909, S. 166.
Wir beniitzen fiir die Zylinderfunktionen die Bezeichnungsweise dieses

Werkes, auf welches wir im folgenden unter J und E verweisen. Um
28*
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die durch die Zylinderfunktion

y = @ Zy(far)
gelost wird, durch Spezialisierung der Konstanten a, f, y, p
gewonnen werden. Von den zur Verfiigung stehenden parti-
kuldren Integralen erweisen sich die dritter Art (die Hankelschen
Integrale) Hy und H? besonders geeignet, da sie die Trennung
der reellen und imagindren Teile der Losungen einfach be-

werkstelligen lassen. Die in p quadratische Gleichung stellt -+
und — p Werte zur Verfiigung. So erhalten wir die Lisungen

_ofagy (L2 Vean 25
F = C’J I:Al-Hi i (77& + 9 ac C )

7 - mi_?
Y +A2Hi’_1_( 2 Vear ™ )]

Lo \m +2 ac

m41 m4-9
— 2 &, N
=¢ * |BH, —_— 0Tt
p=c [ ! i;i—; m-2 ac ¢

7Db) ) 2 Vem MF2
& e 2 F2
T BgHi ::jr:—; (m +2 ac ¢ )]

Um Aufschluf iiber das Vorzeichen der p Werte und den
Zusammenhang der Konstanten 4,, 4,, B,, B, zu erhalten,
gehen wir mit 7a), 7b) in Gleichung 1a) ein, benutzen die
Fundamentalgleichung der Zylinderfunktionen

d Z,(x
er_x(_) — _gzp—l (x)
beachten, daB
m+1 1 1
m4+2  mA42
und finden, daB
1 m 41
Tt Mty

MiBverstindnis auszuschlieBen, sei angemerkt, dak das Np bei J und I¢
dem Y©) des Handbuches der Zylinderfunktionen von H. Nielsen ent-
spricht.
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fiir die p Werte angesetzt und
B = —il/ed,, B=—ile4

gesetzt werden miissen, so daf sich ergibt

9 m-&-"
F=¢[AH“’, ( 2 Ve )

wia \1 + 27 ac
|8 4a . 1m+2
) T ]
m—4-2 l_f— ac
+ m+4-2
Y= 2 Ven 2F
—_ ' H - a4 3
2 ”/805 [A H,’:i;<n+2 ac 4 )
8b) o 2 ]/80 ﬂ&j—]
+AI@%( it )]

Weiter beachten wir, daB fiir 8a) und 8b) die semie-
konvergenten Entwicklungen?) gelten:

2 . (o2,
H;fl)(x)=l/ﬁx(Pp(x)+zQp(x))c+( =

. 2p41
Hy? (@) = l/;_x' (Py(x) — i Qp(@)) e (" ot ’)

9) 2 2 _
Pi(z) =1— (4p 5 '128(4:;; 9)+
rP—1_ @p—1){dp—9) @p'—25)
(@) = 8x_ 31 (8x

Mit Riicksicht auf 3a), 2b) liefern fir G, =nd 9, die
Gleichungen 9) die Exponentialausdriicke

, ("t.*_l;_(:pj;q) und ei(nt—xJ‘-?g;-_ln)

also Wellen, die in Richtung — 2z und - # fortschreiten.
Da nur letztere in Betracht kommen, muf A, = 0 sein.
Somlt ergeben sich fiir 7'(z) und ¢ (z) die Losungen

1

1) N. Nlelqen Handbuch der Zylinderfunktionen, § 58, J und E,
S. 98—99.
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m4-2
102) F=Ac%Hf)1_v('2 Vones )
m -2

m-+2 ac
m 41 m4-2
iy e (2 ]/e n
10b) ¢ = —il e, AL Hmié WS ac e
§ 3. Das z der Gleichungen 9) haben wir zu setzen
l/ m-2 m—|-‘)
=_~g._ ,,E(ﬂg 2 2 (1 +az) ?
m-+2 ac m—|—2 al
11) 2 2x 2
=i atir

Indem wir die Untersuchung des Eintritts der Wellen in
das Medium, (¢ =0), den §§ 6—8 vorbehalten, ergeben sich,
unabhingig von a, fir Werte von 2, die nur wenige 1 be-
tragen, Werte von 2, genligend grof gegen 1, wie gegen

1 m -1
P= g W o
so dafl die Rethen 9) sich auf die ersten (lieder beschrinken.
Setzen wir in der Gl. 9 fir HY

11) Py(z) —iQp(x) = Cé'?
C= P(x)l/l—|— gp((x)) 6=,—arctg§pég

und beachten, daB stets p << 1, 2> 2=x f, so konnen schon

fir 2 =21, die in z quadratischen Glieder, da sie < 1} sind,
gegen 1 weggelassen werden. Wir erhalten so € = P,(z) =1,

2 __
und im Exponenten kann 6 = 4p8x 1 gegen x wegbleiben.
Beachten wir weiter, daB
. 2p+1 .
g*‘(“’_'l ‘”) = e"'(“ 4(m+2)) fiir p= — 1

_ie“(“Lf”)=g“(’ 4(m+2)) fiir p = M_l
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so erhalten wir die so behandelten Werte von H® in 8a)
und 8b) eingesetzt und A entsprechend abgeindert

" 0 Vo m+2
e “ g _ _ma
12 a) F=A (1 + CLZ) 48 'r(m+2 pral U ) Ton D
2
- +_n_: ( 2 VLO"(I-{-az)mj; omx )
12h) =1V A1+ az) to \md2 ac t(m42)

Um @, und §, zu erhalten, haben wir nach 3a), 3b)
mit ¢*t zu multiplizieren und die reellen Teile zu nehmen, so
daf wir schliefilich mit geeigneter Wahl des Nullpunktes der
Zeit erhalten

i m+‘7

13a) @r,:A(I—l-az)_“cosn(t nizla/;f’(l_*_az K] )
9 ‘l/ m-2

13b) O, = V%A(l'ILM) 4005"( w2 ~ac~(1+az) 2 )

Diese Ausdriicke geben die gesuchte Losung und sind
zu diskutieren.

§ 4. Wir finden fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

14) V="= %

dt _ S Vo

Als Konsequenz der Maxwellschen Gleichungen ergibt sie
sich unabhiingig von der Wellenlinge; es findet keine Dis-
persion statt und Phase und Energie wandern mit derselben
Geschwindigkeit.

Der elektrische und der magnetische Vektor dndern sich

beim Fortschreiten der Welle nach verschiedenen Gesetzen;
m

ersterer nimmt im Verhiiltnis (1 4 a2)* ab, letzterer im gleichen
Verhiltnisse z u.

Wir suchen weiter die Raumdichte der elektrischen und
der magnetischen Energie und erhalten fiir deren Mittelwerte
withrend einer Periode
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1 (G o m A2 _7%
15a) Qelektr.=‘8'ﬂ8@z=§;z(1+“ﬁ') ) 1+ a2)

— ‘o 2 42
T l6xn (1+a2)

m
€y

i 1 3
15 b) Omag. = é—ﬂ:@” — -I-G—Tﬂ(l + aZ)ZAg

also gleiche Werte. Fiir die gesamte Knergiedichte (Dichte
der Stromung) ergibt sich somit

16) 0 =81;I— gg(14 a2)? A* = g, (14 a2)?

DieDichte der Strahlung steigt somitin Richtung #
wie 1 e.

Wir suchen weiter die Strahlungsintensitiit S, das ist die
Energiemenge, welche in der Zeiteinheit die Flicheneinheit in
Richtung der z Achse durchsetzt, Da die Energie sich mit

der Geschwindigkeit V = 170 bewegt, ergibt sich
[

17) 8=V =""l0ye

Derselbe Wert ergibt sich, wenn wir nach dem Poyn-
tingschen Satze S = -4% €., bilden.

Die Strahlungsintensitit bleibt wihrend des Fort-
schreitensder Welle konstant. Trotzdesvariabeln Bre-
chungsexponenten finden keinerlei Reflexionen statt.

§ 5. Diese fiir den Ansatz & = ¢, (1 + a2)" gewonnenen
Resultate lassen sich durch Grenziibergang fiir die Anderung des

e nach der Annahme ¢ = g,¢** umformen. Aus lim (l + q1> f1= e

g=

mum@+%w—w a fir g = " folgt

g q = un urq—;; olg
az m

1. - = £

im <1+m) es,

m=w
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S . a
Ersetzen wir in den gewonnenen Gleichungen a durch -

und gehen mit m = oo zur Grenze iiber, so erhalten wir fiir
die Anderung der Dielektrizititskonstanten

5') £ = g,e%*
die Losungen: B
13a) @$=Ae__*—cosn<t—2%e_’)

13b) Sy ="Ve,de* cosn(t—gl—/c—g" 67)
c -3 ¢
14: V_—_~ -— € 2 =
) Ve, Ve
1 =
15a) Qelektr. = 167 g A*e®
1 22
Ei — 2,2
15 b) van,fz. — 167 SOA €
‘ 1 2 f‘)f ~ 2
16%) ():-gy;EoAE“:QOC
! — _c_@ 2
179 S=poV = Sn A

Die in § 4 gezogenen Schlilsse bleiben unverindert.

Die Mechanik des Vorganges lifit sich in beiden Fillen
klar iibersehen. In gleichem Mafe, wie liings des Weges
die Geschwindigkeit der Strahlung zu- oder abnimmt,
nimmt deren Dichte ab oder zu, so daB das Produkt
aus beiden, die Strahlungsintensitit, konstant bleibt.

Stellen wir der Strahlung an verschiedenen Stellen eine
auffangende Fliche (das Auge), gegeniiber, so wird diese von
Strahlung verschiedener Dichte getroffen, wihrend die in der
Zeiteinheit (durch die Pupille) hindurchgehende Energiemenge
konstant bleibt. Es kann wohl kein Zweifel sein, daB letztere
die ,Helligkeit* bedingt. Diese schlechthin durch die ,Energie®
der Strahlung messen zu wollen, kann leicht zu Zweideutig-
keit Veranlassung geben, da zwischen an Ort und Stelle vor-
handener und transportierter Energie unterschieden werden muk.
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§ 6. Wir wenden uns dem 2. Teil unserer Untersuchung
zu und behandeln das Problem der Reflexion senkrecht ein-
fallender Wellen an der Berithrungsfliche zweier Medien, in-
dem wir die mathematische Trennungsfliche ersetzen durch
cine Ubergangsschicht, in welcher die Dielektrizitiitskonstante
(der Brechungsquotient) stetig variiert. In dieser Ubergangs-
schicht gelten dann die in den §§ 1—5 gewonnenen Gleichungen.

Die ebene, polarisierte Welle bewege sich durch ein
Medium 1 mit konstantem &, in Richtung + 2; von der Stelle
2 =0 ab beginnt sich ¢ zu dndern, wobei wir wieder die
beiden Annahmen & = &, (1 + @2)” und & = ¢ ¢** unterlegen.
&, == & gibt dann stetxgen Ubergang von ¢, in ¢ bei unstetigem
Gefille. Dann gelten in 1 fiir die emfallende und die refek-
tierte Welle die bekannten Beziehungen

(6.), = %:Eei”(t—@) )
() = mfe,Ee‘"(“V“?i)
G), = R — R, e‘”(”K?f)
O — 0 Vi By ()

und fiir die durchgehende Welle fanden wir fiir e = ¢, (1 + a &)™
und fiir ¢ = ¢,e** die Ausdriicke fiir €; und , in den §§ 3—5
entwickelt. Dann gelten fiir #z = 0 die Grenzbedingungen
(@2)2 + (@z)r = ((‘Sx)d
Oy + (€ = (Do)

die in unserem Falle geschrieben werden kdnnen:

%H(O) . (w2_4 Ké'?n_>

E—R e m—}—2 ac
18)  -—— = T
E+BVe g _yoge (2 Vean
"'j;’) m+2 ac

fir e = & (1 + a2)"
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o (yVean
E—R R H, ( ac > )
— — ——=— fiir ¢ = ¢g,e"

@+sz=m:;€ﬁ%ﬂ%%

19)

Wir behandeln sie unter den beiden verschiedenen An-
nahmen, daB a erstens sehr langsam, zweitens sehr rasch sich
andert, wodurch starke resp. schwache Anderung von & auf
der Strecke gleich 1 Wellenlinge bedingt ist.

§ 7. Erster Fall: a #ndert sich sehr langsam. Die Glei-
chung 13) und 13') hatten wir aus der allgemeinen Lisung
unter Beniitzung der semikonvergenten Entwicklung 9) speziali-
siert unter Voraussetzung eines hinreichend grofien Argu-
mentes # der Zylinderfunktionen

2 Ven m+-2
x=m:—2 -—a—i—(l-}-az) 2

Steht wie dort wachsendes # zur Verfiigung, so lifit sich
dies stets erreichen. Jetzt soll diese Bedingung fiir 2 =0
Ven =
“ac —al
nur durch hinreichend kleines a, geringe Anderung des ¢ auf
der Strecke gleich einer Wellenlinge, erreicht werden kann.
Es muB dazu, wie dort

befriedigt werden, was bel gegebenem # oder A,

dp?—1 2 2a

8z ' “_m+2'572

klein gegen 1 sein. Sehen wir dies als befriedigt an, wenn
wir haben

4p*—1 1
2 T8at <100
und withlen von den beiden p Werten

1 m—+ 1
—m+2 g m+ 2
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den zweiten, welcher @ enger begrenzt, so erhalten wir fiir
die gesuchte Bedingung
1 3,55

21 . ST
) aly < 1,137 3m? + 4m V3m2 ——f— 4m

Die folgende, kleine Tabelle enthiilt einige Zahlenwerte,
zu welchen diese Bedingung fiihrt

m=1 2 10 0

1 1 1 1
22) e <075 126 520 049-m
deds_ 1 11 1

e A 0,75 063 052 0,49

Fir den Ansatz e = &, ¢*® ergibt sich durch Grenziibergang

113 .z 1 Ade Az 1
<5 T 048 e 1 T 049
Gehen wir nun mit 13) in die Grenzbedingung 18) ein,
so erhalten wir
_E—F 1
E+BVe, Ve
und daraus

Ve, — Ve, n—1 ‘/?
99) R=gpg o "'a_pgr—l . _1/%
: Vet Ve, Tntl TV o

Das ist die bekannte Fresnelsche Reflexionsformel fiir senk-
rechte Incidenz. Fiir &, =, wird B = 0. Bei stetigem Uber-
gange der Dielektrizititskonstanten ¢ = ¢ (1 4+ a2)™ resp.
e = ¢ €% findet, so lange al, die durch 22) _egebene Grenze
nicht iiberschreitet, keine mefbare Rexion statt; die Welle
tritt ungescwicht von 1 nach 2 iiber. So wird z. B. die
Sonnenstrahlung ungeschwiicht in die mit abnehmender Dichte
auslaufende Atmosphiire eindringen konnen.

§ 8. Im zweiten Falle, rasche Anderung des ¢ durch
groe Werte von a, fithrt die semikonvergente Entwicklung
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nicht zum Ziele. In Gleichung 18) sondern wir mit Hiilfe
der Beziehung?)
% = J,(2) —i N, (@)

die reellen Teile ab und erhalten

J@)
_E=E
E+ R)Ve, Ve, N (@)
m -1
m-}—é
Nun gelten fiir kleine z die asymptotischen Beziehungen?)
2\ 1
W _ (@ , )
J—P - (x> H(_p) (1 + 61)’
2\r1
M@=~ (2 THp—1)-0+5)
x2
et—1
61 und (52 = < _l}?t-‘i—[
und vernachlissigen wir Glieder mit z? gegen 1 und setzen
. 1 m 41 . . .
N - 7 AL I, )
die p Werte m g resp. T ein, so ergibt sich

E—r 1 (”)J:z ar
I+ R)Ve, Ve, \2 772 — 1

m -+ 2

und daraus

e [\ " 17
VA
m(_ é) 2 2
24?) R:'E'—— — EAE ____}7177/‘*" -3 .’,E:;)—l—_r_s.a;—t
e fax\—— 2 al
1+‘l/,_1_<‘2>m+2.—_.—1..__ B
m-+ 2

Da H(— ;) =1/ ergibt sich fir m = 0 wieder die

Fresnelsche Formel und fiir m = o bei stetigem Ubergange
g, = &, tritt vollstindige Reflexion ein.

1) J. und I, 3. 95.
%) N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen, § 2 und § 3.
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Um die Grofie von J, und J, abzuschiitzen, bei welcher

1
wir 1—-—_::% =1, J, und J, die In & quadratischen Glieder setzen
diirfen, kann fiir J(z) . ,
“my: fiir alle Werte von m die be-

kannte Reihenentwicklung angesetzt werden, wodurch sich

z2m -+ 2 .
61 - - Z ;7;»_—{—-_1 erglbt. DEL
Ny(@)sinpn = J,(x)-cospr — J_,(z), p—-Zi%,

156t sich fiir grofiere Werte von m kein einfacher Ausdruck
fiir 6, angeben. Beschrinken wir uns auf die kleinen m Werte,

m =1, 2, so kommt nur der Wert von J (%) w41 in Betracht

m—42
3
mit der Folge J, = — %(m + 2). Somit ergibt sich
gc” m + 2
4o 0 dmyl g o mmt2)
1+, 1——(m—|—2) % AEl

Fiir sehr groBe m beniitzen wir die Beziehung
7 2
G N=TYlgo—J)lg - = J,@) — 1 Jy(a )ty @

+...+_J1]'g;

und erhalten

. 7 x 1 x 2_ 1 .
und somit
xi
I N SR
1496, . 11 , 4

1-}—1—69:’
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Vernachlissigen wir wieder die quadratischen Glieder
gegen 1, falls sie <C 1y sind, so erhalten wir als Bedingung
fiir Bildung der Gleichung 24) '

m
9 ™ i Kl
al,> OnV( NCES) tir kleine m
al, > A0 fiir groBe m

und daraus folgende Zahlwerte

m =1 2 ©
25) al,> 256 256 4%3 = —1—2?2’—6—
4
de 4219 512 40.7 — 1256
& Ay

Wir berechnen noch die Amplituden R des reflektierten
Lichtes nach Gleichung 24) fiir diese unterm Grenzwert von
al, und erhalten fiir stetigen Ubergang e, == ¢, nach dem
Ansatze ¢ = ¢, (1 + a2)™

fir m =1 2 sl
L >015FE >032E =L
und nach dem Ansatze & = ¢, e*®

> 0,73 E.

Von diesen unteren Werten an steigt mit wachsendem a die
Menge des reflektierten Lichtes bis zur vollstindigen Reflexion.

§ 8. Aus den in den beiden letzten Paragraphen ge-
wonnenen Beziehungen ziehen wir einige Folgerungen. Man-
cherlei Erscheinungen sprechen dafiir, daf sich bei Berithrung
zweier Medien der Ubergang der Brechungsexponenten nicht
sprungweise, sondern in einer Ubergangsschicht stetig voll-
zieht. Wir versuchen deren Dicke abzuschiitzen, haben dabei
aber im Auge zu behalten, daB unseren Untersuchungen die
Maxwellschen Gteichungen zu Grunde liegen, welche Dispersion
ausschliefien. Diese regeln die Ausbreitung von Wellen, deren
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Dimensionen groB sind gegen molekulare Abmessungen, wie
sie etwa in der drahtlosen Telegraphie zur Anwendung kom-
men. In welcher Anniiherung sie auch fiir den sichtbaren Teil
des Spektrums gelten, in welchem allein sicheres Beobach-
tungsmaterial vorliegt, it sich nicht allgemein angeben.

Aus den Beziehungen 22) folgt fiir senkrechte Incidenz:
Bei sprungweisem Ubewa.nove von & in & gilt die Fresnelsche
Reflexionsformel, und tritt bei stetlgem Ubergang keine Re-
flexion ein, falls fiir linearen Anstieg des &, m =1
26) Sz 075248

und treten auch bei stetigem Ubergange reflektierte Licht-
mengen auf, die sich nach Gleichung 24) berechnen, falls

A de
20 ¢

Fiir wachsendes m und den Ansatz ¢ = ¢, ¢#* iindern sich
diese Grenzwerte bis

26") Az>051A— resp. 27) dz < -

27) dz <<

Ao de
126 ¢

Fir den Ubergang von Luft in Benzol gilb auch im sicht-
baren Teile des Spektrums die Maxwellsche Beziehung n = Ve;
fiir gelb ist n = 1,48, Ve =1,49. Dannist e = 2,2; de =1,2
und nach Gleichung 26) und 26') wird 42 = 0,91 resp. 0,6 - 4.
Gilt beil senkrechter Incidenz die Fresnelsche Formel, so muf
die Dicke der Ubergangsschicht kleiner wie diese Betriige,
also rund kleiner wie 4 sein. Auch bei andern festen und
fliissigen Korpern, bei welchen die Maxwellsche Beziehung gilt,
ergeben sich 4z von derselben GroBenordnung. Um Licht-
mengen zu erhalten, wie sie nach der Fresnelschen Formel
auftreten miissen und durch die Messung bestitigt werden,
braucht an der Grenzfliche kein Sprung der Brechungsexpo-
nenten aufzutreten, sondern geniigt eine Ubergangsschicht von
molekularen Abmessungen. (Fir Wasser, Luft gilt die Max-
wellsche Beziehung nicht; hier ist ¢ = 81, also 4= 80. Und
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nach 26), 27) ergeben sich 4z > 172 2 vesp. 1121 und 42
< 31 resp. < 0,65 4).

Wir berechnen weiter nach Gleichung 24) den Betrag an
reflektierter Strahlung, den wir bei senkrechter Incidenz sehr
langwelliger Strahlung erwarten konnen. Wir gehen nicht
fehl, wenn wir die Dicke 42 der ﬁbergangsschicht, in welcher
wir an der Berihrungsfliche zweier Korper den Ausgleich der
Dielektrizitiitskonstanten sich vollziehen lassen, der Grofien-
ordnung nach gleich einigen Wellenlingen sichtbarer Strah-
lung setzen, also in Mikrons messen, was wir durch 42z = [u]
ausdriicken. Den Unterschied der & setzen wir gleich 4¢ = g,
wobei wie hei Wasser-Luft ¢ bis zu 80 ansteigen kann, be-
rechnen den Wert von @ aus der Beziehung ¢ = ¢, (1 + adz)™

1
und erhalten adz= (14 ¢)» —1=4¢'. Damit gehen wir

. . . 2 2= [#]
>} 3 _ .
in Glelchung 24) ein und erhalten z PR R
Da —% der GroBenordnung nach die Wellenlinge 4, in Mikron

[J

ausdriickt, ergeben sich so kleine Werte von z, daB bereits
fiur Wellen von einigen Zentimetern Linge R = I wird.
Die Wellen der drahtlosen Telegraphie werden deshalb bei
senkrechter Incidenz auf Erd- und Wasseroberflichen voll-
stindig reflektiert.

Wir fragen weiter nach dem Verhalten dieser Wellen bei
unstetiger, atmosphiirischer Schichtung. Der Brechungsquotient
der Gase kann angesetzt werden u =1+ v, fiir atmosphi-
rische Luft 1 =1+ 0,0002927 57, 0, die normale Luftdichte.

0
Bet der Kleinheit des v kénnen wir auch setzen e = u2=1-4 29

also fiir Luft e =1 + 0,0006 2 Wir nehmen an, daf zwei Luft-
0
schichten mit einer Temperaturdifferenz von 10° aneinander

grenzen und der Ausgleich dieser Temperaturen sich stetig in

einer Schicht von der Dicke 42z vollzieht. Da an dieser die

Luftschichten unter gleichem Drucke stehen, verhalten sich
Sitzungsb. d. math.-phys, K1 Jahrg, 1918, 29
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die Dichten wie die Temperaturen. Da 1° Temperatur die
Dichte um rund 4°/o #ndert, unterscheiden sich die Luft-
dichten um rund 4°/o. Damit erhalten wir

Ae 4 -

- = 0,0006 - 100 = 241075,
und damit keine Reflexion eintritt, muB nach §7 rund sein
Az >221-24107° = 5107 4. Betriigt die Wellenliinge & km
=k 10° cm, so ergibt sich 42> 5kcm. Fiir Wellen von
10—20 km Linge mufBi also sein 42>0,6 —1m. Da so
scharf ausgepriigte Schichtung kaum auftreten wird, konnen
wir schliefen, daB Temperaturschichtung selbst diese langen
Wellen bei senkrechtem Auftreffen ungeschwicht durchgehen
lift. An Wolkengrenzen konnen die Verhiltnisse wesentlich
anders liegen. Uber die Dielektrizititskonstanten der Wolken
liegen keine Beobachtungen vor; der auBerordentlich grofe
Wert des ¢ fiir Wasser lifit an der Grenze Luft-Wolke weit

. Ade . . . .
groBere — erwarten wie zwischen ungleich temporierten Luft-
&

schichten. Nehmen wir dasselbe nur 10 mal groBer an wie
oben zwischen den beiden Schichten von 10° Temperaturdiffe-
renz, geben also der Wolke ein ¢ rund ¢ = ¢ Luft + 0,00024,
so erhalten wir jetzt 42>5m — 10 m. Da nach meinen
Beobachtungen bei Bodennebeln und an Wolken im Gebirge und
bei Ballonfahrten sich der Ubergang von klarer Luft zu Wolke
sich innerhalb dieser Strecken vollzichen kann, sind von Wolken
reflektierte Strahlungsmengen zu erwarten. Damit Gl. 24) zur
Anwendung kommen kann, miiite allerdings Az<~1% also
<1—2 cm sein, was ausgeschlossen erscheint. Nun haben
wir bei dieser Uberlegung das ¢ der Wolken sehr niedrig ab-
geschitzt. Wir kénnen anderseits versuchen, die Dielektrizitits-
konstante der Wolken aus ihren Werten fiir Luft und Wasser
nach der Mischungsregel zu berechnen. Nach Hann?) sind im

1) J. Hann, Lehrbuch der Meteorologie, 6. Aufl, S. 105 ff.
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Kubikmeter Wolke hichstens 5—8 Gramm {fliissiges Wasser
vorhanden. A. Wagner fand auf dem Sonnenblick bei 50 m
Sehweite 1,6 g; bei 30 m 3,3 g und bei 25 m Sehweite 4,5 g.
Dann erhalten wir nach der Mischungsregel fiir die Wolke
. 1000 4- 80
rund hei 1 g Wassergehalt ¢ = — 1000
5¢g ein ¢ = 1,4, also aufierordentlich grofe Werte, die denen
bei vielen flissigen und festen Korpern nahe kommen. Wie
leicht ersichtlich, kann Gl. 24) zur Anwendung kommen, und
[1]
e
von der GréBenordnung 10—20 m/10—20 km wird, so kleine
Werte, dak I rund gleich £ wird. Ist die Dielektrizitiits-
konstante der Wolken von einer Grifenordnung, wie sie sich
durch Berechnung nach der Mischungsregel ergibt, so kann
es bei senkrechtem Einfallen der langen Wellen der draht-
losen Telegraphie auf Wolken bis zu Totalreflexion kommen.

= 1,08 und bet

berechnen wir wie in § 8 das z, so ergeben sich, da jetzt

29*



