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Zur Theorie der Kurven im Raume.
Von A. Yoss.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 4, Mai 1918,

Die allgemeine Theorie der Kurven C im Raume beschiiftigt
sich seit den Untersuchungen von Monge und seinen Schiilern
wesentlich mit dem Verhalten der abwickelbaren Flichen D,
die zu C in einer gewissen Beziehung stehen. Diese Flichen D
werden entweder von Hbenen umhiillt, die auf C senkrecht
stehen (Polardeveloppabele von C), oder von den rekti-
fizierenden Ebenen von C; endlich werden auch die Filar-
evoluten von C von Tangentenebenen der C umhiillt, deren
Charakteristiken auf C senkrecht stehen.

Dagegen hat sich, soweit mir bekannt ist, die Betrachtung
bisher nicht auf die allgemeinen D-Flichen erstreckt, welche
von Tangentenebenen der C umhiillt werden. Obwohl diese
D einfach durch Enveloppenbildung, aber auch auf anderen
Wegen (§I) entstehen, geben sie doch zu vielen interessanten
und, wie ich glaube, neuen Untersuchungen Veranlassung. Von
wesentlicher Bedeutung ist dabei die Bestimmung der Kriim-
mungseigenschaften der D-Flichen in § II, sodann ihr Zu-
sammenhang mit dem allgemeinenProblem der Traktorien.
Das letztere wird hier auf zwei verschiedenen Wegen behandelt,
von denen der eine, § X, eine neuerdings von Darboux ge-
filhrte Untersuchung auf die Losung einer in der einfachsten
Weise aus den natiirlichen Variabeln g, 7, s der Kurve C ge-
bildeten Riccatischen Gleichung zurtickfihrt, wihrend der
andere, den Durchgang durch das Imaginire vermeidend, die
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284 A. Voss

Integration einer linearen homogenen Differentialgleichung 3.
resp. 4. Ordnung verlangt, und in § IX zur Bestimmung der
Huygensschen Traktorien der Helix benutzt ist. Bei diesen
Untersuchungen kommt hiufig in Betracht, da die Integration
einer Differentialgleichung von scheinbar verwickelter Form von
der Losung einer linearen homogenen Differentialgleichung
nichst hoherer Ordnung abhingig wird, deren Integrations-
konstanten dann nicht mehr willkiirlich bleiben. In der Tat
1464 sich jede linear-homogene D, == 0 von 2 auf eine nicht lineare
D,_1 an ¢ von allerdings ganz speziellem Charakter durch die
Substitution 2 = 20 reduzieren, und die Koeffizienten der letz-
teren miissen, wie ich im § VIII zeige, einem System von
gleich Null gesetzten Invarianten in Bezug auf Trans-
formationen der abhingigen und unabhiingigen Va-
riabeln geniigen, welches fiir die einfachsten Fille n = 2,
3, 4 . . . aufgestellt ist.

In dem letzten Paragraphen sind endlich spezielle Fragen
behandelt, die sich sehr viel weiter hiitten ausdehnen lassen,
von denen hier nur noch die der riumlichen Traktorien
des Kreises, und die Bestimmung der durch einen Kreis
gelegten Schraubenlinien hervorgehoben sei.

§ L

Abwickelbare Flichen D durch eine Kurve im Raum.

Es sei C eine willkiirliche Kurve im Raum,!) deren Punkte
2y« durch P, deren Bogenlinge von einer bestimmten Stelle
aus gerechnet mit s, und die Richtung der Tangente bei
wachsendem s, sowie die der Haupt- und Binormale durch
das System der Richtungscosinus

la By
En
|[A v

1) Im folgenden wird unter einer Kurve im Raum jede ebene
oder nicht ebene Kurve verstanden, die im Raum betrachtet wird; eine
Raumkurve ist dagegen eine Kurve mit von Null verschiedener Torsion,
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mit der Determinante + 1 (das charakteristische Triéder
von C) bestimmt sind, ferner ¢ und 7 der Krtimmungs- und
Torsionsradiusist. Dann gelten die Frenetschen Gleichungen

dz dy dz

ds =" as =P s =7
A) doa & df_n dy_ ¢

ds o' ds o'ds o

A6 (eah) G (B A (v

%““('gﬂ)’ ds —*(gﬂ a5 = g/

Bei beliebiger Annahme der unabhingigen Variabeln ¢ an
Stelle von s ist

s'?
- V;;}z _'1_A yug _I__ 212 g2
B)
1 A o?
P T
wobei 4 die Determinante
; 2 yl Pt
! xll yll le
ixu/ ytu Z”/:

bedeutet, und in B) alle durch Striche angedeuteten Differen-
tiationen nach ¢ zu nehmen sind.

Legt man durch C irgend eine abwickelbare Fliche,
kurz D-Fliche, deren Gratlinie oder Rilckkehrkante I"den
zum Punkte P zugehoérigen oder entsprechenden Punkt @
enthdlt und bezeichnet die Koordinaten von @ mit X, ¥, Z,
so hat man die Gleichungen

dX
“ds QX —2)
ay

1) O =2 —y)
dZ i
ds = Q4 — »),

19*
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in denen £ als eine willkiirliche Funktion von s zu betrachten
ist. Denn der zu ¢ benachbarte Punkt @, hat zu Koordina-
ten X +dX, Y+dY, Z+ dZ; diese miissen aber von der
Form X +ds QX —2), Y+ dsQ(Y —y), £+ dsQ(Z4Z—2)
sein, woraus sich die Gleichungen 1) ergeben.
Setzt man V= ¢~ § 245, 50 erhéilt man durch Integration von 1)
VX =¢, — [ QVaxds
2) VY =¢,— [ QVyds
VZ =¢,— § QVzds,
6' 1

also fiir 2 = L

01
2a) Y=0(02——J‘ﬁyds)
A 0<ca—fg§zds)1).

Fir die durch die Gleichungen 2 a) bestimmten Flichen D

ergibt sich nun sofort bei ungeindertem £ oder 6, falls die

Integrationskonstanten ¢; durch ¢, ersetzt und die zugehdrigen
Werte der X, ¥, Z durch X, Y|, Z, bezeichnet werden:
X—X, =0, —c)
3) Y— Y, =0(,—c)
4 — Zy = 0(cg — c3).
Fiir je zwel Kurven I" und I", welche zu denselben
6 oder 2 gehoren, ist die Verbindungslinie der ent-
sprechenden Punkte @, @ einer festen Richtung parallel.
Wird insbesondere

(6 — ) + (6 — )" 4 (& — &)* = o
gewihlt, so folgt:

1) Da jetzt ohne Beschrinkung 6 = e Cs genommen werden kann,
156t sich 6 als positive Zahl voraussetzen, wenn wir uns, wie iiberall,
wo nicht das Gegenteil ausdriicklich bemerkt ist, auf die Betrachtung
reeller Verhiiltnisse beziehen,
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Zieht man durch die siimtlichen Punkte @' einer Kurve I”
Strecken a f parallel zu einer willkiirlichen Richtung, so bilden
die Endpunkte @ dieser Strecken eine neue Kurve I, die zu
demselben 6 gehort, und die simtlichen Punkte ¢, zu denen
man auf diese Weise gelangt, liegen dabei jedesmal auf einer
mit dem Radius a6 um ' beschriehenen Kugel.

Hierdurch wird eine natiirliche Zerlegung der Gesamt-
heit der D-Flichen oder Kurven I" in oo® den Integrations-
konstanten entsprechende, welche zu denselben Werten von 6
gehoren, herbeigefithrt. Insbesondere kann man aus zwei zu
demselben 6 gehorenden Kurven ¢ und ¢,, bei denen ¢ @), einer
festen Richtung parallel ist, eine neue Kurve ¢, dadurch her-
leiten, daf man auf derselben Richtung ¢ @, : @ ¢, = konst. setzt.

Um diesen Satz zur Konstruktion von beliebig vielen Kur-
ven @' mittels @ wirklich verwenden zu konnen, muB man
allerdings aus I" die Funktion 6 zuvor bestimmen. Dies ge-
schieht folgendermafen.

Bezeichnet man mit % die Entfernung P@, mit ¢ den
Winkel der Tangente von C in P mit der Richtung P
(positiv gemessen im Sinne der Strecke P¢)), so ist bel ge-
gebener Kurve ¢ die Funktion 6 durch Quadratur bestimmt.
Denn es ist

heosi=a(X—2)+ (XY —y)+y(Z—2)
und aus A2 = (X —2)? + (Y — 9 + (Z—2)? folgt durch

Differentiation

we =X — o)+ (57 = p)+z-a (57 -)
= %I h? — h cosi

o' ' -+ cosi
oder: 0 =0 =- A

wie iibrigens auch geometrisch unmittelbar erhellt. )

1) Vgl. dariiber z. B. § 1V und S. 289.
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Man erhilt ferner durch partielle Integration aus 2a)
a
X—ax= 0(01—f6 ds)
2b) Y——y-——e(cg—jgds)

L —z = 0<cs—fgds).

Die Gleichungen 2b) geben fiir jeden Punkt ¢ seine
relativen Koordinaten in Bezug auf den Punkt P an,
Dividiert man diese letzteren durch 6, so erhiilt man die Koor-
dinaten eines auf P gelegenen Punktes () mit den Koordinaten

E=cl—f§dvs

]’I=(,‘2—jgd8
Z=o— | Fas

Denkt man sich diese ,reduzierten Koordinaten von
Q" im Axensystem der x, y, ¢ aufgetragen, so entsteht eine

neue Kurve I”, deren Kriimmungsradius 59, deren Torsions-

radius — ;, und deren charakteristisches Triéder entgegen-

gesetzt parallel dem der Kurve C ist, die also dieser Kurve
als in den kleinsten Teilen &hnlich, aber als entgegen-
gesetzt gewunden bezeichnet werden kann, wie aus der Be-
stimmung der betreffenden Verhiltnisse nach den Formeln A)
und B) hervorgeht.

Die Bestimmung der Kurven I" kann noch auf eine andere
Art erfolgen, welche ebenfalls vielfach zur Verwendung im
folgenden kommen wird. Von jedem Punkte P gelangt man
zum Punkte ¢ dadurch, daff man, anstatt auf den Axen der
z, ¢y, 2 um X —x, ¥Y—1y, Z—z fortzuschreiten, auf den
Axen des Triédders von P um die relativen Strecken p,
g, r fortgeht, wobel
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X—z=ap+éqg+ir
4) Y—y=4Fp+ng+npr
G—z=yp+ g+,
p=aeX =)+ (Y —y)+7“Z—2
g=¢X—2)+n(¥Y—y+(Z—2)
= (X —2) + 1 (Y — )+ » (Z—2).
Aus 4) folgt durch Differentiation nach 1) und A)

oder

£
Qap+tgria—a=7 - (°

nebst den analogen Gleichungen, wenn man a, & A durch f,
7, 13 7, & v ersetzt. Da die Determinante der Richtungs-
cosinus nicht Null ist, erhilt man

z
+¥)q+§7'+ ap'+&q'+ 2r'Y)

1+p‘—Z~=pQ

P " _ 0
5) ¢+, =1

7"—g=7‘.Q.

T
Setzt man hier
1)2 + qz + y? = h? = (_P Q)Z, so 1st

. N
b) CosSt = 7

und aus 5) folgt durch Multiplikation mit p, ¢, » und Addi-
tion, mit Benufzung von

pp Hqq vt =Lk
wieder die.Gleichung auf S. 287.

ah .
ds + cosi = Q4.

1) Die oben zugefiigten Striche bedeuten, wie iiberall im folgenden,

fl“]—) usw.

die Differentialquotienten der Funktionen, z. B. p’' = ds
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Das System der Gleichungen 5) gibt bei beliebig ge-
withltem 6 o® Kurven I, niimlich die bereits vorhin unter-
suchten. Zur Vereinfachung der Integration von 5) sei

p=2~0p, q=40q, r=_0r,
wodurch 5) iibergeht in

1 ¢ QI___
—()-+p1—~9 == ()

5a) g+l 4+ =0
Q T
)

T

Man erhilt aus 5a) durch Elimination von p,, ¢, die
lineare Differentialgleichung dritter Ordnung

5 1 df d{ dr 0 1 dr,
D F_dstg Eis(z_d's_>+;7l]+ o ' ds
deren Integration mit Hiilfe des zugehorigen homogenen Systems
pi—% =0
e
5b) gi+04" =0
o T
r—"t =0
T

erfolgen kann, aus dem bei gegebenem 6 nach den Frenetschen

Formeln unmittelbar die 3 Integrationskonstanten ¢,, ¢;, ¢,
enthaltenden Werte

Py =catcf+ ey

G =cE+ el

7y = C A4 cyutcyv
folgen, aus denen sich durch Variation der Konstanten die
vollstéindigen Lisungen

po—ad+ B+ 50
c) q, A+ 9B+ 00
7, PA 4y B+ 2vC,

I
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in denen

ds ds ds
A=61—— FG’B———_%_ Hﬂ, O:cs— 77;

ergeben, die Ubrigens nach 2b) auch unmittelbar ersichtlich
sind, wihrend die Integration der verkiirzten linearen homogenen
Gleichung von 7), welche allerdings den integrierenden Faktor

a( dr 7

{5+
hat, fiir », bei willkiirlichen Werten von o und z unmittelbar
keine weitere Behandlung zu gestatten scheint.?) Durch die Ein-
 fihrung der p,, q,, 7, und die daran gekniipfte Variation der
Konstanten erhdlt man eine iibersichtliche Darstellung der
Kurven I, durch welche die Aufgabe ihrer Bestimmung in

zwel getrennte Prozesse verwandelt wird.
Sie soll gleich hier benutzt werden, um fiir die allge-

. .. T .
meinen Schraubenlinien = = const = %k eine Klasse von
Q

Kurven I" zu bestimmen, die man im allgemeineren Sinne als
Traktorien von C bezeichnen kann.?) Wird z. B. gefordert,
da die p, g, » gleich pp,, 0q,, o7, bei konstanten Werten
yon p,, ¢,, 7, sind, so folgt aus 5), wenn man
Qo—o' =96, 1—q,=pd
sebzt,
r
p.+7;-=q15, _‘%":7'16.
Sie liefern bei konstantem 6 (ein Fall, der nach den letzten
beiden Gleichungen nur bei den Schraubenlinien auftreten kann)

_l4me Bk
(8) pl_W! 91‘—”1\7’ r‘_-ﬂ’
falls N=1+E1+

1) Sie kann natiirlich durch eine bekannte Substitution auf eine
Differentialgleichung 2. Ordnung reduziert werden.
%) Uber den Begriff der Traktorien siehe § VIIL
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] g . 1472062
oder B=p+ ¢+ =0 (_'N'(si _)
gesetzt wird. Fiir jede (allgemeine) Schraubenlinie gibt
es, entsprechend der willkiirlichen Wahl der Kon-
stanten J, oo! Kurven I deren Erzeugende fiir alle
Punkte P von C gleiche relative Lage gegen das cha-
rakteristische Tridder von C besitzen, wobel h = P@
= o -const. ist. Insbhesondere gibt es nach 8) fiir die ge-
meine Schraubenlinie oder Helix (¢ und v konstant) bei ge-
gebenem konstantem £ eine Gleichung 4. Grades fiir d, die
zwei nur durch das Vorzeichen verschiedene reelle Werte von
0 liefert. Dies ist freilich nur eine partikulire Losung des
Huygensschen Traktorienproblems fiir die Helix.?)

Trigt man die p,, ¢,, 7, in einem rechtwinkligen Axen-
system als Koordinaten auf, so erhilt man nach 8) eine Raum-
kurve dritter Ordnung R,, falls § alle méglichen Werte
zuerteilt werden, und die mit ¢ multiplizierten Radii Vectores
der Ry liefern dann jedesmal einen Punkt der zugehdrigen
Kurve I Denn durch Elimination von ¢ aus den Gleichungen 8)
entstehen die Gleichungen von drei Flichen 2. Grades, nim-
lich (wenn an Stelle von p,, ¢,, » fiir den Augenblick z, ¥y, #
geschrieben werden),

) y=x2+y’+~x,,z

z1
p s—ey+l=0
y) ¥+ Fxzk=0
Von diesen Flichen ist y) ein Kegel mit der Spitze in P,
dessen Schnitte mit den Ebenen z = konst. Kreise sind, welche

die zz-Ebene berithren. Dreht man die Axe der z in dieser
Ebene um den Winkel a, und bezeichnet die neuen Koordinaten

durch z%, 2!, y' = y so erhiilt man fiir tg2a = —¥%, sin2a=
k 1

——, ¢c0s2a = — ———— die Gleichun

Vit V14k g

1) Die allgemeine Losung desselben siehe in § IX,
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oy + (1 -+ Vi+r) —z2 (V142 —1) =0
also die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids.
Die Fliche a) ist dagegen, wenn das System in analoger
Weise um den Winkel a, tg2a =1 gedreht wird, fiir die Ko-
ordinaten i, #;, fo =y

2k tr — 3| + st + VD — 2 (/2D

Und aus p) wird endlich fiir tgf = /i die Gleichung des
hyperbolischen Paraboloides

z+alk—ya(14+%5)=0.

Fithrt man an dem Triéder von C die zugehorige Schrau-
benbewegung aus, und multipliziert zugleich den zugehérigen
Vektor der Rektaszension jedesmal mit dem Faktor g, so ent-
steht eine Fliche 2, welche die simtlichen auf diese Weise
entstehenden Traktorien enthilt, und die demgemif von ihren
Vektoren PQ berithrt wird. Es ist zu vermuten, dak die so
entstehenden Kurven I' wieder Schraubenlinien sind, was sich
in der Tat leicht bestitigen lifit (vgl. § II, S. 296).

Man kann endlich die Beziehung zwischen zwei zu dem-
selben 6 gehdrenden Kurven I, welche vorhin betrachtet
wurde, noch verallgemeinern. Auf Seite 4) sind als reduzierte

Koordinaten des Punktes einer zu 6, = zli gehirenden Kurve I

die durch 6, dividierten X — 2, Y—y, Z— 2 bezeichnet; ihnen
entsprechen nach 5a) die Koordinaten p,, 1, 7, des auf P@,
gelegenen Punktes (¢,) einer Kurve (I3). KEbenso mbgen zu
dem auf irgend einer anderen Kurve (I;) gelegenen Punkte ()s)
als ,reduzierte Koordinaten® die g, q, 7, gehoren, wobel
6; den Wert 6, haben wird. Dann ist nach 5a)

1 G Dy "y ' 4
01+p1 0 _07 ql._.}_;_*_?_o’ /rl___r_ 0
1 ' Q2 ‘ p2 7.2 : q?
0—;-‘-1)2 ——Q =0, g2+ ; _I__;_O, r2_;-__.0

und daraus folgt, daf die Differenzen
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PPy Gy Y1 — 72
reduzierfe Koordinaten eines Punktes (¢) auf PQ sind,
welche zu dem Divisor

gehdren.

Damit ist aber die Moglichkeit gegeben mittels der Werte
6, und 6, die zu irgend zwei Kurven I3, I}, gehdren, eine
neue Kurve I" zu konstruieren. '

§ IL

Kriimmung, Torsion und charakteristisches Triéder der Kurven I

Die Kriimmung und Torsion der Kurven I” lassen
sich auf verschiedenen Wegen bestimmen. Aus den Gleichun-
gen 1) des § 1
1) X =02(X—u
folgt durch Differentiation nach s, wenn

(P =p' 4 ¢+ =
gesetzt wird,
2) X'=@Q4+MNX—2)—af
und wegen der aus § 1, 5) folgenden Gleichung
L+ +")=p +u' +r+0r

oder
3) p= Q" —nh
4) XIIZ_'_ YII2+ ZJIQ — (Q2+ Ql)?h2+ QZ__ ZQ(Q2+ Ql)p
wobel nach § 1, 4)

p=aX=2)+(Y—y+7y(“Z—>2)
gesetzt ist. Nach 1) ist ferner, wenn das Bogenelement von I

mit dS bezeichnet, und mit ds als positiv genommen wird

5) %=S‘=3Qh=|9h|
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wo ¢ das Vorzeichen von £ ist. Hieraus ergibt sich nach 2)

. ds
8 =g

also nach 4)

= e 1h(Q + ) _1/} 9}

2 2
X + Vel + Zuz_ S — o (p -}—};—_’I‘)'

Der Kriimmungshalbmesser P von I ist demnach
durch die Gleichung

3 2 2 2 3/
S O N O o e
Ve+r Ve+
gegeben, wo i (wie in § I) der Winkel der Erzeugenden P @
von I" mit der Tangente von C in P ist.

L2

sin ¢

) P

Zur Bestimmung des Torsionsradius 7' berechne man die
Determinante A4’ der ersten, zweiten und dritten Differential-

guotienten von X, Y, Z nach 1), 2), 4). Man erhiilt dann fast
ohne jede Rechnung?)

X—z Y—y Z—=z
Q\ a B ’ Y
& i Z

woraus sich durch Multiplikation mit der Determinante des
Triéders

AI=
e

ergibt. Nach § I, B) und 5) hat man also

1n) T=—%0@+r)
und endlich
P r (P
IIT = — |
) T ‘o < ¢* + 7 )
1) Indem man 2) in die Form X' = — ¢ Q + (ng_g) X' setat,

und ebenso bis X' verfihrt.
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Setzt man hier die Werte von p, ¢, , aus § I, 8) ein, so
ergibt sich '
P & Vi+ =21+ 09,
T T a8 + % (L+ 6%);
bei konstantem 6 ist dies Verhiltnis selbst konstant, jedoch
mit & verdinderlich. Diein §1, S. 293 bestimmten Kurven I'

auf der Fliche 2 sind also in der Tat Schraubenlinien
verschiedener Art, wie dort schon behauptet wurde.

§ IIL
Zweiter Ansatz zur Bestimmung der durch C gelegten Flichen D.

In den beiden §§ I, II sind lineare Differentialgleichungen
zur Bestimmung der Flichen D verwandt, weil so eine natiir-
liche Zerlegung der Gesamtheit dieser Flichen erreicht wird.
An und fiir sich ist aber die Einfiihrung von Differential-
gleichungen zunichst ganz iiberflissig, da die Ermittelung der
Kurven I, wie lingst bekannt, sich als eine Enveloppen-
bildung ansehen ldBt. Nur zur Bestimmung der ebenen
Kurven I' in der Ebene einer ebenen Kurve ¢ wird man
vielleicht zweckmiifiiger Weise neben # = 0 die p und ¢ zur
Anwendung bringen.

Eine willkiirliche Tangentenebene von C' hat die Gleichung

D X=2)(¢E+29) +(X—p) (1 +rg) +(Z—2) (+rg) =0

in der der Parameter g, = — cotg ¢ ist, wobei ¢ denjenigen
Winkel bedeutet, um den man die Schmiegungsebene von C
im positiven Sinne zu drehen hat, damit sie mit der Ebene 1)
zusammenfillt.

Betrachtet man nun &, %, {; 4, u, v; ¢q, als gegebene
Funktionen von s, so ist die Charakteristik von 1), als
Erzeugende die zur Kurve I" gehdrt, nach den Frenet-
schen Formeln bestimmt durch die Gleichung 1) und
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@=9 (1 —7)+ 5 a—5)
9y + @ (u(s—3)+1 ")

+ =9 ((a—1)+a—")=0

Da die X—y, Y—y, Z—z sich nach 1) und 2) verhalten
wie die Koeffizienten von w, v, w der Determinante

§+;-q1 N+ uq, C—*—Vql i

(. 1\ Eq a [, 1\.ng B (. 1\, lg 7,
M(q‘_?)%fm?) G R L ey

-
l o v W

so erhilt man durch Multiplikation derselben mit der Deter-
minante des Triéders von C sofort?)

1) Y —y=o0 (Hﬁ+ 17.2;(,)—.#)

0

<

Z—s=0 (Hy+ qu—”)

wo o eine willkiirliche Funktion von s und

1 4 \
3) r=1te_g

gesetzt ist.
Aus § I, 4) folgt dann nach I) noch

p=oll
Iﬂ) q=-gq
0 1

Y = —

!) Die Formeln I) sind, wie vorhin bemerkt, fiir den Fall ¢ = 0
nicht zu gebrauchen, wo es sich um ebene Kurven I' in der Ebene
einer ebenen C handelt,
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Differentiiert man die Gleichungen I, so folgt

4) ‘%: a+o’ (Ha +E%_—l) +o (H’a +II-§+§§"- —(éq’;—l)'e’)

e
a . A\ q E]
—_— O — — e ——
[(Q + T) e e
dX . .
und, wenn man s durch seinen Wert aus § I), 1) mit Be-

nutzung von I) ersetzt, sodann die Koeffizienten von «, & 2 auf
beiden Seiten vergleicht

5) 1+a(ﬂl—gg)+(a'—ag)ﬂ=o

1 qi) <ql 1) q
o{—4+=)— {20 +— 6'—of)P =0
(9 e PR Vo
o8 IO (0,’,-— 79) 0
e w0 e

Unter der Voraussetzung, daB g, von Null verschieden ist,
reduziert sich die zweite der Gleichungen 5) auf die dritte;
(fur g, = 0 ist sie aber von selbst (bei endlichem o) erfillt).
Man erhilt daher die beiden Gleichungen

6) 1—{—0(11’—52)—{—11(0'.—- 68) =0
OB (o) =

o (9 r) (¢! —~0f) =0,
aus denen sich durch Elimination von ¢'— 02 die Gleichung
1) 1—}—0(H’——g12—]7w)=0

@
ergibt, wenn man
7) L€ _ o setst.
T e

Da endlich nach 6), 7)

ow~+ (o' — afd) = 0,
so hat man noch

8) o' 4+ wo = Lo,
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Wird in 8) der Wert von o'+ wo mit w bezeichnet, und
in die Gleichung 4) eingefiihrt, so erhiilt man:
A aXx @&~ /1)
L 4.1’7_—_#)
TE = W (Hﬂ + 0

17 _ 16=7)
s = w (Hy-l— 5

Aus III) hat man weiter fiir das Bogenelement dS
as e GF1
IV) e =nuw ‘/11 e

wo # das Vorzeichen von w = ¢’ 4 wo ist, falls, wie stets
angenommen werden soll, dS mit wachsendem s positiv ge-
nommen wird, wihrend

9 D=l/]]2+_q_§};l

stets positiv zu nehmen ist.

Aus den Gleichungen I) kann man ebenfalls P und T fiir
die Kurven I bestimmen. Doch ist es nicht iiberfliissig, die
betreffende Rechnung aufs neue durchzufithren, da sich so
einerseits eine Kontrolle der in § Il entwickelten Formeln er-
gibt, andererseits sich aber der von Interesse erscheinende
Umstand herausstellt, daf der Ausdruck

dzX\? ary\? a2 zZ\2? d?S\?
(o) + () + () = (&)
ein vollstindiges Quadrat ist.?)

Man erhilt ndmlich durch eine Rechnung, die ich hier
nicht weiter ausfithre, fiir diesen Ausdruck den Wert

1} Sucht man umgekehrt zu einer als gegeben angesehenen Kurve I”
die Kurven C, so ergibt sich kein iibersichtliches Resultat, da es sich
dann um eine viel allgemeinere Frage handelt.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1918. 20
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2 2 2
1”2'14;% Q1+ — | = (z}igqps)
Q H2+ 2ql g% 0
so daB €
3

V) = ¢y D_:Ew

Vai+1
wird, wihrend T aus der Gleichung
vI) T'=w(l4 g7)

zu entnehmen ist. Diese Werte stimmen mit den frither er-
haltenen in § II, I vollig iiberein.

Das einzige Werk, in dem (so weit mir bekannt ist) der
Versuch gemacht ist, fiir die aus den rektifizierenden
Ebenen (senkrecht zur Hauptnormale) von C gebildeten Kur-
ven I' P und 7' zu bestimmen, ist die ,Allgemeine Theorie
der Kurven doppelter Kriimmung“ von W. Schell, 2. Aufl,,
Leipzig 1898, S. 79 ff., in welchem indessen nur der absolute
Wert von I' und iberhaupt P und 7' durch nicht gerade
iibersichtliche geometrische Betrachtungen gefunden werden.?)

Zur vollstindigen Bestimmung des charakteri-
stischen Triéders von I' (mit Beriicksichtigung der Vor-
zeichen) kann die folgende Rechnung dienen.

Setzt man nach IV)

so ist nach III)
dX —A\ 1
NG = (Ha—i———q‘é >_B'

Aus der Gleichung

Fad
D 1 ) q, I o
@5 D {H’ (H_”“’"eﬁ) T “’Dz} ~ D% D

1) Kriimmung und Torsion der Filarevoluten einer Kurve sind
iibrigens ebenfalls lingst bekannt.
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folgt
d’X_ij 1 g,—* .4 )
isa T o\ ¢ ¢ T\ e
oder
?'i‘l th—l
e o[-
as? T w D4 ’
so daB
d?X\? ary\? dzz\? @ +1
10) (’dS‘ﬂ} + (dsf) + (dSﬁ) = Jotyt DV
d. h. wie vorhin:
3
P =¢y OED
Vagi+1

wird, und es ist also:

(Ao — g, —n )

X —‘J &,

N S 2 =)

Nach den Frenetschen Formeln ergeben sich hieraus fiir
die Cosinus &, %', (' der Hauptnormale gegen die Axen
der z y ¢ die Werte

il g, —nm)
b= oy

Vari
q‘jl — (g, — ) 1T
A) M =&y DVQ2+1_ )
(el q—nm|
Cl=—87]l» £
DVg+1

und fir die Cosinus a,, #,, 7, der Tangente von I’
i 20*



D
B) b= % (1p+ 57 1)

so wie endlich durch Unterdeterminantenbildung als Cosinus
der Binormale von I

¢+ 1gq,

)= eo T AT

Y VE+1

C I 2
) MY e
¥ =EC+"’Q1

Bezeichnet man also die Richtungen der Tangente, Haupt-
normale und Binormale der Kurven C und I' durch ¢ %, b;
t,, by by so hat man auch dem Vorzeichen nach:

cos (£,1) = 7 %, cos (b, t) = — 537«%‘—7;?5-
V) w%m=%%,m@m=+5%%ﬁ
mW@:—ﬁer@=—b%%ﬁ
cos(bt) =0
cos(b, k) = 17;;;__—*_._1

CcOS (bl b) = 1752%;_:—]?
1 .
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Die Formeln IV) geben zu manchen Fragen Veranlassung.
Soll z. B. cos(f,f) = konst = cos 4 sein, so hat man die
Gleichung

1 f tg A
LEE g = ey

die durch die Substitution 2 ¢, = %——z in die Riccatische
Gleichung

7) +-—+——5 otgd = 0

iibergeht, welche fiir die Kurve C charakteristisch ist.') Bei

konstantem ¢, sind selbstverstindlich cos (b, &) konstant.

Ebenso folgt fiir cos (%, #) = konst = cos B die Gleichung
1+44q; . tgB
:i;@ —q = g@ V 1+ 1

welche auf 7) zuriickkommt, wenn an Stelle von cotg. 4 B ge-
schrieben wird.

Man hat ferner
cos(hyk) __cos(fh)  cos(bb) _

cos(h,b)  cos(t,b)  cos(hh) %

und
__cos(th) _ cos(hh) _ cos(hb) _  ellp
~cos(hyt)  cos(th)  cos(f,b) Ve+1

Die Bedingung

I
£re m == konst

V@+1

fithrt ebenfalls zu der fiir alle Schraubenlinien durch Quadratur
losbaren Gleichung 7).

1) Vgl. die Anmerkung 1) zu § V.
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§ IV.
Geometrische Herleitung der Gleichungen des § Il fiir P und T.

Die grundlegenden Formeln des § II fiir P und 7' sowie
andere geometrische Beziehungen lassen sich auch leicht durch
direkte Betrachtung herleiten. Sind P4, PB, PC die Kanten
des Triéders von C, PP'¢) die Schmiegungsebene und & der
Kontingenzwinkel PQP' von I (vgl. die Figur 1)

yB
Figur 1.1)
so 1st
Pé=4dS
falls
dS = Dds'w

das Bogenelement von I" ist. Aus dem Dreiecke PQP' hat man
PP':PQ =sin d:sin (i + §),
oder, wenn statt sind einfach 6, statt sin (i + ) aber sini

gesetzt wird,

) P'R ist der mit QP' um @ beschriebene Kreishogen; ebenso bei
Figur 2.
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" ds sini D
Da endlich aus der Figur unmittelbar

Vitr

I)

S g
so ergibt sich nach § III, I und § I, 4
_ ooue
C Vitg

wie in § II, V.

Zur Bestimmung von 7 kann man sich der Beziehung
bedienen, daf die Binormale von I, deren Schmiegungsebene
mit der von C zusammenfillt, die Richtungscosinus hat:

Hieraus ergibt sich dann

=R R (R (@)
- (ﬁ)2 D
as) (144

as . . .
oder, wenn fiir —— sein Wert eingesetzt wird

ds
T2 = w? (14 ¢
Aber auf diesem Wege wird nur der absolute Wert
von I' gefunden, der sich allerdings in ganz anderer Form
tiir die rektifizierende D-Fliche schon bei Schell angegeben
findet, withrend die vollstiindige Bestimmung von 7' die vorhin
gefiithrte Rechnung erfordert.
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Fiir eine ebene Kurve €, die in ihrer Ebene betrachtet
wird, lassen sich diese geometrischen Betrachtungen noch weiter
ausfiihren.

Figur 2.

Ist die Erzeugende P ¢ von I" (vgl. Figur 2) unter dem
Winkel @ gegen die Tangente ¢ von U in P geneigt, so ist
fiir die Kontingenzwinkel ¢ und % von € und I”

1 ds = ¢p
n=da-+te¢
ferner

P'R= QR = (PQ—dscosa)(da - ¢) = sinads

oder

PQ(da -+ &) =sinads
also auch
%) da 1 __sina

ds ' o PQ’

Bezeichnet man das Bogenelement Q@' von I' mit d.S,
und setzt PQ = f(s), wo [ eine gegebene Funktion von s ist,
so folgt fir P'Q = RQ
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PP4+dPQ)=PQ+dS=PQ—dscosa+dS
oder

3) fi(s) = g_f__ oS a.

Setzt man noch nach 1)
nP = (da-+e) P =dS

as da 1 sin a
el e

so ist

also nach 3)

8 sina PP

f(s)
so ist P = psina d. h. PQ nur um den konstanten
Faktor sina vou o verschieden, was iibrigens auch geo-
metrisch unmittelbar erhellt.

Die Gleichung 2) geht durch die Substitution ¢ = tg (a[2)
in die Riccatische Gleichung iiber:

ak i 1422 1

as T 20 i)
Diese letztere ist von Darboux (Lécons sur la théorie générale
des surfaces I, 8. 113) durch analytische Rechnung hergeleitet.

Sie ergibt sich iibrigens nebst 4) unmittelbar aus den Glei-
chungen des § I, 5 fiir » = 0. Setzt man nimlich

1+p'—

= (f's 4+ cosa)

=17_Q

¢ +>=q0

iy IR

und
p = fcosa, q= fsina

so erhilt man sofort

sina=f(g—z—{—§)

cosa -+ ' = fQ
und aus § II, I folgt dann auch die Gleichung 4).
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§ V.
Zylinder, Kegelflichen und Minimalfidchen D durch eine Kurve C.

Sind z, y, #, die Koordinaten einer Kurve C, so kann man
unmittelbar die Gleichungen der durch C' gelegten Kegel, Zy-
linder und Minimalflichen angeben. Anders aber steht es,
wenn C nur durch ihre natiirlichen Variabelen g, v gegeben
ist, wie in unseren Betrachtungen iiberall vorausgesetzt wird.

Soll zuniichst ein Zylinder mit der Axenrichtung cos 4,
cos B, cosC entstehen, so ist

X—2x= Rcosd
1) Y—y= RcosB
4 — 2z = ReosC.

Andererseits ist aber nach § III, 1) nach Abkiirzung durch
das 2-Zeichen

S(X —a)(E+ 1) =0

2) a & :
zx—a(=(+D) +ia+ua) =0
oder, wenn man 1) in 2) einsetzt, und statt cos 4, ... einfach
A ... schreibt,
SEA) + 0,304 =0
o1 e
‘*’Tl SEA4) + <q1 — {) S(d)— . Z@d) =o.
Hieraus folgt, wenn 7 4 oo,
3) 7,5 (A) + Z(EA) =0
4) = (4) + ‘1)2(@4) —o.

Durch Differentiation von 4) entsteht aber mit Hilfe von
3), 4) die Gleichung

(11' ST 1 o ;2) S(A) =0
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oder da bei der Annahme 7 = oo der zweite Faktor nicht Null
sein kann, die Bedingung ¢ = o0, welche nur durch Integration
der fiir C charakteristischen Riccatischen Gleichung, die hier
in der Form

m—oen—% =9

4

erscheint, gelost werden kann.
Soll dagegen die Fliche D ein Kegel mit der Spitze
¢,y €y €3 werden, so hat man

X=¢, Y=0, Z=0y¢
oder nach § III, 1)

. 2E&(c—2x)
) —q = S e—2)
Durch Differentiation von 5) entsteht mit Hiilfe von 5)
6) — 12a(c—2)
021 (c—x)
und hieraus auf dieselbe Weise mit Benutzung von 5), 6)
) TG~ o3

und durch nochmalige Differentiation von 7) mittels 5), 6), 7)
(H’——-q;—IIw)’—w (I]’——q—‘2 ——Hw) =0
e 0

oder fiir

1+0(H’-—Ha)—q—'> =0

93

endlich

oder, falls 6= oo, wie bei den D-Zylindern, w = 0. Dies war
freilich zu erwarten, da ja in diesem Falle nach § III, III)
dX dY dz
ds’ ds’ ds
Voraussetzungen ist aber die Differentialgleichung dritter Ord-

gleich Null werden; unter den hier gemachten
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nung © = 0 zu losen, was wieder nur mittels der Riccatischen
Gleichung méglich wird.
Da endlich

(8 ~<(m+53)

so ergeben sich die Minimalkurven I} wenn entweder der
erste oder der zweite Faktor Null ist. Im ersten Falle aber
degeneriert die Kurve I' in einem Punkt, wie soeben gezeigt
wurde. Die eigentliche Losung erfolgt daher durch Betrach-
tung der Gleichung .

e+ Q‘(}t} =0

54

oder
D thad_ g Vatl_yp
T 0
die wieder auf die Riccatische Gleichung
1422 iz
! —_——————— T
e 2% 0

fithrt. Aus Gleichung I) oder

i1q:qi YT @
I = il Vi ¢

oVita K2
folgt aber mit Hiilfe von I)

- Vl +Q? q c1/1 1 A2 Q‘ q
H'=“11? +Q;—@V1+le)é=012+ﬂw
oder o = oo, Auf diesem Wege entstehen also nur die

Minimal-Zylinder D.2) Aber die Gleichung I) hat

noch die singuldre Losung ¢, =i, welcher der bestimmte
1) Dies ist gerade die Gleichung, von der die Integration der natiir-
lichen Gleichung der Kurve € abhiingt. Vgl Darboux, Lecons sur la
théorie générale, I, S. 9 u. 21; Bianchi, Vorlesungen iiber Differential-
geometrie, Leipzig 1910, S. 15 u. 80.
) Fir die allgemeinen Schraubenlinien € lassen sich daher
diese Zylinder sofort angeben.



Zur Theorie der Kurven im Raume. 311

2

Wert 6 = ;) = — ip? entspricht. Fiir die Minimal-Kurven
1

hat man daher

X—az=(+id)o
Y—y=@+ime
Z—z=((+1iv)e
oder auch
p=0, ¢g=g9, r=ig.
Nach § Il erhilt man fir die Krtimmung und Torsion
der Minimalkurven D den Wert Null, wihrend das Verhiltnis
dieser beiden Zahlen gleich ¢ wird, was sich auch durch Grenz-

ibergang, bei dem zuerst g, konstant, und dann gleich i ge-
setzt wird, bestitigen ldft.

§ VI
Die zu den Filarevoluten und der rektifizierenden Fliche von C
gehdrigen Kurven I

Die Filarevoluten von C entstehen bekanntlich, wenn
die Erzeugende P} von I" senkrecht auf der Tangente von
steht, also p oder nach § III, Ia I7 = 0 ist. Alsdann ist

1) q,=tg(fd78+c,)=tgw

2
und, da jetzt nach § III, II) o =g_ wird

1

(g1 + 1)% enw

P=c¢yog w = 1-+4D)
2) Vit g UTE
T=w(l+4q)
so daB die durch Einfachheit ausgezeichnete Formel
P ey
3) sl
T q,

entsteht; w hat iibrigens den Wert 2 (9‘ — q94>.

R 17
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Unter den Filarevoluten einer Raumkurve kann sich
also nie eine Schraubenlinie befinden. Denn dann
miiite g, konstant sein, was eben nach 1) ausgeschlossen ist.

Ist die Kriimmung von C konstant, so folgt aus dem an-
gegebenen Werte von w fiir 7' der Ausdruck

S
=g
d. h. die zur Filarevolute gehorige Kurve I" ist immer
im entgegengesetzten Sinne wie ¢ gewunden.
‘Wir bemerken ferner, dak fiir die Filarevolute

_oq

@
wird. Dies liefert den lingst bekannten Satz, daB die Pro-
jektion des Punktes ¢ auf die Schmiegungsebene von € in P
mit dem Krimmungsmittelpunkt von C zusammenfillt, aus
dem die Konstruktion der ,Polardeveloppabelen® folgt.?)

Die Entfernung P@Q = % ist fiir die Kurve I allgemein
durch die aus § III, I) folgende Gleichung

W = ¢®D?

bestimmt.?) Fiir die Filarevolute wird daher

q =20

o= hee hoecosy
— =
Oder V1+ql
o
r=——- = —c¢hcos
0 LY

womit der Punkt @ in der einfachsten Weise konstruiert ist,
da in dem bei O rechtwinkligen Dreieck PQO fiir O als
Kriimmungsmittelpunkt von ¢ der Winkel bei @ gleich vy ist.

1) Von weiteren. hier anschlieienden Fragen deute ich nur noch an:
Kann eine der hier betrachteten Kurven I" konstanter Kriimmung oder
Torsion sein? Dazu mubB die natiirliche Gleichung von C eine gewisse
leicht angebbare Form besitzen; ich gehe auf die Betrachtungen nicht
ein, da wegen des verwickelten Charakters von C sich kein anschauliches
Resultat ergibt.

2) Siehe indessen die Bemerkung zu S. 297,
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Es sei jetzt C eine ebene Kurve. Dann ist [/ = — ¢,
also II = 0 mit konstantem g,, mithin
P ey
T q-

Die Kurve I" ist daher (im Raum) eine Schraubenlinie
mit der variabeln Torsion
2
T = o0 1+ 4 i
4
Aber diesem geometrisch evidenten bekannten Satze kann
man eine weit groBere Ausdehnung geben, indem man den fol-
genden Satz beweist, der bisher nicht bemerkt zu sein scheint, ob-
wohl er auch durch geometrische Betrachtungen zu erkennen ist:
Fiirjede Schraubenlinie Cbilden die aus g, = const.
entspringenden Kurven I" wieder eine Schraubenlinie.
Setzt man nimlich t = gk, so ist

H:-l_}——qu— (/)h»l-{gl-—g'}

ko ' olk
= _dtae
Il = Fot
Die Gleichung § III, II) fiir o liefert
2 o

T LA+ EF

und hieraus folgt

P_B{A+@+ry _F

N YT A e
= ey = V1 2
IR Ty, Ve
d. h. es ist die Kurve I" eine Schraubenlinie, deren Steigungs-
winkel von ¢, abhiingig ist.

Die Filarevolute endlich wird zum Kegel, und I” reduziert
sich auf dessen Spitze, wenn

 ;
00"

2
0
w = - =
4, 9T
e

oder g = 2,
ro
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ist. Ist nun die Raumkurve C nicht von konstanter Kriim-
mung, so ergibt sich durch Einsetzen dieses Wertes von ¢, in
die Bedingung II = 0

d .. __
oo (@) =0

die bekannte Bedingung dafiir, daf € eine sphirische Kurve
ist, wie hier noch hemerkt sein moge.

Auch fiir die rektifizierende Fliche von C ergeben
sich neue Kigenschaften. Sie entsteht fiir ¢ = 0, d. h. als
Umbhiillungsgebilde der Tangentenebenen von € senkrecht zur
Schmiegungsebene, wobei natiirlich C als Raumkurve voraus-
gesetzt wird, Hs ist dann

1 1 1 o'
”_‘—"T"D——_12+_2’w____9’
P— ._- 1
P = cosi=

V()

Die in der rektifizierenden Ebene gelegene Er-
zeugende (¢ von I' macht also fiir die Schrauben-
linien C konstanten Winkel mit der Tangente von C
im Punkte P.

Zugleich wird 6= — ¢
ale
(2
ds
also, wenn zur Abkiirzung %: 6 gesetzt wird,
o __ 1
e 6

Hieraus folgt durch Differentiation
o 0o o Fws_ o 6"

o o o o 0"

und darnach wird
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6

0”

P =51+ 02

Der Ausdruck fiir P ist dadurch von Interesse, daB in ihm
nur das Verhiltnis der beiden Kriimmungen von C vorkommt.
Daraus folgt der Satz:

Die zu den rektifizierenden Flichen von Kurven C
mit demselben Verhiltnis 6 ==§ in entsprechenden

Punkten gleicher Bogenlinge gehorenden Kurven I'
haben simtlich denselben Kriimmungshalbmesser P,
withrend die Torsion T dem Kriimmungshalbmesser
von C proportional ist. Dabei ist vorausgesetzt, daB 6’
nicht selbst Null, also C eine Schraubenlinie ist, fiir welchen

Fall ¢ unendlich wird. Ist aber _rQ eine lineare Funktion von s,

so wird die Kurve I” in einen im Endlichen gelegenen Punkt
degenerieren, da jetzt w = 0 wird.

§ VII.
Das Problem der Traktorien.

Als Huygenssche Traktorie einer Kurve € im Raum
(vgl. den Brief von Huygens an Leibniz vom 17. Sept. 1693,
Gerhardt, Briefwechsel von Leibniz, Bd. II, S. 161) kann man
diejenige Kurve I” bezeichnen, welche von den Endpunkten @
éines unausdehnsamen Fadens P{ gebildet wird, dessen An-
fangspunkt P auf der Kurve C gleitet, und der bestindig in
seiner eigenen Richtung P ) geradlinig gespannt erhalten bleibt;
allerdings hat Huygens dabei wohl nur an die Traktorie oder
Traktrix einer ebenen Kurve in ihrer eigenen Ebene gedacht.

Sie wird zur Traktorie im allgemeineren Sinne, wenn
P =) eine beliebige Funktion f(s) von s ist, gebildet von
den Orthogonaltrajektorien der mit dem Radius f(s) um die

Sitzungsb. d. math.~phys. K1. Jahrg. 1918. 21
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Punkte P von C beschriebenen Kugeln. G. Loria hat in
seinem Werke (Spezielle algebraische und transzendente ebene
Kurven, Leipzig 1911, S. 187 ff.*) die Gleichung der Huy-
gensschen Traktorie des Kreises in seiner Ebene auf
ziemlich umstindlichem Wege nach A. Bordoni (1820) repro-
duziert. Er scheint dabel aber iibersehen zu haben, daf Dar-
boux bereits 1887 in den Legons sur la théorie générale des
surfaces, Bd. I, S. 113 das Problem fiir die allgemeinen Trak-
torien einer ebenen Kurve in ihrer eigenen Ebene auf die
Losung einer Riccatischen Gleichung durch eine sehr ein-
fache analytische Betrachtung reduziert hat, da er nur ganz
beildufig bemerkt, ,dak die Auffindung der Traktrix im all-
gemeinen die Auflssung von Differentialgleichungen und min-
destens Quadraturen® verlange.

Aber Darboux hat zugleich in den Lecons sur les systémes
orthogonaux, Paris 1898, S. 41 das allgemeine Problem
der Traktorien einer Kurve ¢ im Raum behandelt und
gezeigt, dab dasselbe ebenfalls die Lisung von zwei Riceati-
schen, tibrigens ineinander transformierbaren Gleichungen, er-
fordert, ohne allerdings die Beziehung seines Orthogonalpro-
blems von Kugeln zu dem Traktorienproblem zu erwihnen,
noch auch irgend eine Anwendung hinzuzufiigen. Ich werde
im folgenden an Stelle der Darbouxschen Gleichungen ein-
fachere entwickeln, die nur von den natiirlichen Variabeln
der Kurve C abhiingen.?)

Als allgemeinstes Traktorienproblem kann man end-
lich, wie hier noch bemerkt sein moge, das zur Gleichung

f(ps 4, ’I‘) =0
gehorige bezeichnen.

Als Differentialgleichung der allgemeinen Trak-
torien A = f(s) = [ erscheint nach den Gleichungen I, I des

§ III die nicht lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
fiir g,

1) Deutsche Ausgabe von F. Schiitbe.
2) Siehe § X, Formel 1V.
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2 2

I+ -q‘j—l;ﬁ (H’—Hw—g;),
e

die zuniichst keine weitere Behandlung erkennen liBt. Ich
werde nun zeigen, dafl dieselbe durch eine lineare homogene
Differentialgleichung vierter Ordnung ersetzt werden
kann. Aus den Gleichungen 5a) des § III fiir 2 = 1/6

pe=p, qz=4¢q, rz=rnr?
D shpi—T=0, gk =0, 0= =0
und der Bedingung
2 PAEtr==td+Ds
folgt durch Multiplikation von 1) mit den p,, q,, 7, und Addition
3) n=—1(2),

4) 7 = (7‘1 T)1 b= —0 [’% + (Ti 7")] oder
r ’ 1 i rl

9) Z={Q<’i‘+("ﬂ))} _}__19:,

also, wenn man 5) mit £ multipliziert, nach 3) und 4)
T

)=o) o)

Dies ist eine lineare homogene Differentialgleichung
vierter Ordnung fiir ,. Durch Multiplikation mit dem inte-
grierenden Faktor

T

erhilt man als erstes Integral von I die nicht lineare Dif-
ferentialgleichung dritter Ordnung

2 7‘1 4 ’ 2 N 2 rl ! ‘ i ri’[ 2
D o , it +ri+ (i)t =1%o 7+(r1r) +-—Q~ + const,

1) Das hier eingefiihrte ¢y darf nicht mit der im § III definierten
Variabeln ¢, verwechselt werden.

21*
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also nach 3), 4), 5), 6) die Gleichung
Pt g+ 7 = f22 4 const.

Es geniigt also nicht jede Lsung von I auch den
Gleichungen 1) und 2). Sondern den 4 Integrationskon-
stanten von I sind solche Werte zu erteilen, daf die Konstante
in 7) den Wert Null erhilt. Dies ist aber ein immer aus-
fiihrbarer Prozef, und damit ist die Losung der Aufgabe auf
die Gleichung I zuriickgefiibrt.?)

Anstatt der Gleichung I fiir », kann man auch die fiir #
entwickeln, was ebenfalls zur Losung fithrt, da alsdann p,
nach 3), ¢, und 7, nach 1) bekannt sind. Setzt man demgemif

p, = —f(f2)

0, = eo[l#— (f(f2))]

ry=t{f({f2) — (@le— YD},
so liefert die Substitution dieser Werte in die letzte der Glei-
chungen 1)

Lo— (T + [rltele — ()Y — T =,

I

welche Gleichung wieder ein quadratisches erstes Integral
liefert, dessen Konstante Null sein muB.

Um auch die zu I analoge lineare Gleichung fiir 2z zu
erhalten, setze man nach den Gleichungen 2b) und 4) des § I

@) (e, — S azdsp + (¢, — § pedsy + (g — § y2ds)* = &*f*
oder nach den in 5¢) dort eingefiihrten Abkiirzungen
A? 4 B2 4 2 = 22
Diese ,Integralgleichung fiir 2“ 146t sich durch wieder-
holte Differentiation nach s vereinfachen. Man erhilt so zuniichst

) Ao+ B+ Cy = —f(fs)

und weiter

1) Da eine der Konstanten durch die drei anderen ausgedriickt
wird, enthalten die Verh#ltnisse der py, ¢y, 1y gegen z, oder die
D, ¢, 7 noch zwei Konstanten, wie es sein mubB.
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7) Aé+ By + 0l=[s— () ]e
o ait But O =< (L oy —tele— gy

Die Summe der Quadrate von f), ¥), &) liefert dann wieder
die Gleichung a). Durch Differentiation von J) erhilt man
jetzt nach )

M) ole—/(fey] ==+ [ Pepay —tole— (f(fz)')']}']'

als lineare homogene Gleichung vierter Ordnung fiir 2, welche
das erste Integral

1) (0 + e Le— G+ 2 [ Loy — tele— a1y |
=f?..2
haben muf.

Fiir eine ebene Kurve C folgt aus p*+ g% + r* = f*
und den Gleichungen 5) des § I fiir 7 = oo

t-ft ()
e ==l ()]

Da auBerdem % = —f (;), so hat man fiir 2 =% die
auch aus II) fiir r = oo folgende lineare homogene Differential-
gleichung dritter Ordnung fiir #

1la) elele—(FUF)YD =72,

deren Integral

Ib) o[ —(f(FIV ] + 2 (f2)* = [* 2" + const ,
mit p? + ¢* + 7 = f2? iibereinstimmt, wenn die Konstante gleich
— 1 genommen wird, Um dies aus einem Beisplel zu zeigen,
das spiter vollstindiger behandelt wird, sei f=~A, ¢ = const.
Die Gleichung ITa) ist dann

‘——]?/22" _|_ 92 (ZI o hg Z“I) —_ O
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2__ }2
und hat fiir 2 = ¢ und a = @Q—h—k das Integral

) e*sc, —e e, ¢
C=eascl+e—as02’ g = 1 2 3,

a
so daB

= —h¥s' = e*%¢, + e~ %%¢,,

2 ks

)

=o(z— N2 =0 [(e‘”c, —e%¢)y + %3]
1—a?l? .

wird, wenn y = — — Ist.

Bildet man jetzt die Gleichung
r+e¢_ g
r2 T2 !
so heben sich die s enthaltenden Glieder fort und es bleibt
als Gleichung zwischen den drei Konstanten ¢, ¢, ¢,
P 1 a6k
3 0% h? o? — he

Dabei ist o =% vorausgesetzt. Fiir o = h wird

¢,s* ¢
o T TG

{=rc¢s4¢, &=
und es ist jetzt zu setzen

@+ d—2ee)h+1 =09

1) Soll die ebene C in ihrer Ebene betrachtet werden, so ist r = 0.
Setzt man dann pz = py, g2 = ¢4, so wird

. a4 Py
gbpl—L =0, gi42=0
V2 o q; o
und es folgt wieder die Gleichung ITb, in der die Konstante jetzt gleich

Null zu nehmen ist. Fir z = ¢/ %%° ist dann

(o = 2(f" -0y = 2y; (F(f2)Y = 2(fy' 9,

also wird IIb
el—w'f—yp?)=fV1—y?
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Fiir die homogene Bedingung

8) ap+bg+cr =0,
in der @, b, ¢ Funktionen von s sind, folgt aus § III, Ia
8a) allp+bg, + ¢ =0.

Dies ist fiir @30 eine Riccatische Gleichung fiir g¢,.
Sie zeigh, daB in der dem Punkte P zugeordneten Ebene 8)
je vier Erzeugende PQ,, PQ,, PQ,, PQ,, denen die Kurven I7,
I,, I',, I, entsprechen, ein konstantes Doppelverhiltnis
haben, so daf also aus irgend drei partikuliren Losungen
von 8) durch diese Doppelverhiltniseigenschaft jede weitere
Losung abgeleitet werden kann, was iibrigens geometrisch
selbstverstidndlich ist. Ist aber @ = 0, so folgt aus 8a) g,
selbst. Daf aber in der Ebene bg +-cr = 0, welche jetzt
die Tangente von C enthilt, nur eine einzige Kurve I’
vorhanden ist, folgt aus den Gleichungen 5a) des § I. Denn
man hat jetzt

i : r i
Z+p1_g91=05 QI+ZQ)‘+?’=0, Tl_%l'=01

also zur Bestimmung von 7, die Gleichung
b(rit)y 4 cr, =0,

welche 7, bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, der dann
auch in ”
q1=”"1'15, p1=—-g{—;~+(1‘1“[)ljl

und z auftritt, so daf die p, ¢, r selbst vollig bestimmt
sind. Die allgemeinere Gleichung

9) ap+bgtor=1,
in der a, b, ¢ Funktionen von s sind, liefert fiir den Fall einer
Raumkurve € (z 4 ) und

und diese Gleichung wird durch die Substitution (—vy = (1-f ) ¢? in
die Riccatische Gleichung

20(p+o'f) =1+ ¢?)

verwandelt, was allerdings viel einfacher in 2) § IV erreicht wurde.



322 A. Voss

pi—B =0, g =i p,—»@[ +(m)]

die lineare homogene Differentialgleichung dritter
Ordnung fiir »,

V) —a( [ + T)DJF brgz+crl=»’;+<g[";+(m)'D:

so daB die Losungen p, ¢, » von den Verhiltnissen der drei
linear homogenen Konstanten in dem Integrale von IV) ab-
hingen. Ist aber 7 = co, so hat man r = konst = ¢,

pp=—0q, &= %l— + (e q1)', und es folgt aus 9) die nicht

homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

—a(oq) + bg, + co, = q’+(941),

deren Auflgsung wieder die p, g, r von zwel linear nicht
homogen auftretenden Konstanten abhéingig macht.?)

Dies erkennt man auch geometrisch. Denn die Glei-
chung 9) ordnet jedem Punkte P jetzt eine (@ == 0) nicht
durch ihn gehende Kbene zu. Zieht man in der zu s =s,
gehorigen Ebene F,, welche dem Punkte P, entspricht, eine
willkiirliche Gerade, so wird jeder auf ihr gewihlte Punkt @),
eine Richtung P, @), bestimmen, welche die konsekutive Ebene I
zu dem benachbarten Punkte P in dem zu ¢, benachbarten
Punkte @) schneidet; @, und @) sind dann benachbarte Punkte
einer Kurve I' Damit ist eine Differentialkonstruktion der
Gesamtheit aller durch 9) gegebenen Kurven I" gegeben, deren
analytische Bestimmung aus IV) folgt; die zu vier in gerader
Linie gewdhlten Punkten ¢, @, ¢, @ Kurven I' haben
wieder die Eigenschaft konstanten Doppelverhiltnisses fiir die
Strahlen PQi, P@? P@? P@*

1) Die Gleichung 9) gibt je nach den Werten der a, b, ¢ zu einer
grofien Zahl weiterer Fragen Veranlassung, die hier nicht ausgefiihrt
werden kénnen.
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§ VIIL

Uber die Invarianten gewisser Differentialgleichungen 7-Ordnung,
die durch eine lineare homogene Differentialgieichung n 4~ 1-Ordnung
I6sbar sind.

Solche Differentialgleiechungen sind in den vorigen Para-
graphen mehrfach hervorgetreten. Eine lineare homogene D,=0

2 An1 -+ 2= Ap g+ -+ + ZAO = Q1)
geht durch die Substitution
1) 2 = efaids

in eine nicht lineare D,_; = 0 tiiber, deren Form im allge-
meinen nicht einfach ist, deren Integral o, jetzt als Quotient
der die Verhiltnisse von % linear homogenen Konstanten ¢,,
¢; - . . cn enthaltenden Ausdriicke 2':2 erscheint, und diese
D,y als eine Verallgemeinerung der Riccatischen Glei-
chung kennzeichnet.

Es handelt sich jetzt umgekehrt um die Frage: Wann
lifitsich die gegebene D,_; = O durch die Substitution 1)
auf eine lineare homogene D, = 0 reduzieren?

Aus der Gleichung

2) A4+ Bz 4 Ce=0
wird nach 1)
3) A (6f + 01) + Bo, + C, = 0.

Setzt man umgekehrt in der willkiirlich gegebenen Glei-
chung, in der natiirlich 4, und B, nicht Null sind

4) A,6* 4 Bo'+Cio+ D, =0
an Stelle von o
5) o = Ao,,

so geht sie iiber in

1) Die Buchstaben 4, B, C ... bedeuten im folgenden Funktionen
der unabhiingigen Variabeln s.
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20i + B, (Aot + Xo,) + C,l0, + D, = 0,
also in die Form 3), wenn
A =B 1= A4
C,2+ B2 =B, D, =C.

1

Diese Gleichungen lassen sich durch 2 = i immer er-

1
fiillen. Das entspricht dem bekannten Verfahren, die Riccati-
sche Gleichung in Zusammenhang mit der linearen homogenen
D, = 0 zu bringen, denn die Losung von 3) ist jetzt von der

Form Ao A
= Bl  Be’
Ebenso geht nun die Gleichung
6) 4" 4+ Bz +Cs'+De =0
durch 1) in

7 A(or + 80,00 + 0% + B(oi + )+ Co, + D =0
iiber. Umgekehrt wird die willkiirlich gegebene Gleichung
8) A,6"+ Bios' 4+ C,0®*+ D,¢' + E,0* + Fo+ G =0
in die Form 7) durch 5) transformiert, wenn die 7 Gleichungen
Ar= A4, BiV4Ei=DRB

I) B2=34, 241+ D,A=D0B

Cil= A4, AV +DN+FE2=C G=D
bestehen. Da die beiden letzten Bedingungen nur die Koef-

fizienten D und C bestimmen, handelt es sich hier um die
Vertriiglichkeit der finf ersteren. Sie erfordert, daB

= 3B, B,
oder A1' 30,
A) 94,C, = D;
und ferner
A, A, 4, d (4, él_ 2
64, d( )—i—SD B gBlﬁ; Hds<BII)+9E1 (‘Bl
ds

oder
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B) A} B,— BiA = D,B,—3E, 4,

sei, Wihlt man, worin keine Beschriinkung liegt, 4 gleich Eins,
so ergibt sich als allgemeine Form der D,, welche auf
eine lineare homogene D, zuriickgefiihrt werden kann

o' 4 Boo' +-—03+D +(DB+B)U2+FG+G=O
oder .
o Boo' + 5 0o D o £ T 4 To 4 6=,

in der jetzt B, D, F, G beliebige Funktionen von s sind.
Setzt man noch B = 3f, so hat man

o'+ 8foc’ 4 p'o? + p2e* + D(o’ + fo2)+ Fo+ G =0
und kann die Richtigkeit der Behauptung durch direkte Sub-
stitution von z bestitigen.?)

1) Als Beispiel betrachte man die Gleichung

1) ap-t+bgtecr=1.
Setzt man nach Ia, § III

1+o(ﬂ‘—ﬂw—-%1~)=0

1+4+4; .
p= ( 7_1 - Q1> o
[+
4=ty r=-
80 wird vermoge der Substitution
71
1o
_r+r1 r+7‘1 ¢
und da in ' — o — gl die Glieder mit
. 2
T4 und (5> 7'
re 7y

sich ebenfalls herausheben, die Gleichung 1) oder

all—blt,— S= — (f['_ﬂw—?i)
LB [ 7
in eine lineare homogene Dy = 0 iibergehen, was nicht unmittelbar zu
ersehen war.
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Es ist zu vermuten, dai die beiden notwendigen und
hinreichenden Bedingungen A) und B) fiir die Koef-
fizienten von 8) Invarianten sind in Bezug auf solche
Transformationen, die entweder die abhingige Va-
riable ¢ durch eine Substitution von der Form o = puo,
oder die unabhingige s durch eine Funktion s, der-
selben von s ersetzen.

Um dies zu zeigen, setze man zunichst, wo u irgend eine

Funktiou von s sei
! 0 = uo,.

Man erhiilt dann, wenn die transformierten Koeffizienten
durch Klammern bezeichnet werden

4)=4,u, D)=24,u"+ D, pn
9 (B) = B, u?, (E,)=DBpp'+ En°
(C) = C, ud.
Es wird alsdann, wenn man
J, = 94,C, — B} setzt,
0 () = (@AC— Byt — .
Setzt man ferner nach B)
J, = A1 B, — B A—D B, + 3E A,
(Jy) = (4) (B) — (B) (4)) — (D) (B) + 3(E) (4,)
oder so ergibt sich fiir die rechte Seite von (J,) nach 9)
(dip+ A, p) B pw® — (Bip® 4+ 2B upyn 4,
— @4, 4"+ Dyp) By pi® 4 3 A, o (By ' + Ly pi®) oder
D) () == pd,.
Fithrt man, um den zweiten Teil der Behauptung zu be-

weisen, an Stelle von s eine neue Variable s, ein, welche
Funktion von s ist, so ist

do _ do
ds  ds, 8
dto d’o

. do .

T2 17 4 —— sy

2 )
ds ds,

dst
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wo rechter Hand die Differentialquotienten von ss, nach ge-
schrieben sind. Is ergeben sich dann die — wieder durch
Einklammerung bezeichneten — transformierten Koeffizienten
(4) = 4,s* (D)= D;si+ 4,7
(B) = B¢, (E)=1E

(C) =C,.
Da endlich
dai(4d,) . v
'7(5:1_ = Ais| 4+ 24,5
dBy) _ 5 s;
a5, "B

so erhiilt man leicht
(J1) = ff] 0;?
(Ja) = J2 o1’
so dab hier z. B. J,:J, eine absolute Invariante ist.

Fir eine lineare homogene D, = 0 gestaltet sich die Be-
trachtung wie folgt: Ist

10) Az + B+ 0"+ D2'+ Ez=0 eine D, =0,
{ords

so entsteht durch die Transformation 2 = ¢ aus 10)

Ao; 464001 +4 Ao 07 + 3402 + Ao + Bo}
+ 8.Bo,01 + Bo| 4 Coi + Co; + Do, + E = 0.
Ist umgekehrt eine [y = 0 von der Form
4,0* + B,o%¢' + Cio0" + D,0"? + E 6" + F,c®
+ Gyo0' 4 Ho' + J 6 + K o' + Lo+ M, = 0
gegeben, so wird sie durch die Substitution ¢ = g, auf die
Form 11) gebracht, wenn die Gleichung
A,00i* 4 6i0; B2 - 0,07 C, A2 + 612D, 22+ 6 E, 2
+ G (B A2 4 Fy2%) + 0,01 (2C, 22 + 2D, A2 4 G, 2%)
12a) + /(B 2+ BE )+ ot (DA + G, 22" + J, 22+ C 22"
+ ol BE A+ 2HN+ K )+ o, (£ 2" + H A"
F I L) + M, = 0

mit 11) ibereinstimmt.

11)

12)
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Dazu sind die 12 Gleichungen
A4t = 4, B2+ F A2 = B,
B123=6A’ 2)‘1[(01+D1)+G122=3B;
C12=4d4, HI1+3EN =B
D2 = 34,
12b) B 4= 4,
DA 4 G AN A T2+ G A = O
SE M +2H N+ K i=0C

EX'+ HV+ KMV +Li=D M<=EFE

erforderlich, und dazu sind die Gleichungen

ii_l__l Bl — 3 01 — 4 Dl J—
13) Z.Bl —_ /6, l 01— == /2, :Dl— —— Ia, l_E—l —_— 3
BN 4 F, 22 B 322 4 F 23

= =1 —_—_— =
2(D, + C) A + G2 f+s H i+ 3E, 2 L

D224 G AN+ J A4 G AV =3B A" +2H M+ K, A
notwendig und hinreichend. s entstehen demnach sechs Be-
dingungen zwischen den Koeffizienten 4,, B,, C,, D,, E,
F,, G, H,, J,, K, L,, welche wieder Invarianten in Bezug
auf jede Transformation, die entweder o, durch po, oder die
unabhiingige Variable s durch eine Funktion von s ersetzt, sind.

Ersetzt man zunichst o, durch po,, so werden die trans-
formierten Koeffizienten (4,), (B,), . . . nach 12a)

() = A, () = Byt + Ty
(B) = Byp?, (Gy) = 2(C, + D)up' + Gyp?
(C)=Cip? (H)=Hp+3En
D) = Dyp*, () = Dyp” + Grup' + I p* + Cppp
(E)=E,u, K)=38Ep'+2H '+ Kpn
(14) (L) = By + Hyp + I, ' + Ly
Es wird aber nach 12b) zuniichst
B —94,C, =0, 4D,=3C,, C, B, —24E 4, =0.
Setzt man diese Ausdriicke gleich /,, J,, J; und bestimmt
nach 14) ihre Transformierten (J,), (/,), (J;), so erhilt man
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(/) = wtdy
() = p*d,
) =

Die erste der drei weiteren Bedingungen 12b) wird zu-

folge des Ausdruckes von 1 == 1161i nach Fortlassung iiber-

Al
2
fliissiger Faktoren und Benutzung von C| = 95
1
2 B d (B, B} B,
94, ds(A )+F1 w26 =0

Setzt man jetzt

d (D, B,
J4=lBld< )"*—TxA Gl’

so erhilt man nach 14)
(J4) = u? J4.

und in derselben Weise fiir

1 B d (B B
Ty = 72 A, ds(A)+86A2—H‘
(J5) = nd.

Die letzte Invariante ist auf dieselbe Weise zu behandeln,
was ich hier nicht weiter ausfiihre. Ebensowenig gehe ich
auf die Betrachtung der ganz speziellen Invarianten ein, die
fiir ein beliebiges n auftreten. Denn zur Bestimmung von der
n~-Ableitung #™ hat man fiir

t=eO=1¢, f= [ods
in der Gleichung

q s h2
z+11zz'+27‘{-z“+...= ’(f+2|f+ )

den mit #! multiplizierten Koeffizienten von %" auf der rechten
Seite zu nehmen. Da nun
)
a) a;2 Sy ™

(@, + a; + -+ - @,)f = X p! ,1'1‘ !
hb =7,
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so entsteht der Faktor von 2" rechts dadurch, dafh

ittt dn=p
12+2}~5+"'(m‘—‘1)lm=n_'p1

) 4+4+ - da=0p
A2, omi,=mn
ist, so daB m < und

o\ /7 6\ /g 23 6\ 2
dem ) (ﬂ) (?) (@i)”’(n!)
n) — —~  — 1N
9 AM=gm=enl PN W

unter den Bedingungen 1) wird. Dadurch wird die allgemeine
Form von 2 aber von den fiir ganze positive 4 zu losenden
Gleichungen 1) abhiingig und #™ setzt sich aus Gliedern zu-
sammen, welche eine grofere Zahl von zu gewissen Potenzen
erhobenen Ableitungen von o durch Multiplikation vereinigt
erhalten, so daB die Ermittelung der Bedingungen fiir die
Koeffizienten der D,_; = 0 nicht mehr so einfach ist, wie in
den Fiéllen, wo # <6 ist, bei denen Immer nur zwei Ab-
leitungen der ¢ miteinander multipliziert auftreten.

oder

§ IX.

Die Huygensschen Traktorien der gemeinen Schraubenlinie.

Aus der Gleichung I des § VII folgt fiir / = % = konst.
und o, 7 als Konstanten die lineare homogene D, = 0

did 1t 92 + 7 1 r
D ' +r(?@7~h2=§ﬁ'
Setzt man r =sin(es 4 ¢,),

so ergibt sich die charakteristische Gleichung fur
2 2

st 1) 1

2) ¢ ¢ < %12 h‘“’) R

mit den Wurzeln fiir &

o = lo-)/ k) e o L)
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o? + <2 1 d 1

WObei a = ’—92‘? — ]2/2 (= ?? —_— ]7/—2’ 6 == 92 + '62,

von denen & = »; positiv, & = — x»; aber negativ Iist.
Wird jetzt der Wert von 7

4) r = ¢, sin (x,8 + y,) + ¢, sin (%, 5 4 ;)

in die Bedingungsgleichung 7) des § VII eingesetzt, die unter
den angegebenen Voraussetzungen die Gestalt

2 2
A) "2% +re (,z 226 ) ~+ 27" o* + 1%

— 20 ' § — P23 9* = konst.
annimmt, so hat man nur den konstanten Teil auf der
linken Seite gleich Null zu setzen, um die zur wirk-
lichen Lésung erforderliche Beziehung zwischen den
Konstanten ¢, ¢, zu erhalten.

Es soll aber hier zugleich der Kontrolle wegen gezeigt
werden, daf die mit den trigonometrischen Teilen in s behaf-
teten Glieder links sich gegenseitig aufheben.

Setzt man nach 4)

7=, sinu, + ¢, sin U, U, = %,8 + y,, U, = i%, 54y,

50 1st 7' = C, %, COSU, + 1 ¢, %, COSU,

r' = — ¢y} sinu, + ¢, %; sinu,
e 3 . 3

= — C, %, COS Uy - £ €, % COSU,
und r = ¢y, sinu, + ¢, % sinu,
= ¢isin®u, + 2¢, ¢, sinwy, sinu, + ¢f sin?u,
P = i cosPu, + 2ic, ¢,y %, COSU, COSU, — €1 %] COSE U,
r? = ¢y sin®u, — 2¢, ¢, %1 %5 sin® u, sin® u, - ¢ %1 cosu,
o gadds 2,4 ; 5 3
Pt = — ¢y x5 cosPuy - 16, €y, %7 COS U, COS Uy
5) — 00, Cy %, 3 COS U, COS Uy — Cf %} COS* U,
7% = x5 cosPu, — 2ic, ¢, x4 %) cOS U, COS Uy — €1 %) COST U,
el a2,2 .09 2.2 1.9 2 2y o1 :
et = — gy x; sin?u, 4 €] sinfu, + ¢, ¢y (21 — %) sinw, sinu,.

Ordnet man hiernach den Ausdruck 4, indem man zunichst
den konstanten Teil aufsucht, also fiir cos®u, 1-— sin® u,,
Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1918. 22
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cos? u, = 1 — sin®u, setzt, so ergibt sich, da von den sinus und
cosinus unabhingige Glieder nach 5) nur aus den Werten fiir

r', r'r'"', ¢! entspringen

2 82
(G — &t nd (ﬁ_f‘ ‘3)+2ma(0 o el

6)
. — h*{cix — e xi} 2*0?
Da nach 2)
) 1 1
63) xg_xf=92-[2—7z‘i, %?%3:12}&2
s 1 1 s 1 1

so geht 6) in den gleich Null zu setzenden Ausdruck 7)

2 52
cixg(z“ th"’; 23 (1% 2—{—71’6)—9)

2 52
7 —Gix (12 o fzgf e+ MY — 92)

iiber. Ich werde jetzt zeigen, daB das Produkt der
beiden Faktoren von (¢;x; und — ¢} in 7) nimlich

(725 — o)+ @ 10 (= 5% — o) i —
— u3 53 (% 0* + A O)?

einen negativen Wert hat. Setzt man nimlich hier die
Werte fiir »;x; und x; — »} aus 62a) ein, so erhilt man

h*6* h*§? ) 1
(i) r e +"2‘”("“ a—2) (=)
___1_2_};% (z20* + h2O)?

und dies reduziert sich durch die Ausrechnung auf
—l:‘[ (]; -)—}-212(71,2—{—@2)-}—7& ]=—l".

Die Bedingung fiir das Verschwinden von 7) ist daher,
wenn man die beiden Faktoren von ¢ix»? und — ¢t mit P
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und @ bezeichnet, die nach dem eben bewiesenen auch-nicht
Null sein kénnen
PQ=—1*
und iiberdies P eine reelle Zahl ist
it P? 4 cixil? = 0.
Demnach ist
e %y = 1Cyu, M fiir M = P:1
und es wird
r == ¢y sin(x,8 4+ y,) + icyx, Msini(%,5 + y,).

Dieser Ausdruck wird aber, wenn man p, rein imaginir
== iy wihlt, in den reellen Wert

e i {(sin %58+ 75) + #, %(exis—f-y_ P x‘s+y)}

iibergehen. Die Traktorien selbst sind transzendent, da
r aus trigonometrischen und Exponentialfunktionen zusammen-
gesetzt ist.

Es ist endlich noch zu verifizieren, daB die iibrigen mit
den trigonometrischen Funktionen behafteten Teile in A) sich
aufheben. Da entstehen zunichst Glieder mit sin®u, = 22
Nun enthilt

r?  den Faktor xici(1— 2%)

rr' y  — %3 ChE?
e ,  Hic32R

rirt . —xaci(1—2%)
i . #aci(1—2%).

Darnach folgt aus A) fiir den Faktor von 2% der Ausdruck

of 0 h*o* . q i
| — — (12— ))—~2x292+1292x2—2722(5x2+7ﬁt‘g""x§,

-[2 92 .['L
der in der Tat gleich Null ist. Setzt man nimlich
J 1 PV
6 e i S8
o == Ky <92.[-z ]Lz) ot 2’
so erhilt man fiir denselben
22%
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h? 52 0%y 0?4 72
1+—~——y22—{—;’29212 h? (ﬁ—hg) Hk

in dem sich das erste und fiinfte, sowie auch alle iibrigen
Glieder aufheben.

Dat auch die Faktoren von sinu, sinu, und cosu, cosu,
in A) fortfallen, 146t sich ebenfalls leicht erkennen. So ent-
springt z. B. das Glied mit cosu, cosu, = w

r*  mit dem Faktor 2ic, ¢, %, ,
rlt : B¢y Cyty 2ty (3] — #3)

119 N 3,3
r . 5 " — 21¢, ¢y %y %,

und aus A) folgt dann als mit w multipliziertes Glied

2i¢, 6543, r"—hzy — DA (2 — n3) x, #y + i HiT 02N
102971 %2 o' 21 t2) %y %9 ‘1 X2 )
welches ebenfalls gleich Null ist.
Hierdurch ist die Aufgabe vollstiindig geldst, da auch

I}
e =1 “to 1 —
T

wird, und also p, ¢, » durch Verhilltnisse von Ausdriicken mit
trigonometrischen und Exponentialfunktionen von s, welche
noch zwei Konstanten y enthalten, gegeben sind.

§ X.

Das allgemeine Problem der Traktorien.

Aus den drei Gleichungen 5) des § I

1) ¢ +24

und

2) p+q + r* = [
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wo f eine gegebene Funktion von s ist, kann man durch Eli-
mination von £ dret Gleichungen fiir p, ¢, r erhalten. Setzt
man dann in der aus

3) P+ =1

folgenden Gleichung den Wert von £ der Reihe nach in die
Gleichungen 1) ein, so erhilt man, wenn zur Abkiirzung

#

F=ew fTo g
gesetzt wird, wodurch die Richtungscosinus der Frzeugenden
PQ von I' gegen die Axen des Triéders von C eingefiihrt
werden, aus der ersten

=03

D 1§5+¢—%=0
und ebenso aus den beiden anderen
1) R ]
e f
I1I) @—%—%ﬁ=a
Die Gleichungen I), II), III) besitzen das partikulire Integral
4) oi + 0y 05 = L.

Durch Multiplikation derselben mit ¢,, ¢,, 0, und Addi-
tion erhiilt man in der Tat

oyt 0,08+ 04 + {1 — (o1 + o + o} =~ 0
@+ b+ o

ds 0,

of—{—-o%—i—oz—l: f’

A s
o§+o§+o§—1=ce‘ffd
zeigt, daB8 4) gilt, so wie die Konstante ¢ gleich Null gewihlt

oder

deren Integral
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wird, so daB eine der Gleichungen unter dieser Voraussetzung
iiberfliissig, und alsdann auch 2) erfiillt ist.
Ich setze jetzt, um 4) identisch zu erfiillen,

z+y

%= a—y

1—=

2 n= Yy

oy =i (%E_—’ff).

Trigt man die Werte

o — 22—y
(= —y)
o= 2@ —D+yd—a)
@—y»
L _ e+ —2'@ 1)
03 =
(z —y)
in die Gleichungen I), III) ein, so erhilt man
; . 2zy (—zy) (z—y)
Ia) y'r —yzx 7 9o = 0,

IITa) @+ 1Dy — @+ D' — 1+ 2y) _(?_‘fﬁy_)

titl—ay ET Y =0

Bestimmt man aus Ia), [[Ia) die Werte der 7', 2/, so
erhélt manendlichdiebeiden RiccatischenGleichungen,

. . T 1
von denen die eine durch die ‘Substitution y = — =

in die andere iibergeht ’

v—Fv—5 0+ D= -0

IV) f
P41 ’(x) =0
x—?y—l—g @+1D+ — .

Zugleich sind durch Auflssung derselben, als deren be-
sonderer Vorzug angesehen” werden kann, daB sie nur von



Zur Theorie der Kurven im Raume. 337

den GroBen g, 7, fin der einfachsten Weise abhiingig
sind, o, o5 und endlich auch o, gegeben. Ferner ergibt
sich der bemerkenswerte Satz, daf fiir den Fall der
allgemeinen Schraubenlinie, wenn zugleich

f=uao+ b
mit a, b als Konstanten angenommen wird, das Problem
der Traktorien durch Quadratur vollstindig geldst
wird?).
Aus den Gleichungen II), IH) erhilt man noch durch
Elimination von f

03 03 — 03 0, + 63+03+02=0
oder
d 0,04 _
V) 75 (arctg ) 4+ = 4+ — 9(03 0:) 0,

also eine von der Funkton f ginzlich unabhingige
Gleichung zwischen den drei Richtungscosinus o,, 0,, g4,
die in den folgenden Paragraphen immer durch cosi?, cosj,
cosk bezeichnet werden sollen.
Ist z. B. % gleich einer Konstanten %, so folgt aus V)
cos i
€os %

=— 2 +m,

was wieder fiir die Schraubenlinien einen allerdings sehr

einfachen Satz enthilt. Ist umgekehrt
cost = y -7 konst,
€OS %

so folgt aus V)

1 d g, y 1
F U (arctg (0—3)) + o ——‘1 " (02)2= "

was wieder fiir
1) Vielleicht ist es nicht ohne Interesse, diese Losung mit der des
§ IX zu vergleichen.
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% _ %0%) _

= t
a, oS x

0

aQ

auf die Riccatische Gleichung

gsg+zcoszﬂ+l;=0
fithrt.

So einfach und iibersichtlich nun auch die durch die Glei-
chungen 1IV) gegebene Losung erscheint, so sind dieselben fiir
wirkliche Konstruktionen doch nicht sofort verwendbar, weil
die o,, g,, 0, erst aus den wx, ¥y nach 5) zu entnehmen sind,
und der Durchgang durchs Imaginire ebenfalls besonders zu
untersuchen ist. Ks wird daher nicht iiberfliissig sein, wenn
im folgenden einige einfache Aufgaben wieder mittels der Un-
bekannten ¢, behandelt werden.

§ XL

Die Traktorien der ebenen Kurven O.

Aus den Gleichungen 5a) des § I hat man fiir eine
ebene Kurve C

t q_l_ i l’_‘_ [
1) Z+ﬁ——g—0,Q+Q-—0,ﬂ—0

und pz=p, qz=gq, r, = konst=c.
Hieraus folgt fiir

2) PP g+t =" oder pi+ gi + i =2

die Gleichung fiir ¢,

2
D 0+ + ¢t = ila + e o) T
nebst. p=—edi, +="1+ ()"

Durch Multiplikation von I) mit qi entsteht die Gleichung

' d 2 ‘
10) Q%=f%V%+ﬁ+@M2



Zur Theorie der Kurven im Raume. 339

und diese ist unter der Voraussetzung gi + 0 mit I) vollig
iquivalent. Gleichung II) wird durch Quadratur integriert,
wenn [ = o @(q) ist, insbesondere also bei konstantem o (Fall
des Kreises) und fiir f = h, oder fir f = pfk.

In letzterem Falle f = o[k folgt aus II)
dq, ds

3)

V@@ — 1)+ 2ke,q, + ¢ —e* 0

mit den willkiirlichen Konstauten ¢, und ¢ = r,. Ist zunichst
i = 1, so hat man fitr

d
0’=< ,Qs_l_cz)’

wo ¢, eine neue Konstante

_Gat et —

%= 2ke,
Py =—¢0
.= o+ e*+a
- 2ke, 0 '
also:
20¢k
b=——x5—
__{dd*+c*—c)o
A) q = N
;o %ccl;r@@.; N=co+e 4.

Fir ¢ =0, d. h. fiir die Kurven I" in der Ebene der
gegebenen ¢ folgt aus I) die singulire Ldsung

g =—1 p=
! 2K 2ko’
also: ] g=2p0, p=0, r=0,

d. h. die Kurve I" ist dann die Evolute von C. Ist zweitens
k* <1, so hat man fiir
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0=Vﬁ3% %+@
Vl_—' k* V_Jlfcos o
p=—Q0———
B) N
. (k(:,—l—sinoVM)
r—-cgl_ks
= B
wobel N ="Fk(e, + ksino VM)

M=cag—cE1—k)"Y
gesetzt ist. Fir ¢ = ¢* wird dagegen
M=k, N=ckc, + F*sino),
o (V1—7? coso

also: p = —

1+ k*sino
o (1 £ sino)
= o 2 =209
1 T 1+ sino
yp 00—1) g _  cseV1—F

»(1 £ k*sino)’ p (1 £ sino)
Endlich hat man noch aus I) in diesem Falle die sin-
guldre Losung
1—F
¢ =q T

v

1 ck

Iso: == = —
: B e Vi—@
oder p=20
g=e
Vl—k?.

r=e———;
es entsteht also eine Filarevolute von C dadurch, daB fiir

1) M darf nicht gleich Null gesetzt werden, wenn reelle Kurven I
entstehen sollen.
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k = cosa die Erzeugende P@ von I' in der Normalebene von
¢ den Winkel o bildet. Ist drittens %2> 1, so erhilt

man fir
V(24 )
0

fir g, den Wert

V@ —1+ d—2ke,
Q1=(e +8 ) —2(]‘;2__—15

und hieraus die zugehorigen Werte von p, ¢, ». In dem be-
sonderen Falle ¢ = ¢, = 0 aber ergibt sich

4, = €’¢
p=—qViE—1
L
e
also: g = o|k*
| VBT

k?

Die Traktorien einer ebenen Kurve C in der Ebene
von C, bei denen s = gk ist, werden in diesem Falle da-
durch erhalten, daf man fiir k = 1[sina, ¢/p = £ sina setzt,
d. h. die Erzeugenden PQ unter dem Winkel a gegen
die Normale von C zieht, was man auch durch eine ein-
fache geometrische Betrachtung!) sofort bestiitigt, man kdnnte
diese Traktorien als ,schiefe Evoluten® von C bezeichnen.

§ XIL

D-Fliighen durch eine ebene Kurve C, deren Kurve I' eine
Schraubenlinie ist (0-Schraubenfliche).

Die allgemeine Aufgabe, durch eine gegebene Kurve C
D-Flichen zu legen, deren Kurve I' einen vorgeschrie-
benen Charakter besitzt, fithrt nicht zu einfachen Integrations-
problemen. Hier soll nur der Fall vollstindiger be-

1) Vgl. die Figur 2 in § IV fir den Fall da =0.
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trachtet werden, wo fiir einen Kreis ¢ die Kurven I"
Schraubenlinien werden.

Da nach V), VI) des § III

, 2 13/
(ll‘“l‘%' ’
P —o\ =
VA 9t +1 '

wo p eine gegebene Konstante, und nach II) des § III

_ @ as
(o (Qfll) + )’

so ergibt sich fiir ¢, die Differentialgleichung

9
(eleay +9)p — (L TEENT
welche durch Multiplikation mit dem integrierenden Faktor g
die Form?)
1d (@eor+a+l) _ 1 a4
2ds (gl + g+ p @+ 1%

annimmt, und durch Integration mit der Konstanten ¢[p die
Differentialgleichung erster Ordnung

1) dQ1(Q1+cl‘1+Q1) _ds

2

Vit gVr—(@+eVitgr o

liefert, deren Losung je nach dem Werte von ¢ sehr ver-
schieden ausfillt.
Setzt man zuniichst ¢ = 0, so erhillt man fiir ¢} = 2 aus I)

dz _ gds
Vi+a@p—2 e

also:

1I) z—ql—p ;1+p+ sin(2w 4 ¢,); w=

ds.

1) Im folgenden ist zunidichst o als beliebige Funktion von s
angenommen,
2) Die singulire Lésung ¢, p =1 liefert als Kurve I" hier nur
den Punkt X =0, Y =0, Z= 1t op, wenn der Kreis die Gleichung
x =p cos $fp
y = p sin sfp hat.
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Aber auch bei beliebigem ¢ ergibt sich noch ein. elemen-
tares Integral. Setzt man nimlich

1
=Gt o= (3 ),
so entsteht filr 2* = ¢
A (Ee—D 4 +1) 2ds
11T) B S . 0 57 S L L
Vil —Ce—D+e+1r e

Hieraus folgt fiir ¢ =1 die Gleichung

b s
Vpri—1 ¢
oder fiir =1+
arctg = w + ¢;; w=fi§’
. [= R oder
also: © preost(w+t¢)’
1
— 1y, T peos(w 4 ¢)
1 q, = s [pCOS(w‘{"’H) pcos(w—{—cl)}

Vertauscht man in I) ¢ mit —¢, und gleichzeitig g, mit
—q,, so bleibt I) ungefindert. Ks geniigt daher, den Fall
eines positiven C zu betrachten. Fiir C = 4 1 insbesondere
hat man

. 1
a) g, =1 (p cos (w + ¢;) TR 01))

: 1
b) o0gi = — s sin(w +¢,) [p +W@]

. q1+1 1 1 3
I N T AT

2)

2 4 1 T
Voarl="1 [p cos (@ + ¢,) +pcos(w+cl)]'

Die Differentiation von 2b) liefert
1 ) sin? (w <+ ¢,)

Peostw ¢ peos®(w + ¢,)

oloq) = — /wos(eo+c)(p+
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also nach 2a)
N S
peos (w T o

und daraus erhilt man fiir ¢ die von o' unabhingige Gleichung

eeq) +9¢=—

3) o = —p?pcos®(w 4+ ¢,).

Es seien jetzt die Koordinaten z, y eines Punktes der
ebenen Kurve C

also

a=—slnw &= —cosw =0
4) f=+cosw n=—sinw u=20_0

y =20 (=0 y =+ 1.

Dann sind die Koordinaten X, Y, Z von I’

X=x+a([]a—}—»q~‘g—§)

5) Y —y+o (116 +%7)
zZ=-12.
e
Da II = —gqi, so folgt unter Beriicksichtigung von 2 a),
3), 4) aus 5)
6 PQy = ¥
) =0 =l )

g 1
=g (p +pcos*(w+c,>)

) Das Zeichen — ist mit Riicksicht auf die Frenetschen Formeln
gewihlt.
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c 1
X——x=2~g< P cose, +pcosz(w—|— )cos(2w+cl))
o . .
8) Y—y:z—Q(J‘—pSlnCl‘{-‘p—(‘:mSln (2w+61))
Z=—2".
e
Setzt man

cos (2w, =+ ¢;) = cos 2 (w + ¢,) cos¢, + sin2 (w + ¢,) sine,
sin (2w, + ¢,) = sin2(w + ¢,) cos¢, — cos 2 (w + ¢,) sin¢,,

so folgt aus 8)

X — = — 1} cosc +ocosc1 5 gn sin(w—i—c,)
) TR A e
Y= 4 hsine — % o sin (w 4+ ¢,)
¥y = + ksing, o7 sin ¢, + o7 C0SC Ty w o)
oder wenn durch % dividiert wird, nach der dritten Gleichung 8)
X—2 Zcose, 4 . sm(w—i—c,)
BT T %A T 21 % cos (w + ¢

. Zsine, Z sin (w + ¢,)
10) Y-—y9y = SN T ')
) y = tsine - hp ph €081 Cos (w—+¢)

o2

0

Damit sind die Koordinaten X, Y, Z als Funktionen von
s dargestellt, also die Aufgabe, durch eine beliebige
ebene Kurve C fiir den Fall ¢ = 4 1 eine Schrauben-
D-Fliche zu legen, vollstindig gelost.

Zugleich erhilt man aus 10)

X —=x Y—y . VA
—}T—coscl— A smc,-{——IE-——],

mithin fiir die Richtungscosinus cos 4, cos B, cos C der Er-
zeugenden P @ von I”

cos A cosc¢, — cos B, sin¢, + —%g =—4d
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. yi
oder, wenn A cose¢, = cos«, — Asine¢, = cosf, > = cos Y,
2
2 = 1—-{—&1)5 gesetzt wird,
Y4
cos Acaz=cosBef 4 cosCey = — ————
f ’ V1i+p®

woraus hervorgeht, da die Richtung von P mit der von der
Konstanten ¢, abhiingenden Richtung einen konstanten Winkel
macht. Aus 10) erhilt man

(X—z+ gcosw)= pQ—Zcos ¢, -+ ocosc, cos(w - ¢,) [} +sin2(w 4 ¢)))
+ o sing, sin®(w + ¢,)

(Y——y—l—Qsinw)=—1—7§sincl—gsincl cos(w-¢, [% -+ sin*(w+¢))]
4+ o cose, sin® (w + ¢,)
oder Z = pp cos® (w + ¢,)
(X—z+ o cosw)sine, + (¥ —y—+osinw) cos¢, = p sin®(w +¢,)
(X —2) + o cosw) cose;, — (¥ — y) + o sinw) sine,
= 1_02_Z+ o cos(w - ¢)) (3 + sin? (w + ¢,)
Z =+ pocos®(w -+ ¢c).

Nur fiir den Kreis, wo & = gcosw, ¥y = psinw verein-
fachen sich diese Gleichungen und liefern:

2
(11) (Xsine, + ¥ cose,)* +- (5) = g%

1 1)
(XSiHCl — Ysin ¢ =%+ %<i> 3@2/3 + (f) S(Xsin ¢y + Y cos 61)9/3

insbesondere fiir eine Drehung des Koordinatensystems der
X, Y um den Winkel — ¢,
Z

Y 4 ( >2l3 s
) @

A Z\ s Z\s
X' = b4 1 (__) 23 (_) Y‘?ls,



Zur Theorie der Kurven im Raume. 347

von denen die erste eine Ellipsen-Evolute resp. Astroide,
die zweite eine algebraische Fliche liefert, so daf die Kurven I”
hier algebraisch sind.

Zu teilweise iibersichtlicheren Resultaten fiihrt der Fall
¢ =0. Aus der Gleichung II) folgt

2
q' = p?;;—l cos (2w + ¢,)

12 ¢ 9 »’
) q, + s+ W
3,3
oder 0= — gpf
o Gl _ @+ .
15) g%+ e S0'gt (14 sin(Qw + ¢,))
i1 +1 . .
g 7 = 1)—292 -1+ sin(Qw + ¢,)).
Es ist ferner nach § III, I)
X—x:2 ? +1) (sinwcos(2w - ¢,) -+ coswsin (2w - ¢,)
14) ’ — (p* —1) cosw}
Y—y= Zgoq +1) (cosw cos(2w+ ¢,) 4 sinwsin(2w4-¢,)
' — (p* — 1) sinw} oder
X—z=— ((p* 4+ D)sin (w 4 ¢,) + (p* — 1) cosw)
0
14a) =t
Y—y = D+ (* —1) sinw)

und aus der nach der zweiten Gleichung 13) folgenden die
Bntfernung 4 = P @ bestimmenden

15) h— o2VP +1
V 04,

folgt, wenn man in 14 a) statt w + ¢, w4 y einfiihrt:

o [+ (p*+ 1) [sin (- 7)cosy + cos(w + 7)siny]
204,k { + (p? —1)[cos(w + p)cosy -+ sin (w y)siny]
o {—l— (p*41) [cos (w+ y) cosy —sin(w - y)siny ]

20q,h\+ (p°—1) [sin (w -+ y)cosy — cos(w + y)siny]
Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1918.

(sin (w 4 ) + cos (w + y)

cosd= —

cos B = —
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oder fiir (p* + 1) cosy 4 (p* —1)siny = a
(P* 4+ Dsiny + (p* —1)cosy = b
(»® +1)siny — (p* —1)cosy = a'
(P + Dcosy — (p* —1)siny =¥’

—5 (;qu (asin(w + y) 4+ beos(w + )

592 £ (@sin (@ -+ 7) — ¥ eos(w + 7))

o .
—_— = Z_EIzE (sin(w 4 y) + cos(w + »)),
mithin durch Nullsetzen der Determinante dieser 3 Gleichungen

16) cosd(a’-+ b')+ cosB(a—b)+ _.—(ab‘+ba)—

VeV V—'
Wegen
a—b = 2(cosy — sinyp)

a' + b = 2(cosy -+ siny)
ab' 4+ ba' = 4p?
hat man nach 16)
cos A (cosy + siny) 4 B(cosy —siny) 4~

Setzt man

pVe
Vi +1

A(cosy + siny) = cos g, 912 — 1

A(cosy — siny) = sin ¢, o

so wird P

aus der wieder die Axenrichtung der Schraubenlinie zu
ersehen ist.

cos 4 cosp + sinBsingp = —

Endlich kann man auch die Gleichung der Schrauben-
linie I selbst bestimmen. Ich beschrinke mich dabei auf
den Fall des Kreises C, wo es ausreicht, y = 0 zu nehmen.
Unter dieser Voraussetzung folgt aus 14), wenn man zugleich
fiir o seinen Wert aus 13) einsetzt
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X—-QCOSW—!—Q%((Z? — 1) cosw + (p? 4 1) sin w)

Y =g sinw+ Qq‘((p"’—f— 1) cosw 4 (p* — 1) cosw)
oder X+ Y) =11+ ¢)) (cosw + sinw)
(X—Y)y=p (1—1%;) (cos w — sin w).

Dreht man das Koordinatensystem der X, ¥ um 45° und
bezeichnet die neuen Koordinaten durch X, Y|, so ist

X+ Y=uav, X—Y=—y,»,,

also:
, . . 14 p? .
X'vy=0(1+ q1) (cosw + sinw) == ¢ 5 (cosw -} sin w)?
2 2
—Y'v,=o0 (1 ——lqp;) (costw —sinw) = Q<1 _Zp )(cos w — sin 1w0)?
g _ 0 _Wo
e P

Hieraus folgt

(o)™ )=
e(P*+1) e(P*+1)
A X\
(5)" s+ a1 ()" =1,
womit die Kurve I” vllig bestimmt ist.

Zur Auswertung des Integrals in Gleichung III) kann man
folgenden Weg einschlagen. Setzt man ¢ —1=4a, ¢+ 1=10
und zerlegt die linke Seite in

_J‘ dla J‘ dCl

Vap*t—(a+ by Vip' s, —(@+ 0L
wobei [, = 1/ gesetzt ist, so erhilt man fiir das erste resp.
zweite Integral

2F (908 __ —
a*l - (211 aé), arc sin e, —@2p ab).
2pVp2—ab pW—ab
23*

— are sin
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Setzt man
a*l —(2p* —ab) b —(2p*—a)
u = ———, V=
2pVp* —ab 2pCVp*—ab
so wird
Vi AP iy —Vart— (el +br

2pVp*—ab 2ptVp*—ab

also die Differenz der beiden arc sin die Gleichung

Vap L — (al + b)® .
®—al) gi(p?'—ab) )—=s1n(27w+c)
liefern, in der noch

1—
{ = 2%, Q1—‘Z( VCC)

zu setzen ist. Aber dieses Integral gibt fiir g, keine so ein-
fache Losung, wie in den vorigen beiden speziellen Eillen.

§ XTIII.
Die Huygenssche Traktorie f(s) = h fiir den Kreis.

Setzt man w = f%, so ist die Tangente der ebenen
Kurve C, deren Kriimmungshalbmesser o ist,
(X —2)cosw + (Y —y)sinw =0
also die Gleichung der Ebene, deren D-Fliche die Traktorie bildet,

1) (X —2x)cosw 4+ (¥ — y)sinw + ¢, Z = 0.
Daraus folgt
2) — (X —2)sinw+ (Y —y)cosw 49 Zo =0

3) —(X—a)cosw—(Y—y)sinw-+q,Zo*+q,Zo'—o0=0.
Die Summe der Quadrate von 1) und 2) liefert
) X—a)P+ XY —y*+ 2 =2[(eq)*+ & + 1] =),
wihrend aus 1), 3) folgt
Z@*teodi+D=c¢ oder
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5 Ly

und aus 4), 5) die Differentialgleichung
d
o et o= omiorFa+1)

Fiir C als Kreis mit dem Radius g, w = sfp, £ = o cos w,
y = o sinw, wird aus 1), 2), 5)

Xcosg—l— Ysin£= o — Zyq,

" s s
— Xsin—+4 Ycos— =— Zoqi
0 + 0 eq
8) Z(qulxl'*'ql) = 0y
also nach 7)
9 X'+ ¥ = (o — Za) + 20 qi*
Nun ist fiir f = % nach 6)
, 0 o
1) ear=a(G—1)+ 2+t —1
und durch Differentiation von 10) nach 8)
P @
11) Qaql_l'—ql ql(kg,)_{"c—__z_
also nach 9)
12) Zq,9=h2( — 2=

Setzt man in 9) die Werte von ¢i* und g, aus 10) und 12)
ein, so erhélt man nach Ausfithrung der Rechnung die Gleichung

X2+ Y24 2 —2Zpch = o* — I,
also die Kugelfliche
18) X4 Yt (F— ool = ¢ — it @20
mit dem auf der Z-Axe liegenden Mittelpunkte Z, = ¢ ¢k und

dem Radius B = Vo* — &? - 0*¢*h*. Dieser Radius ist sicher
reell, wenn % < p? ist. Ist aber &> p, so zeigt die aus 10)
entspringende Gleichung
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2__
l/*(ql(h 7 < 09)+9 c*h* 4 o —

daB o?¢?h* 4 o* — h* positiv sein mufi, wenn iiberhaupt ein
reeller Wert fiir g, entstehen soll’). Man hat daher den durch
seine Einfachheit bemerkenswerten Satz, der sich auch geome-
trisch ableiten lift:

Die rdumlichen Huygensschen Traktorien eines
Kreisesliegen simtlich auf Kugelflichen, deren Mittel-
punkte auf der im Zentrum des Kreises auf dessen
Ebene errichteten Normalen liegen.

Diese Kugelflichen 13) schneiden die X Y-Ebene in dem
System der konzentrischen Kreise

X4 Y?* = 1* — p* 4+ c*h*po™
Ubrigens hat man aus 8) und 12)

= @ —Zg) o5 () + Zoaisin )

2 _ L2
04, (I — 0% Vh—e,

14) Y = (o — Zq,) sin (:) — Zoq cos ("2‘)
k 1
e 4, + g+ ke’

Fiir A < g ist nun 91 eine Exponentialfunktionen des Argu-

s Vor—]

mentes w = — —-]

eine quadlatlsche Funktion von sfo. Die Kurven I'sind als-
dann transzendent. Ist dagegen & > g, so wird ¢, eine trigo-

s Vi '9 vy

Vh — ¢
h
eine rationale Zahl m|[w ist, werden X, Y, Z nach 14) Funk-
tionen von cosno und cosom, coso=sfon, d. h. rationale

enthaltender Ausdruck; fiir 2 =

nometrische Funktion mit dem Argumente w = E)

Auch hierist im allgemeinen I"transzendent; wenn aber

1) Dadurch wird nicht etwa der Wert von % beschriinkt, sondern
der der Integrationskonstanten c.
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Tunktionen von sino und coso, d. h. die I’ sind unicur~
sale Kurven.

Da bei dieser Betrachtung g, 40 vorausgesetzt wurde,
gehort die Kugelfliche X* + ¥*  Z* = ¢* — A* nicht mehr
zu den oben genannten, da hierbei die Traktrix des Kreises in
seiner Ebene in Betracht kommt. Nach 2) § IV hat man fiir
p="hcosa, ¢g=~rhsina die Differentialgleichung

y da sina 1 :
1[)) % =
Fiir p sina = h ergibt sich, wie iibrigens schon im vorigen
Paragraphen bemerkt wurde, als ,singulire“ Losung I' das
System der Kreise, die mit dem Radius Vo* — 2 um den Mittel-
punkt des Kreises C beschrieben sind; es sind das die Kreise,
die fiir den Wert C =0 von den vorhin betrachteten Kugel-
flichen aus der X Y-Ebene ausgeschnitten werden, so lange
h<p ist. Im allgemeinen ergeben sich aus der Gleichung 15)
transzendente Kurven I die mit den Kugelflichen 13) in keiner
Beziehung stehen, die aber, wie die Integration von 15) zeigt,
2
fiir ein rationales Y };—Q : in analoger Weise algebraisch werden,

§ XIV.

Schlusshemerkung.

In dem vorigen Paragraphen sind nur einige einfache Fille
behandelt, und man sieht, dak sich noch eine grofie Zahl von
Untersuchungen der verschiedensten Art, fiir die hier nicht der
Ort ist, anschlieBen 146t. Nur das folgende sel noch angedeutet.

Soll die Erzeugende PQ von I' mit einer der Axen des
Triéders von C der Reihe nach Winkel mit den Cosinus cos i,
cos j, cosk einschliefien, so hat man

1

. ' _ 1
1) cosi= = 2) cosy—z)—, 3) cosk——-QD,

D1
1 f . - i+ 1
H=—¥—Q1, D=VH2+2_;;__.
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Fiir den Fall, dag einer dieser Cosinus konstant sein soll,
erhiilt man bel den Schraubenlinien durch Quadraturen inte-
grierbare Gleichungen. Im allgemeinen liefert der Fall 1) eine
Riccatische Gleichung.

Fiir eine ebene Kurve C hat man insbesondere

2 219
la) 1 = qu‘e—t—l cotgi, 2a) g1 = Va _tgéj_y_;l
Vcotg2 k— gi
Q 1
insbesondere fiir den Kreis nach den Gleichungen 7), 8) des
vorigen Paragraphen

X cos(s[o) + Ysin(s/o) =0 — Zqg,
4) — Xsin (s[e) + Y cos(sfo) = — Zog,
Z@* g+ ) =c
Fir 1a) wird ¢ = q,/o* cotg*i, Zgq, = o sin*i. Setzt man
diese Werte in die Gleichungen 4) ein, so erhiilt man
X* 4 Y*— Z* cotg?i = p* cos?i.
Die Kurven I' liegen fiir eotgé=const auf einem
Rotationshyperboloid.
Fir 2a) wird ¢ = gq,/0* tg*Jj; Zq, = o cos?7, also:
X2+ Y? 4 Z* = p*sin?*j
und die Kurven I liegen fiir sinj = const auf einer
Kugel, deren Mittelpunkt das Zentrum des Kreises C ist.
In beiden Fillen 1a), 2a) sind sie transzendent?). )
Im Falle 3a) wird ¢7 = — gq,/0% also Z = o, man erhilt
dann nur Zylinder X:Y:Z =.cotsksine, :cotgkcosc,:1, wo
mit ¢, die Integrationskonstante bezeichnet ist.

33.) qi =

1) Fir die singuldren Losungen von 2a) und 3a), ndmlich ¢, = cotgj
qy = cotg k erhilt man beidemal X =Y =0, Z = tgjresp. Z = tg k,



