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Ueber die Hiaufigkeit der nicht analytisch
fortsetzbaren Potenzreihen.

Von Hermann Boerner in Miinchen.

Vorgelegt von Herrn C. Carathéodory in der Sitzung vom 5. November 1938,

E. Borel hat vor mehreren Jahrzehnten zuerst einen Satz aus-
gesprochen, den man spiter gewdhnlich so formuliert hat: Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dal man die durch eine Potenzreihe
dargestellte Funktion Giber deren Konvergenzkreis hinaus ana-
Iytisch fortsetzen kann, ist Null. Mehrere Autoren haben den In-
halt dieses Satzes auf verschiedene Arten mathematisch exakt
gefalBlt und bewiesen. H. Steinhaus! hat zuerst die Wahrschein-
lichkeit durch eine Art Lebesguesches Mal3 definiert; das ge-
lingt, wenn man die Betrige der Koeffizienten der Potenzreihe
fest vorgibt und nur die Argumente variiert. Einfacher als Stein-
haus kann man scinen Satz so formulieren:

Fast alle Potenzreihen haben ihren Konvergenz-
kreis zur natiirlichen Grenze.

,,Fast alle’* hei3t dabei: bis auf eine Nullmenge beztiglich des
zugrunde gelegten MaBes im ,,Raum‘* aller betrachteten Potenz-
reihen. Wahrscheinlichkeitstheoretische Uberlegungen spart man
sich ganz.

B. Jessen? hat eine MaB- und Integrationstheorie im ,, Torus-
raum‘’ von unendlich vielen Dimensionen entwickelt, dic das
fir unsern Satz naturgemiBe Werkzeug darstellt, so dafl der
Satz und sein Beweis organischer und schéner geworden sind.
Eine weitere bedeutende Vereinfachung des Beweises 1408t sich
erzielen durch die Verwendung der neuen Formel von S. Man-

1 H. Steinhaus, Uber die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Konvergenz-
kreis einer Potenzreihe ihre natiirliche Grenze ist. Math. Zeitschr. 31 (1929),
408—16. Dort findet man die frithere Literatur zusammengestellt.

2 B. Jessen, The theory of integration in a space of an infinite number of
dimensions. Acta math. 63 (1934), 249-323, insbes. 270 f.

Miinchen Ak, Sb, 1938, I 18



166 Hermann Boerner

delbrojt! fiir die Lage eines singuliren Punktes auf dem Kon-
vergenzkreis. Es erscheint mir niitzlich, eine Darstellung des so
entstandenen Beweises zu geben, die den Verweis auf die ge-
nannten Arbeiten vermeidet. Es wird sich nimlich herausstellen,
daBl man gar nicht so viel von der Jessenschen Theorie braucht.
Der Satz, auf den es ankommt, nimlich, daf3 eine ,,S-Menge'
(Menge, die von je zwei Punkten, die sich nur in endlich vielen
Koordinaten unterscheiden, entweder keinen oder beide enthilt),
wenn sie meBbar ist, das Maf3 o oder 1 hat, — dieser Satz flieBt
bei Jessen erst aus der Theorie des Integrals. Ich werde blof3
aus den Eigenschaften des dufleren Males beweisen: das
duBere MalB einer S-Menge ist o oder 1. Dazu werde
ich die Anfangsgriinde der MaBtheoriec im Torusraum entwickeln
und nur bei den Sdtzen, die man im wesentlichen genau so be-
weist wie bei endlich vielen Dimensionen, die Beweise unter-
driicken.? Aus der Funktionentheorie werde ich weiter nichts als
die Formel fir den Konvergenzradius einer Potenzreihe voraus-
sctzen. Meine Darstellung enthilt zugleich einen ganz einfachen
Beweis nicht der Mandelbrojtschen Formel, wohl aber ciner der
weiteren von O. Perron® aus cinem allgemeinen Prinzip her-
geleiteten Formeln fiir singulire Punkte auf dem Konvergenz-
kreis.

Ich widme diesen kleinen Beitrag dem Andenken meines
Freundes Reinhold Pauli, Student der Mathematik an der
Universitat Miinchen, der in den Bergen geblieben ist, noch che
seine reiche Begabung der deutschen Wissenschaft zugute kom-
men konnte. Sein letzter Seminarvortrag war dem hier behandel-
ten Gegenstand gewidmet und bildete den Anlal3, dal3 ich mich
mit ihm beschiftigte.

1 S. Mandelbrojt, Théortme général fournissant I'argument des points
singuliers situés sur le cercle de convergence d’une série de Taylor. Comptes
rendus de I’Ac. des sc. de Paris 204 (1937), 1456—58.

2 Jessen bedient sich eines ,,Ubertragungsprinzips‘; direkte Beweise fiir
22 Dimensionen, die sich leicht verallgemeinern lassen, findet man z. B. bei
C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen.

30. Perron, Uber die Lage eines singuliren Punktes auf dem Konvergenz-
kreis. Sitz.-Ber. Bayr. Akad. d. Wiss., math.-nat. Abt. 1937, 169-81.
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1. Ay, Ay, Ag, - .. sei eine Folge von nicht negativen Zahlen
und es sei
L) g,
lim VAn —Eik
n—+o0

Wir setzen
. 2mi
a, = A, e,

WO Zg, &7, g, - .. beliebige reelle Zahlen sind, und betrachten
die Funktion

Flzg) = Za, s

n=0

Durch die Wahl der Zahlenfolge A4, haben wir aus der Gesamt-
heit aller Potenzreihen mit dem Konvergenzradius 1 eine Klasse
herausgegriffen; in dieser Klasse soll jetzt nach Lebesgue ein
MaBbegriff eingefiithrt werden,

2. MafBtheorie im Torusraum. Die Elemente unserer
Funktionenklasse entsprechen umkehrbar eindeutig den ,,Punk-
ten*

(1) x = (xg, X1, Xgy++.)

des unendlichdimensionalen ,,Torusraumes’’ T, dessen Koordi-
naten modulo 1 zu nehmen sind. Anschaulich kann man sich
die Koordinatenachsen auf Kreise der Lange 1 aufgewickelt
denken. Wir schreiben

(2) T=(f b, £ .. )
und sagen auch: € ist das ,,Produkt‘‘ der unendlich vielen Ko-
ordinatenkreise ¥,. Allgemeiner ist, wenn Ug, Uy, U, . . . lincare

Punktmengen mod 1 (Punktmengen auf den Koordinatenkrei-
sen) sind, (Ay, Ay, Ay, . . ) die Menge aller Punkte x, fir die x,
zu A, gehért; (1) und (2) sind Spezialfille hiervon. Wir betrach-
ten auch ,,Produkte* von nur zwei Faktoren, indem wir

(4T 12 - 7
2 = (%o %1, ... %y), &' =(*Fyi1p Xyys ...) setzen und
x = (x', 2'") schreiben. So erscheint T = (', ') als Produkt
des (N+-1)-dimensionalen Torusraums /= (¥, B, ..., Ey) mit

18*
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T =Fy 1 Eyso - - .), und allgemein ist, wenn %’ und Y’ be-

liebige Punktmengen aus &' bzw. " sind, (%', A"") die Menge
aller Punkte x = (&', 2'") mit 2" aus ¥’ und ' aus A",

Eine Punktfolge ™, x®, ... heiBt konvergent mit dem
Grenzpunkt x, wenn lim %) =, (2 =0, 1, 2, ...) ist.
r - 00

Ein Intervall ist eine Punktmenge
N = (b, 0y, by, .. ),

wobei die b, offene Teilbégen der Koordinatenkreise sind, ev.
auch der volle Kreis oder der Kreis bis auf einen Punkt, und wo
b,=Ff, hochstens fiir endlich viele » gilt. Daher gilt der
Satz: Eine Punktfolge ™ konvergiert gegen x dann und nur
dann, wenn jedes den Punkt x enthaltende Intervall alle ™ bis
auf hochstens endlich viele enthilt. Die Begriffe ,,Hiufungs-
punkt’, ,,abgeschlossene'* und ,,offene’* Punktmenge usw. las-
sen sich hiernach in der gewohnten Weise erkliren.

Es gelten folgende Uberdeckungssitze: Ist jedem Punkt
einer Punktmenge U ein ihn enthaltendes Intervall zugeordnet,
so wird U bereits von abzihlbar unendlich vielen dieser Inter-
valle iiberdeckt (Lindelsf); ist ¥ abgeschlossen, so geniigen
sogar endlich viele (Borel).

Als Inhalt 3 eines Intervalles § wird das Produkt seiner

Kantenléngen, d. h. der Lange der §,, bezeichnet. Ist eine be-
liebige Punktmenge U mit endlich oder abzdhlbar unendlich vie-
len Intervallen 3y, S, . . . iberdeckt, so ist Zm%‘ eine bestimmte

positive Zahl oder co. Die untere Grenze dlCSGI‘ Werte fiir alle
méglichen solchen Uberdeckungen von U heiBt das duBBere Maf
m*Avon . Esisto < m*Y < 1.

Ist A die Vereinigungsmenge von endlich oder abzihlbar un-
endlich vielen Mengen %,, %,, . .. so gilt

(3) m*U < e* W, + m* Y, -

Ist % die Komplementérmenée von ¥, so heillt die Zahl
myd =1 —m*B das innere Mab von U. Es ist #2, U < m*U,
wie die Anwendung von (3) auf €, ¥, B lehrt.
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Stimmen inneres und dufleres Maf} einer Punktmenge U tiber-
ein, so heiBt Y meBbar und die Zahl m*Y = m, Y = »Y das
MafB von .

Jedes Intervall  ist meBbar, sein MaB ist die schon frither
mit # 3 bezeichnete Zahl. Die Vereinigungsmenge 8 von end-
lich oder abzdhlbar unendlich vielen Intervallen 3y, ,, ... ist
meBbar und natiirlich ist

(1) mB ImB; +mJy + ...

3. Ist T =(Fp, By, .. By, T =y Eyse - - ), so sind die
MaBbegriffe fur diese Torusrdume analog zu definieren.

Satz 1. Ist A" eine Punktmenge aus T/, W'’ eine solche aus T,
so ist

am* (A, WY < m* W - * Y.

In der Tat, ist {3} ={3], %, ...} cine Uberdeckung (mit
endlich oder abzihlbar unendlich vielen Intervallen) von U’,
{3/} eine solche von A", so bilden alle Produkte (B, 3 eine

Uberdeckung von (¥, %"") mit der Inhaltssumme 3w 3!« Sm .

1

Satz 2. Ist A cine beliebige Punktmenge aus ', so ist
m* (T, WY = m*Y".

Beweis. Falls %" meBbar ist, so ist nach (3) und Satz 1, wenn
B’ die Komplementirmenge von A"’ ist,

1t Sm*(@ U + m* (T, B") Lm¥" + m®B" =1,
und hieraus folgt die MeBbarkeit von (T', A’") und die Bezichung
m (U = mU".
Imallgemeinen Fall geniigtes (wegen Satz 1), m* (T, W) > m A"’
zu beweisen. Sei £ >> 0 beliebig. Wegen (4) gibt es eine Uber-

deckung {3,} von (', ¥), so daB die Vereinigungsmenge
B der J, der Beziehung '

mB < m* (T, A" + ¢
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gentigt. Wenn es in @ eine meBbare Menge B’ gibt, die %"
enthilt und so, daB (¥', T") in B enthalten ist, dann gilt

XA < W = (T, W) <mPY,

und somit kann nicht 22* %" > 2% (&', Y'") sein.

Um dieses &' zu bekommen, betrachten wir einen Punkt z'’
von A”. Endlich viele der Intervalle ¥, = (J/, 3!) tiberdecken
nach Boreldie abgeschlossene Menge (27, 2’"). Der Durchschnitt
der zugehdrigen 3! enthilt ein Intervall §/, das a4’ enthilt,
und (', J"') ist in B enthalten. Jedem Punkt von ¥’ wird so ein
ihn enthaltendes Intervall 3"’ zugeordnet; abzihlbar viele davon
tiberdecken nach Lindeclaf A, und ihre Vereinigung ist die

mefBbare Punktmenge 8", die wir brauchten.

Satz 3. Ist 2" cine meBbare Menge aus T/, %" eine beliebige

Menge aus T”, so ist

m* (W, WY = mW - m* W,

In der Tat ergibt, wenn ¥’ die Komplementirmenge von %’
bezeichnet, die Anwendung von Satz 1, Satz 2 und Unglei-

chung (3)

m* (W, W+ p* (B, U < W W+ 2D m* U
= m* W = m* (T, ") S m* (W, ") 4 m* (B, U).

Die Zeichen < sind hier also zu streichen, und die erste Gleich-
heit gilt fiir dic Summanden einzeln.

4. Eine Punktmenge aus € hciBe eine ,,S-Menge't, wenn sic
von je zwel Punkten, die sich nur in endlich vielen Koordinaten
unterscheiden, entweder beide oder keinen enthilt. Alle Punkt-
mengen, die durch irgendeine Eigenschaft der Verteilung der
singuldren Punkte der zugehorigen analytischen Funktionen
auf dem Einheitskreis charakterisiert sind, haben offenbar diese
Eigenschaft. Eine S-Menge © enthilt, wenn &V irgendeine natiir-
liche Zahl ist, mit jedem ihrer Punkte (a', 2') ganz (T/, x'');
man kann also fur jedes V

(7 ¢ =(T,¢e"

schreiben.
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Satz 4. Jede S-Menge € ist ,,von konstanter Dichte’, d. h.
fiir jedes Intervall & ist das duBere Mall des Durchschnitts &
(8) m* IS = m Y+ m*S,

In der Tat ist § = (J', L") fur gentigend groBes N und daher
wegen (7) I8 = (J', @")und nach Satz 3 w* IS = m Y - m*S";
es ist aber m § = I und m* S = *&'' nach Satz 2.

Satz 5. Das duBBere Mal} einer S-Menge & ist o oder 1.

Beweis. Es sei m*@ =5, 0 <5 < 1. Zu jedem e >0 gibt
es eine Uberdeckung {%“} von @ mit Im Y, < s -+ . Fir jedes

; = ‘

3, ist m*3,8 = m 3, *s, und man kann eine Uberdeckung

(8,,) von 8,@ finden, so daB 2mS,, < m S, (s + ¢) ist. Die
abzihlbar unendlich vielen Intervalle &, (1, v =1, 2, .. .) iiber-

decken €, und es ist

s S 3m3,, < 2mT, (s +e) (s + )
Daraus folgt s < s%; also ist entweder s =0 oder 1< s, also
s = 1.

5. Eine in T definierte reelle oder komplexe Funktion
JF (&g %y, . . ) = f (x) heibt stetig an der Stelle x, wenn
lim f (#) = f () fiir jede Punktfolge *® mit dem Grenzpunkt x.

Eir?g reelle Funktion f (x) heiit meBbar, wenn fiir jede reelle
Zahl 7 die Punktmenge f (x) 2 v meBbar ist!; eine komplexe Funk-
tion heillit meBbar, wenn ihr Real- und Imaginirteil meBbar sind.
Stetige Funktionen sind meBbar. Mit f ist ¢/ meBbar, wenn ¢
eine Konstante ist. Mit f und g ist /- g meBbar. Mit f () ist
¢ (f(x)) meBbar, wenn ¢ () monoton ist. Sind £, (%), fo(x), . . .
meBbare Funktionen, so ist auch lim f,, () meBbar.
n—-oo

6. Beweis des Hauptsatzes. Betrachten wir wieder die

analytische Funktion

oo
=, E 2 S
Fg)=2Xa,s", a,=A,e* " *n,
n=20

! Es sind dann auch die Mengen f (x) < 9, f (%) > 7, f{*) > 1 meBbar.
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7 sei eine nattirliche Zahl und B, irgendein abgeschlossener Teil-
D . . 2T .

bogen des Einheitskreises der z-Ebene von der Linge = Die

Menge &, aller Punkte x des Torusraumes, fiir die # (2) auf
B, wenigstens einen singuldren Punkt besitzt, ist cine &-Menge.
AuBeres und inneres MaB dieser Menge hingen von der spe-
ziellen Lage von {8, nicht ab; denn der Drehung um den Winkel
% um den Nullpunkt in der z-Ebene entspricht in T die ,, Trans-

9
lation** x,——>=x, — Z—;c, die alle MaBle ungeidndert 1a6t. Wir

beweisen zuerst:

(9 m*@, = 1.

Wegen Satz 5 geniigt es, m* &, > o zu beweisen. B sei der
Bogen, der aus £, durch Drehung um den Winkel 2—7:{ hervor-

geht. Die Bégen @, P, ..., B ™Y iberdecken den Einheits-
kreis, und weil /7 (2) fiir jedes x wenigstens einen singuliren
Punkt auf dem Einheitskreis besitzt, tiberdecken die zugehérigen
Mengen &,, €/, ..., @71 den Torusraum. Daher ist nach (3)
r—1
2m*GV = rm*S, > 1

=0

- 1 ) . ]
und m*S, = —. — Nun beweisen wir:
=7

(10) <, ist meBbar,

Zuerst sei Uiber die Lage von B, verfiigt: es soll sich um den
Bogen ’

I

g=2¢"% —

P =

Na
A

s
.

handeln. Dann definieren wir, bei vorgegebenem x, einen Winkel
o (0 £ o £ x) durch die Bestimmung, dafl wenigstens einer der
beiden Punkte ¢*'® singulirer Punkt von F (g), dagegen der
Bogen

=% —oa<o<a
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von singuliaren Punkten frei sein soll. Dann ist &, die Punkt-
menge, auf der cos o = cos ; ist. Wir werden fertig sein, wenn
wir zeigen, daf} cos « eine meBbare Funktion von x ist.

Offenbar ist @, = A, ¢?"**n eine meBbare Funktion von x.

Entwicklung von F (2) nach Potenzen von { = 2z — 4

(o << A< 1),
oo 0
F)=2a,C+ ) =26,T",
n=20

y=0

ergibt
et
bn = z (;l) a, VA .

=N
Offenbar ist 4, fur jedes % eine mefbare Funktion von x.
Der Konvergenzradius g, der Reihe X 4, " ergibt sich aus’
1 e n —
= = T V-
Ph n—»00
Offenbar ist %, fur jedes 4 eine meBbare Funktion von x.

efi% seien die Schnittpunkte des Konvergenzkreises K,
der Rethe X 6, " (Mittelpunkt z = /%, Radius p,) mit dem Ein-
heitskreis in der z-Ebene. Aus der Bedeutung von « folgt
0 < oy L. Wir zeigen zunichst:

lim oy = a.
h—0

Fir « = o ist nichts zu beweisen; es sei & >> 0. Ist 0 << e < «,
so ist der abgeschlossene Bogen

z=2¢9% —atelo<a—c

von singuldren Punkten frei, und es gibt eine Zahl 8 > o derart,
daB das Gebiet

z=0p% 0<1+8 —ate<Lo<La—e

von singuldren Punkten frei ist. Ich behaupte: fiir 42 <C Z\ ist

op > o—=z. In der Tat liegt dann der Punkt 1 -4 § auBer-
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halb des Kreises K, (der sonst den Einheitskreis nicht treffen
wiirde), und dieser Kreis kénnte daher keinen singuliren Punkt

von F (2) treffen, wenn o, < o — ¢ wire. — Ubrigens ist
1— /% Spp €1 4 £, woraus lim %, = 1 folgt.
h—0

Nach dem Cosinussatz ist

1+ A2—08 A 1w ony, — 1
cos o = - = . g Ul O

2/ 2 I 12 y/
und daher
. . Xh — 1
cos ¢ = lim cos &, = lim-—~——,
h—0 h—0

und diese Formel ist auch fir o« = o richtig, denn dann ist
op=1—~.

Also ist cos « eine meBbare Funktion von «.
Jetzt bezeichnen wir mit 8% den Bogen

2

£ =¢'", ScpSzlg;_—lz(rz1,2,...;1:0,1,...,r——1).

(B, liegt also etwas anders als vorhin.)

WY sei die Menge aller Funktionen (oder Punkte von ),
fir die der Bogen P regulir ist. U ist die Komplementar-
menge von €% und daher nach (g) und (10) eine Nullmenge.
Wegen (3) ist die Vereinigungsmenge Il aller UY, als Vereini-
gung von abzdhlbar unendlich vielen Nullmengen, ebenfalls
eine Nullmenge. U ist aber genau die Menge aller Funktionen
unserer Klasse, die man iiber den Einheitskreis hinaus analy-
tisch fortsetzen kann. Also haben fastalle vonunsbetrach-
teten Funktionen den Einheitskreis zur natiirlichen
Grenze.



