Sitzungsb erichte

“der

mathematisch-naturwissenschaftlichen
Abteilung

der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften

zu Miinchen

1938. Heft1

Januar-April-Sitzung

Miinchen 1938




71

Darstellung der Gesamtkriimmung einer Flache
mit Hilfe von Lotparameter.

Von Hermann von Schelling.

Vorgelegt von Herrn C. Carathéodory in der Sitzung vom 23. April 1938.

In einem Aufsatz in der ,,Deutschen Mathemathik‘® habe ich
gezeigt, dal} bestimmte Parameter, die ich kurz Lotparameter
nennen mdchte, zur Darstellung der Kriimmung von ebenen Kur-
ven und von Flichen recht geeignet sind. Ich habe dabei voraus-
gesetzt, die betrachteten Kurven oder Flachen seien bereits auf
diese Parameter bezogen. Ziel dieser Mitteilung soll es sein, eine
solche Darstellung praktisch zu verwirklichen.

Wir beginnen wieder mit den Kurven der Ebene. Von einem
festen Punkt O fillen wir auf die im Punkte 2 an die Kurve ge-
legte Tangente das Lot, welches die Linge / habe. Die Tangente
hat dann die Gleichung

(1) xcose -+ ysing —/ = o.

Wir wollen 7 als Parameter wihlen, also ¢ = o (/) annehmen.
Lassen wir / variieren, so hiillt die Tangente die Kurve ein. Um
die Koordinaten x und y der Enveloppe zu finden, leiten wir
nach / ab und erhalten

(2) @ (—xsin g + ycos ) — 1 = 0.
Aus (1) und (2) finden wir die gesuchte Darstellung

cos @

(3) r(Z):{lcoscp—-sm,iP;lsincp—{— . }
¢ Ny

Nur die Kreise um den Ursprung entzichen sich ihr. Der Ein-
heitsvektor der Normalen ist

(4) = {cos ¢; singl.

. ! Darstellung der Kritmmung von Kurven und Flichen durch Differen-
tialausdriicke erster Ordnung; Dtsche Math. 2, 675—681,
Miinchen Ak. 8b. 1938, 1 8
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Wir verifizieren die Bezichung t-n = /, die als Kontrolle der
Darstellung wichtig ist.
Bezeichnen wir mit £ die Kriimmung der Kurve, so gilt:

kds = |dn | = ¢'d!.
Fiir die Gesamtkrimmung eines Kurvenbogens erhalten wir also

(3) Jkds = [ o'dl = —q,.

Diese Beziehung ist freilich trivial. Trotzdem schreibe ich sie an.
Denn wir werden nachher eine sicher weniger vertraute Formel
fur die Gesamtkriimmung eines Flachenstiickes finden, zu der
uns der elementare Ausdruck den Weg weist.

Aus (3) ergibt sich

1 1 1
6 =g 2 e 2 = ] ¢
(6) w=_ T 5 (Z -+ <p'2)
Nach meiner erwidhnten Arbeit gilt

1 du e
(/) P z d[‘ =/ 3

Damit ist fiur unserc Darstellung der Kriimmungsradius der
Kurve bestimmt.

Im Bestreben, den heuristischen Wert der Analogie klar her-
auszuarbeiten, mochte ich noch ein Beispiel bringen. Wir fragen
nach den Kurven, die durch die /-Einteilung in Abschnitte glei-
cher Gesamtkrimmung zerlegt werden. Nach (5) mull ¢’ = ¢
oder ¢ = ¢y + ¢;/ sein. Gemil (3) lautet die Darstellung unserer
Kurve

0= {toos (o p— 04D,
31
Z Sln <50 + [1 Z) 1 505 <50€ + 51 }
1

Nach (7) ist o == /. Fiir dic Evolute finden wir also
{ sin (¢p + ¢ Z) cos (¢ + ¢; £) }

51 51

r—pnll =

. . . . 5 AW of
Das ist ein Kreis um den Ursprung mit dem Radius —. Somit
a
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gilt der Satz, daB die Kreisevolventen durch die /-Einteilung in
Abschnitte gleicher Gesamtkriimmung zerlegt werden. Der Ur-
sprung mul in den Mittelpunkt des Kreises gelegt werden.

Nun wollen wir zu den Fldchen ibergehen. Den Ursprung
der rechtwinkligen Koordinaten x, y, # nennen wir 4/. Von den
beiden festen Polen Oy ={a; 0; 0o} und O, ={—a; o; o} fillen
wir die Lote /; und /, auf die im Punkte 2 an die Fliache gelegte
Beriihrungsebene. Die Gleichung dieser Ebene Jautet:

8 (h—Ilyx -+ Wcoso: -y + Wsing:z—a(l, + ) =o,
wobei zur Abklirzung
W= VA G

geschrieben ist. Wir betrachten /; und /, als Parameter, nehmen
also @ = ¢ (/}, %) an. Um die Koordinaten x, y, z der von der
Ebene eingehiillten Fliche zu erhalten, haben wir die Gleichung
(8) partiell nach /; und /; zu differentiieren. Die urspriingliche
wie auch die beiden abgeleiteten Gleichungen sind in x, y, 2
linear. Wenn wir die Flichen A = o und die Drehflichen um die
x-Achse ausschlieBen, ist die Auflésung nach x, v, # moglich.
Schreiben wir t = {x; V2 ], so wird

(10a) 1= - s { <Z2—12)

261_((;;;1 + CP[g) <CP11 + CPlz) R e (<Pll_ cplZ);

442 :
_“W sin ¢ -+ WCOS(P<Z1CP11+ [2CPI2>;

4a° ;
L . cos@+ Wsine (¢ + 4y @p) }

Die von den Polen O, und O, ausgehenden Radienvektoren wol-
len wir mit r; und 1, bezeichnen. In den y und z Komponenten
stimmen sie mit t tiberein; fiir die x Komponenten erhalten wir

I

= 2@(@11 + o >(1 (h— 1) (e + @) + W2 ‘Pm):

(10b)
I

2a(<p,1 + o ) (Zz (lh—1y) (on + @) — W? <Pu)‘

Xy =

8e
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Die Auflésung, mit der ich nicht langweilen wolite, ist etwas
mithselig. Darum ist es wichtig, tiber einfache Kontrollen zu
verfigen. Fir den Einheitsvektor der Flichennormalen gilt die
Darstellung

(11) 9&=»2L{11-——12; W cos ¢; Wsin o }.
a
Es ist leicht, mit ihrer Hilfe die Beziehungen v+ R = :I; (4, + 4,
T, N =17, »N =/, zu verifizieren.
Ich fiige noch die Gleichungen

I 1 4a%

T W R T T Y 2 .2
w8 = (8 G (i + W)

0 & o 1 4a* : )
tyg= -1y = \I;+ ———3 |+, + W*
P2t ( e (o + 91n)® (W2 ; @“)

an, aus denen gemdf meiner fritheren Untersuchung

(12)

1 _ Buy Suy  duy Su,
(13) Va Ry Ry = S‘Z: %“12* - 87; 8—11

berechnet werden kann. Jedoch wird der Ausdruck im allgemei-
nen so verwickelt, dal seine Wiedergabe zwecklos wire. Weit
einfacher gestaltet sich die Gesamtkriimmung, zu deren Bestim-
mung wir jetzt schreiten wollen. Es wird nach (11)

5L—1 ‘
9}11:‘I“{+1;—“‘1‘W—2COS<P—"WSin<P'CPu§

7l —
» ——L—W—%sintp—f— Wcoscp-cpu},
1
) Ry = 1'+Zlf/2cs W sin ¢ « @y ;
12—“2a 4 W O CP ln(‘P (Pll)

J —
+ szsincp—{— W cos ¢« qp }
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Daraus folgt
(15)

+ N
(%11 % %12> R (cpll @12)

oder dw ——““(@u"“?lz) dlydl,

Hierbei haben wir das Flichenelement der Einheitskugel mit 4o
bezeichnet, withrend wir unter 4o dasjenige der Fliche selbst
verstehen wollen. Nun ist K = do : do. Fiir die Gesamtkriim-
mung finden wir daher

(16) .[Kdo:f d‘*’:_;%ff@u‘l“q’zz)dﬁd!z-
B B

Das ist das versprochene Gegenstiick zu (5). Liegt also eine
Fliache in der Form (10a) vor, so kann die Gesamtkriimmung
eines jeden von Parameterlinien begrenzten Flichenstiicks durch
die einfache Formel (16) berechnet werden. Man kénnte sie durch

32y
54 84,

Es ist sehr natiirlich, nach denjenigen Flichen zu fragen, die
duch die (/;, Z;)-Netzeinteilung in Sticke gleicher Gesamtkriim-
mung zerlegt werden. Dazu ist nach (16) nur ¢, -- ¢, = Const
=% o notwendig, woraus sofort die Losung o = ¢y + ¢ /4
+ealy + f (4 — 1) mit ¢ + ¢, == 0 folgt. Fithren wir diesen
Ausdruck in (10a) ein, so haben wir also eine ganze Flichen-
klasse erhalten, da in der Darstellung die von einer Verinder-
lichen abhéngige willkiirliche Funktion f(/; — /Z,) vorkommt.
Setzen wir weiter den fir ¢ gefundenen Ausdruck in den Vektor
der Flachennormalen (11) ein, so bekommen wir eine Zerlegung
der Kugeloberfliche in inhaltsgleiche Bereiche. Es sei allerdings
betont, dal es sich nicht um die allgemeinste derartige Zerlegung
handelt, die eine von zwei Verinderlichen abhingige willkiir-
liche Funktion enthalten miiBte.

den Ansatz ¢ = sogar integralfrei schreiben.

Nur den einfachsten Sonderfall unserer Flichenklasse wollen
wir ctwas naher betrachten. Ich meine den Ansatz

o =1 + /.
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Dann haben wir, wenn wieder I/ = ]/4—212— (4 —-72)—2 geschrieben
wird,

2
T = iI—a {(Zi*lg>;—% sin <Zl+ l2) + W(Zl + 12> CcoSs ([1+ 12>;
4a° .
¥ cos ({y + L) + Wy + 2,) sin (4, + 2p) }

Um eine Vorstellung zu gewinnen, betrachten wir die Projektio-
nen der Kurven (/; — /,) = Const und (/; + Z,) = Const auf die
Ebene x = o. Die Quadratwurzel ¥ wird positiv gezogen. Die
Projektionen der Kurven /; — /, = Const sind Kreisevolventen.
Der zugehorige Kreis hat die Gleichung

y = 4t — (1::7272’

alle Evolventen beginnen auf der z-Achse. Der Teil ; <z

< oo dieser Achse ist eine Riickkehrkante unserer Flache. Es
ist schon jetzt klar, dal} die Fliche sich in endlosen, weiter und
weiter werdenden Windungen um die x-Achse herum ins Un-
endliche abrollt. Dieser Eindruck wird durch die Projektionen
der Kurven (/; + /,) = Const auf die Symmetrieebene x = 0
bestdtigt. Wir finden

4 (cos (1) + L)y + sin (/y -+ L) ) (—sin (A + ) y 4 cos (Iy + 1y) 2)
=1, + 4.
Die Drehung y = cosan 4 sina+{, z = — sina+% -+ cosa.{
fithrt mit « = - — (J; + ) diese Kurven in die gleichseitigen
Hyperbeln *
Gt =2 (h+ &)

iiber. Das sind die gesuchten Projektionen der Kurven (/; + Z) =
Const.

Wir wollen noch kurz die zugchorige flichengleiche Netzein-
teilung der Einheitskugel betrachten. Ihre Darstellung lautet:
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: [ qa — (ly — Ip)? cos (4 + 4y);
%22:[11—12;14“ — (g — £p)? cos (4 + Lo);

V 4@ —(— I)? sin (4 + B}
1 I I 2
Daraus 5 (ly — ) = ax, 5 (& + L) = , arctg Y
I 2
oder /= -+ ax -+ ; arctg ;, ly =—ax-+ 5 arctg y

I I z\? .
Somit gilt g (Zi~ . arctg y) 4+ttt =1, i=1,2.

Schreiben wir
y = pcos B, 2 = psin f,

so lautet die Gleichung der Projektionen der Parameterlinien auf
die Ebene x = o cinfach

i Zf(,_{—)i s
e ZVa Z; 2@ . ) 1, 2.

Diese Kurven konnen also leicht gezeichnet werden, es sind
Spiralen, die sich von Pol zu Pol winden.

Unsere spezielle Fliche ist in gewisser Hinsicht ein Gegenstiick
zur Kreisevolvente. Fir diese Kurve gilt ¢ = /, fiir unsere Fliche
I L N 5
&= R, R, =1/, /,. Die einzelnen Krimmungsradien R, und R,
lassen sich aber nicht mehr so einfach ausdriicken. Fir die all-
gemeineren Flichen unserer Klasse nimmt auch die Formel fur

das KriimmungsmaDl eine recht komplizierte Form an.



