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Einleitung.

Die Theorie der abstrakten Riume ist in den letzten Jahrzehn-
ten viel beachtet worden, und es ist gelungen, auf verschiedene
Weisen den Integralbegriff auch fiir solche Raume zu erkliren.t

I M. Fréchet, Sur Uintégrale d’une fonctionnelle étendue & un ensemble

abstrait. Bull. soc. math. de France 43 (1913) p. 248.

P. J. Daniell, A general form of integral. Ann. of Math. (2) 19 (1917-18)

Miinchen Ak, Sb. 1938, I 5



28 Constantin Carathéodory

Eine nihere Betrachtung der Umstande zeigt, dal man in die-
ser Richtung noch einen Schritt weiter gehen kann. Die Rdume
—— auch die sogenannten abstrakten Rdume — sind naturgemaf}
Mengen, d.h. Sammlungen von Elementen, die man auch
Punkte nennt, aus welchen der betrachtete Raum zusammen-
gesetzt ist. Jede Figur, {iber welche integriert wird, mul} daher
auch als cine Menge von Elementen aufgefallt werden. Nun
kann man sich aber {iberlegen, dal3 das Vorhandensein dieser
Elemente fiir die Bildung des Integralbegriffs belanglos ist und
daB der Nachweis der Existenz des Integrals eigentlich schon
deshalb gelingt, weil die Moglichkeit der Ausfithrung der Grund-
operationen der Vereinigung, der Differenz und des Durch-
schnitts in dem Begriff einer Menge enthalten ist.

Der Gedanke liegt also nahe, von der Struktur der Figuren, iber
welche integriert werden soll, véllig abzusehen und von diesen Fi-
guren nur zu verlangen, daf sie Operationen zulassen, die mit den
gewdhnlichen Operationen der Vereinigung, der Differenz und des
Durchschnitts von Mengen gewisse Ziige gemeinsam haben. Hier-
durch entsteht ein doppelter Vorteil: Einmal wird das Feld der
moglichen Anwendungen betrichtlich erweitert. Dann aber zeigt
sich, dal3 die Theorie cher vereinfacht wird, weil nur ihr scharf
umrissenes Skelett Ubrigbleibt. Durch den Zwang, den man
sich auferlegt, Objekte zu handhaben, die nur wenig differen-
tilert sind, fallen bei vielen Beweisen diejenigen kompliziertenTeile
von selbst weg, die bei der Verarbeitung eines reichhaltigeren
Materials aus Versehen haften geblieben waren. Bemerkenswert

p- 279 — Integrals in an infinite number of dimensions, ibid. (2) 20 (1918)
p. 281.

A.Kolmogoroff, Untersuchungen iiber den Integralbegriff, Math.
Ann. 103 (1930) S. 654.

H. Hahn, Uber den Integralbegriff, Festschr. d. 57.Vers. Deutsch. Philo-
log. u. Schulménner in Salzburg 1929, S. 193.
— Uber die Multiplikation total-additiver Mengenfunktionen. Ann. della
R. Scuola Normale Sup. di Pisa (Sc. Fis. e Mat.) (2) 2 (1933) p. 420.

O. Nikodym, Sur une généralisation des intégrales de M. J. Radon.
Fund. math. 15 (1930) p. 131.

J. Ridder, Integration in abstrakten Riumen. Fund. math. 24 (1933),
SP a2k

S. Saks, Theory of the Integral. Monografie Matematyczne, Tom. VII,
Warszawa 1937.
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ist, daB3 der allergréBte Teil der Resultate, die fir das Lebesgue-
sche und das Lebesgue-Stieltjessche Integral gelten, auch mit
so durchaus primitiven Mitteln gewonnen werden kénnen. Es
sind eben nur wenige Details, die durch Spezialisierung der Vor-
aussetzungen dem allgemeinen Bilde hinzugefligt werden.

Die mathematischen Objekte, die wir im ersten Kapitel dieser
Schrift definieren, kénnen selbstverstindlich als Elemente einer
verallgemeinerten Algebra von Boole betrachtet werden.* Bei
diesen Algebren werden jedoch die Summe und das Produkt
von zwei beliebigen Elementen gleichzeitig postuliert und als
gleichberechtigt empfunden. Fiir unsere Zwecke ist es dagegen
vortcilhafter, die Vereinigung, die Differenz und den Durch-
schnitt nicht symmetrisch zu behandeln. Wir werden nur die
erste dieser Operationen postulieren, um sie dann durch weitere
Axiome so einzuschrianken, daB hierdurch allein schon die
Existenz der beiden anderen Opecrationen gesichert wird. Man
erhilt auf diese Weise ein System von Axiomen, das bei der
Bildung von Beispielen besonders einfach gehandhabt werden
kann. (Vgl. §§9 u. 10.)

Fiir mathematische Objekte, die so grundlegende und wichtige
Eigenschaften besitzen, mull man einen Namen haben, der ganz
neutral ist und keine falschen Assoziationen erweckt. Wir wer-
den schen (§9), daB diese Objekte nicht immer Mengen sind,
so daf3 die Bezeichnung ,,Menge‘* nicht benutzt werden kann.
Der Name ,,Kérper, der vieles fiir sich hitte, ist ebenfalls aus-
geschlossen, weil sein Gebrauch zu MifBverstindnissen fithren
wiirde; die ,,Strukturen’, die Ore eingefiithrt hat, sind viel
zu allgemein. Nichts hindert aber Soma (=6 cdue = Korper)
zu sagen.?

2 0. Ore, On the foundation of Abstract Algebra. Ann. Math. (2) 36
(1933) p. 406.

M. H. Stone, Postulates for Boolean Algebras and generalized Boolean
Algebras. Amer. Journ. of Mathem. 57 (1935) p. 703.

® Das Wort Soma ist allerdings schon von E. Study in seinen Unter-
suchungen iiber riumliche Kinematik gebraucht worden. Die Benutzung
dersetben Bezeichnung fiir Gegenstiinde, die in ganz getrennten Gebieten
der Mathematik vorkommen, kann nicht zu Verwechslungen fithren. Auch
das Wort ,,Kérper wird in der Geometrie und in der Algebra mit ver-
schiedenen Bedeutungen gebraucht.

5%
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Fiir die Ubertragung des Begriffs des Integrals kann man ver-
schiedene Prinzipien benutzen. Herr Kolmogoroff hat die
Idee von Leibniz einer Summa omnium zu Ende gefiihrt.
Herr Hahn hat sich von dem Gedanken leiten lassen, dall nach
Einschrinkung der Mengen, Gber welche integriert werden soll,
das Integral eine total-additive Funktion ist.

Viel einfacher und direkter kommt man zum Ziel, wenn man
von elementaren Eigenschaften des Inhalts bezw. des Volumens
ausgeht. Diese Eigenschaften sind so anschaulich, dal} sie Ar-
chimedes hitte postulieren konnen.* Sie stellen die Verallge-
meinerung der folgenden geometrischen Satze dar:

Satz 1. Wenn man ecine ebene Figur / schuppenfér-
mig mit endlich oder unendlich vielen ebensolchen
Figuren F,, F, ... vollstindig iberdeckt, so ist der
Fliacheninhalt von # nicht gréfler als die Summe der
Fliacheninhalte aller /7.

Satz 2, Das Volumen eines geraden Zylinders ist
gleich dem Produkt seiner Héhe mit dem Inhalt sei-
ner Basis.

Der erste dieser Sitze fuhrt ganz von selbst zu der Theorie
der MaBfunktionen, die ich vor langer Zeit entwickelt habe.® Die
MaBfunktionen lassen sich ohne Schwierigkeit auch als Somen-
funktionen definieren. Diesen Dingen ist das zweite Kapitel die-
ser Note gewidmet.

Um den Satz 2 zu Ubertragen, der mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung in Verbindung gebracht werden kann, muf3
man Ortsfunktionen auf cinem Korper von Somen betrachten.
Diese Ortsfunktionen, die den gewodhnlichen Punktfunktionen
analog sein sollen, werden durch die obere und untere Grenze,
die sie auf den verschiedenen Somen annchmen, festgelegt.

4 Man vergleiche die 2apBxvépeve (Postulata) von Archimedes am An-
fang des ersten Buches iiber Kugel und Zylinder, Opera Omnia, ed. Heiberg, .
Leipzig, Teubner, 1910, Bd. I p. 8.

5 C. Carathéodory, Uber das lineare Mal} — eine Verallgemeinerung
des Langenbegriffs. Gott. Nachr. (1914) S. 404. Vgl. auch Vorlesungen iiber
reelle Funktionen, Leipzig und Berlin, Teubner, 1918 (2. Aufl. 1927) Kap. V.
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Dann bedarf es nur noch eines kleinen Aufwands an Miihe,
um die ganze Theorie zu Ende zu fiihren: es geniigt, das
Lebesgue-Stieltjessche Integral als eine MaBfunktion zu be-
trachten, fiir welche der Mittelwertsatz gilt. Die obige Definition
der Ortsfunktionen ist fiir diese Auffassung des Integrals beson-
ders geeignet. Bei der Entwicklung dieses Gedankens kann man
durchweg Mecthoden benutzen, die sehr gelaufig sind. Dieser
Teil des Kap. 111, der leicht zu vervollstindigen ist, konnte aus
diesem Grunde sehr kurz gehalten werden.

Man bemerke tibrigens, daB man die Resultate von Hahn
erhilt, wenn man das Integral 7* 4 nur auf dem Kérper definiert,
auf welchem diese MaBfunktion meBbar ist.

Kapitel I. Die Somen.

1. Axiomatische Definition der Somen. Irgendwelche mathema-
tischen Objekte, die ecin System bilden, fur welches die fol-
genden sechs Axiome verifiziert sind, sollen mit dem Namen
Soma bezeichnet werden. Die Mengen eines gewdhnlichen Eukli-
dischen oder eines beliehbigen abstrakten Raumes fallen unter
diesen Begriff.

Axiom 1. Die Gesamtheit der Somen 4, B, ...bildet
eine Menge . Fur irgend zwei Somen 4, B soll im-
mer bestimmt werden konnen, ob 4 = B oder ocb A+ R
ist. Hierbei wird durch das Gleichheitszeichen ir-
gendeine Beziehung ausgedriickt, die den Forderun-
gen genugt

(1. 1) A=4
(1.2) aus 4 = Bfolgt B = A4
(1.3) aus 4 = Bund B = Cfolgt 4 = C.

Axiom 2, Jedem Paar 4, B von Somen wird ein drit-
tes Soma 4 4 B eindeutig zugeordnet, das die Ver-
einigung von 4 und B genannt wird.
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Fir die Vereinigung gelten die Regeln
(1. 4) A4+ 4=4
(1.%) A+ B=2814
(1.6) A+B+O=U+B+C
(1.7) . aus B = B folgt 4 4 B =4 4 B

Wir flihren nun folgende Definition ein:

Definition 1. Man sagt, dall das Soma B ein Teil des
Somas A ist, und schreibt

(1. 8) B c 4 oder auch 4 2 B,
wenn

(1.9 A+ B=4

1st.

Die Menge 9 der Somen wird hierdurch, nach der Bezeich-
nung von Hausdorff,® teilweise geordnet. Erstens ist nimlich
nach der Definition 1 und der Gleichung (1. 4)

(1. 10) A4 < 4.

Zweitens folgt aus 4 € B und B € A4, dafl immer 4 = B
sein muf3. In diesem Fall mussen namlich 4 und B beide gleich
A L B sein.

Drittens folgt aus B € Aund aus C € B, dall ¢ € 4 ist;denn
man hat

A=B+A=C+B +A4=CL+(B+4)=C+ A

Die drei Eigenschaften der Reflexivitit, der Antisymmetrie und
der Transitivitit sind also alle erftllt,

Wir bemerken noch, daB3 der Satz gilt:

® F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927, S. 29 u. 62.
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Satz 1. Notwendig und hinreichend dafiir, daBl 2 S 4
sei, ist, daB mindestens ein Soma 5; existiert, so daB
B+ B = A4 gilt.

Ist nimlich B € A, so kann man B, = A setzen. Ist umgekehrt
B 4 By = A, so hat man

Bl A=B+ B+ B)=B+ B =A.

2. Ist A € Cund B < C, so hat man
Ad+B)+C=4+B+0O)=4+C=4¢,
und es gilt daher der

Satz 2, Ist 4 € Cund B € (, soist auch (4 + B) < C.

Da sowohl A4 als auch B Teile von 4 4 B sind, so besagt der
letzte Satz, daB} die Vereinigung von zwei Somen das ,,kleinste"’
Soma ist, das jedes von ihnen als Teil enthilt. Dieses Resultat
kann ohne weiteres auf die Vereinigung 4, 4+ A, 4. .. + 4,
von endlich vielen Somen Ubertragen werden. ,

Aber fiir unendlich viele Somen braucht es ein Soma, das jedes
von ihnen als Teil enthilt, nicht zu geben. Man erkennt dies,
indem man als Somen die positiven ganzen Zahlen versteht, und
als Verecinigung der beiden Somen 4 = p und B = ¢ die
groflere der beiden Zahlen p und ¢ nimmt. Deshalb stellt das
folgende Axiom ecine neue Bedingung fiir die Vereinigung von
Somen dar:

Axiom 3. Sind A4,, 4., ... abzihlbar viele Somen, so
gibt es ein kleinstes Soma V, das jedes der Somen 4,
als Teil enthdlt. Das Soma V wird die Vereinigung
aller 4, genannt, und man schreibt V' = 4; 4 A, 4 ...

Essollalso V2 4, (=1, 2, .. .)sein, und wenn fiir ein Soma
IV die analoge Bedingung W > A, (£ =1, 2,...) erfiillt ist,
so mull immer 7 € ¥ sein. Es ist klar, da die Vereinigung ¥V
durch die postulierte Eigenschaft eindeutig definiert ist. Fir
jedes Soma 7’| das die gleiche Eigenschaft besitzt, mufl nimlich
sowohl 7V € I’ als auch 77’ € ¥ sein.

Die beiden folgenden Siitze sind fast evidente Folgerungen des
Axioms 3.



34 Constantin Carathéodory

Satz 3. Sind die abzadhlbar vielen Somen A4, 4,, ...
alle gleich einem und demselben Soma B, so ist ihre
Vereinigung V auch gleich B.

Es ist ndmlich B €V, und weil fiir jedes £ auch 4, € 5 ist, so
mul} tiberdies V' € B sein.

Satz 4. Es seien 4, und B, (4 =1,2,...)zwel Folgen
von Somen. Mit 4 bezw. mit B bezeichnen wir die
Vereinigungen dieser Folgen. Ist fiir jedes 4 immer
A€ By, so ist auch 4 € B.

In der Tat gilt fur jeden Wert von £, nach den Voraussetzungen
des Satzes, 4, € B, so dal nach Axiom 3 auch 4 € B sein muB.

Endlich besteht auch der folgende Doppelreihensatz.

Satz 5. Mit 4,;bezeichnenwirirgendwelcheabzidhlbar
vieleSomenundmitVihreVereinigung. Fernerbezeich-
nen wir flir jedes fest gewidhlte £mit 4, die Vereinigung
von Ay, Aye, -... Dannist Vauch dieVereinigung aller
Ay

Wir bezeichnen mit ' die Vereinigung der A, und haben zu
zeigen, dal3 V' = V ist. Da alle 4,,, 4;,, ... Teile von V sind,
ist nach dem Axiom 3 ihre Vereinigung 4, € V. Da ferner die
letzte Beziehung fir alle £ gilt, ist auch V' € V. Umgekehrt ist
jedes Ay; ein Teil des entsprechenden A, und daher ein Teil
von V. Es folgt hieraus V' € 77" und schliellich, wie zu be-
weisen war, V' = V.

3. Die Somen sollen weiteren Axiomen geniigen.

Axiom 4. Es gibt mindestens ein Soma O, das leere
Soma, das Teil eines beliebigen Somas ist.

Aus der postulierten Eigenschaft von O folgt, dal es gerade nur
ein leeres Soma geben kann, fiir welches immer fiir jedes Soma A4
die Relation

(3.1) A+ 0=4

gilt. Bei konkreten Beispielen kann man immer, falls ein Soma O
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mit den verlangten Eigenschaften nicht von vornherein vor-
handen ist, ein Soma O hinzufiigen, fiir welches (3. 1) gelten soll.
Wir fiihren jetzt folgende Definition ein:

Definition 2. Zwei Somen A, B, die auller dem leeren
Soma O keine weiteren gemeinsamen Teile besitzen,

heiBen fremd (oder disjunkt). Sind 4 und & fremd, so
schreiben wir

(3. 2) Ao

Unmittelbar aus dieser Definition folgen die beiden Sitze:

Satz 6. Ist B € 4 und ist Bo A,so ist B = O.

In der Tat mul} ja B gemeinsamer Teil von 4 und B sein.

Satz 7. Mit Bo A ist fir jeden Teil ¢ von B auch
CoA.

Jeder gemeinsame Teil von € und 4 mul3 nimlich auch ge-
meinsamer Teil von B und 4 und daher gleich O sein.

Wir kénnen alle bisherigen Axiome verifizieren, wenn wir die
Somen als offene lineare Teilintervalle eines fest gegebenen In-
tervalls auf der x-Achse deuten und fiir die Vereinigung von zwetl
Somen das kleinste offene Intervall nehmen, das die beiden
Somen enthilt. Dann kann es vorkommen, dal ein nicht leeres
Soma € die Relationen Co A4, Co B und C € 4 4 B gleich-
zeitig erfillt.

Wihlt man zweitens fir die Somen beliebige abgeschlossene
Punktmengen eines Euklidischen Raumes und setzt die Vereini-
gung von abzdhlbar vielen derartigen Somen A4, gleich der ab-
geschlossenen Hiille der Vereinigung der Punktmengen, die diese
Somen darstellen, so sind nicht nur alle bisherigen Axiome er-
fillt, sondern es folgt auch aus Co 4 und Co B die Relation
Co(A 4+ B). Sind aber unendlich viele Somen A, gegeben, so
folgt hier nicht notwendig aus C o 4, (£ =1, 2, ...),daB auch
Co(Ay -+ Ay + ...) sein muB. Das folgende Axiom 3 stellt da-

her eine neue Forderung dar, die man nicht auf eine einfachere
reduzieren kann.
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Axiom 5. Ist ein Soma B fremd allen Somen 4, A,, ...
einer Folge, so ist Bebenfalls fremd der Vereinigung
Ay + Ay 4 ... dieser Somen.

Um unsere Theorie zu vervollstindigen, missen wir ein letztes
Axiom fordern.

Axiom 6. Sind 4 und B zwei beliebige Somen, so gibt
es immer mindestens ein Soma B, das den Bedin-
gungen

(33) BloA)Bl+B:B:Bl+A=B+A

gleichzeitig genlgt.

Dieses Axiom stellt wieder eine von den fritheren unabhingige
Forderung dar. Wihlt man fiir die Somen die offenen Punktmen-
gen einer Ebene, so gelten alle Axiome 1 bis 5. Stellen aber die
Somen A4 und B das Innere von Kreisen, die sich schneiden, dar,
so konnen die Relationen (3. 3) nicht erfllt werden.

Das Axiom 6 ist einem Satz dquivalent, der bequemer zu hand-
haben ist als das Axiom 6 selbst.

Wenden wir nidmlich das Axiom 6 auf das Paar B; und B
von Somen an, die in (3. 3) vorkommen, so erhidlt man ein
gewisses Soma B, mit den Relationen

(3.4) ByoBy, B+ B=25B, By+ B,=258+ B;.
Wegen der zweiten Formel in (3.3) hat man also auch
(3:3) B, + By = B.

Wir wenden ein zweites Mal das Axiom 6 auf die Somen 4
und B, an und erhalten ein By mit

(3.6) B3°A, Bs+82=32, B3+A=32+A-

Nun folgt aus (3. 6) und (3. 4), dal3 gleichzeitig B3 € B, und
By o By ist; nach Satz 7 ist dann By o B,. Mit Beriicksichtigung
von Bgo A und von B; - A= B + A4 findet man hierauf nach
Axiom %

3.7 Byo(A+ B).
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Andererseits hat man nach (3.6) und (3.4)
(3.8) BycB,cBcAd+ B

Aus diesen letzten Beziehungen folgt nach Satz 6, dall B3 =0
ist, und man hat schlieBlich nach (3. 6)

(3.9 By+ A= 4.
Es gilt daher der

Satz8. Sind A und B zwei beliebige Somen, so gibt
es immer Paare B; und B;von Somen, die den Be-
dingungen

(3. 10) B, + By,=2PB, BjoA, B,c 4
gleichzeitig geniigen.

4. Durchschnitt. Summe. Differenz. Man kann jetzt zeigen, dal
alle Verkniipfungseigenschaften der gewéhnlichen Punktmengen
des FEuklidischen Raumes auch fiir die Somen gelten. Wir
beweisen hierzu den

Satz9. Ist C =4 4+ B und ist gleichzeitig Co B, so ist
ccA.
Nach dem Satz 8 kann man namlich schreiben
C=C,+ Gy CioAd, C,cA.

Aus C; € C und C o B folgt aber nach Satz 7, da3 (; o B sein
mul}. Nun ist nach dem Axiom ;3

Cyo(4 + B)
und nach Voraussetzung ist ¢; € C € (4 + B).
Also mulB3 nach Satz 6 das Soma (; = O sein, und man hat
schlieBlich
C=C,+ 0=C, <4,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Wir sind jetzt imstande, ein Gegenstiick zu den Ausfithrungen
am Anfang des § 2 auszusprechen. Es gilt der

Satz 10. Unter den gemeinsamen Teilen von zwei
Somen 4 und B gibt es einen gréBten, der der Durch-
schnitt von 4 mit B genannt wird.
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Der Durchschnitt von 4 mit B wird durch das Zei-
chen 4B dargestellt.

Es seien B, und B, die Somen, flir welche die Relationen (3. 10)
gelten, und C sei ein beliebiger gemeinsamer Teil von 4 und A.
Aus € € 4 und 4 o B, folgt nach Satz 7, dall C o B, ist. Aus
C S B =B+ By, und Co B, folgt nach Satz g, daB3 € € B,
ist. Nun ist aber B, selbst ein gemeinsamer Teil von 4 und B;
es ist also By = A B, und der Durchschnitt 4 B von zwei gegebe-
nen Somen ist wegen seiner charakteristischen Eigenschaft ein-
deutig bestimmt.

Wir heben noch folgendes Analogon der Definition 1 hervor:

Satz 11. Das Soma B ist dann und nur dann ein Teil
von A, wenn 48 = B ist.

Ist 4B = B, so ist B ein Teil von A4;ist B € A4, so ist jeder
Teil von B und insbesondere B selbst gemeinsamer Teil von A4
und B, und daher ist B = 4 5.

5. Wir fuhren jetzt neue Bezeichnungen ein: die Vercinigung
von zwel fremden Somen 5;, B, soll ihre Summe genannt und
mit By + B, bezeichnet werden. Das Symbol B| + B, hat also
nur dann einen Sinn, wenn 5, o B, ist. Ist 4 = B + B,, so soll
B, die Differenz von 4 und B, genannt und mit 4 -— 5, be-
zeichnet werden.

Nach Satz 7 sind in (3. 10) die Somen B, und B, = A4 B fremd,
und man kann schreiben

B, =B— AB.

Ist € ein Teil des Somas B, das dem Soma A fremd ist, so
ist nach Satz 7 auch C & B, und nach Satz g ist also £ < By. Es
gilt demnach der

Satz 12. Sind 4, B beliebige Somen, so gibt es stets
einen grofiten Teil von B, ndmlich (B~— A4 B), der dem
Soma A4 fremd ist.

Gleichzeitig folgt, dafl die Zerlegung (3. 10) des Somas B ein-
deutig ist.

Zusammenfassend haben wir folgendes Resultat: Sind 4, 2
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beliebige Somen, so sind die Somen AB, A—AB, B— AR

paarweise fremd und es gelten die Gleichungen
A=AB+4 (44— A48
B=AB+ (B—AB)
A+ B=AB+(4—AB)+ (B—ADB).
Ferner ist A B = O aquivalent mit Ao S und 4 — AB = O
ist Aquivalent mit 4 € 5.

6. Nach der Definition des Durchschnitts 4 B der beiden So-
men A und B ist

(6. 1) AB = BA.
Sind A4, B, C drei Somen und setzt man
(6. 2) D'=BC, D=AD',

so ist D ein gemeinsamer Teil von 4, B und C. Ist ferner U ein
gemeinsamer Teil dieser drei Somen, so hat man U € D’ und
daher auch U € 0. Das Soma D ist also der gréBte gemeinsame
Teil von 4, B und C, und da dieser letzte Begriff symmetrisch
ist, hat man

(6. 3) A(BC)=(4B)C.

Wir betrachten eine Folge von endlich vielen oder von abzihl-
bar vielen Somen A, und bezeichnen mit V ihre Vereinigung.
Ist dann B ein weiteres Soma, so fithren wir die Bezeichnungen
ein

6. 4) D =BV
6. 3) D'=BA, + BA, + .. ..

Fiir alle Somen B4, hat man BA, € Bund B4, € 4, S V.
Esist also D' € B und D' < I, und folglich

(6.6) D' D.
Setzen wir weiter
Ak = BA’L + (Ak - BAI{)

und bezeichnen mit D die Vereinigung aller A, — B A, so ist
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nach dem Satze 5:
V=D"4 D".
Aus (A, — B A)) o Bfolgt nach dem Axiom 3, dal D' o B ist,

Da aber D € B ist, mufl nach Satz 7 auch D o D" sein; nun ist
aber D € V' = D’ 4 D” und daher nach Satz ¢

6. 7) D,
aus (6.6), (6. 7) folgt schlieBlich 2 = D’ oder
©. 8) BV =DBA,+ BA, + ....

Zusammenfassend gilt der

Satz 13. Fiir den Durchschnitt 45 von beliebigen
Somen gelten das kommutative und das assoziative
Gesetz

AB=BA4, A(BC)=(AB)C.

Fir den Durchschnitt eines Somas B mit der Ver-
einigung J von endlich oder von abzihlbar vielen
Somen gilt das distributive Gesetz (6. 8).

7. Es seien A, 4,, ... beliebige Somen. Wir setzen
(7. 1) Dy=4,Dy=A1 Ay, ..., D, = A4, A45... 4
Dann haben wir D, 2 D, ., (A =1,2, ...).

Ry » v e

Ferner sei
- - it 4 J— { I
(7. 2) Dy =Dy + D'y =Dy + D'yyy.

Aus D'y = D'y + (D — Dyypy) folgt D'y € D'y, (k= 1, 2,
...). Wir bezeichnen mit 2’ die Vereinigung aller 0’,; dann ist
D’ € Dy und man kann setzen

(7-3) D, =D+ D.

Dann ist Dy = D +- (D" — D"}) und daher D € D, und folg-
lichD © 4, fur alle £ =1, 2, ....

Umgekehrt sei B < A4, (=1, 2, ...). Dann ist erstens
B < D, fir alle £, und insbesondere ist B € D, = D + D', An-
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dererseits folgt aus Dy 0 D', daBl B o D', fiir alle Werte von 4
sein muf3. Nach Axiom 5 ist dann B o D’ und nach dem Satze 9
ist B D.

Es folgt also der

Satz 14, Die abzihlbar vielen Somen A4,, Ay, ... einer
Folge besitzen einen gréBten gemeinsamen Teil D,
der der Durchschnitt der Somen der Folge genannt
wird.

8. Wir betrachten wieder eine Folge von beliebigen Somen A,
(=1, 2, ...) und setzen

(81) mi:Ak+Ak+l+""Dh‘.:AkAh-l-l""
Dann ist
(8' 2) ng Vh-,‘-l) 'Dk %Dk-}-l’

und wir koénnen zwei neue Somen definieren, die durch die
Gleichungen

3. 3) iim;cf1,l =V VoV ...
n =

(8. 4) lim A, =D, - D, + Dy + ....
n= 00

definiert werden.
Man beachte, daB fiir jedes £ und fur jedes m

(8.5) - DeeV

m

ist, Es folgt hieraus und aus (8. 3) fiir jedes £

(8. 6) Dy, Slim A,
. n=0oo
und es ist also auch
(8. 7) lim 4, € lim A,,.
n =00 n= 00

Falls die beiden Somen (8. 3) und (8. 4) libereinstimmen, so sagt

man, dal} die Folge der Somen A4, gegen lim 4, konvergiert.
n =00
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Dies ist insbesondere der Fall, wenn die Folge der A4, monoton
ist, d. h. wenn 4, € 4, oder wenn A, € A4, fir jedes £ ist.

Es seien 4'), A", zwei Folgen von Somen.
Wir setzen
(8.8) A4, =4, + 4",

und fihren mit dhnlichen Bezeichnungen wie frither die Somen
Vi, V' V", Dy, D'y, D"y ein. Man hat dann

8.9 V=V 4+ V"

und nach (8. g)

(8. 10) Vv,+ D", ST,
Ferner ist

(8.11) A+ 4" ... Ayt A7) 2 0% + DY,

woraus folgt

(8. 12) D'y + D", €D,
Ahnlich hat man fiir jedes p
(8. 13)

Dye(Wh,+4") ...(Vy+ 4"y =Vy+ 4" ... A"

daher ist

(8. 14) D, V' + D",

Man erhilt hieraus leicht
(8.13)

lim 4’ + lim 4", < 1rn(f1 R b A" < lim A, + lim A" o
R =00 k= co k=00 h=o00 k=00
(8. 16)

lim A4, + hm A", clim (4, + 4" < lim A’ w + lim A7,
k=00 h= h=o0 b= 00

Ganz ahnliche Formeln koénnen fur die Folge der Durch-
schnitte (A7, A")) abgeleitet werden.

9. Somen ohne punktartige Teile. Es ist interessant und wich-
tig festzustellen, dall es Systeme von Somen gibt, die nicht
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auf einen Korper von Mengen isomorph abgebildet werden
kénnen. Die Mengen sind Somen, die Primteile (ndmlich ihre Ele-
mente) enthalten. Diese Primteile kénnen a_tls Somen betrachtet
werden, die Primsomen sind, d. h. die auBler sich selbst und
dem leeren Soma keinen Teil haben. Es ist aber leicht, Bei-
spiele von Somen zu bilden, bei welchen jedes nicht leere Soma
echte Teile besitzt.

Wir betrachten hierzu gewisse offene Punktmengen eines Eu-
klidischen Raumes von beliebig vielen Dimensionen, auf welche
wir die Somen eines solchen Beispiels abbilden wollen.

Ist zunichst o eine beliebige offene Punktmenge dieses Rau-
mes und R, ihre Begrenzung, so bildet die Gesamtheit der
Punkte der Komplementirmenge von «, die nicht zu R, ge-
horen, cine offene Punktmenge A’, deren Begrenzung R eine
Teilmenge von R, ist. Die Punktmenge

(9. 1) A=0+(R,—R)

bestcht aus lauter inneren Punkten, und ihre Begrenzung fillt
mit der Begrenzung R von 4’ zusammen.

Wir wollen jetzt als Somen die offenen Punktmengen
A des betrachteten Euklidischen Raumes definieren,
die mit der Komplementidrmenge threr abgeschlosse-
nen Hille eine gemeinsame Begrenzung besitzen.

Zwel solche Somen werden einander gleichgesetzt, wenn sie
im Euklidischen Raum zusammenfallen. Sind zwei beliebige
Somen B und C gegeben, so bezeichne man mit « die Vereini-
gung der beiden entsprechenden offenen Punktmengen und
konstruiere die Punktmenge 4 nach der Gleichung (9. 1). Wir
setzen dann

und verifizieren, daf} das Axiom 2 hier besteht.

Weiter sehen wir, daB3 nach dieser Definition 4 4+ B = 4 dann
und nur dann gilt, wenn B, als offene Punktmenge betrachtet,
eine Teilmenge der offenen Punktmenge A ist. Jetzt sicht man
sofort, dal auch die Vereinigung von abzihlbar vielen Somen
durch dieselbe Konstruktion erhalten wird wie die Vereinigung

von B und C. Ferner, daB zwei Somen 4 und B dann und nur
6
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dann fremd sind, wenn die Punktmengen, auf welche sie abge-
bildet werden, keine gemeinsamen Punkte besitzen. Endlich
verifiziert man ebenso leicht die Axiome 5 und 6, indem man be-
nutzt, daf jedem Soma A ein Soma A’ zugeordnet werden kann,
das ithm komplementir ist.

Alle unsere Bedingungen sind erfiillt; jedes nicht leere Soma A4
enthilt jedoch Teile, die nicht leer sind und die von 4 verschieden
sind, und es gibt daher Giberhaupt keine ,,Elemente’’, aus welchen
man die Somen als Mengen darstellen kénnte,

10. Bemerkung iiber die Darstellung von Somen. Das im letzten
Paragraphen behandelte Beispiel gibt uns AnlaB, eine merk-
wiirdige Beobachtung zu machen, die die gegenseitige Beein-
flussung der Operationen betrifft,dic in den beiden ersten Axiomen
festgelegt sind.

Das dort behandelte System von Somen haben wir ndmlich
auf gewisse offene Punktmengen cines Euklidischen Raumes
abgebildet, fiir welche die Operation der Gleichheit im {iblichen
Sinne genommen wird, die Operation der Vereinigung aber
durch einen komplizierteren ProzeB erklirt wird. Nun kann
man genau dasselbe System von Somen auf beliebige Punkt-
mengen des Euklidischen Raumes abbilden, fiir welche dies-
mal die Operation der Vereinigung im ublichen Sinne genom-
men wird, die Operation der Gleichheit aber durch eine nor-
male Kongruenz erklart wird. Wir setzen folgendes fest: Jedes
Soma A4 wird durch eine beliebige Punktmenge o. dargestellt. Zwei
Somen A und B, die auf die Punktmengen « und # abgebildet
werden, sind einander gleich, wenn die inneren Punkte der abge-
schlossenen Hiillen & und £ von « und £ zusammenfallen.

Es ist noch leichter als bei der Darstellung des vorigen Para-
graphen hier zu verifizieren, daB3 alle Axiome bestchen.

Die Identitdt der beiden Systeme von Somen erkennt man nun
daran, da3 jetzt unter den unendlich vielen Reprisentanten o
eines und desselben Somas A4 genau eine offene Punktmenge
vorhanden ist, die, wie im § 9 verlangt wurde, mit der Komple-
mentdrmenge ihrer abgeschlossenen Hille eine gemeinsame Be-
grenzung besitzt. Bel der Vereinigung von zwei Somen werden
diese speziellen Reprdsentanten genau ebenso zusammengesetzt,
wie frither festgesetzt worden war.,
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11. Ringe und Korper. Unter einem Ring von Somen ver-
steht man, dhnlich wie bei Hausdorff, eine Menge R von
Somen, so daB3 mit je zwei Somen A und B aus i sowohl
A 4+ B als auch 4 B zuN gehoren. Dagegen braucht (4 — 4 B)
nicht ein Soma des Ringes zu sein. Z. B. bilden die offenen
Punktmengen eines Euklidischen Raumes cinen Ring dieser Art.

Unter einem K&rper von Somen verstecht man eine Menge &
von Somen, die mit den Somen 4 und B immer auch (4 — 4 B)
und, falls die beiden Somen fremd sind, auch ihre Summe ent-
hilt. Dann muB mit 4 und B erstens (B — A4 B), zweitens

A—(4—AB)=AB

und schlieBlich auch 4 + B im Kérper enthalten sein.
Enthilt ein Koérper von Somen mit abzdhlbar vielen seiner
Elemente immer auch thre Vercinigung, so sagt man, dal3 der
Kérper ein ¢-Kérper oder besser — da fiir die Somen dieses Kér-
pers alle Axiome erfiilit sind — ein vollkommener Kérper &
ist. Die Uberlegungen der §§ 7 und 8 zeigen, daB jeder voll-
kommene Kérper mit den abzéhlbar unendlich vielen Somen /4,

auch ihren Durchschnitt 2 und ebenfalls auch lim A, und lim A4,
n =020 n=00
enthilt.

12, Wir beweisen jetzt den

Satz 15. Sind abzihlbar viele Somen 4; gegeben, so
gibt es cinen kleinsten abzihlbaren Kérper von So-
men, der simtliche A;enthilt.

Wir betrachten zuerst endlich viele Somen

(12. 1) By, By, ..., B

m?

die paarweise fremd sind. Jeder Kérper, der diesc Somen ent-
hilt, muB dann auch die (2™—1) Summen

(12.2) Uy=B,,Uy= By Uy=B,+ By, .. .,Uy=By+ ...+ B,,

die aus den Somen (12.1) gebildet werden, enthalten. Diese
Somen (12. 2) stellen aber schon einen Kérper dar; es ist der

kleinste Kérper, der die Somen (12. 1) enthilt.
G‘
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Die Konstruktion des kleinsten Kdrpers von Somen, der end-
lich viele vorgeschriebene Elemente besitzt, kann auf das Vorher-
gehende zurlickgefithrt werden. Soll z. B. der kleinste Korper
von Somen konstruiert werden, der die beiden Somen 4, und A,
enthilt, so setze man an Stelle von (12. 1) die Somen

(12.3) Ay Ayy Ay — Ay Ay, Ay — AL A,

Diese Somen gehdren zum gesuchten Kérper; sie sind fremd,
und der Kérper (12. 2), der aus ihnen gebildet wird, enthilt so-
wohl A, als 4,. Wir nehmen an, wir hétten eine derartige Kon-
struktion fiir 2 Somen 4y, ..., 4, ausgefithrt und hitten die Be-
zeichnungen so gewihlt, dal3 der kleinste Korper, der diese Somen
enthilt, durch Summenbildungen aus (12. 1) entsteht. Um nun

den kleinsten Korper zu erhalten, der auBler A4, ..., 4, noch das
Soma A, ., enthilt, ersetze man das System (12. 1) durch
(12' 4) ‘411—{—181’ Bl —An+lBIr An+132’ R Bm ~An+1Bm’
Appy— Apy (By+ o By

Sind jetzt abzahlbar viele Somen A;, A,, ... gegeben, so be-
stimme man fir = 1, 2, ... die aus endlich vielen Somen be-
stehenden kleinsten Kérper
(12. 5) Bnl) Bnrl, e Bnm,n,
die die # ersten Somen A4y, ..., 4, enthalten. Jeder der Korper

(12. 5) ist in allen folgenden enthalten; man schreibe nacheinan-
der alle diese Systeme auf, indem man jedes Soma, das schon
frither vorgekommen ist, weglafit. Man erhdlt auf diese Weise
einen Kérper von abziahlbar vielen Somen Uy, U, ..., der den
kleinsten Kérper darstellt, der alle A4, enthilt. Die Folge der
Somen A, Ay, .... nennt man eine Basis des Korpers {U,].

13. Figt man den Somen Uy, Us, ... irgendeines abzéhlbaren
Kérpers § die Somen

(13. 1) B=Uy+Uy+ ....

hinzu, die aus der Vereinigung von abzihlbar vielen U; bestchen,
so erhilt man einen Ring von Somen, den man nach Hausdorff
mit &, bezeichnet und der nicht mehr abzihlbar zu sein braucht.
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Besteht z. B. die abzihlbare Basis A, A,, ... eines Kérpers
von Punktmengen eines Euklidischen z-dimensionalen Raumes
aus allen Intervallen, deren Ecken rationale Koordinaten be-
sitzen, so kann man jede offene Punktmenge dieses Raumes in
der Gestalt (13. 1) schreiben. Der kleinste vollkommene Kérper,
der die Punktmengen A, enthilt, besteht aber schon aus der
Gesamtheit der Borelschen Punktmengen des betrachteten
Raumes.

Kapitel II. Die MaBfunktionen.

14, Definitionen. Es sel U eine beliebige Menge von Somen.
Wird jedem Soma A4 aus U eine reelle Zahl ¢ (4) zugeordnet, so
soll @ (4) eine Funktion von Somen mit dem Definitions-
bereich % genannt werden. Im allgemeinen werden wir annehmen,
daB3 2 ein Kérper von Somen ist, und wenn % kein Kérper ist,
werden wir es hervorheben.

Die Somenfunktion ¢ (4) wird monoton wachsend ge-
nannt, wenn mit 5 € 4 immer auch ¢ (8) < o (4) ist.

Wir nehmen an, dall 4, B zwei fremde Mengen aus ¥ sind. Ist
dann immer

(14.1) ¢ (d + B) =9 (4) + ¢ (B),
so wird die Somenfunktion ¢ (4) additiv genannt. Ist immer
(14.2) ¢(d+ B8 29(d)+9(B),

so heiBt ¢ (4) halb-additiv nach oben, und ebenso heifit
¢ (A) halb-additiv nach unten, falls immer
(14.3) ¢+ B)Zo(4) 1+ 9(B)
ist.

Wir nehmen jetzt an, da3 die Vereinigung I einer Folge von
endlich oder abzahlbar vielen, paarweise fremden Somen

Ay, Ay, ... ebenso wie jedes cinzelne dieser Somen in 9 ent-
halten ist. Ist dann immer, wenn dies zutrifft,
(14. 4) 0 (V)= (A) + o (dg) + ...,

so heifit die Somenfunktion ¢ (4) totaladditiv auf .
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Ist endlich immer — auch wenn die AJ- nicht paarweise
fremd sind — unter denselben Umstinden

(14.9) o (7) So(d) +od + ...y

so soll die Somenfunktion ¢ (4) vereinigungsbeschrinkt
genannt werden.”

15. MaBfunktionen. Wir werden jetzt Funktionen ¢ (4) von
Somen betrachten, fiir welche ¥ ein vollkommener Korper ist.
Die Hauptrolle in unserer Theorie werden Somenfunktionen
spielen, die erstens nicht-negativ, die zweitens monoton
wachsend und die drittens vereinigungsbeschrankt sind.
Somenfunktionen, dic diese drei Eigenschaften besitzen, sollen
MafBfunktionen genannt werden.

Man bemerke, da3 man die beiden letzten Eigenschaften zu-
sammenfassen kann, indem man verlangt, da3 aus

Bcd + 4, + ...
stets die Relation folgen soll

o (B) Zo(4) + o4y + .-

Diese Bedingung stellt die Ubertragung der Forderung dar,
die im Satze 1 der Einleitung ausgesprochen ist.

Durch jede MaBfunktion wird die Gesamtmenge aller Somen
in zwei Klassen zerlegt, von denen die eine aus allen Somen
besteht, die ,,fiir ¢ (4) meBbar sind, wobei folgende Definition
fur die MeBbarkeit zugrunde gelegt wird:

Definition 1. Ein Soma U heiflt meBbar fiir eine Maf3-
funktion o (A), wenn fir alle méglichen Somen 4 immer
(13. 1) ¢ (d) = ¢ (AU) + ¢ (4 — AV)
ist.

Die Menge aller Somen U, die fir ¢ (4) meflbar sind, bildet,
falls sie nicht leer ist, einen vollkommenen Korper (vgl. meine

7 Diese Bezeichnung soll nicht etwa bedeuten, dafl ¢ (V) immer endlich
sein muB. Die Annahme, daBl ¢ (V) = + oo sein kann, ist nicht aus-
zuschlieBen.
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Vorlesungen iiber reelle Funktionen §§ 239-244). Auf diesem
vollkommenen Kérper, der der MafBkérper von ¢ (4) genannt

werden soll, ist die Funktion ¢ (4) totaladditiv (ibid. § 246).
" Da in allen Anwendungen dieser MaBkérper eine hervor-
ragende Rolle spielt, wollen wir den MaBfunktionen von Somen,
bei welchen er nicht leer ist, einen besonderen Namen geben und
fithren folgende Definition ein:

Definition 2. Eine MaBfunktion von Somen wird eine
normale MaBfunktion u*4 genannt, wenn ihr Mal-
kérper mindestens einen abzihlbaren Kérper enthilt.

Fiir meBbare Somen U schreiben wir u{/ an Stelle von p*U/.

Da jeder Kérper das leere Soma O enthilt, mull das Soma O
fiir jede normale MaBfunktion meBbar sein, und es folgt aus

(15. 2) p¥d = p*0 + p*¥ (A — 0) = n0 + u*4,

daB fiir alle normalen MaBfunktionen pQO = o ist, auller wenn
uA identisch gleich 4- oo ist.

Die Somen A, fir welche p/V = o ist, werden Nullsomen der
MaBfunktion genannt. Alle Nullsomen sind meBbar (a.a. O.
§251). .

Man beachte, daB hier entgegen meiner fritheren Definition
(a.2. 0. §235), die identisch verschwindende Somenfunktion
A4 = o und die Somenfunktion p4 = + oo auch als normale
MaBfunktionen aufgefallt werden. Auch die Bezeichnung ,,MaB-
funktion habe ich, dem Beispiel von Hahn folgend,® etwas
weiter gefafit als in meinem Buche.

Bei der gleichzeitigen Betrachtung von verschiedenen normalen
MabBfunktionen sind die Somen besonders zu beachten, die fiir
alle diese MaBfunktionen zugleich meBbar sind. Wir benutzen
folgende Definition:

Definition 3. Endlich oder unendlich viele normale
Mafifunktionen nennt man vergleichbar, wenn der

Durchschnitt aller ihrer MaBkorper unendlich viele
Somen enthilt.

8 H.Hahn, Theorie der reellen Funktionen, Berlin, J. Springer, 1921,
S. 424 und S. 430 FuBn.
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Fir vergleichbare MaBfunktionen gibt es infolgedessen immer
einen vollkommenen Kérper von Somen, der nicht leer ist und
deren einzelne Elemente fir alle betrachteten MaBfunktionen
gleichzeitig meBbar sind.

Fiir normale MaBfunktionen gelten die folgenden allgemeinen
Sétze:

Satz 1. Ist u*A4 eine normale Malfunktion und ist X
ein beliebiges Soma, so wird durch die Gleichung

(15.3) v¥4 = p* (KA4)
eine mit p¥4 vergleichbare MaBfunktion definiert.
Satz 2. Bezeichnet man mit p*4 eine Folge von end-

lich vielen vergleichbaren Malfunktionen und mit g;
eine Folge von nicht-negativen Zahlen, so wird durch

(15. 4) wd = ayp*A + ap*A + .+, 0,4
eine mit den friheren vergleichbare MaBfunktion de-

finiert.

Satz 3. Werden mit p*A4 vergleichbare MaBfunk-
tionen bezeichnet und existiert fir jedes Soma 4 der
Grenzwert

(15. 5) v 4 = lim p*4,

j=00

so ist die Somenfunktion v¥*4 eine mit den p*4 ver-
gleichbare MaBfunktion, wenn sie vereinigungs-
beschrinkt ist.

Man bemerke, daBl die letzte Voraussetzung dieses Satzes
immer erfillt ist, wenn fur jedes Soma 4

(15.6) v¥d = p*A4 (j=1,2,...)
ist. Man hat dann in der Tat, wenn V= 4; + A4, + ... ist,
(15.7) w*V Sw*d; +pFdy+ o0 SvRA VA A+ L
woraus durch Grenzibergang nach (15. 5) folgt:

(15. 8) VAV SvR A4, R4, L
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16. Konstruktion von MaBfunktionen. Die einfachste Methode,
um MaBfunktionen zu erhalten, ist folgende.

Es sei 1 eine Menge von Somen U, die keinen Kérper zu bil-
den braucht, die aber die Eigenschaft besitzt, daf3 jedes Soma 4
durch die Vereinigung von endlich- oder abzihlbarvielen Somen
U; aus U iiberdeckt werden kann. Jedem Soma U aus 1l ordnen
wir eine nicht-negative Zahl p (U) zu, die wir das Gewicht
von U nennen.

Ein beliebiges Soma A iberdecken wir mit endlich- oder
abzihlbarvielen Somen U; aus 1l und bilden die Summe

(16. 1) 29 (0.

Dann setzen wir p*4 gleich der unteren Grenze aller auf diese
Weise berechneten Zahlen (16. 1). Bezeichnen wir die Vereini-
gung der Folge der U; mit V' (U;), so kénnen wir also schreiben

(16. 2) WA = g(Z p (U)); V(U2 A

Man beweist ohne Miihe, daB p*4 nicht-negativ, monoton
wachsend und vereinigungsbeschrinkt ist; die Somenfunktion
u*A ist also eine MaBfunktion. Auflerdem ist nach (16. 2)

(16. 3) WU <p ) U =W,

Es sei v¥4 cine weitere MaBfunktion, die diese letztere Eigen-
schaft besitzt. Fiir jedes Soma A hat man, falls V(U;) 2 4 ist,

(16. 4) VA <30 £ 35U,
i i

und hieraus folgt

(16. 1) v¥d < [J.*;/.l.

Die Funktion von Somen p*4, die durch die Gleichung (16. 2)
definiert wird, ist also die gréBte MaBfunktion, fiir welche
(16. 3) gilt.

17. Wir miissen jetzt Kriterien entwickeln, die uns erlauben zu
schliefien, daB die Somenfunktion u*4 eine normale MaBfunk-
tion ist. Es gibt verschiedene Arten von solchen Kriterien. Man
kann z. B. annehmen, daB die Somen U einen beliebigen
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Koérper & bilden und dafl die Gewichtsfunktion p (U) auf
diesem Korper halbadditiv nach oben ist. Jedes Soma U
des Kérpers ist dann meQBbar fir p*4.

Es sei namlich 77 ein beliebiges Soma, fir welches p*l/
< -+ oo ist. Wir setzen

(17. 1) A=WU B=W—WU

und bestimmen eine Folge U; von Somen aus unserem Kérper,
fir welche gleichzeitig

(17.2) CWEV U, ZpU) Spr ¢
ist. Setzt man J

(17.3) Uy =00, U, =U,—UU,
soist A S V' (U'p), B <V U"), und daher

(17. 4) WA SIpWY, WBLIpU,

Wegen der angenommenen halben Addlthltat nach ohen der
Gewichtsfunktion ist aber

(17.5) p W) 2p ) +pU"p,
und man hat schlief8lich
(17.6) pW > u* WU + p* (W — WuU).

Aus dieser letzten Relation folgt die Mefibarkeit der U, die
zu beweisen war.

18. Fiir cinen gegebenen abzihlbaren Kérper §& von Somen
mit der Basis A, A,, ... ist es sehr leicht, mit Hilfe der Uber-
legungen des § 12 die allgemeinsten additiven Gewichtsfunktionen
zu bestimmen.

Man fithre zwei Folgen p; und 0; von nichtnegativen Zahlen
ein und setze aullerdem voraus, dal o < 8; <1 ist. Dann soll
A, das Gewicht p; haben; ferner, falls keines der Somen 4,4,
und A; — A;4, leer ist, so sollen diese Somen die Gewichte
#1 0 und (1 —0;) p, haben; endlich soll 4, — A;4,, wenn es
nicht leer ist, das Gewicht p, erhalten. Auf dhnliche Weise fihrt
man fort, indem man stets aus den Folgen p; und 0; dic erste
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Zahl benutzt, die noch nicht verbraucht worden ist. Dann ist
auch fiir die iibrigen Somen des Korpers die Gewichtsverteilung
eindeutig bestimmt.

19. Es kann aber sehr wohl vorkommen, daB fiir gewisse
additive Mengenfunktionen g (U,), die auf dem abzdhlbaren
Kérper { U, } definiert sind, die Malfunktion u*.4, die wir im §16
konstruiert haben, durchweg mit den Ungleichheiten

<19' 1) g Uh <]§ (Uk)

verbunden ist. Die Moglichkeit, da3 unter Umstinden p*4 =o
ist, muf3 deshalb in Rechnung gestellt werden. Es ist sogar denk-
bar, daB es gewisse Kérper & von Somen gibt, fiir welche immer
p*4 = o ist, sobald die Gewichtsfunktion p (/;) auf diesem
Korper additiv ist. Auf derartig gestaltete Korper gibt es iber-
haupt keine nicht identisch verschwindende MaBfunktion, fir
welche die Somen von & meBbar sind. Das folgende Beispiel ist
besonders lehrreich:

Mit &; bezeichnen wir die abzdhlbar vielen rationalen Punkte
der x-Achse; wir ordnen jedem Z; cine positive Zahl ¢; zu und
nehmen an, dal} X'uo; < oo ist.

i
Nun betrachten wir die halbgeschlossenen Intervalle

i £ W = E
und den abzihlbaren Kérper {U/,}, der aus der Basis dieser
Intervalle gebildet wird. Jede der Punktmengen U, besteht aus
endlich vielen Intervallen &, die vollkommen getrennt liegen,
die also auch keinen gemeinsamen Endpunkt besitzen.

Ordnet man nun erstens jedem Intervall 3; als Gewicht die
Summe der Zahlen o,, zu, die den Punkten &,, im Inneren von Sy
entsprechen, und fiigt man noch das Gewicht o; des linken End-
punktes &; hinzu, so erhilt man eine erste additive Gewichtsfunk-
tion 2"y, die jedem U}, zugeteilt ist, und man findet, daB unter die-
sen Umstinden pU, = p/, ist.

Figt man aber der Summe der o, die Zahl «; zu, die dem
rechten Endpunkt entspricht, so erhilt man eine zweite Ge-
wichtsfunktion p'’,, die ebenfalls additiv ist, aber man findet

jetzt, daBl p*A4 = o sein mus.
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20. Es gentigt aber schon, daBl p (U) totaladditiv auf dem
Korper & sei, um schliefen zu konnen, daf3

(20. 1) ull = p ()

ist. Es gibt in der Tat jedenfalls.Somen U’; (j =1, 2, .. .) des
Korpers, flir welche, nach Vorgabe ciner beliebigen positiven
Zahl e, gleichzeitig

U,4+U0,+....2U0
und
SpW<ul-te
j
gilt. Man kann dann Somen U}, U",, . . . finden, die paarweise

fremd sind und fiir welche einerseits U"; © U';, andererseits
U=U0",+U"y+ ... . ist.

Wegen der totalen Additivitidt von p () hat man nun

p)=pUD)+pU'D+...2pUp+2pUp+ ...,
und daher ist auch
2 (U) Sl

eine Relation, die die Gleichung (20. 1) nach sich zieht.

Das letzte Beispiel des vorigen Paragraphen zeigt also ins-
besondere, daf3 es additive Funktionen p ({/,) gibt, die nicht total-
additiv sind.

21. Inhaltsfunktionen. Die MalBfunktionen, die wir konstruiert
haben, besitzen spezielle Eigenschaften, die man hervorheben
mufl.

Wir bezeichnen mit & den Kérper von Somen, den wir
unseren Uberlegungen zugrunde gelegt haben, und bilden
erstens das System &' = &, der Somen, die aus der Vereinigung
von endlich- oder abzihlbarvielen Somen aus & bestehen;
zweitens bilden wir das System §£* = § ; der Somen, die als
Durchschnitt von endlich- oder abzihlbarvielen Somen aus &’
dargestellt werden kénnen.
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Jedes beliebige Soma 4 mit p*4 <4 0o kann man mit endlich-
oder abzihlbarvielen Somen U; aus & {berdecken, so daB (fir
ein gegebenes € > 0)

(21. 1) p*d + > 2 p Uy

j
sei. Bezeichnet man mit U die Vereinigung aller U}, so gehort
das Soma U/ dem System §’ an. Man hat nun

(21. 2) wl < [J.U < Zp 2 Uy,
und da A <€ U ist, hat man endhch
(21. 3) pU—e<<p*d SuU.

Hieraus folgt die Existenz einer maBgleichen Hiille 4 von 4,
die als Soma von §{* dargestellt werden kann.

Jede MaBfunktion, die diese Eigenschaft besitzt,
und fiir welche aullerdem fir alle Somen ¢ aus dem
urspringlichen Koérper uU < 4 o0 ist, soll eine In-
haltsfunktion von Somen genannt werden.®

22. Die Bedeutung dieser Inhaltsfunktionen folgt aus den fol-
genden Uberlegungen. Es sei p*4 eine beliebige MaBfunk-
tion, die fur den Koérper & meBbar ist. Ist dann X ein Soma,
flir welches p*K < oo ist, so ist die Somenfunktion

(22.1) v¥A4 = o* (K A)

eine durchweg endliche und auf & melbare MalBfunktion. Auf
dem Kérper & ist also v*¥4 totaladditiv. Nach den §§ 20 und 21
gibt es dann eine Inhaltsfunktion p*4, die auf allen Somen aus &
der Bedingung

(22.2.) wlU=vU

geniigt. Dann mufl aber p 4 =v A4 sein auf allen Somen,
die zum vollkommenen Kérper § gehoren, der aus
dem Korper & durch Limesbildungen entsteht. Da
man schr oft die Maffunktionen nur auf Somen von & zu be-

¥ Die Inhaltsfunktionen sind (fiir metrische Riume) zuerst von H, Hahn,

Theorie der reellen Funktionen, Berlin, J. Springer (19”1) S. 444 definiert
und untersucht worden.
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rechnen hat, kann man dann die allgemeinsten MaBfunktionen
v¥ 4 durch Inhaltsfunktionen ersetzen.

23. Besonders brauchbar ist diese Bemerkung, wenn man
spezielle MaBfunktionen zu betrachten hat, die wir erweiterte
Inhaltsfunktionen nennen wollen.

Eine MaBfunktion soll eine erweiterte Inhaltsfunk-
tion genannt werden, wenn jedem Soma 4 eine mali-
gleiche Hiille zugeordnet werden kann, die zum voll-
kommenen Kérper®, den wir soeben erwihnt haben,
gehdrt.

Dann kann man ohne Einschrinkung voraussetzen, dal das
Soma &, das in (22. 1) erscheint, auch zu diesem Korper § gehort.
Ferner folgt ohne Schwierigkeit, dal3 jetzt die Gleichung (22. 2)
durch

(23. 1) pw*Ad = v*4

ersetzt werden kann, wobei 4 ein beliebiges Soma bedeutet,
das Teil von A ist.

Der Begriff der gewohnlichen Inhaltsfunktionen ist vielfach
fur die Anwendungen zu speziell. Z. B. fallt das , lineare Mal‘
schon nicht mehr unter diesen Begriff. Mit erweiterten Inhalts-
funktionen kann man aber so gut wie alle Fragen behandeln,
die bisher in der Analysis vorgekommen sind.

Eine sehr allgemeine Methode, um erweiterte Inhaltsfunktionen
zu erhalten, besteht in folgender Modifikation der Uberlegun-
gen des § 16. Wir betrachten eine Folge

(23. 2) WUy ...

von ineinandergeschachtelten Mengen von Somen, deren Durch-
schnitt leer sein kann. Jedem Soma A aus U, wird ein Gewicht
2 (A) zugeordnet. Bezeichnet man dann mit y;*4 die MaB-
funktion, die man nach der Konstruktion des § 16 erhilt, wenn
man nur die Somen aus QIJ- benutzt, so ist

(23.3) wrd Swprd =

Die Somenfunktion y*4 = lim p;*4 ist dann ebenfalls eine Mal3-

funktion. j=00
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Man Gberlegt sich leicht, da3 die MaBfunktionen, die ich in
meiner Arbeit Gber das lineare Mal3 betrachtet habe, und dal
die allgemeineren MaBfunktionen dieser Art, die Herr F. Haus-
dorff untersucht hat,® mit Hilfe der obigen Methode gewonnen
werden kénnen. Wie aus diesen Arbeiten hervorgeht, ist es
— wenigstens in metrischen Rdumen — immer moglich zu er-
zwingen, dafl die Grenzfunktion p*A ecine erweiterte Inhalts-
funktion ist, selbst wenn die einzelnen Niherungsfunktionen
u;* 4 keine normalen MaBfunktionen sind.

24, Fiir Inhaltsfunktionen ist es méglich, den Begriff der Ver-
gleichbarkeit (§ 15) zu prazisieren.

Zweioder mehrere Inhaltsfunktionen sollen gleich-
artig genannt werden, wenn das System §* von
Somen, das in ihrer Definition eingeht, fur alle be-
trachteten Inhaltsfunktionen dasselbe ist.

Ebenso sollen mehrere cerweiterte Inhaltsfunk-
tionen in beliebiger Anzahl gleichartig genannt
werden, wenn der vollkommene Korper &, der in
ihrer Definition eingeht, fur alle diese Funktionen
derselbe ist.

Gleichartige Inhaltsfunktionen sind selbstverstindlich nach
unserer fritheren Definition vergleichbar.

25. Wir erwihnen noch einen Satz, der fiir viele Untersuchun-
gen auBerordentlich bequem ist.

Es sei ¢ (U) eine Somenfunktion, die auf dem Ring &', den
wir im § 21 aus dem Korper & gewonnen haben, nicht-nega-
tiv, monoton wachsend und vereinigungsbeschrinkt
ist. Ist dann ¢ (U) auf dem Kérper £ additiv, so ist ¢ (0)
auf &' totaladditiv.

Jedes Soma U aus & kann niamlich als Summe von paarweise

fremden Somen Uy, Uy, . . . ., die alle zu & gehéren, dargestellt
werden. Da ¢ () monoton auf § und additiv auf & ist, hat man
@5.1) @z +...+U)=0l)+ ...+ ¢ U,y

® F.Hausdorff, Dimension und #uBeres MaB. Math. Ann. 79 (1919)
S.157.
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Es ist daher

(25.2) P () 2o+ ol +...

Da nun ¢ (U) vereinigungsbeschrinkt ist, so mul} diese Funk-
tion totaladditiv auf & sein.

Es gibt daher eine Inhaltsfunktion p*4, die auf & meBbar
ist und die fur alle Mengen U aus & der Bedingung u U = ¢ (U)
gentgt. Mithin ist ¢ (/) auch auf &' totaladditiv.

26. Die Nullvariation und die totalstetigen Funktionen, Die klas-
sischen Resultate von Lebesgue iiber monotone Funktionen f(x)
kénnen ohne Mithe auf unsere Somenfunktionen {ibertragen
werden.

Wir bemerken zunichst, dall wenn u*4 und p*A4 zwei gleich-
artige Inhaltsfunktionen sind, die der Definition des §21 ge-
nligen, durch die Gleichung

(26. 1) po*d = p*d —p,*A

wieder eine ebensolche Inhaltsfunktion definiert wird, sobald fir
alle Somen A, fur welche p*4 <7 -+ co ist, die rechte Seite
dieser Gleichung > o ist.

Definiert man nimlich fir alle Somen U des Korpers &, auf
welchen p*A4 und p,*4 endlich und meBbar sind, die Funktion

(26. 2) o) =uU—wT,

so ist ¢ (U) totaladditiv auf &, und es gibt eine Inhaltsfunktion
re*A4, die auf & mit ¢ (U) zusammenfillt. Dann mul} aber auch
die Gleichung (26. 1) ganz allgemein fur p,* A4 gelten, sobald ihre
rechte Seite einen Sinn hat.

27. Es seien p*4 und v*4 zwei gleichartige Inhaltsfunktio-
nen und & sei ein abzdhlbarer Koérper, auf welchem diese Funk-
tionen gleichzeitig meB3bar sind.

Fir die Inhaltsfunktion u*4 soll ferner folgende Eigenschaft
gelten: jedem Soma U, aus & und jeder positiven Zahl =
soll man Somen U; aus & zuordnen konnen, fiir welche
gleichzeitig
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(27.1) U, e, nl;<c=
ist.
Es sei jetzt U ein beliebiges Soma, das dem Ring &' angehért,
der im § 21 definiert worden ist, und A sei eine beliebige positive
Zahl. Wir bezeichnen mit ¢, (/) die obere Grenze aller Zahlen

v ', wenn U’ ein Soma aus 8’ bedeutet, fiir welches gleichzeitig
U' € Uund p U’ < & ist. Wir driicken dies aus durch die Formel

(27.2) 0, (U) =6GNU; U U, pU < k).

Fiir jedes gegebene U/ nimmt ¢, (/) mit A monoton ab, und es exi-
stiert also der Grenzwert
(27.3) 9o (U) = lim ¢, (U).
4H=0
Jeder natirlichen Zahl £ kénnen wir nach (27. 2) ein Soma
U’ zuordnen, fir welches

’ Y . ’ :
(27' 4) U}LSU’ V‘Uk<2/{+1’ VUh > ? 1 e (U)_—zi‘
ak+1

besteht. Setzen wir dann

(27.5) V’h=U'hJ,'~U'k+1—,L...,
so ist
1
(27.6) Veyel, uV', < =
und daher
(27.7) vV, Sy (O).
ak

Andererseits ist fiir jede natiirliche Zahl p nach (27. 5) und
(27-4)

1

<27. 8) T/lhg U,k+p’ v V’h > 04 (U) — zm,

und also auch vV, > o, (U).

Nun setzen wir
(27.9) V=lim "', = lim. v,

k=00 k=00
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und erhalten
(27.10) uV=o0, vIN= ¢, ().

Auf diese Weise kann man jedem Soma U; aus § ein Soma V;

zuordnen, fiir welches die Relationen V; €U, u V; = o0 und
vV;= o, (U;) gelten. Setzen wir dann

(27.11) Veo=T1+ Ve ...,
so kénnen wir durch die Gleichung
(27.12) v ¥4 = v* (I A4)

eine Inhaltsfunktion definieren, die wir die Nullvariation von
v*A bezliglich der Inhaltsfunktion u*A4 nennen.

Die Nullvariation hebt denjenigen, méglicher-
weise nicht identisch verschwindenden Bestandteil
der Inhaltsfunktion v¥4 heraus, der auf Nullmengen
von p*4 konzentriert ist.

28, Nach (27. 12) ist immer v,*4 < v*A4 und nach dem § 26
ist dann
(28. 1) p*Ad =v¥4 —v *4

eine Inhaltsfunktion. Es soll jetzt fiir p* A4 die der Funktion (27.2)
analoge Funktion
(28. 2) e U=6QU;U cU; ulU <N

abgeschitzt werden.

Es sei U ein beliebiges Soma aus &' und U’ ein ebensolches
Soma, fur welches ' €U und w0’ < ist. Da p(V,U) =0
ist, kann man jeder positiven Zahl ¢ ein Soma " zuordnen, fir
welches

r.uoctu”"clU, pU' <«

ist. Wir kénnen dann schreiben
VU +U") <950 (U),

wobei ¢, (U) durch (27. 2) definiert wird. Andererseits folgt
aus (U' 4 UV, =UV, daB}

Vo (U' + U =v(U +U") V) =vyUVy =vU
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ist, und man erhalt schlieBlich
pU o (U +U") £ 934: U) — 9 (U)
Hieraus folgt nach (28. 2)
(28. 3) e, U < 9, (U) — o0 (U).

Insbesondere ist die Nullvariation p,*4 = o, und die Inhalts-
funktion p*A heilit totalstetig beziiglich der Inhaltsfunktion
u*4.

Kapitel I1I. Die Lebesgue-Stieltjesschen Integrale

29. Die abstrakten Ortsfunktionen. In den gewoéhnlichen Eukli-
dischen Riumen ist der Begriff der Punktfunktion f () einer
der einfachsten, die man bilden kann. Um aber diesen Be-
griff auf den Bereich der Somen zu {ibertragen, miissen wir
ihn durch einen komplizierteren ersetzen, der in gewé&hnlichen
Raumen mit dem ersten gleichgesetzt werden kann. Hierzu
bemerken wir, dall f (P) vollig bestimmt ist, wenn wir auf
jeder Punktmenge A4, auf welcher f (P) definiert ist, die untere
Grenze a (A) und die obere Grenze 8 (4) von f (£) kennen. In-
dem wir einige Eigenschaften der beiden Mengenfunktionen
@ (A) und B (4) hervorheben, durch welche diese charakterisiert
werden, erhalten wir folgende allgemeine Definition.

EineabstrakteOrtsfunktion fwird durch zwei Somenfunk-
tionen « (4) und B (4) gegeben, die beide auf jedem vom leeren
Soma O verschiedenen Soma A definiert sind und folgende Ei-
genschaften besitzen:

1) Es gibt zwei endliche oder unendliche Zahlen &,
%y, so daB fiir jedes Soma A=+ 0O

(29. 1) MSa(d)SBM) =N
ist.

2) Die Somenfunktion « (4) ist monoton abnehmend
und die Somenfunktion § (4) monoton wachsend.

3) Ist; <)y, s0 gibt es mindestens eineim Intervall
A <A<}, iiberall dicht liegende Folge von Zahlen Vi

T
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denen die Somen 4, eindeutig zugeordnet sind, so
dall erstens immer f (4,) <y, ist und zweitens fir je-
des Soma Bod,immer a(B) =y, ist.

Man stellt sofort fest, da3 mity, <<y, immer 4, < A4, statt-
finden muB. Im entgegengesetzten Falle wirde ein Soma B == O
existieren, fur welches die Relationen B € 4;, und Bo 4,, gleich-
zeitig gelten wiirden. Dann mii3te man aber haben

@ (B) 2y PB) =B Sow

und entgegen (29. 1), wire « (B) > B (B).

Sind die Zahlen 3, in einem Intervall A, <Th <U2, beliebig ge-
geben, doch so, dafl sie in diesem Intervall Gberall dicht liegen
und paarweise voneinander verschieden sind, und wird jeder die-
ser Zahlen y, ein Soma A, eindeutig zugeordnet, so wird hier-
durch eine abstrakte Ortsfunktion f ecindeutig bestimmt, wenn
nur immer aus y, < ¥,, folgt, dall 4, € 4, sein soll.

Es sei 4 ein beliebiges Soma. Ist fiir alle Werte von £ immer
Ad, = O, so setze man a (4) = A,. Sonst bezeichne man mit o
die untere Grenze der y,, fiir welche A4, =F O ist. Fur y, > o
hat man dann

a(d) s a(ddy) =B A4y (A4 Sy

und es mufd daher
w(d) <o

sein. Ist also «'=M;, so muB «(A4) = A, sein. Ist aber A, << ¢/, so0
ist flr jedes y, << o’ nach unserer Annahme Ao A4, und es muf}
dann auch « (4) 2 y, sein. Man schliefit hieraus, daB3 o (4) = o
ist, und erhilt schlieBlich

(29. 2) w(A4d) =o'

Wir betrachten jetzt fur die verschiedenen Werte von £ die
Somen(A4—AA,). Isterstens immer 4 —A4 A4, = O, so setze man
B (4) = 2. Sonst berechnen wir die obere Grenze p' aller y,,
tir welche 4 — A A4, == O ist. Aus (4 — A A4,)0 A, folgt dann
mit y, < §

MEed—A4) =pAd—A44) Zp(4),
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und man hat daher

B(A) =P

Ist nun B’ =2, so hat man also zu setzen § (4) = Ay Flir ' <y,
<A, muB man aber haben 4 — 44, =0,d h. 4 €A4,,und es
mul} dann

P(A) =B Eum

sein. Man schlieBt dhnlich wie oben, daf3

(29.3) B4 =P
ist.

Man verifiziere endlich, daB3 die beiden auf diese Weise berech-
neten Somenfunktionen « (4) und £ (4) allen Forderungen ge-
niigen, die wir fiir die obere und die untere Grenze einer Orts-
funktion f auf den Somen A gestellt haben.

30. Indem man dhnlich vorgeht wie im Kap. VII meiner Vor-
lesungen iiber reelle Funktionen, kann man fiir eine Ortsfunk-
tion f die Somen M (f<<x), M (f>%), M(f £ 1) u.s. f. be-
stimmen.

Ferner kann man die verschiedenen Operationen, die fur ge-
wohnliche Punktfunktionen méglich sind, auf unsere Ortsfunk-
tionen {ibertragen.

Sind z. B. die Ortsfunktionen f;, f5, ... gegeben, und setzt
man

Ap Q) = M (f, <),
so kann man durch
(A )+ 4 00) =M (f<n)
die Funktion

J = max (3, f2)

definieren.

Setzt man zweitens

A* () = lim ( lim 4, (A — /z)),

h=0 \k=o00
A, () = lim ( lim A4, (x—/z)),
h=0 \k=o0

so werden durch

A% ) =M (f*<n), 4, ) = M(f, <X)
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die Funktionen
* =lim f,, fx = lim £,
R = OO0 K= 00
definiert.
Ist fur alle Werte von A

A* ) = A ) =4 M),

so heil3t die Folge der Ortsfunktionen konvergent. Man kann
auch den Begriff der gleichmiBigen Konvergenz Ubertragen,
indem man die Existenz einer Folge von positiven Zahlen %y, 4,, . .
postuliert, fiir welche die Relationen

AO—7) S A, (N S AN+ &y, lim A, =o,
R= 00

fur alle Werte von A erfiillt sind.
Jede Ortsfunktion f kann durch gleichmiBig konvergente
Folgen von endlichwertigen Funktionen gewonnen werden.
Sind die Somen M (f<C2) meBbar beziiglich einer Inhalts-
funktion pu*A4, so sagt man, dall die Ortsfunktion # meBbar
ist far p*A4.

31. Es sei ¢ (%, ..., %, eine stetige Funktion, die fur alle
Punkte des zn-dimensionalen Raumes der #,, . . ., u, erklart ist.
Sind dann f;, ..., f, gegebene Ortsfunktionen von Somen,
so kann man nach dem Satz 7 des § 349 meiner Vorlesungen
iiber reelle Funktionen eine Ortsfunktion definieren, die mit
o(fy, - - ., /) bezeichnet wird. Mit Hilfe der Begriffsbildungen
des vorigen Paragraphen kann man sogar ¢ (fy, ..., f,) erkliren,
wenn @ (7, . . ., %,) eine beliebige Borelsche Funktion ist.

Indem man ¢ = #; + w, oder ¢ = %, u, setzt, erhidlt man auf
diese Weise die Summe f; - f, und das Produkt f; £, von zwei
gegebenen Ortsfunktionen.

Berechnet man die unteren und oberen Grenzen ¢, (4), By (4),
ao(A), By (A4) der Funktionen f; und f, auf einem Soma 4 und die
analogen Zahlen a (4), B (4) fur die Summe (f; + fo) dieser
Funktionen, so findet man die Ungleichheiten

Br.1) () u(d) S a(d) <o ()4 B (4
G1.2) (A + B (4 S B S B(D + B (),

die wir weiter unten brauchen werden.
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32. Das Lebesgue-Stieltjessche Integral. Es sei p*A4 ecine gewShn-
liche oder erweiterte Inhaltsfunktion von Somen (§§ 21, 23) und
f eine nicht-negative Ortsfunktion, die fiir p*4 meBbar ist.
Das soll heiBBen, daB3 die Somen

1
(.0 G=MU=0), G=M 1y <7 <4
(b=1,2...)
G2.2)  Di=M@ES/EH) 0<«<p<oo)

alle dem vollkommenen Kérper & angehéren sollen, der fiir u*A4

meBbar ist. Wir machen noch die Voraussetzung, von der man

sich bei einer vollstindigen Darstellung dieser Theorie befreien

kann, daB alle Zahlen p ¢, fur £ > 1 endlich sein sollen.
Als Lebesgue-Stieltjessches Integral

(32.3) Jed = [ fdu

bezeichnen wir eine Somenfunktion, die folgende
Eigenschaften besitzt:

a) /¥4 ist eine mit p*A4 gleichartige gewdhnliche
bzw. erweiterte Inhaltsfunktion;

b) Es ist /Cy= 0;

c)bezeichnet man mit « (4) und B(4) die untere und
die obere Grenze von f auf dem Soma 4, so ist, wenn
u*Ad << oo ist,

(32. 4) «(A) urd <J*A X B (d) p*A.

Es ist leicht zu sehen, daB das Integral /*4 unter der Vor-
aussetzung, dall es existiert, durch die obige Vorschrift
cindeutig definiert ist. Erstens findet man fiir jedes beliebige
Soma A4, wenn man 4, = A4 C, setzt,

(32.5) J*4 =lim J*4,.
h=00

Wir betrachten jetzt eine Skala von der Breite 3, d. h. eine
monoton wachsende Folge von Zahlen

6 O=J’o<9’1<3’2<---
(32.6) {o<yp+1—yp<8, lim y, = oo

p=00
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und setzen
(32.7) Ey =My, < <yp0) (p=0,1,2..)
(32. 8) Ey = E, G

Dann ist

A, =AEy, +AE, +....,

wobei jedesmal auf der rechten Seite, wegen der Bedeutung von
Cy, nur endlich viele Glieder vorkommen.

Wegen der MelBbarkeit der Somen %, hat man dann
(32.9) Sy =T ALy +* (A Ly) + ...
(32.10) p¥4, =p*(AE,) +Fu*(4AE, + ...

Nun folgt aber aus
(32. 11) y o 5055“
die Relation
(32.12)  ypu* (A Ep) SJ* (AEp) < vpes 1t (AEy).

Fihren wir also die Lebesgueschen Summen ein:
(32.13) s= pZyp pr (A By, S = %‘yp+1 w* (A Epp),
so erhalten wir die Beziehungen
(32.14) sE/*AR =S, S—s S 3ud.

Man kann also /*4, mit Hilfe der Lebesgueschen Summen s
und S mit beliebiger Genauigkeit approximieren, woraus die
Eindeutigkeit von /*4, und folglich auch die Eindeutigkeit von
J*A folgt.

33, Um nun auch die Existenz des Integrals festzustellen,
iiberlege man sich nach dem klassischen SchluB3, der immer in
Fragen dieser Art angewandt wird, daB fiir eine Folge von Ska-
len, deren Breiten §; gegen Null konvergieren, die Lebesgue-
schen Summen (32. 13) gegen eine gemeinsame Grenze kon-
vergieren, die wir mit /*4, = /* (4 C,) bezeichnen.



Entwurf fiir eine Algebraisierung des Integralbegriffs 67

Nach der Bemerkung ganz am Ende des § 15 ist dann /* (4 C,)
eine Maffunktion, und dasselbe giltdann auch fiir /*4, wenn man
diese letzte Zahl durch (32. 5) bestimmt.

Ferner ist /*A4 eine erweiterte Inhaltsfunktion, weil die Lebes-
gueschen Summen nicht ihren Wert dndern, wenn man das Soma
A durch eine seiner maBgleichen Hiillen A4 ersetzt und aus dem-
selben Grunde sind p*4 und /*4 gleichartige Inhaltsfunktionen.

Endlich iiberlegt man sich leicht, daBl auch die Bedingungen
b) und c¢) des § 32 erfiillt sind, womit die Existenz des Integrals
festgestellt ist.

34. Die iiblichen Beweise fur die meisten Sidtze der Lebes-
gueschen Integrationstheorie lassen sich ohne Miihe auf unseren
Fall iibertragen.

Wir wollen, um wenigstens ein Beispiel eines derartigen Be-
weises zu geben, zeigen, dal3 mit der Definition der Summe von
zwel Ortsfunktionen, die wir im § 31 gegeben haben, die Formel

(34. 1) f(fl +f2)d(~’~=ffldp~+ff2d9'
A A A

richtig bleibt. Die rechte Seite von (34. 1) stellt jedenfalls eine ver-
allgemeinerte Inhaltsfunktion von Somen dar, und um zu zeigen,
dafl sie mit der linken Seite Gbereinstimmt, geniigt es festzustel-
len, daf3 fiir alle Somen B, die der Bedingung

BeAM@=(fi+/f)SP)
geniigen, auch die Relation
autB < J*B + ;B < P u*B
gilt.

Man setze

BIJ i BM(.yp §f2 <yp+1)r

wobei 0 = y, << ¥, <{y, < ... eine Skala von der Breite § dar-
stellt. Bezeichnet man mit «, und @, die untere und die obere
Grenze von (f; + /) auf B, und mit o, B, dieselben Zahlen

fiir £, so gelten nach (31. 1) und (31. 2) die Relationen

ap g—- a',p —f—yp-i—l’ le +yp é Bp'
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Wegen y,,; — ¥, << 3 ist also auch
P gap—sg oc’p—l—yp, B'p—}—yp+1< Bp—{—b‘ <B4+ 8.
Man kann daher schreiben
(0 — Q) p*B, S /1*B, + o*B, S (B + 9) u*5,,
und wenn man tber p summiert
(a—d) u*B < /1*B + [*B < (B + 9) p*B.

LaBt man nachtriglich die positive Zahl § gegen Null konver-
gieren, so erhilt man die Relation, die zu beweisen war.
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