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Mechanische Quadratur nach Gauß 

für periodische Funktionen. 

Herrn Georg Faber zum 70. Geburtstag am 5. April 1947 gewidmet. 

Von Robert Schmidt in München. 

Vorgelegt von Herrn H. Tietze am 7. November 1947. 

Die Formeln der sogenannten „Mechanischen Quadratur“ im 

Sinne von Gauß erhält man durch die Forderung: Die Kon- 

stanten 

i?i, . . . , Rh 

zusammen mit den weiteren Konstanten (Argumentwerten) 

Uv . . . , Uh (  1 ^ Mj ^ A . . A uk ^ + 1) 

so zu wählen, daß die Gleichung 

7 j/W dx = ^i/(«i) 4 + Kkf(uh) 
-1 

für alle Polynome vom Höchstgrad ik—• 1 erfüllt ist. 

Dieser Gaußsche Ansatz scheint in der Abwandlung, daß die 

gewöhnlichen Polynome vorgeschriebenen Höchstgrades durch 

andersartige Funktionen, etwa durch geeignete Bereiche von 

trigonometrischen Polynomen ersetzt werden, nicht verfolgt wor- 

den zu sein. 

Ein Schritt in dieser Richtung wird im folgenden getan. — im 

Abschnitt A werden die Grundtatsachen zusammengestellt, die 

sich bei der Durchführung des Gaußschen Ansatzes im Bereich 

der trigonometrischen Polynome ergeben. Im Abschnitt B werden 

einige Folgerungen gezogen, die die näherungsweise Darstellung 

von Fourierschen Koeffizienten durch endliche Summen betreffen. 

A 

Es bedeute § eine Menge von Funktionen fix'), die in o ^.x 

2=5 2 7T integrierbar sind. Wenn ein System F von Konstanten 

RQ, . . . , Rit, tg, . . . , tfc (o AV0 <C n ■ • • ‘V th 21") 

München Ak. Sb. 1947 
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so beschaffen ist, daß die Gleichung 

J / (*) dx = R0f (t0) d + A/ (/ft) 
' 0 

für alle Elemente f (x) aus erfüllt ist, dann soll T als ein „Gauß- 

sches System der Menge bezeichnet werden, nötigenfalls mit 

dem Zusatz „von der Ordnung k“. Es ist k'=0, l, . . . beliebig, 

aber dann als fest zu betrachten, so daß es überflüssig erscheint, 

die Größen Ry, ty mit dem oberen Index k zu versehen. 

Satz 1. „Es bedeute 21 die Menge der trigonometrischen Poly- 

nome T(x) von der Form 

T(x) = yj av e"'
x
 — A0 + £ (-4« cos V-

x + sin F*) 
v = —k //= 1 

mit beliebigen Koeffizienten a_k, . . . , a+ k oder beliebigen Koef- 

fizienten A0, . . . , Ah, Bv . . . , Bk. 

Dafür, daß Y ein Gaußsches System der Menge 21 bildet, ist 

notwendig und hinreichend : 

R0 — R1 — — 
k. -j~ 1 

und - wenn w = ■ gesetzt wird - mit beliebigem, jeweils 
M “I- 1 

festem y aus o y <f co 

/o = Y> h = Y + h = y + 2 w, . . . , tk = y + ku.“ 

Beweis. 

I. Es sei T ein Gaußsches System der Menge 21. Dann hat man 

insbesondere, wenn man der Reihe nach 21 (x) =1, e
ix

, . . . , e
lliX 

wählt, 

-^0 + R\ + • • • + Rk =1 

R0e
u

‘ +R1e
iU
 + ---+Rke

il
h =0 

R0 e
ihu + R1 e

ihl‘ -f + Rk e
iht

h = o. 
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Weil t0, . . . , th paarweise inkongruent modulo 2 7t sind, so ist 

die (Vandermondesche) Determinante dieses Gleichungssystems 

für R0, . . . , Rk von Null verschieden, und man erhält 

( I)K . g* Wo + • • • + G — 1 ++ 1 + ■ • • -Mfc) 

Çgit y g**») ... (g*G —. — 1 ) (e^x + 1 —. e* G) ■ ■ • (e^k. — e*G), 

und mit der Abkürzung -r = t0 + • • • + tk 

ei (T - tx) 

Ry — —fr (x = o, . . . , k), (1) 
n' (e

it
v—e

it
x) 

v=0 

worin der Akzent besagen soll, daß der Multiplikationsindex 

v = x auszulassen ist. - Wählt man ferner der Reihe nach 

T (x) = 1, e~
ix

, . . . , e~
lhx

, so hat man 

-^0 + Ri + ‘ ‘ ' + Rh = 1 

R0 e-
u

° + R± e~
il‘ d + Rk e~

il
k = o 

R0 e~
iht

° + R± e~
m

' H + Rfr e~
iht

k = o, 

daraus 
g-i(r-ty) 

Ry = -ft-  (x = o, . . . , >é). (2) 
n' (e-

u
v— 

Aus (1) und (2) zusammen folgt 

ei1(r~ty) . jrj/ 

(- O' • e~ 

e' -U, v — £ 

= 0 £ * b £ 1 

frl2(r—ty) . (   , i j („ + ••• + G —1 + (x+ 1 + ’ ‘ ' + lx + 
ht

x 1 — 

,Hy = G 

(— l)fe • ei|r-(A + 1)(K = 1; 

insbesondere für x =0: 

(  • g*D — (& + l)(»I =1 ( 

und damit weiter 

ei (ft + 1) (ty—t,) _ J 

(/è + 1) — rf0) = o mod 2 7t, 

ty = t0 mod 
2 7t 

1, 

/t+ t 
(x = o, . . . , i) 
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Aus O ^ *0 <*!<...</* < 2Tc folgt jetzt, wenn y = t0 

gesetzt wird, 

o Af< k -{- 1 
ncl 

tn = = V>*i = V +TTT’ ^ = T 

4 = T +^7TT- 

x- + 1 ’ 

Zurückkehrend zu (l) wird nunmehr mit « 

R, 

k -f- 1 

(h y + k 7i — x co) 

c i h Ti. i y.co 

(— 1 )h.eihr.m. fl' (, __ei (■• —x)<ü) 

— i (ft + 1) x to j 

TT'(i— tU- — *>“) ~ II'(i— *>"“V 
v V 

Für v = o, . . . , v.— l, ■/. + l, ... 1 k durchläuft der Faktor 

v — x modulo k + 1 gerade die Reste l, . . . , k. Also sind die 

Ry untereinander gleich, und da ihre Summe gleich l ist, so ist 

R, = (* = o,...,k). 

Damit sind die im Satze l angegebenen Bedingungen als not- 

wendig erkannt dafür, daß T ein Gaußsches System der Menge 

% ist. 

II. Um einzusehen, daß die genannten Bedingungen auch 

hinreichend sind, bedarf es aus Linearitätsgründen nur des Nach- 

weises, daß 

XT J n») dx = -jzrj \T(i) + T{y -for) + • • ■ + T (y +k<ù)\ 
o T 

für die speziellen Polynome 

Tv (x) = eivx (y = o ± 1, . . . , ± k) 

erfüllt ist. Das verifiziert man unmittelbar. 

Der ursprüngliche Gaußsche Ansatz der Integraldarstellung 

durch Summen der Form R0f (t^) + • . . + Rjt f (//J in seiner 
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Durchführung für gewöhnliche Polynome liefert bekanntlich Ein- 

deutigkeit der Konstanten Rx, tx. Es liegt nahe, auch in der hier 

verfolgten Analogie für trigonometrische Polynome Eindeutig- 

keit anzustreben. In dieser Richtung liegen die Sätze 2 und 3, 

die zunächst etwas gekünstelt erscheinen mögen. Sic erweisen 

sich jedoch im Abschnitt B als angemessenes Werkzeug, um die 
Leistungsfähigkeit der Gaußschen Methode bei der Summendar- 

stellung der Fourierschen Koeffizienten aufzuzeigen und abzu- 

grenzen. 

Es seien p und G gegebene Konstanten. Nunmehr bedeute X* 

die Menge der trigonometrischen Polynome 

(Z*) T*(x) = j? are
irx

 + c-{pe-
ilk + l)x

— s«+i(t + 1)lj 
v = — h 

k 

= ! A + 2J (4<cos i
lx

 +
B

»sin iJ"T) 
P=I 

+ C ■ {(p — er) cos (/è —j— 1 ) x — i (p+cr) sin (i + l) x\ 

mit beliebigen a_h, . . ., a±k, c oder beliebigen A0, . . ., Ak, Bt, 

. . . , Bh, C. Im Falle p = a = o ist die Menge 31* mit derMenge Z 

des Satzes 1 identisch, und die Frage nach den Gaußschen Sy- 

stemen der Menge Z* wird durch den Satz 1 beantwortet. Im 

folgenden wird daher 

p T I > o 

vorausgesetzt werden. 

Die Konstanten 

B0, . ., Rk; i0, . . ., th (o A t0 < tx < . . . < tk < 27t) 

können offenbar nur dann ein Gaußsches System der Menge Si* 

sein, wenn sie ein solches der Menge Z sind, also nur dann, wenn 

sie von der Form 

R, = 
k + 1 K. = T +'/.w (o A Y < to) (3) 

sind. Darüber hinaus ist notwendig, aber auch hinreichend, daß 

die Gleichung 

* J T* (x) dx = A0 T* (*0) +..'+Rk T* (tk) 
1 
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insbesondere für T* (x) = p e 1 (,i + 35 — a e
+i<

-
h + x erfüllt ist, 

also 

pe ■ i (ft + 1)7 a.ß+ i (ft + 1)7 _ a 
(4) 

Damit hat man zunächst den 

Satz 2. „Wenn | p | | er | ist, dann besitzt Z* kein Gauß- 

sches System der Ordnung k.“ 

Es ist jetzt nur noch der Fall 

P I ~ I 
a
 I — r mit r > o 

zu behandeln. Setzt man 

p = re
x<r

, a = re
,v (cp und reell), 

dann folgt aus (4) als notwendige und hinreichende Bedingung 

dafür, daß (3) ein Gaußsches System für 2* ist: 

oder 

( ( 2 ft + 2) 7 — <p + v\  j __ Q 

(2 k + 2) y = cp — CJJ mod 2 Tz, 

Y = 
2/6+2 

mod 

Diese Kongruenz hat wegen o S) y < co genau zwei Lösungen, 

und zwar, wenn y0 den kleinsten nichtnegativen Rest von ÜLYÜL 

modulo “ bedeutet, die Lösungen y = y0 und y = y0 + Das 

ergibt den 

Satz 3. „Wenn die Beträge von p und a einander gleich sind, 

aber von Null verschieden, dann besitzt 2* genau zwei Gaußsche 

Systeme Fj und P2 der Ordnung k, und zwar ist 

rG 
R

, = +q++ G = Yo + x w 

(x = O, . . . , k) 

ly- Rx = 7+T+ G=YO+T+X« 

mit w = -y'jzj und einem durch p und a eindeutig bestimmten 

Wert y0, wie vorangehend erklärt.“ 

B 

Die folgenden Überlegungen gewinnen an Einfachheit, wenn 

ihnen zwei Bemerkungen vorausgeschickt werden. 
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Erste Vorbemerkung. „Wenn die Funktionenmengen § und 

@ in dem Zusammenhänge miteinander stehen, daß jedes Ele- 

ment aus $ eine Linearverbindung von Elementen aus @ ist, und 

umgekehrt jedes Element aus @ eine Linearverbindung von Ele- 

menten aus dann sind die Gaußschen Systeme von § iden- 

tisch mit denen von 

Denn wenn T ein Gaußsches System von § ist, dann ist 

TT J /(*) dx =R0 fi*o) -I + /(4) 
- '* H 

richtig nicht nur für alle Elemente fix) aus sondern auch 

für alle Linearverbindungen von Elementen aus also insbe- 

sondere für alle Elemente aus @, d. h. T ist auch ein Gaußsches 

System von &. Ebenso umgekehrt. 

Man beachte, daß die Voraussetzungen dieser Vorbemerkung 

jedenfalls dann vorliegen, wenn @ die Menge aller möglichen 

Linearverbindungen von Elementen aus § ist. 

Zweite Vorbemerkung. „Wenn g eine Menge von Funk- 

tionen fix) mit der Periode 2 7t bezeichnet, die Menge der 

Funktionen g(x) = f(x + c) mit festem reellem c, dann läßt sich 

zwischen den Gaußschen Systemen von § und den Gaußschen 

Systemen von eine eineindeutige Zuordnung hersteilen. Zu- 

geordnete Systeme sind dabei von gleicher Ordnung.“ 

Denn wenn T ein Gaußsches System von ist, dann ist 

TZ J g{x) dx = ~ J g{x—c)dx = ~ J f{x) dx 
0 c “ 

41
 c 

= TZ J f{x) dx = R0 f(t0) + ■ • ■ + Rk f{th) 
o 

= R» g{(o - *)+•••+ -£ft g{tk —c
). 

Die kleinsten nichtnegativen Reste von t0 — c, . . . , tk — c mo- 

dulo 2 7t sind paarweise verschieden. Sie sollen, der Größe nach 

geordnet, mit T0, . . . , Tä bezeichnet werden. Es ist also 

° = 
T

0 < D < • • • < T/( < 2 7t, 

~v — tK — c mod 2 7t 
■v 

11 

(v = o, . . . , k), 
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und die Indizes x0, . . . , v.k sind eine Umordnung der Indizes 

o, . . . , k. Wenn man noch R^ mit P„ bezeichnet, so wird 

~r J g{x) dx = P„ g(r0) + • • ■ -j- P,£ g{xh) 
~ o 

für alle Elemente g(x) aus §c. Jedem Gaußschen System R0, 

. . . , Rk- von § wird also auf diese Weise eindeutig 

ein Gaußsches System P0, . . . , Pft; T0, . . . , -r/£ von $c zuge- 

ordnet. 

Auf gleiche Weise wird jedem Gaußschen System von ein- 

deutig ein Gaußsches System von § zugeordnet. Dieser zweite 

Prozeß ist zu dem ersten invers, die Zuordnung zwischen den 

Gaußschen Systemen von $ und ist daher eineindeutig. 

Nach diesen Vorbereitungen sei 

CO +00 

A0 + JV (Aß cos \xx + Bß sin \xx) oder 2J 
a

* 
e

‘ ' 
X 

ft- I =■— °° 

die Fouriersche Reihe einer Funktion J (x), also 

2n 2 n 

A = — J f(x) cos [ix dx, B/t = — J f{x) sin [xx dx 
T

- 0 T
' 0 

oder 
2n 

a
v = ~Sf(x) e~

l
"
x
 dx. 

o 

Um im Sinne des Gaußschen Verfahrens „möglichst gute“ 

Näherungsdarstellungen für die Fourierschen Koeffizienten in 

der Gestalt 

1 p sin P+ + ■ ■ ■ + Rh f{tk) Z F hi 

oder 

~ fito) ‘ + Rk f(tk) e~11 

zu erhalten, wird man die Funktionen fix) von der Form 

m 

-- AQ + 2J (+, cos y-
x + ßß sin V-x) (

m fest) (5) 
2 /i=l 
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in den Vordergrund stellen; ebenso - besonders im Hinblick auf 

die Bedürfnisse der Praktischen Mathematik - die Funktionen 

f(x') von der Form 

rn 

--A0 ~\- {Aßcos[j.x + Blt?,m{j.x) + — Am+[cos(m + ).)x (5a) 
/-=1 

und von der Form 

m 

A + 2 (AM cos [ix -f- sin [ix) -\ Bm+i sin (m + 1) x. (5b) 

Es ist der Natur der Sache angemessen, wenn man zunächst die 

Funktionen (5) in der angedeuteten Richtung behandelt, sodann 

die Funktionen (5 a) und (5 b) gemeinsam. 

Dementsprechend werde zunächst die Menge (5) ins Auge ge- 

faßt. Es ist (5) gleichbedeutend mit der Menge $ der Funktionen 

+m 

(§) /O) = 2. ave
lvx
 (m =0, 1, . . . fest). 

r= —m 

Sie gibt Veranlassung zur Bildung der Menge X, deren Elemente 

die Integranden der Fourierschen Koeffizienten a__m, . . . , a+m 

der Elemente von ^ sind, also 

+m 

(X) £ a,<eUß~")X
 (v = o, ±1 

n=—m 

mit beliebigen Koeffizienten a^ Ersichtlich ist jeder dieser Inte- 

granden - also jedes Element aus X - eine Linearverbindung der 

Funktionen 

^(5^ (l— i 2 m x ß— i (2 m — 1) x £+ i 2 m x 

Jede dieser Funktionen (<S) ist aber auch ein Element aus X, wie 

man erkennt, wenn man in (2) einmal 

<z_m =1, aß =0 sonst 

wählt, sodann 

a+m =1, dß —o sonst. 

Mit dem Hinweis auf die erste Vorbemerkung dieses Abschnitts 

folgt nun aus dem Satz 1 sofort der 

11* 
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Satz 4. „Es sei T ein System von Konstanten 

*0. • ' • > h, . . . , (° ■== W G tn m <C 27t), 

und es bezeichne § die Menge der trigonometrischen Polynome 

-f m 

f(x) = 2’ 
v= — m 

mit beliebigen Koeffizienten a_m, . . . , a+m. 

Dafür, daß mit dem System T die Gleichungen 

G = Ruf ih) 
e
~
ivt

° H +R* m Ah m) 
e
~ ’ ” ‘2 m 

(v = o, ± 1,. .. , ± m) 

für alle Elemente f(x) aus § erfüllt sind, ist notwendig und 

hinreichend : 

Rx — :— und tx = y + y- —2— (y- — o, . . . , 2m) 

mit beliebigem, jeweils festem y aus o 

Es sollen nun die Funktionen (5 a) und (5 b) in der gleichen 

Richtung behandelt werden. Diese Funktionen sind enthalten in 

denen der Form 

+m 

f* (x) = 2
1 a

„e“'
x
 + C ■ \ße~

l(m+[)x
 + qe

+i{m +
'

)x J 
v=—m 

mit fest gegebenen Konstanten p und q. Man erhält (5 a) für 

p = ~V2, q = \Y 2, (5t>) für / = ^- ]/" 2 , q = — ~Y 2. 

Die Konstanten p und q sollen nicht auf die eben angegebenen 

speziellen Wertpaare beschränkt werden. Man wird jedoch, um 

Gleichberechtigung des Koeffizienten c mit den Koeffizienten 

a_m, , a+m herzustellen, durch geeignete Einschränkung der 

zugelassenen Wertpaare p, q dafür sorgen, daß die Funktionen 

(9) 9oOO = e~
imx

,..., <p2mO) = *+ ; ™ ", 

?2 m + 1 OO = pe~
Hm + i)x

 + q e
+ i (m + 1 ) .v 
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ein unitäres System bilden, daß also 

wird. Dafür ist notwendig und hinreichend: 

\p\* + kl2 = 1. 

Man hat dann, wenn man noch 

setzt: 

b
0 

a
—m> " ■ '"îm a

+ m’ "2 m + i 
c 

^71 

bv — J f*(x) (p,(x) dx (v = o, . . . , 2 m -j- 1). 

Damit erscheint es ausreichend begründet, die nachfolgend 

erklärte Menge zum Ausgangspunkt der weiteren Betrach- 

tungen zu machen: Es bedeute die Menge der Funktionen 

f*(x) von der Form 

+ m 
(§*) /*(*)= 2J *,«

irx
 + c • \pe~

ilm + l)x
+ çe

+ibn+i)x
\ 

v=—m 

2 m + 1 

= w 
/* = 0 

mit fest gegebenen Konstanten p und q derart, daß 

! P I2 + I q la = 1 

erfüllt ist, und mit beliebigen Koeffizienten b0 = a_m, . . . , btm 

= a+m, ^2m+i =c- Die Menge der Integranden in der Koeffizien- 

tendarstellung 

K = ~ ] /*(*) 9..0) 
■ 0 

also die Menge der Funktionen 

2 m-r 1 

(£*) 2J ^9,< 0*09,0*0 
li = 0 

mit beliebigen Koeffizienten bfl) soll mit bezeichnet werden. 

Die Menge S3* der Funktionen 

0®*) 0*0 = 9,, 0*0 9-0*0 (n,v = o,...,2f» + i) 
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wird als Teilmenge von Si* erkannt, wenn man einen beliebigen 

der Koeffizienten b^ gleich l wählt, alle übrigen gleich o. Da 

ferner jedes Element aus S* eine Linearverbindung von Elemen- 

ten aus 23* ist, so sind - erste Vorbemerkung - die Gaußschen 

Systeme von S* mit denen von 23* identisch. 

Bis hierher konnte m jede nichtnegative ganze Zahl sein. In 

den nachfolgenden Überlegungen sieht man sich jedoch ge- 

zwungen, den Fall m = o gesondert zu behandeln, und es zeigt 

sich, daß in diesem Falle Verhältnisse vorliegen, die von denen 

in den Fällen m = l, 2, . . . völlig verschieden sind. Demgemäß 

sollen die begonnenen Überlegungen unter der Voraussetzung 

zu Ende geführt werden, daß vi eine natürliche Zahl ist. Der 

Fall m = O wird im Anschluß an den Satz 5 durch die Ergän- 

zungssätze I und II erledigt. 

Fortfahrend kann man nun in der eben eingeschlagenen Rich- 

tung einen Schritt weitergehen, indem man die Menge 2* der 

Funktionen 

(2*) — i (2 m + 1 ) x i (2 m + 1 ) x 

pq e i (2 m + 2) £ 
V pqe 

-r i (2 m -f 2) x 

heranzieht. Ersichtlich ist jedes Element aus 23* eine Linear- 

verbindung von Elementen aus <5*. Umgekehrt ist auch - hier 

wird m =)= o benutzt - jedes Element aus 2* eine Linearverbin- 

dung von Elementen aus 18*; denn zunächst ist 

= e
l(,1

~
v)x für (x, v = o, . . . , 2 m, 

d. h. die Funktionen 

i 2m x . + i 2 m x 

sind Elemente aus 23*, also gewiß Linearverbindungen von Ele- 

menten aus 23*. Ferner ist 

4*2m + !,.(*) = P e- 
i{

" + ° x +qe
+ i(2,n + 1

 “ * 

dy 2m + 1 00 =pe
+i {,L + l)x

 + ge- 
1 (2m + 1 “ 

fürv = o, . .. ,2m 

daher insbesondere 

für g = o, . . . . , 2 m, 

42m+,,2mOO =pe~
iiim+l)x +?*+1* 

<k2m+iOO = +pe
+ix

. 
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Die Funktion e
ix ist (wegen m V 1 ) bereits als Element aus 18* 

erkannt. Aus mindestens einer der eben gewonnenen Gleichungen 

folgt nun, daß rl(2m_ 1)x eine Linearverbindung von Elemen- 

ten aus 18* ist. Das Gleiche für e+ ,(2m + 0 'x folgt aus mindestens 

einer der beiden Gleichungen 

+2m+1,o(.r) =pe-
ix +^+i(2m+1)* 

+2 m, 2m + 1 (*) = 9 ‘ * + / * + + ‘> L 

Schließlich ist 

=^ÿtf-i(a’n + 2)* + pqe
+
^

m +
 V* + G 

also auch das letzte der Elemente aus GE* eine Linearverbindung 

von Elementen aus 18*. Auf Grund der ersten Vorbemerkung 

sind die Gaußschen Systeme von 18*, und damit diejenigen von 

X*, mit denen von CE* identisch. 

Es werde gesetzt 

P = pq, n =pq. 

Dann und nur dann ist p = a = o, wenn p = o oder wenn q — o 

ist. Es liegen dann die Voraussetzungen des Satzes 1 vor, wenn 

man unter Beachtung der ersten Vorbemerkung für die Menge X 

die Menge (E* eintreten läßt (k = 2m + 1). Andernfalls, also 

wenn weder p = o noch q = o ist, sind die Beträge von p und er 

einander gleich und von Null verschieden. Dann liegen die Vor- 

aussetzungen des Satzes 3 mit GE* an Stelle von X* vor (k = 

— 2 m + 1), und zwar wird mit 9, ^ ; a, ß ; y, y0 in ihrer früheren 
Bedeutung 

9 — « — ß, ^ = — a + ß mod 2 — , 

also y0 der kleinste nichtnegative Rest von —-- -mod——. 
0 2 m +2 4 m + 4 

Das Ergebnis ist der 

Satz 5. „Mit einer natürlichen Zahl m sei F ein System von 

Konstanten 

/e0. ’ 1 • > -^2 m -i- 1 > h)> ■ • ■ > A m 1 (o G Vj . . . <, L m + [ <C 2 Tz), 
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und es bezeichne die Menge der trigonometrischen Polyno: me 

mit 

/*(*) 
2 m + i 

y 
JmJ 

// = 0 

I e
l (

" - 
m)

 * für |1 = o, . . . , 2 m 

\pe-^
m+ [)x

 Jrqe
+i{m+l)x für [jt = 2 m + t, 

worin p = | p | el a und q — \ q | e‘
ß fest gegebene Konstanten 

sind, die der Bedingung 

I A 12 I I 12 
\P r + I q I=1 

genügen. 

Dafür, daß mit dem System F die Gleichungen 

à? = /Oio) ?„(4>) + • • • + + J /(f2m + 1) 9„(/2m + ,) 

([JL = O, . . . , 2»I -f 1 

für alle Elemente f*(x) aus erfüllt sind, ist notwendig und 

hinreichend, falls 

I. p = o oder q — o ist : 

R, 
1 n

 TZ 

—:— und t., = y + * ——, 
1+2 * 

11
 2 m 4- 

(x = o, 2 -+- 1 

mit beliebigem, jeweils festem y aus o ^Y<- 
2 m + 

II. ^ =j= O und =(= 0 ist: 

1 ^ TZ 

R, = ;— und t.. = y« -f- x —~— (x = o, . . . , Zni +1) K
 im + 2 * lui 2 m +2 1 ' 

oder 

i?., = 7 und tx = y0 + (x + T) 2«|2 

(x = o, 2 VI -j- l) 

mit der Bezeichnung Yo für den kleinsten nichtnegativen Rest 
a— ß , , 2TZ 

von  y— modulo 
2 m + 2 4 2« + 4 

Nunmehr sollen - der Vollständigkeit halber - die Folgerun- 

gen gezogen werden, die sich aus den Voraussetzungen des 
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Satzes S ergeben, wenn dort m nicht eine natürliche Zahl ist, 

sondern m = O. 

Für in =0 wird 

(g*) /*0) = b0 <p„(*) + bx «Pr(AT) 

mit 

?o(.r) = 1, = P 1 x + q *+ ' * 

und der Darstellung 

'2 -T 

b„ = -r- J /*0) öv(x) dx (v = o, 1). 
“ K 0 

Die Menge X* der Integranden von bv wird jetzt 

(&*) 'j'oo(^r) + bx b0 VOO + bx 4/lx(x) 

mit 

^oo(^) = i ^i{x) = qe~ix +pe+ix 

(18*) 

'Jho(x)=pe~is +qe
+lx

 tyn(x) = pqe~
l
'
lx+pqe

+1 O 
+ 1. 

Die Menge 23* ist Teilmenge von X*, und jedes Element aus 

ist eine Linearverbindung von Elementen aus 15*. 

Jetzt wird, abweichend vom Beweisgang des Satzes 5, eine 

Fallunterscheidung notwendig. 

>■ \P I 4= I q !• 

Dann (und nur dann) besteht keine lineare Abhängigkeit zwi- 

schen A01(.r) und 'KoOO- jedes Element aus 

(6*) e~
ix

, 1, e
+ix

, pqie-
1
** +pqe

+iix 

ist eine Linearverbindung von Elementen aus 25*, und umge- 

kehrt. In diesem Falle kann auch hier so weitergeschlossen wer- 

den wie im Beweise des Satzes 5, und man erhält den 

Ergänzungssatz I. „Wenn im Satze 5 die Voraussetzung 

I P I :r ! q I 
hinzugefügt wird, so bleibt der Satz auch für m = o richtig“. 
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u
- \p\ = \q\- 

Dann wird, wenn man p = re
ia

, q = r c' = ~ Y2 j 

schreibt, 

(23*) 

+oo0) — 1 

+01 (x) = r • { e~ 1 Cv * ß) + e+ ' (-v - a) } 

- a -t- ß I '/ — ß 1 

r e 

= 2 re 

, . a + fl 
+ i - *-ß 

+10 (-r ) — 2 r«T‘ ~ • cos |.r 

, { - i ‘>(x— a“7~) , -|.r X ., ■)! , 
tr) = r- ■ \ e ' ~ ' + e ' 2 ' J i 

Yll’.-D 

= 2 COS 2 

Die Gaußschen Systeme von 25* sind daher nach der ersten Vor- 

bemerkung identisch mit denen von 

(23**) 1, COS |.r —C0S 2 Ix— a-; 

Auf Grund der zweiten Vorbemerkung wird der Beweis des 

nachfolgenden Ergänzungssatzes TI im Wesentlichen geführt 

sein, wenn man die Menge 23** ersetzt durch 

((£**) i( cos x, cos 22;. 

Die Gaußschen Systeme von €** weichen in ihrer Struktur 

von den bisher aufgetretenen Systemen in eigenartiger Weise ab. 

Dafür, daß 

(6) 7?o, Ri’, t0, lx (o S; tn <C /( \ 2 Tz) 

ein Gaußsches System für (5** ist, ist es notwendig und hinrei- 

chend, daß mit den Abkürzungen 

u = cos t0 v = cos t] 
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die Gleichungen 

*0 + &! =1 

(7) R{) u + A5, v = 0 

R0 (2 u2 — 1) + Rx (2»
!
-I) = O 

erfüllt sind. Für u = v sind diese Gleichungen offenbar unver- 

träglich. Weil 

u v 

— o, 
o o 

2 H 1 2tr  1 

also 

(u —■ v) (2 uv + 1) = o 

sein muß, so ist notwendig 

(8) 2 u v -j- 1 = o. 

Wenn umgekehrt diese Gleichung erfüllt ist, so ist u =j= v, und 

die Gleichungen (7) haben für jedes solche Paar u, v genau ein 

Lösungssystem R0, Rv Als Zwischenergebnis hat man dann: 

Dafür, daß die Konstanten (6) ein Gaußsches System für £** 

bilden, ist es notwendig und hinreichend, daß t0, tx die Glei- 

chung (8) befriedigen und R0, Rx das Lösungssystem der Glei- 

chungen (7) ist, das zu diesen Werten t0 und tx gehört. 

Es handelt sich jetzt nur noch darum, die Lösungen t0, tx der 

Gleichung (8) zu kennzeichnen. 

Wegen | u | 5^ 1, | v \ 1 und | u \ . \v.\= — folgt \ u\ ^~, 

\v\ —. Daher kommen für t0 und tx nur die Intervalle 

o ^ t <L ZE- < t < ^<t<2T. 
3 o 3 3 — 

in Betracht. Da ferner u und v entgegengesetzte Vorzeichen 

haben, so liegt, wenn einer der Werte i0, tx dem mittleren Inter- 

vall angehört, der andere in einem der beiden äußeren und um- 

gekehrt. Für t0 kommen die Endpunkte des mittleren Intervalls 

nicht in Betracht, weil sie tx — 2 TZ nach sich ziehen. Zu jedem 

/0 aus — < t0 —T“ erhält man jedoch genau einen Wert tx, 
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der zusammen mit t0 der Gleichung (8) und der Bedingung (6) 

genügt. Ferner erhält man zu jedem tx aus tx A ----- genau 

einen Wert t0, der zusammen mit tx die gleichen Eigenschaften 

hat. Damit sind aber auch alle Paare i0, tx erfaßt, die der Glei- 

chung (8) und der Bedingung (6) genügen, und jedes solche 

Paar kommt auf die beschriebene Weise genau einmal zum Vor- 

schein. Als zugehörige Werte von R0 und Rx erhält man 

= 2   2L_ ... = i  
0 1 + 2 M2 1+2 COS3 /„ 2 + COS 2 tü 

— 1 ___  5    1  
1 1 + 2 V2, 1+2 COS2 tx 2 + COS 2 t1 

Auf die Mengen § = G** und = 58** (<7 = —— ■ o -j ist 

nun die zweite Vorbemerkung mit dem dort benutzten Zuord- 

nungsverfahren anzuwenden. Man erhält den 

Ergänzungssatz II. ,,Es sei r ein System von Konstanten 

*0. -^li G (p = G ^ G <C 2 7t), 

und es bezeichne f die Menge der trigonometrischen Polynome 

fix) = b0 <p0(x) + bx cpx(x) 

mit 

9oO) = G 9iW = pe~
ix + qe

+ix
, 

worin p = j p | el a und q = j q j el
 & fest gegebene Konstanten 

sind, die den Bedingungen 

j p I2 + I q I2 = 1 und I p I = ] q j 

genügen (also \p\=\q\= 2 ) • 

Unter den Systemen T gibt es solche, r+, mit der Eigenschaft, 

daß die Gleichungen 

^0 = ^of(/o) 9O(G>) "I" -^I/CG) 9O(G) 

und 

Y = -^o/OG) 9I(G) "G -^1/(G) 9I(G) 
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für alle Elemente f(x) aus f erfüllt sind. Diese Systeme erhält 

man auf folgende Weise: Für jeden Wert ft aus 

< ü < -iE 
3 — “ 3 

sei 

%•' = arc cos ( 1—— ) (o < fr' <— ) 
\ 2 cos ■!> / 1 — 3 ! 

1 + 2 cos2 F 1+2 cos2 F' 

T = ft + -
a 0 ^ mod 2 7t (o 5S T < 2 -) 

T' = fr' + —mod 2 7t (o Ai T' << 2 7t) 

T" = — fr' d—a - — mod 2 7c (o Aj T" < 2 7t), 

Dann ist i?, i?'; -t, f' oder-falls T' < T ist - ./?' ; T', T ein 

System T+. Ebenso ist i?, 7?'; T, T" oder - falls T" < T ist - 

R' R \ T", T ein System T+. Andere Systeme T+ gibt es nicht.“ 

München, 10. Februar 1947. 


