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Zum Beweise des Verteilungssatzes fiir Punkte mit un-
vollstindigem Kontingent.

Von Otto Haupt in Erlangen und Christian Pauc in Marseille.

Vorgelegt am 2. Mai 1947.

Vorbemerkung.

1. Von Herrn F. Roger ist ein bekannter Denjoy’scher Satz
iiber die Derivierten reeller Funktionen einer reellen Verinder-
lichen?® folgendermaBen verallgemeinert? worden:

Verteilungssatz. /st M eine belichige Punktmenge im eukli-
dischen E,, wobei 2<n, und bezeichnet M, die Menge aller
Punkte P & M, in welchem das Kontingent € (P; M) von (be-
ziiglich) M unvollstindig ist (d. h. nicht mit dem ganzen E,
susammenfillt) so gilt: (&) Es ist M, enthalten in einer Summe S
von abzdhlbar vielen (n—1)-dimensionalen, dehnungsbeschrink-
ten Flichenstiicken® und (b) fiir L, _,—fast alle P & M, ist
C (P; M) entweder ein abgeschlossener Halbraum oder eine
Hyperebene (im E,); die Redeweise: | L, | — fast alle' bedeuter
dabei: Fiir alle P € (M, —N), wobei N C S eine Menge vom
(n—1)-dimensionalen Mafle Null bezeichnet.®

1 A. Denjoy, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues,
Journ. de math. pures et appl. (7) 1 (1915), 105 ff.

2 F. Roger, Les propriétés tangentielles des ensembles euclidiens de points,
Acta math. 69 (1937), 99 ff.

3 Unter einem (n—a1)-dimensionalen deknungsbeschrinkten (auch Lip-
schitz-) Flichenstiick § verstehen wir das kartesische Bild einer, in einer
Punktmenge des £, der Punkte X = (x,..., ;) endlichen Funktion
Zp=f (%, ..., 2y—,), welche dehnungsbeschrinkt ist, d. h. einer Lipschitz-
bedingung | f(X")—/(X")| < £ ||X’, X" || (mit konstantem £) geniigt.
4 heiBt eine Dehnungsschranke von f (X) oder §. Fiir solche dehnungsbe-
schrankte Funktionen gilt der Differenzierbarkeitssatz: f (X) ist differenzierbar
iiberall bis auf eine Nullmenge im £,,__; (kurz: Z,__, —fast iiberall). Auf einem
(n—1) — dimensionalen dehnungsbeschrinkten Flichenstiick ist durch das
(Lebesguesche) Integral

n—1
e ( /(1 - \7 (f )2’) A8 dryndrn—y

ein MafB erklirt, welches als (n—1)-dimensionales Maf (auf §) bezeichnet
werde. Vgl. auch Ziff. 3. des Textes.
Minchen Ak. Sb, 1947  4*
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2. Der Beweis von Herrn Roger verwendet im wesentlichen
nur den (MaB-)Dichtesatz.? Ein zweiter Beweis von Herrn Sazs®
zieht daneben auch den (aus dem Dichtesatz folgenden®) Diffe-
renzierbarkeitssatz flir dehnungsbeschriankte Funktionen heran,
Herr Saéks operiert dabei mit gewissen Ungleichungen. Im nach-
stehend mitgeteilten Beweise tritt an Stelle dieses Operierens mit
Ungleichungen das Operieren mit ,,moglichst hoch gelegenen®
dehnungsbeschrinkten Flichenstlicken?, wodurch, wie uns
scheint, der Beweis wesentlich an Anschaulichkeit gewinnt.

Der in Rede stehende Beweis wurde (ohne Kenntnis des Be-
weises von Herrn Saés) urspriinglich (vom einen von uns (H.))
konstruktiv (mittels transfiniter Induktion) gefiithrt. Die nach-
stehende, existenziale und viel kiirzere Wendung rithrt vom an-
deren von uns (P.) her, welcher auch darauf aufmerksam machte,
daf3 ein wesentlicher Beweisgedanke (nidmlich die Darstellung
von & als Summe ,,gentigend‘’ bzw. ,,mdglichst hoch' gelegener
Flichenstiicke?) in etwas anderem Zusammenhange schon von
Herrn Roger gesprichsweise geduBert wurde.

Auf die feineren Verteilungssitze von Herrn Roger?, durch
welche auch die Punkte X der Nullmenge 9 hinsichtlich der
Struktur des Kontingents € (X; M) klassifiziert werden, gehen
wir hier nicht ein.

4 D. h. den Satz, daff die (Lebesgue’sche MaB-)Dichte einer beliebigen
Menge des £, __, fast iiberall gleich 1 ist.

5 S, Saks, Sur quelques propriétés métriques d’ensembles, Fund. math.
26 (1936), 234-240, sowie S, Saks, Theory of the integral, Warschau 1937,
S. 264 ff. und 304 ff.

8 Vgl. z. B. Haupt-Aumann, Differential- und Integralrechnung, Berlin
1938, 3. Bd., S. 133 ff. — In der Arbeit von Roger (a.a. 0.2) ist ein neuer
Beweis dleses Differenzierbarkeitssatzes enthalten. B

7 Anders gesagt: mit der maximalen schrankengleichen Lrweltelung 5
bzw. 7 (X) eines solchen Flichenstiickes bzw. der zugehorigen Funktion /(.Y)
auf den ganzen Z,_, als Definitionsbereich. Es besitzt also f (.X) die gleiche
Dehnungsschranke /4 wie f (X) und fir jede schrankengleiche Erweiterung
@ (X) von f(X) gilt @ (X) < f(X). Die Existenz der maximalen schranken-
gleichen Erweiterung ist bewiesen in Pauc und Haupt, Zum Beweis des
FErweiterungssatzes fiir dehnungsbeschriinkte Abbildungen eines metrischen
Raumes in den euklidischen (erscheint spiter). Vgl. auch Haupt-Aumann-
Pauc, Differential- und Integralrechnung (2. Aufl, Berlin 1947), 1. Bd.
Nr. 5, 2, 5.
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Beweis des Verteilungssatzes.

3. Bezeichnungen. Es sei M C £,, ferner € (P; M) das
Kontingent von M in P und M, die Menge aller X & M mit un-
vollstindigem Kontingent. Wir bezeichnen ferner als offenen
(Halb-)Kegel X (P; a; @) mit dem Scheitel P, der Achsenrich-
tung @ und der halben Offnung (Offnungswinkel) ¢ die Menge
der Punkte aller von P ausgehenden offenen (d. h. 2 nicht ent-
haltenden) Halbgeraden, welche mit der von P ausgehenden
Halbgeraden der Richtung a einen Winkel kleiner als ¢ bilden
(o < ¢ < m/2). Ein Kegel heifit 7ational, wenn die Richtungs-
kosinus von a rationales Verhiltnis haben und wenn ¢ rational
ist. Eine offene Kugel W heilit rational, wenn der Radius und die
Koordinaten des Mittelpunktes von U rational sind (beziiglich
eines festenKoordinatensystems). SchlieBlich seien A, = (a,, o,
), 7=1,2,...,die simtlichen (abzihlbar vielen,numerierten)
Tripel rationaler a, ¢, . Bezeichnet dann M, die Menge aller
P e MU, fir welche MU, K (P; a,; ¢,) leer ist, so gilt

M, =M, 2.

=1
Unter einer Menge vom (#—1)-dimensionalen MaB Null (vgl.
1.) kiirzer unter einer Z,, _;-Nullmenge, verstehen wir jede Summe
von (abzéhlbar vielen) Mengen N, von denen jede eine Teil-
menge eines (z—1)-dimensionalen dehnungsbeschrinkten Fli-
chenstiickes §, ist und das Maf3 Null auf §, besitzt.? Die Summe
(und der Durchschnitt) abzahlbar vieler Z,__,-Nullmengen ist

. . *
wieder eine L), _,-Nullmenge.

4. Beweis des Verteilungssatzes (vgl. Nr. 1). Wir be-
trachten zunichst die einzelnen M,, v =1, 2, .. ., setzen T =M,
und bezichen uns auf rechtwinklige kartesische Koordinaten
Xy, ..oy Xn_y, 2, flr welche die Richtung der positiven z- Achse
mit q, {ibereinstimmt. Vermoge senkrechter Projektion von T
auf die X-Hyperebene, d. h. auf die Hyperebene (X = (x4, .. .,
Zp—1); 2 =0) oder kiirzer: auf z = o, wird T topologisch ab-
gebildet auf eine Teilmenge &' von z = o derart, daB3 (X, 2) & T
gleichbedeutend ist mit X € ¥/, 2 = f (X), wobei f (X) eine ein-
deutige, reelle, in ' dehnungsbeschrinkte Funktion ist mit der
Dehnungsschranke 4 = c¢#g ¢,; die Ein-eindeutigkeit der (Pro-
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jektions-)Abbildung folgt daraus, daf3 fir P & € nicht nur
K (P;a,; ¢, sondern auch X (P; —a,; ¢,) fremd ist zu £.

4.1. Es sei jetzt £ (X) dic maximale schrankengleiche Erwei-
terung? von f (X) auf die ganze X-Hyperebene und § das kar-
tesische Bild von 7 = £ (X) (im £, der (X, 2)). Aus den Defini-
tionen von ¥ und § (bzw. f (X)) folgt, daB kein Punkt von MU,
insbesondere also kein Punkt von ¥ oberhalb § liegt.? Angenom-
men nimlich, es liege der Punkt R &MU, oberhalb von §;
da K~ = K (R; —-a,; o, fremd ist zu I, so erhilt man bei Er-
setzung von §K~ durch den oberhalb von § gelegenen Teil der
Begrenzung von K~ wiederum ein & enthaltendes, dehnungs-
beschrinktes Flachenstiick mit der Dehnungsschranke £, wel-
ches oberhalb § gelegene Punkte enthilt, im Widerspruch zur
Maximaleigenschaft von §. Zufolge des Dichtesatzes, bezogen
auf z = o, ist in jedem Punkt X &€ ' bis auf eine (in z = o ent-
haltene) Z, _,-Nullmenge N’ das Kontingent € (X; ") von ¥’
vollstindig. Das Bild §t von 9%t in § ist ebenfalls eine L, _;-Null-
menge. Daher geniigt die Betrachtung von ¥; =% — 3. Aus
der Definition von § und ¥, folgt: Ist 7 & T, und ist € (P; §)
in einer Hyperebene § enthalten, so gilt € (P;3) = € (P;§)
= §. Aber nach dem Differenzierbarkeitssatz fir dehnungsbe-
schrinkte Funktionen bzw. Flichenstiicke3 ist € (P; §) einc
Hyperebene, sobald P& 3" =T, — Ny, woN; C T, eine L), _ ;-
Nullmenge bezeichnet. Es gentigt daher, von jetzt ab nur Punkte
von ¥° zu betrachten. Aber fiir Q € X" liegt € (Q; M) ganz in
demjenigen abgeschlossenen Halbrawm, welcher wicht oberhalb
der Hypercbene $ = C(Q; §) gelegen ist und wvon §) berandet
wird; dabei gehort also ) selbst zu C(Q; M).

4.2, Es sei jetzt M die Summe aller, fiir alle v = 1, 2, .. .,
gebildeten ¥"; dabei ist (M, — M") eine Z, __;-Nullmenge. Dann
besitzt € (P; M) fir P & M* folgende Eigenschaften:

1. Zu jeder von P ausgehenden (offenen) Halbgeraden § ratio-
naler Richtung, welche fremd ist zu € (P; M), existiert (min-
destens) eine, in € (2; M) enthaltene (zu fy fremde) Hyperebene
H derart, daBl € (P; M) fremd ist (mindestens) zu demjenigen

8 Der Punkt (X, xp,) = (x,,..., Zp_ 1, ) liegt oberhalb §, wenn x, >
S ).



Zum Beweise des Verteilungssatzes fiir Punkte 55

der beiden, von § begrenzten offenen Halbriume, in welchem §
enthalten ist. — 2. Es gibt (mindestens) eine derartige, zu € (2; I)
fremde (von P ausgehende) Halbgerade § rationaler Richtung
bzw. Hyperebene § (z. B. € (P; §), vgl. Ziff. 4. 1.).

Daraus folgt: Ist § eine (gemiB 2. vorhandene) in € (2; M)
fiir P € M" enthaltene Hyperebene, so kann (gemiB 1.) keine
von §) verschiedene, P enthaltende Hyperebene in € (2; M) ent-
halten sein. Enthilt daher jeder der beiden offenen, von § be-
grenzten Halbrdume eine von P ausgehende Halbgerade §’ bzw.
b, welche fremd ist zu € (2; M), so ist §H identisch mit den
(gemidB 1.) zu B’ bzw. h” gehorigen Hyperebenen und beide
Halbriume sind fremd zu € (2; M), soda € (P; M) = H. Ent-
hilt aber einer der Halbraume keine solche Halbgerade §, so
ist dieser Halbraum in € (2; M) enthalten. Damit sind alle Még-
lichkeiten erschopft und der Verteilungssatz ist bewiesen.

Zusatz. Die Uberlegungen des letzten Absatzes lassen sich
auch durch folgende ersetzen: Gema8 1. ist € (2; M) der Durch-
schnitt der zu allen, zu € (P; M) fremden Halbgeraden b ge-
hoérigen Halbrdume, also konvex. Und weil € (2; M) gemil 2.
(mindestens) eine Hyperebene enthilt, sind nur die im Wortlaut
des Verteilungssatzes angefithrten Fille méglich.



